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Mathematische Grundlagen
Zahlen

Natiirliche Zahlen: N 1,2,3,4,...

Natiirliche Zahlen mit 0: Ny 0,1,2,3,4,...

Gerade Zahlen: 2,4,6,...
Ungerade Zahlen: 1,3,5,...

Ganze Zahlen; 0,1, 2,3, 4,...

Darstellung auf der Zahlengeraden:

55 2 3 -z -1 0 1 2 3 4



Mathematische Grundlagen
Zahlen

Rationale Zahlen: a/b, wobei a und b # 0 ganze Zahlen

4

Es gibt keine ganzen Zahlen a und b, so dass V2 = a/b.
— /2 ist keine rationale Zahl.

Zahlen, die nicht als Bruch ganzer Zahlen geschrieben
werden kénnen, sind irrationale Zahlen.

Beispiele fiir irrationale Zahlen:
V2, —5
7w Kreiszahl: 3.14159265359.. ., 2V2

0.12112211122211112222. ..



Mathematische Grundlagen

Zahlen
Reelle Zahlen R:

Vereinigung von rationalen und irrationale Zah-
len.

Jede reelle Zahl ist ein beliebiger unendli-
cher Dezimalbruch

r = tm.avjo203 . ..

Dabei ist m eine nicht-negative ganze Zahl
und a, (n =1,2,...) ist eine unendliche
Folge von Ziffern aus dem Bereich 0 bis
9.

Rechenoperationen:
Addition +, Subtraktion -, Multiplikation, Division: /



Mathematische Grundlagen
Zahlen

e Jeder endliche Dezimalbruch ist eine rationale Zahl.

e Nicht jede rationale Zahl kann als endlicher Dezimal-
bruch geschrieben werden.

Schreibweise fur z € IR:
x| = Kkleinste ganze Zahl >«
lz| = 9groBte ganze Zahl <z

Beispiel:
2.7182] =3 |12.7182| =2 (5] = |5 =5

[—5.463]| =-5  |-5.463] = —6



Mathematische Grundlagen
Zahlen und Rechnen

Die spezielle Zahl O:
Fir jede reelle Zahl a gilt:

1.) Addition at+0=04+a=a

2.)  Subtraktion a—0=a 0—a=—a
3.) Multiplikation a:-0=0-a =20

4.)  Division 0/a =0 fira #0

a/0 ist nicht definiert!
0/0 ist nicht definiert!




Mathematische Grundlagen
Zahlen und Rechnen

Multiplikation aller Zahlen von 1 bis 6:

1.2.-3:4-5.-06=720=0!

Allgemein:
Multiplikation aller Zahlen von 1 bis n wird bezeichnet mit:

n! n-Fakultat oder n-Faktorielle
1-2-3-4---(n—1) - n=mn

Definition: 0!=1

Rekursive Definition: n! = n- (n-1)! fr n>0



Mathematische Grundlagen

Potenzrechnung

Wiederholte Ausfithrung einer Multiplikation
mit sich selbst:

22 -9.9 31=3.3-3-3

at = a-a-...-a

a Basis 7 Exponent

n Faktoren
a wird n-mal mit sich selbst multipliziert

alza aZ:a-a a34:g:-:1:-:13-a3

4 FaI{rtoren




Mathematische Grundlagen
Potenzrechnung

Null 0 als Exponent: Was tun?
Definition: a’ =1 fir a#0

ABER: 0" ist nicht definiert!!!

Negative Zahl als Exponent, z.B. 372 = 7?7?27

Antwort: 374 =1/3° =1/9

Allgemeine Definition:

1
a "'=— firneNunda#0
a



Mathematische Grundlagen
Potenzrechnung

Rechenregeln fir Potenzen bei gleicher Basis:

Exponenten addieren
Basis bleibt

Exponenten multiplizieren
Basis bleibt

Exponenten subtrahieren
Basis bleibt

10
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Mathematische Grundlagen
Potenzrechnung

Rechenregeln flr Potenzen mit gleichen Exponenten:

(ab)” = a"b"
Faktoren
a\" a a a a-a- - a T
— — e — e, . — — = — =a'b "
b) b b b b-b- . Q b”
Faktoren r Fa ktoren

(abcde)” = a"b"c"d"e"

11



Mathematische Grundlagen
Potenzrechnung

Potenzen einer Summe:
(a 4+ b)" =7277

Im allgemeinen gilt:

(a+b)" #Za" +b"
Beispiel:

(3+5)* =82 =064

324+ 5% =9+ 25 =234 +# 64

12



Mathematische Grundlagen
Potenzrechnung

Anwendung in der Zinsrechnung:

e Anfangskapital: K Euro, Zinssatz p%
e Guthaben nach einem Jahr: K + K - p/100 = K (1 4+ p/100)
e Wachstumsfaktor pro Jahr: 1 4+ p/100

e Guthaben nach t Jahren:

13



Mathematische Grundlagen
Potenzrechnung

Anwendung mit negativen Exponenten:
Wieviel Geld & hétte man vor 5 Jahren bei einem

Zinssatz von 8% anlegen miissen, um heute 1 000
Euro zu erhalten?

x - (1.08)° = 1000

1 000

T = = 1000 - (1.08)° = 680.58 = x
(1.08)5

Man hiitte vor ¢ Jahren P(1 4+ p/100) " Euro zu einem

festen Zinssatz von p% pro Jahr anlegen miissen, um heute
P Euro zu erhalten.
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Mathematische Grundlagen

Wurzeln

Potenzen:

Was tun, wenn der Exponent eineationale Zahl ist?

a'’? = /a, fallsa >0

a1/2 . a1/2 — a1/2—|—1/2 — al — a

V16 = 16/2 =4  da 4% = 16

1 1 1 1 1
— =Z.,da =->=—
25 5 5 5 25

v//0.01 = (0.01)Y/2 = 0.1, da 0.1-0.1 = 0.01

Quadratwurzel

(a1/2)2 —

q(1/2)-2

=a,1:a,

15



Mathematische Grundlagen

Wurzeln

Es gelten die gleichen Rechenregeln wie bei ,klassischen®
Potenzen (Exponent ist naturliche Zahl) !

VvV ao = \/E\/E a,b >0 Achtung: Gilt nicht fiir
negative Werte von a
a a
_:£ a>0,b>0 oderb.
Vo Vb

(ab)l/z — a1/2b1/2 und (a/b)1/2 — a1/2/b1/2

ZU beachten wie bel klassischen” Potenzen:

(a+b)" £Aa" +b"

16



Mathematische Grundlagen

Wurzeln

Quadratwurzel ist nichtnegativ!

d.h. € = —2 und ®* = 2 sind Losungen
der Gleichung x? = 4, d.h.

V4 = -

r? =4 <— 1 = -

—2

Jedoch: \/Z — 2 und NICHT —2

17



Mathematische Grundlagen

Allgemeine Wurzeln

Was bedeutet a,l/ "

natiirliche Zahl ist?
(al/n)n —al = a
1/n

, wenn a > 0 und n eine

a ist Losung von =" = a

x" = a hat eine eindeutige positive

Losung, die mit 1/a, n-te Wurzel aus
a bezeichnet wird:

a'/" = Ya

Spezialfall: n=3 -> Dritte oder kubische Wurzel

18



Mathematische Grundlagen
Allgemeine Wurzeln

Wenn a > 0 und n eine natiirliche Zahl,

so ist a'/™ = /a die eindeutig bestimmte
positive Zahl, deren n-te Potenz gleich a

1St.

Es ist diejenige positive Zahl, die m-mal

mit sich selbst multipliziert a ergibt.

_J/

(/") = (¥a@)" = ¥a- Va-...- Ya=a

n—mal

19



Mathematische Grundlagen
Allgemeine Wurzeln

Anwendung mit rationalen Exponenten:
Ein Betrag von € 5.000.- auf einem Sparkonto ist in 15 Jahren

auf € 10.000.- angewachsen.
Wie hoch war der konstante, jahrliche Zinsgatz

In 15 Jahren wachsen 5 000 Euro an auf

5000(1 + p/100)""

15 15
Daher: 5000 (1 + -2~ ) =100000der [1+ ) =2
100 100

14+ —— =2Y15 oder p=100(2"/15 — 1) ~ 4.73

100

20



Mathematische Grundlagen
Allgemeine Wurzeln

Potenzen mit Bruchzahl als Exponenten a/q — . ??

p ganze Zahl, g natiirliche Zahl und a > 0

Definition: .,
aP/1 — (al/q) = (¢/a)

Folgerung:

aP’/4 — (al/q) — gt/ Dr — g (1/q)

— (a:@)l/q _

Beispiel:

47/2 = (42 = 16384"/2 = 128 = 27 = (4/?)7



Mathematische Grundlagen
Allgemeine Wurzeln

Potenzen mit negativer Basis:

Wenn ¢ ungerade und p eine ganze Zahl, kann aP/? auch fiir a < 0
definiert werden, z.B.

(—8)Y/3 = /=8 =—-2 da(—2)3 = —8

Zur eindeutigen Definition muss p/q so weit wie moglich gekiirzt werden.

Sonst gibt es Widerspriiche wie z.B. hier:

—2 = (—8)1/3 = (—8)%/¢ = ((—8)%)"°® = (64)'/° = V64 = 2

22



Mathematische Grundlagen
Elementare Rechenregeln

Binomische Formeln:
(a+b)? = (a+b)(a+b) = a*+2ab + b?
(a—b)? = (a—b)(a—b) = a*—2ab + b°

(a + b)(a—b) = a®—b?

Rechnen mit negativen Klammern:
(—1)x = —=x

—(a+b—c+d)=—a—-b+c—d

23



Mathematische Grundlagen
Algebraische Ausdrlcke

Bezeichnungsweise eines algebraischen Ausdrucks:
3ry — 5m2y3 + 22y + 6y3:1:2 — 3 4+ dyx + 8

Terme:

3 2

3ry, —ox y3 2xy, 6y~ xr°, —3x, dSyxr, 8

Numerische Koeffizienten:
3, —5, 2, 6, —3, b

Terme vom selben Typ:

3

3xzy, 2xy, dSyx und — 5xy®, 6y°x

24



Mathematische Grundlagen
Algebraische Ausdrlcke

Systematische Vorgangsweise zur Vereinfachung:

1.

ClU = W N

Terme vom selben Typ sammeln

. Numerische Koeffizienten an den Anfang
. Buchstaben in alphabetischer Reihenfolge
. Hohere Potenzen nach vorn

. Mehr Faktoren nach vorn

25



Mathematische Grundlagen
Algebraische Ausdrlcke

Beispiel: Systematische Vorgangsweise:

3ry — 5x%y® + 2xy + 6y°x? — 3= + Syx + 8
1. 3zy + 2zy + Byx — 5x?y® + 6y°x? — 3 + 8
2. Schon erledigt

3. 3xy + 2zy + 5y —5x’y”® + 6x°y° —3x + 8

—=10xy —ax2y3

4. z°y® 4+ 10xy — 3= + 8

5. Schon erledigt



Mathematische Grundlagen
Ungleichungen

Vergleichen von Zahlen und Termen:

Die Zahl a ist grofier als die Zahl b, wenn a — b
positiv ist. Wir schreiben dann:

a>b a ist strikt grofler als b

Wenn a > b oder a=0>5, d.h. a ist grofler oder gleich,
schreiben wir a > b.

a>b bedeutet a—b>0

> und <  Strikte Ungleichungen

> und <  Schwache Ungleichungen

27



Mathematische Grundlagen
Ungleichungen

Rechenregeln fur Ungleichungen:
Wenn a > b und ¢ > 0, dann ist ac > bc
Wenn a > bund ¢ < 0, dann ist ac < be

(a) Wenn beide Seiten einer Ungleichung mit einer
positiven Zahl multipliziert werden, bleibt

die Richtung der Ungleichung erhalten.

(5) Wenn beide Seiten einer Ungleichung mit einer
negativen Zahl multipliziert werden, kehrt

sich die Richtung der Ungleichung um.

28



Mathematische Grundlagen

Intervalle
Notation Name Enthalt  mit:
(a, b) Offenes Intervall von a bis b a<x<b
la, b] Abgeschlossenes Intervall von a bis b a<x<b
(a, b] Halboffenes Intervall von a bis b a<x<b
la, b) Halboffenes Intervall von a bis b a<x<b
Die Linge aller Intervalle ist b — a.

Alle diese Intervalle sindeschrankt.

29




Mathematische Grundlagen
Intervalle

Symbol oo flur den Begriff ,Unendlich®.

Q0 st keine Zahl, sondern ein Symbol.

Die Ublichen Rechenregeln flr Zahlen geltérht fiir OO,
Unbeschrankte Intervalle:

l[a,00) = alle Zahlen  mit > a

(—oo, b) = alle Zahlen « mit € < b

Das Intervall [a, c0) hat keine obere Schranke.

Das Intervall (—oo, b) hat keine untere Schranke.

h B \\\M\ 2 . \s{ P A N \
Die Menge aller reellen Zahlen ist: (—oo, c0)

30



Mathematische Grundlagen
Betrag

Der Abstand zwischen einer reellen Zaalund O
heil3tAbsolutbetrag vona, bezeichnet mitg|.

Es gilt:

[ a falls a > 0

. —a falls a < 0O
Beispiel:

x — 2, falls * > 2
lx — 2| =
2—x, falls x < 2

31



Mathematische Grundlagen
Betrag

Abstand zwischen zwel Zahlen,

d.h. Abstand zwischen zwei Punkten auf der Zahlengerade:

i§ §f N O “%" My Y
A Dbstand zwischen 21 und -

Tr1 — To wenn xi > T2

—(x1 — x2) wenn 1< To

D.h. Abstand zwischen a1 und xo ist:

~ § - . ] D NR
» N ey | Ao i 'Q? LPE N
§ \'S‘ &\a’q &,:, s ERARARS 8 "h‘ﬂ.'s p ’\ Q: Y
- a&d | § e
! §

)
!'{/IIII:‘_

32



Mathematische Grundlagen

Betrag

Beispiet Bestimmen Sie allg, fiir die gilt: |3z — 2| < 5
x| < a bedeutet —a<zx<a (4)
3z — 2| <5 —5<3r—-2<5

Zu allen drei Ausdriicken 2 addieren:

—54+2<3x—2+2<5+2 oder —3<3x <7

-1 <x<7/3

33



Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

Alle Werte der Variablen finden, welche die vorliegnde Gleichung
erftllen.

Ein Losungswert ist nur zulassig, wenn fir ihn Allesdriicke der
Gleichung definiert sind.

Es kann keine, genau eine (eindeutig), mehrere odanendlich viele
LOsungen geben

z 1 —5
(b) - o =
z—d 3 dH—=z
z = b nicht zuldssig! Unter dieser Restriktion multiplizieren
wir mit 3(z — 5)

3z 4+2—06=15 <— 4z=20 < 2z=9>

Die Losung z = 5 ist jedoch nicht zuléssig. Daher
gibt es keine Losung der Gleichung (b). 34



Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

Spezialfall: Lineare Gleichung

Yy = ax + b
a undb sind reelle Zahlen und heil3@arameter

Es gilt stetsa#0
. y—>b
Allgemeine Losung: x* —

Beispiele:

(a) y=10x (b)) y=3z+4 (c) y

35



Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

Spezialfall: Quadratische Gleichung
ar? +br+c=0

a, b undc sind reelle Zahlen und heil3@arameter
X ist die unbekannte Variable.

Es gilt stetsa#0

Allgemeine Lésungsformel:
Fiir b* — 4ac > 0 und a # 0 gilt:

—b 4+ v/b?2 — 4ac

Fiir b* — 4ac < 0 gibt es keine reellen Lésungen.

€T =

Die Losungen heifien auch Wurzeln der quadratischen Gleichung. 36




Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

Spezialfall: Quadratische Gleichung

ax® +bx+c=0 (a # 0)

Division durch a ergibt die &quivalente Gleichung:

Mit p = b/a und q = c¢/a ergibt sich
2
x“ +pxr+q=0

Fiir p?/4 — q > 0 gilt:
p— Py P,
2 4

Fiir p?/4 — q < 0 gibt es keine reellen Losungen.

37



Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

Faktorenzerlegung einer quadratischen Gleichung:

Wenn &1 und x, Loésungen von ax?® + bxr + ¢ = 0,
so gilt fiir b* — 4ac > 0:

ax® +bx+c=a(x —x)(x — xz2)

Fiir b2 — 4ac = 0 gilt 1 = x5 und somit:

ax? 4+ bx + ¢ = a(x — a:l)z = a(x — 5132)2

Fiir b2 — 4ac < 0 gibt es keine Faktorenzerlegung.

38



Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

Quadratische Gleichung: Satz von Vieta
Francois Viete (1540-1603)

ax® +br+c=0 (a # 0)
b

2 +pr+q=0 p=- qg=

Wenn ;1 und x5 Losungen sind, so gilt:

b C
a a

39



Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

LOsung von 2 Gleichungen mit 2 Variablen

Beispiel:
20+ 3y = 18

3r —4y = —7
Einsetzungsmethode:

1.) Losen Sie eine Gleichung nach einer Variablen auf.

2.) Setzen Sie das Ergebnis in die andere Gleichung ein.

40



Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

Einsetzungsmethode:

Beispiel Forts.:

1.) Gleichung 1 nach y auflosen:

2
20 + 3y =18 = 3y =18 — 22 = yzﬁ—;m

2
2.) Einsetzen in Gleichung 2: 3z — 4(6 — gw) = -7 <~
8
33{3—24—|—§x:—7 <— 9 — 724+ 8xr = —21 <—
17r =51 <— o =3
2 2
yzﬁ—gw undw=3:>y=6—§-3:6—2:4

41



Mathematische Grundlagen
LOosen von Gleichungen

Produkt-Null Satz:

Ein Produkt von zwel oder mehr Faktoren
kann nur dann 0 sein, wenn wenigstens einer
der Faktoren 0O ist.

x2v/r+2=0

Entweder: 22> =0 oder r+2=0

Beispiel:

Losungen: =0 oder x = —2

Achtung: Keinen Faktor durch ,Kurzen“ entfernen!

Dieser Faktor kdnnte O sein und eine Losung liefern!

42



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Potenz: Gegeben eine Basssund ein Exponent.
Wie lautet das Ergebnisfir @ — g% ?

Umkehraufgabe: Gegeben eine Basasund ein Ergebnis.
Wie lautet der Exponent, sodasqy — g ?

Definition:

Wenn a,u —
dann heiit w der LOGARITHMUS von « zur BASIS a.

u = log,a

43



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Es gilt stets(flr x > 0):

Wenn u = logaiL‘

dann ist alog"'w = X

Beispiele:

log, 32 =5, da2° =32
log,,(1/100) = —2, da 102 = 1/100

44



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Spezialfall:

Wenn die Basiga gleich dertulerschen Zahleist (e= 2,71828... ),
dann nennt malog, den naturlichen Logarithmus,
geschrieben als (logarithmus naturalis), also:
Inzr = log,_ «
Umgekehrt:
Wenn eu p— b
heifit ©w der NATURLICHE LOGARITHMUS von b.
Offenbar qilt:

e =g und In(e®) ==

45



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Naturlicher Logarithmus

Beispiele:
(a) In1 =0,dae’ =1

(b) Ine=1,dae' = e
(c) In(1/e) =lne ' = —1,dae ' =1/e' =1/e
(d) In4 ~ 1.386, da e'?%°% =~ 4

(e) In(—6) ist nicht definiert.

46



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Rechenregeln fur Logarithmen zur Basis a:

(a) log,(xy) = log, « + log, v Logarithmen addieren

T
(b) log, (y) = log, * — log, v Logarithmen subtrahieren
(c) log, z” = plog, =,

(d) log,1 =0 Logarithmus von Eins ist Null

log,a =1 Logarithmus von a zur Basis a ist Eins

47



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Es gilt:
Inz+ Iny = In(xy)

Warnung: "

In(x+y)# lnx+ Iny

Es gibt keine einfachen Formeln fir

In(x 4+ y) und In(x — y)

48



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Beispiel:  He %% = 16
Losung: In auf jeder Seite In(5¢°*) = In 16
Produktregel: In(5e7%*) =1In5 + Ine™°*
Es gilt: Ine 3% = —3x. Dabher ist

1 1 5]
In5 —3x =Inl16,s0dass * = —(In5 —1In16) = — In —
3 3 16



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Zusammenhang zwischémn undlog:

alogaw —

Auf beiden Seiten In bilden: ln(alog“"’) — Inx

Links Rechenregel fiir Logarithmus einer Potenz anwenden:

logax +Ina = Inx

1
logaxr = — Inx
Ina

50



Mathematische Grundlagen
Logarithmen

Beispiel:
Ein Euro wird auf einem Sparbuch mit 8% Zinsen angelegt.
Wie lange dauert es, bis daraus 10 Euros geworden sind?

LOsung: gesucht ist x, die Anzahl der Jahre, sodass gilt:
(1.08)* = 10
rIinl.08 =1In10
Daher ist: € =In10/1n1.08 ~ 29.9

51



Mathematische Grundlagen
Summen

Betrachte die Summe von 6 Zahlen,
bezeichnet mitN, bis Ng:

Summe von ¢ = 1 bis ¢+ = 6 iiber IV;

6
Ni+ Nz + N3+ Ny + N5+ Ng = ) N;
1=1

¢ Summationsindex 1 und 6 Summationsgrenzen

>,  Sigma  Summationssymbol

52



Mathematische Grundlagen
Summen

Allgemeine Summationsgrenzen:

P, q ganze Zahlen mit g > p

q
Zai:ap+a,p_|_1+ap_|_2—|—...—|—a,q

1=p

53



Mathematische Grundlagen

Summen
Beispiele:

81
(a) 1+3+3>+3%+...+3% =) 3
1=0

Man beachte: 3° = 1 und 3t = 3

54



Mathematische Grundlagen

Summen

Summe der Zahlen von 1 bis n:
Carl Friedrich Gaul3 (1777-1855)

Zz=1—|—2—|—...—|—n:5n(n+1)

=1

Summe der Quadratzahlen

- 1
Z’i2:12—|—22—|—32—|—...—|—n2=En(n—l—l)(Zn—I—l)

1=1

Summe der Kubikzahlen

7N 1 2
Y it =1%4+2843% ... 4+ nd= [gn(n+1)]

1=1
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Mathematische Grundlagen
Summen

Gegeben T' Zahlen: 1, x2,..., T

1
[
~ AL

Behauptung: z:(wz — pz) =0, dh
=1

die Summe der Abweichungen vom Mittelwert ist Null.

T

e T
Beweis: g (T5 — o) = E :a:z o Z
=1 =1

=1

o,

T
§ ;i — Tpy =Tpy — Ty =
=1

0
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Mathematische Grundlagen
Doppelsummen

Beispiel: 5 4
Z Z(vs + 25)
ZZ(H%) (i+2)+ (E+4)+ (i+6)+ (i +8)]

41 + 20) = 24 + 28 + 32 = 84

:i[
:j
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