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(a+b)* = a®+ 2ab+b°
a—b)?=a?—2ab+b?
(a+b)-(a—b)=a®—b?

Fakultat (Faktorielle)

nl=1.-2-3-4---(n—1)-n

Intervalle
Notation Bezeichnung enthélt alle x mit
Ja;b[ oder (a;b) Offenes Intervall a<xz<b
[a; b] Abgeschlossenes Intervall a<z<b
|a; b] oder (a;b] Halboffenes Intervall a<z<b
[a;b[ oder [a;b) Halboffenes Intervall a<z<b
Ry ={zeR |z >0}
Potenzen und Wurzeln
a™ . g = g™t an — W
L:am_n ({L/&)m: nam
an
(@™)" =a™" \/ Va="%a
(a-b)" =a" b" Va-b= %/a- Vb
(5)" = a pfa_ Ve
b, bn bW

a =a
a’ =1
a_”zl

a'I’L

0% = 0 wenn = > 0 und nicht definiert, wenn z < 0!
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Definition des Logarithmus

log,z=u<x=a" (a>0,zeR:y)

a heifit Basis, x Numerus, u heifit ,Logarithmus von x zur Basis a“.

Rechnen mit Logarithmen (beziiglich einer beliebigen Basis)

log (u-v) = logu + logv loggz logu — logwv
v
1
logu™ = n - logu log /u =— - logu
n
logl =10 log,a =1

Quadratische Gleichungen

Eine quadratische Gleichung der Form Eine quadratische Gleichung der Form
az?+bz+c=0 24+ pr+q=0
mit a # 0 16st man mit 16st man mit
—b+ Vb? — dac D <p>2
T = B = —=gzc -] —q
2a 2 2

Satze von Vieta

Wenn z; und xp Losungen der Gleichung 2 + px + ¢ = 0 sind, so gilt:

T1+T2= —p
q
2+ pr+q= (x —x1) - (x — x2)

Tl -T2

Kartesisches Produkt

AxB={(z,y)[(xec AN (yeB)}

Gesprochen: ,, A kreuz B*“.
Die Elemente dieser Menge, (x,y), heiflen geordnete Paare.

Das Summenzeichen

n
amtaytaztoctan=>» a
=1
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Rechnen mit Summen

Rechenregeln fiir Summen Spezielle Summen

n n n

Z(ai+bi)zzai+zbi Zi:g-(n—kl)
i=1 i=1 i=1 i=1

zn:k'ai:k'zn:ai zn:’LQ:

3=l =1 =
zn:k:n-k Zﬁ:
i=1 i

‘n-(n+1)-(2n+1)

.n.<n+1>r

N | —

\

Betrag eines Vektors

Gegeben ist der Vektor a = (aq, ag, ..., a,) € R™.
Dann definiert man den Betrag (die Lénge) des Vektors durch:

lal = o} +a}+-+a2

\.

Linearkombination von Vektoren

7

Unter einer Linearkombination versteht man die Summe von reellen Vielfachen verschie-
dener Vektoren.
b=A1-a1+A2-a2+-+ Ay ay

heifit Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a,, wobei A\1, Aa, ..., A, reelle Zahlen
sind.

Rechenregeln fiir Matrizen

A (B-C)= (A-B)-C A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C k-(A-B)= (k-A)-B=A-(k-B)
(A-B)T = BT . AT E-A=A-E=A

(A7) =4 (A7) = (4"

(A-B) ' =Bt a4 w-AyJ::;-A—l

Inverse einer Matrix

Fiir eine quadratische Matrix A definiert man die inverse Matrix A~! mit:

Al A=A.-A'=F

(E bezeichnet hier die entsprechende Einheitsmatrix)
Die Inverse A~ einer quadratischen Matrix existiert nur, wenn deren Determinante ungleich
0 ist!




Determinanten (nur fiir quadratische Matrizen)

~

1. Ist A = (a), so ist det (A) = a

2. Ist A = ( L >, so ist det (A) = a1 - aza — a2 - a1z
a1 Qg2
3. Fiir 3 x 3-Matrizen: Regel von Sarrus

4. Fiir alle Matrizen: Laplace’scher Entwicklungssatz

a) Entwicklung nach der j-ten Spalte: det (A) = > ax;j - di;
k=1
b) Entwicklung nach der i-ten Zeile: det (A) = aip - dig
=1

dabei ist d;; die Adjunkte zum Element a;; gegeben durch: d;; = (=1)""7 . det (D;;) mit
der Teilmatrix D;;, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

Wert der Determinante fiir bestimmte Arten von Matrizen

.

e Sind in einer Zeile oder Spalte einer Matrix A alle Elemente gleich Null, so ist:

det (A) =0

e Sind zwei Zeilen oder Spalten ein Vielfaches einer anderen Zeile oder Spalte, so ist:
det (A) =0

e Ist eine Zeile oder Spalte eine Linearkombination anderer Zeilen oder Spalten, so ist:
det (A) =0

e Ist A eine Dreiecksmatrix, so gilt: det (A) = aj1 - a2 -+ - apn

Lésen linearer Gleichungssysteme

Ein LGS ist l6sbar wenn der Rang der Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der erweiterten
Matrix ist.
e Je zwei Gleichungen (= Zeilen des Gleichungssytems) diirfen miteinander vertauscht
werden

e Jede Gleichung darf mit einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl multipliziert
werden.

e Zu jeder Gleichung darf ein beliebiges Vielfaches einer anderen Gleichung addiert wer-
den.

Rang einer Matrix

Unter dem Rang einer Matrix A (Schreibweise: r (A)) versteht man die grofite Anzahl
linear unabhéngiger Zeilen (oder Spalten) der Matrix A.
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Lineare Unabhangigkeit von Vektoren

Die n Vektoren ai, as, ..., a, aus dem m-dimensionalen Raum R™ heiflen linear unabhéngig,
wenn die lineare Vektorgleichung

AMrar+Xras+...+ A\, -a, =0

nur fiir Ay = Ao = ... = A, = 0 erfiillt ist.
Dies bedeutet, es ist nicht moglich einen der Vektoren durch die anderen auszudriicken. Ist
dies moglich, heilen die Vektoren linear abhéngig.

Arithmetische und geometrische Folge

Arithmetische Folge Geometrische Folge

(a1, a1 +d, a1 +2d, a1 +3d, ...) <a1, a1-q, 61 ¢, a1-q, >
An+1
an+1_an:d Qnp B
an:a1+(n_1)d an: al.qn_l
Partial L8y = = 1-q"
artialsumme: s,, = o (a1 + an) Eertielammne 5, = @ o = g#1
Soo = G1° 7 lg| <1

Definition Grenzwert einer Folge

Die Zahl a heifit Grenzwert oder Limes der Folge (a,), oy geschrieben lim (a,), wenn gilt:
n— o0

Ve > 0 dn(e)so, dass ay € |a —e,a + ¢[ fir alle k£ > n(e)

Reihen

Fiir eine Folge (a,) heifit die Summe

neN
n

Sp=a1+azt+ag+--+a,=» a
i=1

die n—te Partialsumme der Folge (an), ¢y -

Die Folge der Partialsummen (Sy,), oy heifit Reihe.
Man schreibt mit Hilfe des Summenzeichens — unabhéngig davon, ob (.S;,)

symbolisch
o0
>
i=1
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Konvergenz einer Reihe

Fine Reihe ist konvergent, wenn die Folge der Partialsummen der zugrunde liegenden Folge
konvergiert.

Ist (an),,cy eine Folge und S,, = > a; die n—te Partialsumme, dann gilt:
i=1
o Konvergiert die Reihe (Sy),,cy , 80 ist (an),cy eine Nullfolge, d.h. lim a, =0 .
n—oo

o Ist (an),y keine Nullfolge, so konvergiert die Reihe nicht. (d.h. lim a, = 0 ist

n— oo
notwendig fiir die Konvergenz der zugehorigen Reihe).

Konvergenz einer geometrischen Reihe

7~

o0 .

Eine geometrische Reihe ) ¢* ist konvergent, wenn |q| < 1 gilt. Der Wert der Reihe ist in
i=k

diesem Fall gegeben durch:

o0 k
SOO:quZ: 1q_q wenn |¢| <1
1=

Kapitalwert einer endlichen Rente

"\ CF,
K=-CF,+ Z S CF; ... Cashflow zum Zeitpunkt t, 7...Zinssatz

Stetige Verzinsung fiir k£ Jahre

Kend = KO : el.k

Ableitungen einiger Funktionen

7~

flz)=c f(z)=0

f(x)=2a" f'(x)=n- 2" ! firn e R
flz) =€ fl(@)=¢€"

flz)=a" f'(z) = a” -In(a)

f(z) = In(z) ' (z) = é fiirz € Ry,




Ableitungsregeln

E-ow =k -u keR

Regel von de I‘Hospital

Wenn f und g differenzierbar an einer Stelle z sind und f (zg) = 0 und g (x¢) = 0 ist, gilt:

lim f () = lim C)
2 g(m) ek ¢ (@)

Auch anwendbar fiir unbestimmte Ausdriicke der Form 22.
Kann auch mehrfach angewendet werden, solange die Voraussetzungen (%, %) erfiillt sind.

\.

Elastizitat

_f) -z

¢ (x) gibt zu jeder Inputmenge niherungsweise an, wie stark der Output prozentual auf eine
einprozentige Erhohung dieser Inputmenge reagiert.

Grundintegrale

CL,nJrl
+c fiirn # —1

z"dxr =

/k:-dx:k:-x—l—c

n+1
/a:_ldx: In|z|+c firx #0

1
/a”dx: -a” +c fira >0, a #1




Integrationsregeln

/(f:l:g)-da:: /fdx:l:/gda:
/(k-f)da::k-/fdx

Taylorpolynom

Naherungsweise Darstellung einer Funktion an einer Stelle zg:

f (.7}) ~ p(gj) = Z f(kjg(!xo) . (.71‘ i xo)k _

Homogenitat

Eine Funktion f : R™ — R heifit homogen vom Grad r, wenn es eine Zahl r» € R gibt, sodass
fiir alle A € R gilt:
fQz1, Arg, .., Az,) = N7 f (.20, .., 2p)

Gradient

Die Zusammenfassung aller n moglichen ersten partiellen Ableitungen in einem
n-dimensionalen Zeilenvektor nennt man Gradient von f:

_(9f 9oF of \
grad(f)_<8x178$27"'78mn>_(f:vlvffcw"'?fﬂvn)

Der Gradient gibt die Richtung des groiten Anstiegs von f an.

Richtungsableitung (normiert)

in Richtung des Vektors z € R™:

0 1
o (@) = T gred (1) (o) - =
Totales Differential
_of of '
Partielle Elastizitat
_ of m;
i) = ox; f




Satz von Schwarz

Ist eine Funktion zweimal stetig partiell differenzierbar, so ist die Reihenfolge des Differen-
zierens egal. Es gilt also:

fa:izcj = fa:ja:i

Hesse Matrix

Die Zusammenfassung der zweiten partiellen Ableitungen in einer quadratischen Matrix

nennt man Hessematrix:
fx T fa: T
H 1,%9) = 121 122
( , ) ffvzzl fz2z2

Extremwerte
[ Funktion ‘ f(z,y)
Kandidaten fiir Extremstellen (stationédre Stel- fo (2,9) =0 } = (zs,Ys)
len) fy (z,y) =0
Maximum det (H (zs,ys)) >0 und fuz (zs,ys) <0
Minimum det (H (zs,ys)) >0 und fi. (zs,ys) >0
Sattelpunkt ‘ det (H (zs,ys)) <0
Preiselastizitdt - Kreuzpreiselastizitat
_ i L P _ni P
€ =Ny 3 €5 = Np, - i
Grenzrate der Substitution
s
Y| fa
Cobb-Douglas-Produktionsfunktion
f(xr, 20, xn) =c- (1% oo -, 7)) c>0,0; >0

Eigenschaften einer Cobb-Douglas-Produktionsfunktion

n
Eine derartige Produktionsfunktion ist homogen vom Grad ) «;

i=1
e Die Grenzproduktivitit des i-ten Faktors betragt: f,, = o - ILI
e Jede Faktorelastizitdt ist konstant und betrégt: ¢; = o
e Die Grenzrate der Substitution ist gegeben durch: r;; = Z—Z . i—]




