Statistik — Ubungen WS 2025

Blatt 2: Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wabhrscheinlichkeitsrechnung Grundlagen

1. Die nach dem franzosischen Mathematiker Pierre-Simon de Laplace benannten Laplace-
Experimente beruhen auf der Annahme, dass bei einem derartigen Zufallsexperiment nur
endlich viele Ausgénge moglich sind, die alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.
Spricht man im Falle eines Wiirfels von einem fairen, idealen oder Laplace-Wiirfel, so
nimmt man an, dass bei einem Wurf die sechs Seitenflichen des Wirfels — 1, 2, 3, 4, 5,
6 — jeweils mit der Wahrscheinlichkeit E auftreten. Es wird nun mit einem fairen Wiirfel
gewiirfelt. Man betrachtet die folgenden Ereignisse:

E= ,Zahl grofler als vier F = ,ungerade Zahl“

G = ,Zahl kleiner als zwei“ H = {2,3,4,5}
a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir die Ereignisse F, F', G und H
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten P (FUG), P(F N H)

c) Zeigen Sie: die bedingte Wahrscheinlichkeit P (F' | E) ist gleich P (F). Sind E und
F abhéngig?

2. Fiir ein Zufallsexperiment stehen zwei Behélter A und B zur Verfiigung. Im Behélter A
sind vier rote und eine weifle Kugel, im Behélter B zwei rote und drei weifle Kugeln.

Ein zweistufiges Experiment wird nun wie folgt durchgefiithrt: Zuerst wird ein fairer Wiirfel
einmal geworfen. Ist die geworfene Augenzahl grofler als vier, so wird eine Kugel aus
Behélter A gezogen, andernfalls wird eine Kugel aus Behélter B gezogen.

a) Stellen Sie dieses Experiment durch einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsbaum dar
und geben Sie fiir alle moglichen Ergebnisse bzw. Ablaufe deren Wahrscheinlichkeiten
an!

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man eine rote Kugel?

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine Zahl grofler als vier geworfen und man
erhélt eine rote Kugel?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhédlt man, nachdem eine Zahl grofler als vier ge-
worfen worden ist, eine rote Kugel?

e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wurde eine Zahl grofier als vier geworfen, wenn man
weif3, dass die gezogene Kugel rot ist?
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3. Aus einem standardisierten 52-Karten-Pokerdeck werden 5-Karten ohne Zuriick-
legen gezogen.
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a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste gezogene Karte
i. eine Herzkarte ist.
ii. eine Dame ist.
iii. keine Zahlkarte (2-10) ist.
b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
i. dass die erste und zweite Karte jeweils Konige sind?
ii. dass die zweite Karte ein Konig ist, wenn die erste Karte der Kreuz-Konig war?

c¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass alle 5 Karten Herzkarten sind.

4. Betrachten Sie folgendes zweistufiges Zufallsexperiment:

Zunéchst wird eine faire Miinze einmal geworfen. Fallt [ Kopf“, so wird in der zweiten
Stufe eine Kugel aus einer Urne gezogen, die 5 rote und 3 blaue Kugeln enthélt. Fallt
»Zahl“, zieht man in der zweiten Stufe eine Karte aus einem Kartenspiel mit 8 Karten,
bestehend aus 2 Assen, 3 Konigen und 3 Damen.

a) Stellen Sie das Zufallsexperiment mit Hilfe eines Baumdiagramms dar.
b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
i. Kopf geworfen und eine rote Kugel gezogen wird?
ii. Zahl geworfen und ein Konig gezogen wird?
iii. dass eine Dame gezogen wird?

iv. Zahl geworfen wurde, wenn bekannt ist, dass eine Dame gezogen wurde?
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5. Ein Artikel wird auf den drei Maschinen 1, 2 und 3 produziert. Die Maschinen haben
einen jeweiligen Produktionsanteil von 60 %, 10 % bzw. 30 %. Die Ausschussquote der
Maschine 1 betragt 5 %, die der Maschine 2 betragt 2 %. Insgesamt sind 4,4 % der fiir
die Warenendkontrolle entnommenen Artikel Ausschuss.

a) Wie grof ist die Ausschussquote der Maschine 37

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewahlter Artikel auf der
Maschine 1 hergestellt und in Ordnung ist?

c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewéhlter Artikel auf Ma-
schine 2 produziert wurde, wenn man weif3, dass der Artikel Ausschuss ist?

6. Im Rahmen einer sozialwissenschaftlichen Studie wird das Vertrauen in Medien in
Zusammenhang mit dem Bildungsstand untersucht.

Die Ergebnisse einer grofl angelegten, reprasentativen Umfrage unter Erwachsenen zeigen
Folgendes:

e 80% der Befragten geben an, den Medien zu misstrauen.
o 18 % der Befragten haben einen Hochschulabschluss.
e 5% der Befragten haben einen Hochschulabschluss und misstrauen den Medien.

a) Vervollstandigen Sie die folgende Kreuztabelle so, dass sie den beschriebenen Sach-
verhalt wiedergibt:

Kein

Summe
Hochschulabschluss Hochschulabschluss

Misstraut den Medien

Vertraut den Medien

Summe

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Person einen
Hochschulabschluss hat und den Medien vertraut.

¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person den Medien misstraut, unter
der Bedingung, dass sie einen Hochschulabschluss hat.

d) Die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ereignisses E lisst sich mit dem Bruch

0,07
P(E) = O’ 5 berechnen. Beschreiben Sie diese Wahrscheinlichkeit im gegebenen

Kontext in einem vollsténdigen Satz.
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7. Die Wahrscheinlichkeit, arbeitslos zu sein, hangt vom Bildungsniveau ab. Nach
aktuellen Daten in Osterreich liegt die Arbeitslosenquote bei:

o Personen mit Pflichtschulabschluss: 12 %
o Personen mit Matura: 7 %
o Personen mit Hochschulabschluss (Akademiker): 3 %
Der Anteil der Personen in der Bevolkerung verteilt sich wie folgt:
« Pflichtschulabschluss: 28 %
e Matura: 52 %
o Hochschulabschluss: 20 %
a) Sie wahlen zufillig eine Person aus der Gesamtbevolkerung aus. Wie grofl ist die
Wahrscheinlichkeit, dass diese Person arbeitslos ist?

b) Sie wahlen zufillig eine Person aus und stellen fest, dass diese arbeitslos ist. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um eine Person mit Matura?

¢) Eine arbeitslose Person wird zuféllig ausgewihlt. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sie keinen Pflichtschulabschluss hat?

Diskrete ZufallsgroBen

8. Ein Kapitalanleger verfiigt iiber eine Anlagemdglichkeit. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion
fir die Rendite X nach Steuern (in %) dieser Anlagemoglichkeit ist gegeben durch:

(%) [ -5]0]3]6]09
s 0,1]01]04]03]0,1

a) Bestimmen Sie Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung von X.

b) Berechnen Sie den Erwartungswert, wenn Sie wissen, dass die Rendite X nach Steu-
ern mindestens 3 % betragt.
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9. Im Rahmen einer Semestereroffnungsparty wird folgendes Gliicksspiel angeboten:

Man darf das nachstehende Gliicksrad dreimal drehen. Es wird angenommen, dass der
Zeiger des Glicksrades mit derselben Wahrscheinlichkeit an jeder beliebigen Stelle des
Kreises stehen bleiben kann. Erzielt man dabei das Wort ,UNI“ (in genau dieser Reihen-
folge) so gewinnt man € 10.- Dreht man dreimal denselben Buchstaben hintereinander,
so gewinnt man € 5.-. In allen anderen Fallen gibt es keinen Gewinn. Berechnen Sie den
Erwartungswert und die Varianz des Gewinns pro Spiel.

Spezielle diskrete Verteilungen

10. Ein Eignungstest enthélt unter anderem auch 3 Fragen zum aktuellen Tagesgeschehen. Zu
jeder dieser Fragen sind vier Antworten zur Auswahl angegeben, von denen nur (genau)
eine richtig ist. Ein Teilnehmer muss bei jeder Frage raten und kreuzt die Antwort zuféllig
an. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er

a

b

C

) genau eine Frage richtig beantwortet

) mindestens eine Frage richtig beantwortet

) mehr Fragen richtig als falsch beantwortet?

d) Wie lauten Erwartungswert und Standardabweichung fir die Anzahl richtiger Ant-
worten?

11. Das chinesische Spiel Pat Cha (,,Griff nach acht“) wird mit 8 Wiirfeln gespielt.
Jede Spielerin/jeder Spieler setzt auf eine der 6 Augenzahlen. Eine Spielerin/ein Spieler
gewinnt, wenn mindestens 3 der 8 Wiirfel die gesetzte Zahl zeigen. Die Lehrveranstal-
tungsleitung nennt Thnen die Augenzahl auf die sie setzen sollen.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass diese Augenzahl gewinnt.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei den acht Wiirfen mindestens einmal
die genannte Augenzahl auftritt.

¢) Wie verdndert sich die Wahrscheinlichkeit in b), wenn mit 10 anstelle von 8 Wiirfeln
gespielt wird?
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12. In einer Box befinden sich zwolf Lindor-Kugeln: vier der Sorte Edelbitter und acht mit
weiler Schokolade. Herr E., der keine weile Schokolade mag, darf nun drei Kugeln zuféllig
(ohne Zuriicklegen) auswéhlen.

a) Wie ist die Anzahl X gezogener Edelbitter-Kugeln verteilt?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei der drei gezogenen Kugeln von
der Sorte Edelbitter sind?

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der drei gezogenen Kugeln
von der Sorte Edelbitter ist?

d) Wie viele Edelbitter-Kugeln kann Herr E. erwarten?

13. In einer gemeinniitzigen Organisation haben sich 10 Freiwillige fiir die Mitarbeit
an einem sozialen Projekt beworben, von denen 6 bereits Erfahrungen in ahnlichen Pro-
jekten gesammelt haben. Per Losentscheid werden 4 Freiwillige aus den Bewerbern fiir
das Projekt ausgewahlt.

a) Durch welches Modell (d. h., durch welche Verteilung mit welchen Parametern) lasst
sich beschreiben, wie viele erfahrene Freiwillige unter den per Los ausgewahlten 4
Personen sind und warum? Erldutern Sie die Bedeutung der einzelnen Parameter.

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Auswahl von 4 Freiwilligen kein
erfahrener Freiwilliger dabei ist?

c) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein erfahrener Freiwilliger in
der Auswahl ist?

14. Die Héufigkeit von Kreditausfillen kann ndherungsweise durch eine Poisson-Verteilung
beschrieben werden. In einer Bankfiliale mit einem Portfolio von 1.000 Krediten fallen im
Durchschnitt pro Jahr 10 Kredite aus. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) genau 5 Kredite

b) mehr als 0,2 % der Kredite in einem Jahr ausfallen?

15. An einem Flughafen kommen im Durchschnitt 15 Taxis pro Stunde an, die Fahrgéste
aufnehmen mochten. Die Ankiinfte erfolgen zuféllig und unabhéngig voneinander. Es wird
angenommen, dass sich die Anzahl der Taxis, die innerhalb einer Stunde eintreffen, durch
eine Poisson-Verteilung modellieren lasst.

a) Geben Sie den Parameter dieser Verteilung an.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit treffen genau 10 Taxis innerhalb einer Stunde am
Flughafen ein?

c¢) Ein Fahrgast wartet 10 Minuten in der Taxizone. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass in diesen 10 Minuten kein Taxi eintrifft?
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16. In der Produktion von Elektronikbauteilen kommt es erfahrungsgemafl zu einem Aus-
schuss von 15 %. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe von 10
Stiick

a) genau 2 defekte Bauteile sind
b) sich hoéchstens ein defekter Bauteil befindet?

¢) Ein GroBhandler nimmt eine Lieferung dieser Bauteile an, wenn in der Stichprobe
von 10 Bauteilen hochstens ein defekter zu finden ist (siehe b)). Wie grof ist dann
die Wahrscheinlichkeit, dass er mehr als 5 von 8 Lieferungen zurtickschickt?

17. Ein Limonaden-Abfiillbetrieb verwendet Pfandflaschen. Von den zuriickgenomme-
nen Flaschen sind erfahrungsgemaf 0,3 % wegen zu starker Verschmutzung und 0,9 %
wegen Glasschidden nicht mehr verwendbar. Diese beiden Fehlerarten treten unabhéangig
voneinander auf und schliefen sich gegenseitig aus (eine Flasche hat entweder einen Glas-
schaden oder ist verschmutzt, oder ist verwendbar).

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine zufillig herausgegriffene Flasche wiederver-
wendbar?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind alle 12 Flaschen einer Kiste wiederverwendbar?

¢) Auf eine Standard-Europalette passen 24 Kisten mit je 12 Flaschen. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass sich auf einer Europalette mehr als 20 Kisten befinden, die
ausschliellich wiederverwendbare Flaschen enthalten?
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Stetige ZufallsgroBBen
18. Der folgende Graph stellt die Dichtefunktion einer stetigen Zufallsgrofie dar.

/()
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Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir die Intervalle: |—oo; 4], [3; 5]. und [5; 7].
Hinweis: ¢ ermitteln!

19. Der folgende Graph stellt die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsgrofie X
dar.
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Berechnen Sie:
a) P(X <4)
b) P([6;8])
c¢) Bestimmen Sie eine Zahl ¢ so, dass P (X > ¢) = 0, 8 gilt.
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Spezielle stetige Verteilungen

20. Die Lebensdauer X eines elektronischen Bauteils ist exponentialverteilt mit Para-

1
meter \ = 00 (in Stunden).

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Bauteil mindestens 200 Stunden nicht
ausfallt?

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Bauteil zwischen den Zeitpunkten
t; = 200 Stunden und ¢, = 300 Stunden ausfillt?

c) Welchen Wert miisste der Parameter A besitzen, damit mit Wahrscheinlichkeit 0,9
die Lebensdauer des Bauteils mindestens 50 Stunden betragt?

21. Nachstehend finden Sie Dichtefunktion und Verteilungsfunktion einer standardnormal-
verteilten Zufallsgrofe.

Dichtefunktion Verteilungsfunktion

A LA
1

011

Y ©

4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 o 1 2 3 14

Kennzeichnen Sie in diesen beiden Zeichnungen und bestimmen Sie:
a) die Werte @ (1,57), & (—1),
b) P(Z € |—o0;1)), P(Z > 1,57),

c¢) den Wert zg 9 und zg 2.
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22. Eine Zufallsgrofie unterliegt einer Normalverteilung N(5, 2)
a) Bestimmen Sie dafiir die Wahrscheinlichkeit des Intervalls |4; 7].
b) Bestimmen Sie zu dieser Verteilung das 0,95-Quantil und das 0, 1-Quantil.
¢) Bestimmen Sie die Zahl ¢ derart, dass P (X > ¢) =0,2
d) Bestimmen Sie die Zahl d derart, dass P (b —d < X <5+4+d)=0,1

23. Auf einer Maschine werden Platten hergestellt, deren Dicke X (bei korrekter Ein-
stellung der Maschine) normalverteilt mit dem Erwartungswert g = 19 mm und der
Soll-Standardabweichung o = 0,02 mm ist. Platten mit einer Dicke zwischen
18,98 < X < 19,02 mm sind Qualitiat A, alle anderen Qualitat B.

a) Wie viel Prozent der Produktion sind Qualitédt A7

b) In der nachstehenden Abbildung ist der Graph der Verteilungsfunktion dieser Nor-
malverteilung dargestellt. Kennzeichnen Sie in dieser Abbildung die Wahrscheinlich-
keit, dass eine zufillig ausgewéhlte Platte von Qualitat A ist.

¢) Wie miissten die Toleranzgrenzen symmetrisch zu p festgelegt werden, um nur
5 % Platten der Qualitat B zu erhalten?

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

— l Dicke in mm
18,9 18,92 18,94 18,96 18,98 19 19,02 19,04 19,06 19,08 19,1

24. Ein Getrankehersteller fiilllt Orangensaft in 1000 ml-Flaschen ab. Die Fiillmenge stimmt
allerdings nicht immer exakt auf den Milliliter (ml) genau. Gehen Sie von der Annahme
aus, dass die Fiillmenge eine normalverteilte Zufallsgrofie mit einem Erwartungswert von
1000 ml und einer Standardabweichung von 20 ml ist.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einer zuféllig ausgewéhlten Oran-
gensaftflasche mehr als 980 ml, aber weniger als 1030 ml enthalten sind?

b) Die Flaschen werden in einem Gebinde zu 6 Stiick verpackt. Wie gro8 ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein solches Gebinde weniger als 6060 ml enthalt?

Statistik Ubungen Blatt 2 10 WS 2025



25. Ein Unternehmen betreibt eine Fabrik mit 120 Maschinen. Jede Maschine verur-
sacht im Durchschnitt monatliche Betriebskosten (inklusive Wartung, Energieverbrauch
ete.) von € 1.800 mit einer Standardabweichung von € 200.

a) Wie grof sind der Erwartungswert und die Standardabweichung der monatlichen
Betriebskosten aller Maschinen in dieser Fabrik?

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die monatlichen Betriebskosten
aller Maschinen in der Fabrik grofler sind als € 219.000.

26. Die Leistung eines einzelnen Photovoltaik-Moduls kann fiir Module aus derselben Charge
produktionsbedingten Schwankungen unterliegen. Die Leistung eines bestimmten Modul-
typs ist normalverteilt mit einem Erwartungswert von p = 400 Watt und einer Standard-
abweichung von ¢ = 8 Watt. Im Rahmen einer Qualitdtskontrolle werden nun stiindlich
Module in Stichproben vom Umfang n = 9 entnommen und deren Leistung unter standar-
disierten Bedingungen ermittelt. Die folgende Tabelle zeigt die dabei gemessenen Werte
(in Watt) im Verlauf eines Tages:

Uhrzeit | F 1 F 2 F3 F4 Fb F 6 F7 F 8 F9
00:00 398,2 | 404,7 | 403,1 | 391,0 | 394,2 | 410,9 | 397,0 | 396,8 | 389,9
01:00 398,6 | 405,9 | 408,9 | 400,9 | 394,4

23:00 385,5 | 405,9 | 399,7 | 394,9 | 405,1 | 409,5 | 403,5 | 414,3 | 395,9

Die Daten zu dieser Aufgabe finden Sie im Excel-File
STATISTIK_2025_WS__Blatt_2_Excel Vorlage.xIsx Tabellenblatt 26_Solarmodule.

a) Werden zuféllig (sehr viele) Stichproben vom Umfang n aus einem Datensatz gezo-
gen, so gilt fiir die Verteilung des arithmetischen Mittels:

_1
X=— (X +Xot.. +X,)

Erwartungswert: E ()_( ) =l
2

g
n

Varianz: Var ()_( )

7
vn
Wie ist die Zufallsvariable X der Leistung pro Einheit fiir n = 9 verteilt? Geben Sie
die Parameter dieser (theoretischen) Verteilung an.

Standardabweichung: ox

b) Betrachten Sie nun die 24 Stichproben vom Umfang n = 9 aus einer Tagesproduk-
tion und berechnen Sie fiir jede Stichprobe den zugehorigen Mittelwert. Wie grof3
sind Mittelwert und Stichprobenstandardabweichung der 24 Stichprobenmittelwer-
te? Vergleichen Sie diesen Wert mit dem Ergebnis aus a).

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe vom Umfang n = 9 eine
durchschnittliche Leistung von weniger als 396 Watt zu beobachten?

Statistik Ubungen Blatt 2 11 WS 2025



27. Die Lieferzeit eines bestimmten Versandunternehmens fiir Pakete ist normalver-
teilt mit einem Durchschnitt von 4 Tagen und einer Standardabweichung von 0,6 Tagen.

Es werden nun Stichproben von 25 Paketen gezogen, und der Mittelwert der Lieferzeiten
dieser 25 Pakete wird bestimmt.

a) Wie ist die Zufallsvariable X verteilt? Geben Sie die Parameter dieser Verteilung an.

b) Wie wahrscheinlich ist es, dass die durchschnittliche Lieferzeit der 25 Pakete in einer
Stichprobe mehr als 4,1 Tage betrégt?

¢) Wie grofl miisste die Stichprobengrofie sein, damit die Wahrscheinlichkeit, dass die
durchschnittliche Lieferzeit der Pakete mehr als 4,1 Tage betragt, auf 1% sinkt?

Die mit gekennzeichneten Beispiele sind von den Studierenden vorzubereiten und nach
Aufruf durch die Lehrveranstaltungsleitung zu préasentieren!
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