Statistik — Ubungen WS 2024

Blatt 2: Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wabhrscheinlichkeitsrechnung Grundlagen

1. Die nach dem franzosischen Mathematiker Pierre-Simon de Laplace benannten Laplace-
Experimente beruhen auf der Annahme, dass bei einem derartigen Zufallsexperiment nur
endlich viele Ausgénge moglich sind, die alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.
Spricht man im Falle eines Wiirfels von einem fairen, idealen oder Laplace-Wiirfel, so
nimmt man an, dass bei einem Wurf die sechs Seitenflichen des Wirfels — 1, 2, 3, 4, 5,
6 — jeweils mit der Wahrscheinlichkeit E auftreten. Es wird nun mit einem fairen Wiirfel
gewiirfelt. Man betrachtet die folgenden Ereignisse:

E= ,Zahl grofler als vier F = ,ungerade Zahl“

G = ,Zahl kleiner als zwei“ H = {2,3,4,5}
a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir die Ereignisse F, F', G und H
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten P (FUG), P(F N H)

c) Zeigen Sie: die bedingte Wahrscheinlichkeit P (F' | E) ist gleich P (F). Sind E und
F abhéngig?

2. Fiir ein Zufallsexperiment stehen zwei Behélter A und B zur Verfiigung. Im Behélter A
sind vier rote und eine weifle Kugel, im Behélter B zwei rote und drei weifle Kugeln.
Ein zweistufiges Experiment wird nun wie folgt durchgefiithrt: Zuerst wird ein fairer Wiirfel
einmal geworfen. Ist die geworfene Augenzahl grofler als vier, so wird eine Kugel aus
Behilter A gezogen, andernfalls wird eine Kugel aus Behélter B gezogen.

a) Stellen Sie dieses Experiment durch einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsbaum dar

und geben Sie fiir alle moglichen Ergebnisse bzw. Ablaufe deren Wahrscheinlichkeiten
an!

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man eine rote Kugel?

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine Zahl grofler als vier geworfen und man
erhélt eine rote Kugel?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhédlt man, nachdem eine Zahl grofler als vier ge-
worfen worden ist, eine rote Kugel?

e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wurde eine Zahl grofier als vier geworfen, wenn man
weif3, dass die gezogene Kugel rot ist?
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3. Beim (européischen) Roulette gibt es 37 nummerierte Fécher mit den Zahlen 1 bis
36, sowie 0, in denen die Kugel landen kann. 18 Zahlen sind rot, 18 Zahlen sind schwarz
wahrend die 0 griin ist.
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a) Das Rad wird einmal gedreht. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Kugel
i. in einem Fach mit einer Zahl landet, die rot und kleiner als 13 ist?

ii. in einem Fach mit einer Zahl landet, die ungerade und nicht schwarz ist? (Hin-
weis: 0 ist eine gerade Zahl)

iii. in einem beliebigen schwarzen Fach oder dem Fach mit der Zahl 0 landet?

b) Angenommen ein Spieler setzt nur auf die Zahlen 1 bis 12. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit,

i. dass die Kugel auf einer Zahl zwischen 1 und 12 landet?

ii. dass diese Zahl rot ist, wenn sie auf einer Zahl zwischen 1 und 12 gelandet ist?
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4. Ein zweistufiges Spiel wird wie folgt durchgefiihrt: Zuerst wird ein fairer Wiirfel
einmal geworfen. Ist die geworfene Augenzahl gerade, zieht man in der zweiten Stufe
eine Karte aus einem normalen Kartenspiel mit 52 Karten. Wenn eine ungerade Zahl
gewtrfelt wird, zieht man stattdessen eine Karte aus einem Stapel von 10 Karten, die aus
zwei Buben, drei Damen, vier Kénigen und einem Ass besteht.

Stellen Sie die folgenden Experimente jeweils durch einen geeigneten Wahrscheinlichkeits-
baum dar und geben Sie fiir alle moglichen Ergebnisse bzw. Abldufe deren Wahrschein-
lichkeiten an!
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) eine gerade Zahl gewiirfelt und eine Herz-Karte gezogen wird?

b

) eine ungerade Zahl gewiirfelt und danach ein Konig gezogen wird?
c¢) eine Dame gezogen wird?
d) mit dem Wiirfel eine ungerade Zahl geworfen wurde, wenn man weif3, dass eine Dame

gezogen wurde?

5. Ein Artikel wird auf den drei Maschinen 1, 2 und 3 produziert. Die Maschinen haben
einen jeweiligen Produktionsanteil von 60 %, 10 % bzw. 30 %. Die Ausschussquote der
Maschine 1 betragt 5 %, die der Maschine 2 betragt 2 %. Insgesamt sind 4,4 % der fiir
die Warenendkontrolle entnommenen Artikel Ausschuss.

a) Wie grof ist die Ausschussquote der Maschine 37
b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewéhlter Artikel auf der
Maschine 1 hergestellt und in Ordnung ist?

c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewéhlter Artikel auf Ma-
schine 2 produziert wurde, wenn man weif3, dass der Artikel Ausschuss ist?
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6. Bei einer Statistik-Priiffung an der KF-Uni ergaben sich fiir die Studierenden von
drei Studienrichtungen, die an dieser Priifung teilgenommen haben, die folgenden Ergeb-

nisse:
bestanden nicht Summe
bestanden
BWL 20 9 29
Soziologie 19 7 26
VWL 9 6 15
Summe 48 22 70

Eine Klausurarbeit dieser Studierenden wird zufallig ausgewéhlt.
a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Klausurarbeit positiv ist?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Klausurarbeit nicht von einer VWL-Studierenden?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat eine Studierende bestanden, wenn man weif},
dass sie Soziologie studiert?

7. An einer Universitdt konnen sich die Studierenden — im Rahmen der Méglich-
keiten — eine Ubungsgruppe aussuchen. 35% der Studierenden wahlen Gruppe A, 25%

2
gehen in die Gruppe B, 40% zu Gruppe C. In Gruppe A und B fallen im Mittel R der
Teilnehmenden durch, in Gruppe C nur £

a) Wie viel Prozent aller Teilnehmenden fallen im Mittel durch?

b) Eine Studierende hat die Priifung bestanden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit war
sie in Gruppe A?

Diskrete ZufallsgroBen

8. Ein Kapitalanleger verfiigt iiber eine Anlagemdglichkeit. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion
fir die Rendite X nach Steuern (in %) dieser Anlagemoglichkeit ist gegeben durch:

z(@m% 5] 0]3]6]09
i 0,1]01]04]03]0,1

a) Bestimmen Sie Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung von X.

b) Berechnen Sie den Erwartungswert, wenn Sie wissen, dass die Rendite X nach Steu-
ern mindestens 3 % betragt.
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9. Ein Casino bietet folgendes Spiel an: Sie diirfen mit einem weiflen und einem roten
Wiirfel wiirfeln. Wenn beide die gleiche Augenzahl zeigen, bekommen Sie 10 Geldeinheiten
ausbezahlt, wenn der rote Wiirfel mehr Augen zeigt als der weifle, bekommen Sie die
Augenzahl des roten Wiirfels ausbezahlt, in allen anderen Fallen gehen Sie leer aus.

a) Wie hoch miisste der Einsatz bei diesem Spiel sein, damit das Spiel fair ist, d.h. der
Einsatz mit dem Erwartungswert der Auszahlung iibereinstimmt.

b) Wie hoch ist die Varianz der Auszahlung?

Hinweis: Die folgende Tabelle zeigt alle 36 moglichen Ergebnisse des Experimentes:

A\V |1 2 3 4 5 6
1| (1,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1,6)
2 1 (2,1)](2,2) | (2,3) ] (2,4) | (2,5) | (2,6)
3 1,1 ]3,2)]3,3)](3,4) (3,5 | (3,6)
4 | (4,1 ] (4,2) | (4,3) | (4,4) | (4,5) | (4,6)
5 1(,1)](5,2) | (53)] (54) | (55) | (56)
6 | (6,1)](6,2) ] (6,3)] (6,4) | (6,5) | (6,6)

Spezielle diskrete Verteilungen

10. Ein Eignungstest enthélt unter anderem auch 3 Fragen zum aktuellen Tagesgeschehen. Zu
jeder dieser Fragen sind vier Antworten zur Auswahl angegeben, von denen nur (genau)
eine richtig ist. Ein Teilnehmer muss bei jeder Frage raten und kreuzt die Antwort zuféllig
an. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er

a

b

) genau eine Frage richtig beantwortet
)

¢) mehr Fragen richtig als falsch beantwortet?
)

mindestens eine Frage richtig beantwortet

d) Wie lauten Erwartungswert und Standardabweichung fiir die Anzahl richtiger Ant-
worten?

11. Aus fritheren Studien ist bekannt, dass 45 % der Studierenden einer Universitit
bereit sind, an einer Online-Petition fiir mehr soziale Gerechtigkeit teilzunehmen. Im
Rahmen einer neuen Umfrage werden 20 Studierende der Universitéit zufallig ausgewahlt
und befragt, ob Sie an einer solchen Petition teilnehmen wiirden oder nicht.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass
a) genau 7 Personen
b) weniger als 2 Personen
¢) mindestens 9 aber nicht mehr als 11 Personen angeben, an einer solchen Petition

teilnehmen zu wollen?

d) Es ist geplant, eine Folgeaktion zu starten, falls die Umfrage zeigt, dass mindestens
90 % der befragten Personen eine solche Petition unterstiitzen wiirden. Wie hoch ist
die Wahrscheinlichkeit fiir eine Folgeaktion?
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12. In einer Box befinden sich zwolf Lindor-Kugeln: vier der Sorte Edelbitter und acht mit
weiler Schokolade. Herr E., der keine weile Schokolade mag, darf nun drei Kugeln zuféllig
(ohne Zuriicklegen) auswéhlen.

a) Wie ist die Anzahl X gezogener Edelbitter-Kugeln verteilt?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei der drei gezogenen Kugeln von
der Sorte Edelbitter sind?

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der drei gezogenen Kugeln
von der Sorte Edelbitter ist?

d) Wie viele Edelbitter-Kugeln kann Herr E. erwarten?

13. | P 20| In einer Personengruppe von 40 Personen befinden sich 10 selbststandig Erwerbstéati-
ge. 8 Personen werden zufillig ausgewéhlt und nach ihrem Beschaftigungsverhaltnis be-
fragt. X ist die Anzahl der Selbststdndigen unter den Befragten.

a) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von X.

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als zwei der 8 Befragten selbststandig
sind?

c¢) Berechnen Sie P (3 < X < 6).

14. Die Héufigkeit von Kreditausfillen kann ndherungsweise durch eine Poisson-Verteilung
beschrieben werden. In einer Bankfiliale mit einem Portfolio von 1.000 Krediten fallen im
Durchschnitt pro Jahr 10 Kredite aus. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) genau 5 Kredite

b) mehr als 0,2 % der Kredite in einem Jahr ausfallen?

15. An einer Tankstelle in einem Einkaufszentrum kommen zwischen 10:00 und 12:00
Uhr durchschnittlich 4 Fahrzeuge pro Minute an. Man geht davon aus, dass die Anzahl
X der in einer Minute ankommenden Fahrzeuge poissonverteilt ist mit A = 4. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen 10:00 und 12:00 Uhr in einer Minute
a) kein Fahrzeug ankommt?

b

) genau ein Fahrzeug ankommt?
¢) mindestens vier Fahrzeuge ankommen?

d) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stunde mehr als 220 Fahrzeuge
ankommen? Verwenden Sie fiir Thre Berechnung Excel!
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16. In der Produktion von Elektronikbauteilen kommt es erfahrungsgemafl zu einem Aus-
schuss von 15 %. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe von 10
Stiick

a) genau 2 defekte Bauteile sind
b) sich hoéchstens ein defekter Bauteil befindet?

¢) Ein GroBhandler nimmt eine Lieferung dieser Bauteile an, wenn in der Stichprobe
von 10 Bauteilen hochstens ein defekter zu finden ist (siehe b)). Wie grof ist dann
die Wahrscheinlichkeit, dass er mehr als 5 von 8 Lieferungen zurtickschickt?

17. Fiir eine bestimmte Lehrveranstaltung, die in fiinf Parallelgruppen abgehalten
wird, ist bekannt, dass nur 90 % der zu einer Lehrveranstaltung angemeldeten Studieren-
den diese auch wirklich besuchen. Daher werden pro Gruppe 63 Studierende aufgenom-
men, obwohl nur 60 im Hoérsaal Platz haben.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 58 Anmeldungen tatsichlich alle Stu-
dierenden die Lehrveranstaltung auch wirklich besuchen?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besuchen bei 63 Anmeldungen mehr Studierende die
Lehrveranstaltung als Sitzplédtze zur Verfiigung stehen?

c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Uberbuchung bei mindestens vier der
fiinf Parallelgruppen gut geht, wenn man annimmt, dass das Verhalten der Studie-
renden bei allen fiinf Parallelgruppen gleich und stochastisch unabhangig ist?
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Stetige ZufallsgroBBen

18. Der folgende Graph stellt die Dichtefunktion einer stetigen Zufallsgrofie dar.

()

A

20 T e

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten fir die Intervalle: |—oo; 4], [3; 5]. und [5; 7].
Hinweis: ¢ ermitteln!
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19. Der folgende Graph stellt die Dichtefunktion einer stetigen Zufallsgrofie X dar.

/()

A

Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
a) P(]—o00; 1))
b) P ([1,5; 4))
c) P(X >1)

Hinweis: ¢ ermitteln!

Spezielle stetige Verteilungen

20. In einem Kundenservice-Center werden die Zeiten zwischen aufeinanderfolgenden
Kundenanrufen durch eine exponentialverteilte Zufallsvariable X modelliert. Die durch-
schnittliche Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Anrufen betragt 10 Minuten.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der néchste Anruf innerhalb der néachsten
5 Minuten eingeht.

b) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass kein Anruf fir mindestens 15 Minuten
eingeht?

c¢) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der néchste Anruf zwischen 10 und 20
Minuten nach dem letzten Anruf erfolgt.

d) Geben Sie die Standardabweichung fir die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden

Anrufen an.

e) Ein Mitarbeiter des Call-Centers geht in eine 30-miniitige Mittagspause. Wie hoch
ist die Wahrscheinlichkeit, dass er wahrend seiner Pause keinen Anruf verpasst?
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21. Nachstehend finden Sie Dichtefunktion und Verteilungsfunktion einer standardnormal-
verteilten Zufallsgrofle.

Dichtefunktion Verteilungsfunktion

Y w

l

4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

Kennzeichnen Sie in diesen beiden Zeichnungen und bestimmen Sie:
a) die Werte @ (1,57), ¢ (—1),
b) P(Z € |—o0;1)), P(Z > 1,57),

c) den Wert 29 und 2 2.

22. Eine Zufallsgroie unterliegt einer Normalverteilung N(5, 2)

a) Bestimmen Sie dafiir die Wahrscheinlichkeit des Intervalls |4; 7].

b) Bestimmen Sie zu dieser Verteilung das 0, 95-Quantil und das 0, 1-Quantil.
c¢) Bestimmen Sie die Zahl ¢ derart, dass P (X > ¢) = 0,2

d) Bestimmen Sie die Zahl d derart, dass P(5—d < X <5+d)=0,1
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23. Ein Unternehmen hat ein neues Produkt entwickelt und will dessen potenziellen
Absatzmarkt einschatzen. Basierend auf Marktanalysen und vergleichbaren Produkten
wird angenommen, dass die monatlichen Verkaufszahlen des Produkts normalverteilt sind,
mit einem Erwartungswert von 10.000 Einheiten und einer Standardabweichung von 2.000
Einheiten.

a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Monat weniger als 9.000 Einheiten
verkauft werden?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt die Anzahl an monatlichen Verkaufen mehr als
eine Standardabweichung tiber dem Erwartungswert?

¢) Wie wahrscheinlich ist es, dass mehr als 7.000 und weniger als 11.000 Einheiten in
einem Monat abgesetzt werden?

d) Der Graph der zugehoérigen Dichtefunktion ist in der nachstehenden Abbildung dar-
gestellt:

15 %

Y
8

Berechnen Sie d.

24. Ein Getrankehersteller fiillt Orangensaft in 1000 ml-Flaschen ab. Die Fiillmenge stimmt
allerdings nicht immer exakt auf den Milliliter (ml) genau. Gehen Sie von der Annahme
aus, dass die Fillmenge eine normalverteilte Zufallsgrofie mit einem Erwartungswert von
1000 ml und einer Standardabweichung von 20 ml ist.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einer zuféllig ausgewéhlten Oran-
gensaftflasche mehr als 980 ml, aber weniger als 1030 ml enthalten sind?

b) Die Flaschen werden in einem Gebinde zu 6 Stiick verpackt. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein solches Gebinde weniger als 6060 ml enthalt?
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25. Aus einer Gruppe von Ehepaaren, bei denen beide Partner berufstitig sind, wird
ein Paar zufillig ausgewéhlt. Es ist bekannt, dass das Einkommen einer Frau X néhe-
rungsweise normalverteilt ist mit einem Erwartungswert von E(X) = 2.000 Euro und
einer Standardabweichung von 1.000 Euro, widhrend das Einkommen der Ménner (Y)
naherungsweise normalverteilt ist mit einem Erwartungswert von E(Y) = 2.400 Euro
und einer Standardabweichung von 1.200 Euro. Die Zufallsgroflen X und Y koénnen als
unabhéngig voneinander angesehen werden.

a) Wie ist die Summe der Einkommen beider Partner verteilt?

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das zuféllig ausgewéhlte Paar ein Ge-
samteinkommen von mehr als 4.600 Euro erhalt?

¢) Welches Gesamteinkommen wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 10 % unterschrit-
ten?

26. Die Leistung eines einzelnen Photovoltaik-Moduls kann fiir Module aus derselben Charge
produktionsbedingten Schwankungen unterliegen. Die Leistung eines bestimmten Modul-
typs ist normalverteilt mit einem Erwartungswert von p = 400 Watt und einer Standard-
abweichung von o = 8 Watt. Im Rahmen einer Qualitdtskontrolle werden nun stiindlich
Module in Stichproben vom Umfang n = 9 entnommen und deren Leistung unter standar-
disierten Bedingungen ermittelt. Die folgende Tabelle zeigt die dabei gemessenen Werte
(in Watt) im Verlauf eines Tages:

Uhrzeit | F 1 F 2 F3 F 4 F5 F 6 F7 F8 F9
00:00 398,2 | 404,7 | 403,1 | 391,0 | 394,2 | 410,9 | 397,0 | 396,8 | 389,9
01:00 398,6 | 405,9 | 408,9 | 400,9 | 394,4

23:00 385,50 | 405,9 | 399,7 | 394,9 | 405,1 | 409,5 | 403,5 | 414,3 | 395,9

Die Daten zu dieser Aufgabe finden Sie im Excel-File
STATISTIK 2024 WS__Blatt_2_Excel Vorlage.xlsx Tabellenblatt 26_Solarmodule.
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a) Werden zufillig (sehr viele) Stichproben vom Umfang n aus einem Datensatz gezo-
gen, so gilt fiir die Verteilung des arithmetischen Mittels:

_ 1
X:ﬁ-(X1+X2+...+Xn)

Erwartungswert: E ()_( ) =l
2

(2
n

Varianz: Var ()_( )

7
NLD
Wie ist die Zufallsvariable X der Leistung pro Einheit fiir n = 9 verteilt? Geben Sie
die Parameter dieser (theoretischen) Verteilung an.

Standardabweichung: o

b) Betrachten Sie nun die 24 Stichproben vom Umfang n = 9 aus einer Tagesproduk-
tion und berechnen Sie fiir jede Stichprobe den zugehérigen Mittelwert. Wie grof3
sind Mittelwert und Stichprobenstandardabweichung der 24 Stichprobenmittelwer-
te? Vergleichen Sie diesen Wert mit dem Ergebnis aus a).

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe vom Umfang n = 9 eine
durchschnittliche Leistung von weniger als 396 Watt zu beobachten?

27. Die jahrliche Rendite eines Aktienfonds ist ndherungsweise normalverteilt mit Er-
wartungswert ;4 = 8 % und einer Standardabweichung von o = 1,5 %.

Es werden nun Stichproben von 15 Investitionsjahren gezogen und der Mittelwert X der
15 jahrlichen Renditen bestimmt.
a) Geben Sie die Parameter der Verteilung der Zufallsvariablen X an.

b) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die durchschnittliche Rendite dieser Stich-
probe zwischen 7,8 % und 8,2 % liegt?

Die mit gekennzeichneten Beispiele sind von den Studierenden vorzubereiten und nach
Aufruf durch die Lehrveranstaltungsleitung zu préasentieren!
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