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PC | Labor - Statistikubung

Absolute, relative und prozentuale Maximalfehler, Mittelwert
und Standardabweichung

a. Um das Volumen V eines Kegelstumpfes zu berechnen, werden die beiden
Radien r» mit 30.0 + 0.2 m und bzw. R mit 60.0 & 0.2 m und die Héhe H mit
50.0 £ 0.2 m gemessen. Gesucht sind der absolute, der relative und der prozen-
tuelle Maximalfehler.

Die Formel fiir den Kegelstumpf lautet:

4
Vo=V(H,rR) = %(ﬁ +rR+ R?)

Gegeben: H =50.0 £ 0.2m
r=230.0 £ 0.2m

R=60.0 £ 02m

. Aernaz,abs
Gesucht: Vo, AViaz abss Vol

Das Volumen des Kegelstumpfes wird zuerst berechnet:

H 50
Vo = V(H,rR) = %(r2+rR+R2) - %(302+30*60+602) — 320867, 23 m?

Um den (maximalen) Fehler A f.. eines Wertes zu berechnen, wird die Fehler-
fortpflanzung mit abhéingigen Variablen verwendet.

kil

oH
H H

- g(ﬁ +rR+ RY)AH + %(w + R)Ar + %(2R+ r)AR =

= g[(302+30*60+602)*0.2+50*(2*30+60)*O.2+50*(2*6O+30)*0.2:

) )
AV az.abs = |AH + ]%\Awr ]%MR:

T
= —(1260 + 1200 + 1500) = 1319.469 + 1256, 637 + 1570, 796 = 4146, 90 m>
3( + + ) + , + , .90 m

OH or oR

V = 329867,23 + 4146,90 m* = 3,30 %« 107> £ 0,04 * 107> m?

Avmax abs
——— | =0,01257
v | =0,

Avmaa},proz =1, 257 %

Avmax,rel == |

30%107° 4 0.04 m?

V =3,
V =3,30% 1075 m?® & 1.3%
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b. Von Punkt A nach B soll geradlinig eine Strafle errichtet werden, die Lénge der Strecke s
= AB kann man wegen des bergigen Gelédndes jedoch nicht ausmessen. Bekannt sind die zwei
Entfernungen a = CA = 364.76 + 0.05 m und b = CB = 402.35 £ 0.05 m von Messpunkt C und
der Winkel A zwischen beiden Beobachtungslinien a, b mit 68°14° £ 1° Grad. Gesucht sind der
absolute und relative Maximalfehler bei der Berechnung der Strecke s. Welche Grofie beeinflusst
den Fehler am stérksten?

Die Formel fiir s (Cosinus-Satz) lautet:

C
s = Va2 + b2 — 2abcos)\
e
Gegeben: @ = 364.76 + 0.05 m y N
b=402.35 £ 0.0bm
A=068°14" £ 1° A . B
Gesucht:  sg = s(a,b, A), ASpmaz abs, AST:OTM
o Winkelminute , Winkelsekunde 14 : A(°) x 2m()
A(°) = Grad + 0 (+ 3600 )—68+60 = 68,23 — A(rad) = 360 =1.19

AX(rad) = 0.00029

s = Va2 + b2 — 2abcos\ = \/364.76% + 402.352 — 2 * 364.76 % 402.35 * cos(1.19) = 431.38 m

0s ds 0s
ASam.abs = |—|A —|Ab+ | —|AN =
Smasate = |22 | A0 + 508D 4| 2]
1

2v/a? + b2 — 2abcos\
1

2v/a? + b2 — 2abcos\
= 10,0011 * (2 % 364.76 — 2 * 402.35 * cos(1.19)) * 0.05+
+0.0011 (2 % 402.35 — 2 % 364.76 % cos(1.19)) % 0.05+
+ 0.0011 % 2 % 364.76 * 402.35 * sin(1.19) * 0.00029 = 0.03 + 0.03 + 0.09 = 0.15 m

(2a — 2bcos(N))Aa + (2b — 2acos(N\)) Ab+

2v/a? + b2 — 2abcos\

(2absin(N)) AN =

ASma:):,abs

ASpmazrel = | | = 0,00035

S0
ASmaac,proz = Oa 035 %

5§ =431.38+0.15m
s =431.38 m £+ 0.04%

c. Wie hoch ist der prozentuale Fehler einer Volumensberechnung eines Kreiszylinders, wenn der
Radius mit 33.3 % und die Héhe mit 50 % fehlerbehaftet gemessen werden (V = V (r, h) = wr?h)?
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Die Formel fiir den Kreiszylinder lautet: /)

Vo =V (r,h) = nr*h

Gegeben: _ - .
o =0.333

AT — ().50

i,
Gesucht; — =—mazabs
Vol

5V %
AViaz = |W]Ar + yﬁmh = 2rrhAr + 72 Ah = 0,6667r2h + 0, 5712 h =

=1,16677%h
AVipasare 1,1667r2h
AViarret = | abs )| T 1166 — AVinasgros = 117 % = 1,2 % 102 %
’ Vo mr2h ’

d. Es soll die Erdbeschleunigung ¢ mit Hilfe eines mathematischen Pendels bestimmt werden,
von dem die Lange [ und die Periodenlédnge 7' einer Schwingung gemessen werden kénnen. Die
Gleichung dafiir ist: g = ¢(I,T) = (47%])/T? . Man weiB, dass beide Messgréfien die gleiche
Prozentuale Genauigkeit x % besitzen. Schitzen Sie den relativen Maximalfehler der Fallbe-
schleunigung ab.

Die Formel fiir das mathematische Pendel lautet:

47?1
90=9(1.T) = =
\\ E /
Gegeben: ) |
AL,
i e
lAT_Ol =z
Gesucht: M
9ol
% %9 dr 8 472 82 w2l
Agmax == |W|Al + ’ﬁ‘AT = WAZ + FAT = le + Fl‘T — 12%?

=T = 30— >3002 %
go 4%

w2l
A _ Agma:v,abs - 12z
gmaz,rel - ’ |

e. Bei einem Patienten wird 6 Mal hintereinander die Kérpertemperatur gemessen. Dabei wurden
folgende Werte erhalten: T = 37.4, 36.9, 37.0, 37.1, 37.4, 37.1 °C. Berechnen Sie den Mittelwert,
die Standardabweichung, die Standardabweichung des Mittelwertes und den relativen Fehler der
Messung.
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r. T/°C
37.4
36.9
37.0
37.1
37.4
37.1

S N

Mittelwert der Grofie x (=T) mit n (=6) Werten:

&I

n 6
IS =S Ssrasec
n 6 —

Standardabweichung einer Stichprobe:

n 6
_ 1 T o o
E (x; — ) = sp = gg (T, -T)?=0.21°C=0.2°C

i=1 i=1

1
n—1

Sy —

Standardabweichung des Mittelwertes:

% g = T 0,085 °C = 0.09 °C

Vi T

Relativer und prozentueller relativer Fehler:

Sy —

S_JT

= 0.002 —» ET,proz =02%

el

gm,rel = — gT,rel =

T =37.15£0.09 °C
T =37.15°C+0.2%

f. Die Reaktionszeit eines Probanden wurde mehrfach gemessen. Die Werte sind: 0.6, 0.3, 0.4,
0.3, 0.4, 0.5, 0.4, 0.3, 0.4 s. Bestimmen Sie den Mittelwert und die Standardabweichung des Mit-
telwertes.

Nr. t/s
0.6
0.3
0.4
0.3
0.4
0.5
0.4
0.3
0.4

—_

O© 00 ~J O T~ Wi
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Mittelwert der GroBe x (=t) mit n (=9) Werten:

7—1 Y _—1 9 =04
x—ﬁ;xi—)t—giz;ti— 4s

Standardabweichung einer Stichprobe:

n 9

1 1
_ § )2 _ E’ , 2 _
Sy = - 12. 1(:10, x) — S¢ 81. l(t, 1) 0.1s

Standardabweichung des Mittelwertes:

— Sz S¢

Sy =
vn V9
t=04+0.03s5s=040=+0.03s

— S — =0.0333 s =0.03 s

Fehlerfortpflanzung

a. Fiir das Fadenpendel aus Aufgabe 1 d wurde [ mit [ =1.00 &+ 0.05m und T'=2.0 + 0.2 s
bestimmt. Was ist der Wert/Fehler, wenn die beiden Messgrofien voneinander unabhéngig sind
(GauBsches Fehlerfortpflanzungsgesetz)? Was ist der Maximalfehler?

Die Formel fiir das mathematische Pendel lautet:

472l
g - g(l,T) - ? \\ g /
Gegeben:
[=1.00 £ 0.05m \\_._,,/’

T=20 =+ 02s
GGSUChtZ 9o, Agmax,absa Agunabh

A2l 4m? .
G0 = g = 5z = 9,8696m s
dg dg 472 82
Agma:t:,abs = |ﬁ|Al + |5_T|AT - FAZ + FAT ==

A2 8?2 _1
=—0,00+ —40,2=0,4934+1,9739 = 2,4674 m s
22 23 —— =

a1 or

V=987+24Tms 1 =10+£2m s}

AGunabh = (/0% + 03 = /0,49342 + 1,9739% = 2,0347 m s~

V=994+20ms!t'=10+2ms"!
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b. Bei der Bestimmung einer Niederschlagsmenge S = V//A (Volumen pro Fléche) wurde in einem
Regenmesser (Gréie der Offnung A = 77, Radius r = 0.100 + 0.001 m) eine Wassermenge von

V' =0.500 £ 0.002 1 gesammelt.
Die Formel lautet:

S:S(VJ‘):L

mTr2

Gegeben:
V' =0.500 £ 0.0021
r =0.100 &+ 0.001 m
Gesucht: SO) ASmax,absa ASunabh

V 0,5 )
So=8S(V,r) = o 0 15,9155 L'm
0S 0S 1 2V 1 2x0,5
Amaxas:_A —|Ar = —A —A =——20, 2 ’ , 1=
Smaz.ab |6V| V+|5T| r=—3 V+W3 r 7T07120 00 +70713000

= 0,0637 + 0, 3183 = 0, 3820 L m?
—— =
oy or

V =15,9155+ 10,3820 L m* = 15,9+ 0,4 L m?

ASynann = oy + 0, = 1/0,06372 + 0, 31832 = 0, 3246 L m?
V = 15,9155 & 0,3246 L m? = 15,94+ 0,3 L m?

c. Der Flicheninhalt eines Quadrates soll bestimmt werden (siche Bild). A = h% + s?, h =

50,0 &£ 1,0 m und s =170,0 £ 2m
Die Formel fiir das mathematische Pendel lautet:

A= A(h,s) =h*+s°

Gegeben:
h=50.0 + 1.0m h
s=170.0 £ 2 s

Gesucht: AO) A14'ma:):,absa Af4unabh

Ay = A(h, s) = h* + s* = 31400 m?

A A
Admaras = |51 MDA+ || As = 2hAK +25As = 2% 50 + 2% 170 x 2 = 100 + 680, = 780 m*

oh Os

A = 31400 + 780 m2 = 31,4 % 103 £ 0, 8 % 10° m?

AAynan = 1/ 02 + 02 = V1002 + 680% = 687
A = 31400 + 687 m? = 31,4 % 10> £ 0,7 + 10> m?
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d. Bei einem Mefiversuch wurden fiir ein Federpendel folgende Grofien gemessen- hier soll die
Gesamtenergie W bestimmt werden. m = 0,300 + 0,002 kg, h = 30,0 + 0,1 cm — h =
0.300 + 0,001 m, D =10,0 + 0,1kg s> und ¢ = 9,81 £ 0,01 m s>

Gegeben: m = 0.300 + 0.002 kg

h =0.300 &+ 0.001 m
D =100 + 0.1 kg 52 Gesucht: WO7 AWmax,absv AV[/vunabh,abs; AI/Vunabh,rel

g=9.81 + 0.0l ms2
1 1 h, 1 1 )
Wy = §mgh + §D(§) =3 x 0.300 % 9.81 % 0.300 + 3 x 10.0 * 0.300° = 0.5540 J
|14
AW naz,abs = | |Am \ \Ah+ |—|AD !E!AQ =

1 1 1
= —ghA - —Dh)Ah —hQAD —mhAg =
59 m—i—(2mg—|—4 ) +8 —|—2m g

1 1 1
=3 * 9.81 * 0.300 % 0.002 + (5 * (0.300 x 9.81 4 1 % 10.0 % 0.300) % 0.1+

1 1
+ g 0.300% % 0.1 + 3% 0.300 * 0.300 % 0.01 =
= 0.00294 + 0.00222 + 0.00113 + 0.00045 = 0.00674 .J

Om op oD og

AW ynabh, = \/J,Qn + o0+ 0%+ 02 = v/0.002942 + 0.002222 + 0.001132 + 0.000452 = 0.00388 .J

AWinaz.abs  0.00388

= = 0.0070 J = 0.70
Wol 10.5540] %

AVVunabh,rel -

Wapn = 0.554 £ 0.007 J
Wonabh,abs = 0.554 £ 0.004 J
Wanabhrer = 0.554 J £ 0.7%

Ausgleichungsrechnung

— Achtung Unterschied zu Skriptum !a=b und b=al

N N N
N o> yn > T X Vn
Da =y ]’r\}:l Db — n;l ]’/\1[:1
n=1 n=1 n=1 n=1
N
N >z,
D = N n;l
n=1 n=
1 _Di,_Dy
=pt=p
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N N N
Q=D yn=b3 ha =0 ntn
n=1 n=1 n=1

am:\/ _2 am\/ ,0p = O

a. Von einer linearen Funktion f(x)=ax+b kennt man drei Werte, wobei die zu (exakten) x-Werten
gemessenen Funktionswerte f(x) mit Mefifehlern behaftet sind. Bestimme eine Lineare Funktion
so, dass die Summe der Fehlerquadrate in f(x)-Richtung minimal wird.
Gegeben:  f(z) =ax+0b
z=(0,1,2)
f(z) =1(2,1.2,1.6)

Gesucht:  Ausgleichsgerade (a und b)
Fehler in a und b

Dy=1, n=1 ‘ ~1.2
3 4.4
D Tn DL Tuln
n=1 n=1
3
oo lET | 3 as
b— | 3 3 5 4.4 10.8
2
>, anyn
n=1 n=1
Sonm 3oa
D=|, 3| =5 5 =6
n=1 n=1
D, -12 D, —10,8
== = 02bh=—"=—""=138
“D YT D 6

3 3 3
Q=120 yu—a) yawy =8—1.8%48+02%44=024
n=1

n=1 n=1

0.24 5 3
m — - 4 4 a 74 - =0,
o T =0,49,0, = 021 =0,45,0,=0 9\/; 0,35

Die Ausgleichsgerade: y = —(0.2 £ 0.4)x + (1.8 £ 0.4)

b) Wie a., nur mit anderen Wertepaaren.
Gegeben:  f(z)=azx+b
= (1,2,3,4)
F(z) = (6,6.8,10,10.5)

Gesucht:  Ausgleichsgerade (a und b)
Fehler in a und b

4
b 4 ,;1 Yn 4 333
a = | 4 4 = =334
10 91.6
2—:1 Ty Z_:l TrYn
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4
2 T 2 10 33,3
Db:—n n = _83
1,04 30 91.6
2Ty D Tnln
n=1 n=1
2R PR
D=la 73 :‘10 30':20
2
2: Tn E: xn
n=1 n=1
D, 334 D, 83
“TD T 20 PT D T 20
4 4 4
Q= 12=b) yn—a) ywn =292.49 — 415%33.3 — 1.67 % 91.6 = 1.32
n=1 n=1 n=1

= /222 0810, = 0,814/ = = 0,360, = 0.811/ 2 = 1.00
Om = 2 =V.0l,0, = U, 20'_ ) ,0p = U. 20'_ .

Die Ausgleichsgerade: y = (1.67 £ 0.36)x + (4.15 4+ 1.00)

c¢) Bestimme die Ausgleichsgerade f(x)=ax+b durch die Punkte (0,0), (1,2), (2,1).

Gegeben: i (f) (g ile—)l— b Gesucht:  Ausgleichsgerade (a und b)
A Fehler in a und b
f(x)=1(0,2,1)

3

2. Tn DL Tl

n=1 n=1
3

Z o 3 s

Dy =— | " =—: 4=3

> $31 > TnYn

n=1 n=1
3

n=1 n=1

D, 3 D, 3
a D 5 0.5, D 5 0.5

3 3 3
Q=Y 12 -bY y—ad yura=5-05%3-05%3=15
n=1 n=1 n=1

1 5
om=V15=1220,= 1.22,/1—5 — 0.86, 01 = 1-22w/ﬁ = 1.11

Die Ausgleichsgerade: y = (0.5 +0.9)z + (0.5 £ 1.1)
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d. Man vermutet, dass die gegebenen Mefidaten einer GesetzméBigkeit der Form f(t)=a 1/(1+t)+b
gehorchen. Berechnen Sie a und b. Gegeben: t = (0, 1, 2, 3) Gesucht: Ausgleichsgerade (a,b) f(t)

= (3, 2.14, 1.86, 1.72 ) Fehler in a und b

. — q-L
Gegeben: tf(—m)(o— 1a 12+t3;_ b Gesucht:  Ausgleichsgerade (a und b)
f(x) = (3,2.14,1.86, 1.72) Fehler in a und b
4
L L 4 33.30
D, = 4 4 = =—7.94
2.08 15.36
> T D Tnln
n=1 n

NS
S
S
I
= =
S
N
[\)
-
(0.¢]

Dy = "7 =l = 33301 _ 1541
) 142 15.36
Zl ‘rn Z xnyn

=1
4
SPIL _‘ 4 208

D=1, n=l ' — 135
2.08 1.42
s, Y2 120
n=1 n=1
D,  7.94 D, 1541
“=D 1.35 YT D T 135

3 3 3
Q=) yr=b> yn—a) yny =292.49 — 11.38 x 33.3 + 5.86 * 15.36 = 3.62

n=1 n=1 n=1

1.42

—,/3'62—135 —135,/4 —231.0, =135/ ——= = 1.38
Om =\ Ty T 9 0e T L9\ 3g T 40 00 T LO9\[ae =

Die Ausgleichsgerade: y = —(5.86 + 2'31)1+rt + (11.38 £ 1.38)

e. Man vermutet, dass die gegebenen MeBdaten einer GesetzméBigkeit der Form f(z) = ae® + b
gehorchen. Berechnen Sie a und b. Gegeben: x = (0, 1, 2, 3, 4) Gesucht: Ausgleichsgerade (a,b)

f(x) = ( 6, 12, 30, 80, 140 ) Fehler in a und b

Gegeben: { (:93)(0:1a62 ;‘g) Gesucht:  Ausgleichsgerade (a und b)
£(2) = (6.1, 0,80, 140) Fehler in a und b
5
5 > Yn
2 5 268
o n=1 — —
D, = i i i . - ‘85.79 9510.88‘ = 24062.58
n=1 " n=1 o
5 5
D I | | s 268 | 107948.51
b = 25: ) Zx y T 13447.37 9510.88] '
n=1 " n=1 e
5
o Z n;x" TRl B
- ix 25:$2 ©|85.79 3447.38| '
n=1 " n=1 "

10
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. 24562.38 _ 949 b — D, 10794851

_ =——— =10.
9876.77 D 9876.77 093

5 5 5
Q=) yr=b> yo—0a) ynty = 27080 — 10.93 268 — 2.49 x 9510, 88 = 498.44
n=1

n=1 n=1

193,44 5 344737
—/ ~12. — 12.894/ —0.29, 0, = 12.89 / — 7.62
Tm 3 89,4 3N o767 — V2o 89\ og7677 ~ 1O

Die Ausgleichsgerade: y = (2.49 + 0.29)e® + (10.93 & 7.62)

f) Fiir die Abhéngigkeit des Debye-Radius rD von der Essigsdurekonzentration c¢ sind folgende
Wertepaare bekannt: ¢ = 0.000002 , 0.00101, 0.00999, 0.05001 mol/kg ; rD = 2420, 298, 95, 42
nm. Wie ist die Steigung bei einer doppelt logarithmischen Auftragung?

Gegeben: lg(rp) =alg(c) +b
¢ = (0.000002, 0.00101, 0.00999, 0.05001) mol /kg
rp = (2420, 298, 95,42) nm

Gesucht:  Ausgleichsgerade (a und b)
Fehler in a und b

Gesucht:  Ausgleichsgerade (a und b)
Fehler in a und b

¢ [mol/kg] lg(c)  rp [nm] lg(rp)
0.000002  -5.6990 2420  3.38381536598043

0.00101  -2.9957 298 2.47421626407626
0.00999  -2.0004 95 1.97772360528885
0.05001  -1.3009 42 1.6232492903979
4
b 4 n;y” | o4 946 | _ oo
a= |4 4 ~|-12.00 —32.76| ~ 1"
DT D Tpln
n=1 n=1
4
;mn ;yn ~12.00  9.46
Dy = |5 n - — 52.92
, 4715 —32.76
DT Y Tl
n=1 n=1
b om0 900 4468
= |4 T 1-1200 2412 | T
E: $n 2: xn
n=1 n=1
D, 17.59 D,  52.92
_ Ya =—-039.hb=""=-"T"—=1.18
“D 14.68 YT D T 1468

11
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4

4 4
Q=D 1v2=b0) yo—a) yown =2412— 1.18x9.46 — 0.39 % 32.76 = 0,02
n=1 n=1

n=1

—,/0'02—010 —010,/24'12—010 —010\/5—003
Im =\ T T TN eg T le T g T

Die Ausgleichsgerade: 1g(rp) = (—0.39 £ 0.03) 1g(c) + (1.18 + 0.10)

12



