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Vorwort

Viele Wissenschaften erleben zurzeit einen ungeheuren Schub der
Mathematisierung. Mathematische Modelle, die vor wenigen Jahrzehnten
noch rein akademischen Wert hatten, kénnen heute mit Hilfe von
Computern vollstdndig durchgerechnet werden und liefern praktische
Vorhersagen, die helfen, Phdnomene zu verstehen, Vorgdnge zu planen,
Kosten einzusparen. Damit unsere Gesellschaft auch in Zukunft mit der
technologischen Entwicklung schritthélt, ist es wichtig, bereits junge Leute
fir diese Art mathematischen Denkens zu begeistern und in der Gesellschaft
das Bewusstsein fir den Nutzen angewandter Mathematik zu heben. Dies
war fir uns einer der Griinde, die Woche der Modellierung mit Mathematik
zu veranstalten.

Nun ist leider fir viele Menschen Mathematik ein Schulfach, mit dem sie
eher unangenehme Erinnerungen verbinden. Umso erstaunlicher erscheint
es, dass Schulerinnen und Schiler sich freiwillig melden, um eine ganze
Woche lang mathematische Probleme zu wélzen - und dabei auch noch Spafs
haben. Sie erleben hier offensichtlich die Mathematik auf eine Art und
Weise, wie sie der Schulunterricht nicht vermitteln kann. Die jungen Leute
arbeiten und forschen in kleinen Gruppen mit Wissenschaftler/innen an
realen Problemen aus den verschiedensten Bereichen und versuchen, mit
Hilfe mathematischer Modelle neue Erkenntnisse zu gewinnen. Sie arbeiten
ohne Leistungsdruck, daftir mit Eifer und Enthusiasmus, rechnen,
diskutieren, recherchieren, oft auch noch am spéiten Abend, in einer
entspannten und kreativen Umgebung, die den Schtler/innen und
betreuenden Wissenschaftler/innen gleichermafien Spafs macht. Die
Projektbetreuer konnten auch in diesem Jahr wieder erleben, wie eigenes
Entdecken und Selbstmotivation das Verhalten der Schiiler/innen wihrend
der ganzen Modellierungswoche bestimmen. Sie lernen eine Arbeitsmethode
kennen, die in beinahe allen Details den Arbeitsmethoden einer
Forschergruppe entspricht. Bei keiner anderen Gelegenheit erfahren
Schiiler/innen so viel Giber Forschung wie bei so einer Veranstaltung.

Modellierungswochen gab bzw. gibt es zum Beispiel auch in den USA, in
Deutschland oder in Italien. Wir verdanken Herrn Prof. Dr. Stephen Keeling
den Vorschlag, auch durch die Universitdt Graz so eine Woche zu
veranstalten, und seiner unermudlichen Organisationsarbeit das
tatsachliche Zustandekommen. Er leitet nun bereits zum 13. Mal diese
inzwischen zur Institution gewordene Veranstaltung. Ihm sei an dieser Stelle
noch einmal ausdriicklich und herzlich gedankt. Besonders wichtig war in
den vergangenen Jahren auch die Unterstiitzung durch den langjdhrigen
Mentor der Modellierungswoche, Herrn o.Univ.-Prof. Dr. Franz Kappel, der
oft auch eine eigene Gruppe mit interessanten Problemstellungen betreut
hat.

Wir danken dem Landesschulrat fir Steiermark, und hier insbesondere
Herrn Landesschulinspektor Mag. Gerhard Sihorsch und Frau
Fachinspektorin Mag. Michaela Kraker, flir die Hilfe bei der Organisation
und die kontinuierliche Unterstiitzung der Idee einer Modellierungswoche.



Finanzielle Unterstitzung erhielten wir von der Karl-Franzens-Universitat
Graz durch Vizerektor Prof. Dr. Martin Polaschek und Dekan Prof. Dr.
Christof Gattringer, vom regionalen Fachdidaktikzentrum fir Mathematik
und von Comfortplan.

Ohne den idealistischen, unentgeltlichen und engagierten Einsatz der
direkten Projektbetreuer Florian Thaler, BSc, Sebastian Engel, MSc,
Richard Huber, BSc und Dr. Laurent Pfeiffer — Institut fir Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen - hatte diese Modellierungswoche nicht
stattfinden kénnen.

Besonderer Dank gebtihrt ferner Herrn Mag. DDr. Patrick-Michel Frihmann,
der die ganze Veranstaltung betreut und auch die Gestaltung dieses
Berichtes ibernommen hat, Herrn Thomas Russold, BA MA, flr die
tatkraftige Hilfe bei der organisatorischen Vorbereitung und Herrn Alexander
Sekkas flir die Hilfe bei der Betreuung der Hard- und Software.

Pollau, am 10. Februar 2017

Bernd Thaller
Institut fir Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen
Karl-Franzens-Universitiat Graz
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1 FEinleitung

1 Einleitung

Der (globale) Kohlenstoffkreislauf ist ein in den Medien sehr présentes Thema, wobei
man meistens das Gefiihl hat, nicht besonders tiefgehende Informationen zu erhalten.
Normalerweise spricht man vom Klimawandel beziehungsweise der Klimaerwédrmung, im
Zusammenhang mit der Kohlenstoffdioxidkonzentration in der Luft. Um ehrlich zu sein,
machen kohlenstofthaltige Stoffe aber nur ungefahr 25 Prozent des Treibhauseffekts aus.
Wasserdampf hat mit rund 60 Prozent den hochsten Anteil, dennoch ist der Wasser-
dampf hauptsachlich fiir den natiirlichen Treibhauseffekt verantwortlich, ohne den es
auf der Erde —18°C hétte. Der anthropogene Treibhauseffekt wird vor allem durch C'O,
(Kohlenstoffdioxid) und C'H,(Methan) verursacht. Dies kann verheerende Folgen haben,
wie zum Beispiel den Anstieg des Meeresspiegels durch das Abschmelzen der Gletscher
oder die zunehmende Desertifikation in weiten Gebieten der Erde.

Allen aus unserer Gruppe liegt die Umwelt sehr am Herzen, aber vor diesem Projekt hat
sich kaum jemand von uns tiefer mit dem Kohlenstoftkreislauf beschéftigt. Es ist sehr
wichtig, sich um unseren Planeten zu kiimmern, denn Nachhaltigkeit ist ein wichtiges
Prinzip, das immer mehr Anklang in unserer Gesellschaft findet und auch finden muss.



2 Annahmen

2 Annahmen

Bevor wir unser Modell aufgestellt haben, mussten wir ein paar Annahmen formulieren.
Vor allem da wir nur eine Woche Zeit hatten, mussten wir uns mehr beschranken als nor-
male Klimaforscher das tun. Schulussendlich geht es ja beim Modellieren genau darum.
Unsere erste Annahme ist, dass die Erde ein geschlossenes System in Bezug auf die Koh-
lenstoffmenge ist. Lange Rede kurzer Sinn, es kommt kein zusétzlicher Kohlenstoff aus
dem All und es geht kein Kohlenstoff verloren. Der Kohlenstoff wird immer nur verscho-
ben. Zweitens haben wir die Kryosphére (Eis) einfach der Hydrosphére untergeordnet.
Es ware zwar kein grofler Aufwand, die Kryosphére als eigenes Compartment darzustel-
len, aber es wire ein Mehraufwand fiir keine besseren Ergebnisse gewesen. Weiteres wird
von uns angenommen, dass alle Spharen gleichméflig auf der Erde verteilt sind. Diese
Annahme ist natiirlich unrealistisch, da es mit den Kontinenten riesige Bereiche gibt, in
denen es eine relative kleine Hydrosphére gibt. Eine weitere Annahme ist, dass unsere
Parameter alle konstant sind. Wenn heutzutage 10% der Atmosphére in die Biosphére
wechseln, dann nehmen wir an, dass das in 1000 Jahren auch noch so sein wird. Natiir-
lich ist streitbar, ob das realistisch ist. Das Problem ist jedoch, dass wir nicht schétzen
kénnen, wie sich unsere Parameter verandern kénnten.

3 Das Compartment-Modell

3.1 Mengenbilanz

Zufluss Abfluss

Abbildung 1: Zufluss und Abfluss

Sei z die zeitabhéngige Zustandsgrofie des Compartments, sei f;,(f) der Zufluss in das
Compartment und f,,;(¢) der Abfluss aus dem Compartment, dann ergibt sich die zeit-
liche Anderungsrate von z, sprich die Ableitung (z'(t)) gerade durch:

Z,(t) = fin(t) - fout(t)



3 Das Compartment-Modell

Dieses Prinzip fiihrt uns in Abschnitt 3.3 zu einem gekoppelten linearen Differentialglei-
chungssystem.

3.2 Kohlenstoffzyklus

Als Compartment-Modell bezeichnet man im Allgemeinen ein Modell, das aus mehre-
ren Bereichen besteht. Von diesen Bereichen kann es Zufliisse oder Abfliisse geben, aber
es kann nichts Neues entstehen und nichts verschwinden, was bedeutet, dass man es
hierbei mit einem geschlossenen Kreislauf zu tun hat. Eine grundlegende Annahme be-
treffend eines Compartments ist dessen Homogenitat. Im vorliegenden Fall handelt es
sich um einen geschlossenen Kohlenstoffkreislauf. Die verschiedenen Compartments sind
Atmosphére, Biosphére, Hydrosphére und Lithosphére.

Atmosphiire = Biosphire

g2
b2

dl

Litosphiire |=——————— Hydrosphire

Abbildung 2: Compartment Modell ohne menschlichen Einfluss

In der Atmosphire befinden sich 7,2-10? Gigatonnen Kohlenstoff, zum Beispiel als An-
teil bei der Zusammensetzung der Luft als CO,. In der Biosphire findet man 4 - 103
Gigatonnen, vor allem im menschlichen Korper. Speicherformen in der Biosphére sind
Carbonate und Skelette. In der Hydrosphére befinden sich 3,84015 - 10*, hauptsachlich
in geloster Form. Die Mehrheit des Kohlenstoffes auf der Erde ist mit 7,500413-107 Gi-
gatonnen in der Lithosphare vorhanden. Dort gibt es vor allem in Sedimenten in Form
von Calciumcarbonaten eine groie Menge an Kohlenstoff.



3 Das Compartment-Modell

3.3 Kohlenstofffliisse

Aus der Atmosphire kommt Kohlenstoff in die Biosphére, indem Pflanzen Photosyn-
these betreiben, da sie bei diesem Vorgang aus C'O, energiehaltige Produkte — zumeist
Kohlenhydrate — erzeugen. Jedoch gibt es auch entgegengesetzte Kohlenstofffliisse, weil
Menschen, Tiere und Pflanzen atmen. Aus der Hydrosphére gelangen kohlenstofthalti-
ge Molekiile in die Biosphare, indem Tiere Wasser trinken. Dies macht allerdings nur
einen minimalen Bereich des globalen Kohlenstoftkreislaufs aus, weswegen man es aufler
Acht lassen kann. Umgekehrt kommt Kohlenstoff von der Biosphére in die Hydrosphére,
zum Beispiel, wenn abgestorbene Meerestiere zersetzt werden. Wenn die Skelette der
abgestorbenen Meerestiere in die Gesteinsschicht eingelagert werden, kommt es zu ei-
nem Kohlenstofftransfer von der Hydrosphére in die Lithosphére. Es gibt auch weitere
Fliisse, die man der oben zu sehenden Grafik entnehmen kann.

Atrnosphire Biosphére
8000

1500
c S BOOD
% 1000 =
I e I 1] S
= =
g 2 2000
0 0
i a0 100 0 a0 100
Zeit Zeit
w10°  Hydrosphare 4107 Lithosphare
g 15
§4—— | &
= = 5
22 <
0 0
0 50 100 u] 50 100
Zeit Zeit

Abbildung 3: Kohlenstoffkonzentration in den verschiedenen Compartments

Interessanterweise greift der Mensch immer mehr in den natiirlichen Kohlenstoftkreislauf
ein, da das Verbrennen der fossilen Brennstoffe zu einem Anstieg des Kohlenstoffgehalts
in der Luft fithrt. Dieser Kohlenstoff stammt aus der Lithosphére, da man zum Beispiel
Erdol, Erdgas und Kohle. Aber auch durch das Verbrennen von Holz gelangt mehr
Kohlenstoff in die Luft. Deswegen sollte man auf erneuerbare Energietrager setzen und
klimafreundliche Politik forcieren.



3 Das Compartment-Modell

3.4 Das gekoppelte, lineare Differentialgleichungssystem

Ch=a-Cp+b-Cy+di-Cp+e;-Cp—(ag-Ca+by-Ca+ )
Ceg=as-Ca+f1-Cyg—(a1-Cp+ fo2-Cp+g2-Cg)+
Cp=0by-Ca+fo-Cp+i-Cp—(i2-Cu+b-Cy+ f1-Ch)
CL=142-Cy+g-Cp—(ir-Cp+dy-Cp+e-Cp)

Der Parameter k beschreibt die Idee des Carbon storage, welche spéater erldutert wird,
wahrend der Parameter e; den negativen menschlichen Einfluss widerspiegelt. Dieser re-
sultiert hauptséchlich aus der Verbrennung fossiler Ressourcen. Nun folgt eine Darstel-
lung des obenstehenden Gleichungssystems mithilfe einer Matrix-Vektor-Multiplikation.
Zuerst wird diese Methode aber noch an einem einfachen Beispiel erklart:

1 01 1 1-1+0-2+1-3 4
3 21 2 =13-1+2-241-3 | =110
1 00 3 -1-1+0-2+0-3 —1

Als Ergebnis erhélt man einen Vektor. Am Beispiel erkennt man, dass die Dimensionen
der Matrix 3x3 und die des Vektors 3x1 sind. Man kann Matrizen nur mit Vektoren
multiplizieren, wenn die inneren Dimensionen tbereinstimmen. Dann erhélt man als
Ergebnis eine Matrix bzw. in diesem Fall einen Vektor, deren bzw. dessen Dimensionen
den dufleren Dimensionen entsprechen.

s —(ag + by + k) a; by di + e; ca
cpl as + k —(a1 + fo + g2) fi 0 |cB
Ayl by fa —(ig + b1+ f1) 31 CH
ch 0 g2 19 —(i1 +dy + €1) cr

Da wir annehmen, dass es sich um einen geschlossenen Kohlenstoftkreislauf handelt, muss
die Summe der Ableitungen 0 ergeben. Wenn das der Fall ist, gibt es keine Anderung



3 Das Compartment-Modell
der Stammfunktion, also keinen Zufluss oder Abfluss von Kohlenstoff. Deswegen gilt:

Ch+Cr+Ch+Cr=a,-Cp+b-Cy+d-Cp+e1-Cp—ay-Cyp—by-Cy—k-Cy+
+ay-Ca+k-Cy+f1-Cyg—a-Cp—fo-Cp—92-Cp+by-Ca+
+fo-Cp+i1-Cp—i2-Cyg—b1-Cp— f1 - Cyg+12-Cy + g2- Cp—
—i1-Cp—e-Cp—dy-Cp =0

3.5 Exakte Losung einer Bilanz-Differentialgleichung
In der nachfolgenden Rechnung soll zur Anschauung eine einfache Bilanz-Differentialgleichung
analytisch gelost werden. Dazu betrachten wir folgende Gleichung:

y(t) =a-y(t)

Dieses Beispiel stellt ein Anfangswertproblem dar. Zum Anfangszeitpunkt ¢, wurde der
Anfangswert y(to) = yo gewahlt. Fur ¢t > 0: gilt also:

Man fithrt hier eine Trennung der Variablen durch. Integriert man diesen Ausdruck,
erhalt man:

s o s
VO — o [t
to y(t) to

Nach geltenden Ableitungsregeln ist In'(z) = % Auf diese Gleichung angewandt, bedeu-

tet das:
et das .

(mMQM“=a5-M@

Integriert man nun die linke Seite der Gleichung, erhalt man:

ry)
/ (= nly(e)

to
AuBerdem integriert man natiirlich auch noch die rechte Seite der Gleichung:

=a-(s—ty)

to

Iny(t)]

Durch Aquivalenzumformungen gelangt man schlieBlich zu der Stammfunktion y(s).

In[y(s)] — In[y(t)] = a - (s — to)



4 Strahlungsbilanz

4 Strahlungsbilanz

4.1 Modell 1

Die Strahlungsbilanz ist die Differenz von Strahlungsfliisssen, wenn keine interne Strah-
lungsquelle existiert. Das bedeutet, dass man die zuriickgesendete Strahlung von der
einfallenden Strahlung abzieht. Das kann man mit einem Zufluss-Abfluss-Modell dar-
stellen. Die Sonne wird als punktuelle externe Strahlungsquelle angenommen, von der
340 W/m? bei uns an der Erdoberfliche ankommen. Diesen Wert erhélt man, indem man
die Solarkonstante (S) 1360 durch 4 dividiert. In die Erde gelangt der Anteil, der mit
folgender Formel beschrieben werden kann:

o-m-r?(1—a)

Die Albedo(a) besagt, wie viel Prozent der Sonneneinstrahlung abgeschirmt werden.
Diese Abschirmung kann zum Beispiel durch Wolken oder Schnee erfolgen. Als gemittel-
ten Durchschnittswert nimmt man 0,3 an. Daras folgt, dass 70 Prozent der Sonnenein-
strahlung auf die Erde gelangen. Die von der Erde im infraroten Spektrum abgegebene
Strahlung wird durch den folgenden Ausdruck mit Hilfe des Stefan-Boltzmann-Gesetzes
beschrieben:

s- T m-r*-e

Dabei bezeichnet o die Stefan-Boltzmann Konstante. T entspricht der Durchschnittstem-
peratur der Erde und € ist eine Zahl zwischen 0 und 1, die die Emissivitat widerspiegelt.
Je kleiner ¢ ist, desto starker ist der Effekt der globalen Klimaerwarmung.

10



4 Strahlungsbilanz

Abbildung 5: Vereinfachte Darstellung Erde und Atmosphére
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Abbildung 4: Emissivitét

Die einfallende Warmestrahlung, genauer gesagt Infrarotstrahlung, ist nichts anderes als
Energie. Deswegen kann man sagen, dass gilt:

AE=m-C-AT=p-V.-C-AT

Das Volumen V einer Kugelschale kann man folgendermafien berechnen:

Hierbei ist R der Radius der grofien Kugel — also der Erde inklusive Atmosphére — und r

der Radius der kleinen Kugel — also der Erde exklusive Atmosphére. Auflerdem gilt der
Zusammenhang;:

R—r=nh
Daraus folgt:
T,(t):S-7r-r2-(14—&)—03-T(t3)4-4-7r-r2-5
p-g.ﬂ'-(R —T’)-C

C ist die spezifische Warme fiir Luft.

11



4 Strahlungsbilanz

4.2 Modell 2

Nachdem die Strahlungsbilanz uns nach langem Bearbeiten unrealistische Daten gelie-
fert hat, war es Zeit, ein anderes Modell zu entwickeln. Das neue Modell sollte nun zu
yrichtigen“ Daten fithren, nur tiber einen anderen Losungsweg. Die Einstrahlung der
Sonne wird dabei vollkommen aufler Acht gelassen. Die Erde gibt Infrarotstrahlung ab.
Ein Teil dieser Strahlung verldsst die Erde ohne schwerwiegende Interaktion mit der
Atmosphére und wird oft als Epsilon abgekiirzt. Der andere Teil, den man betrachten
sollte, ist folglich (1-¢). Die Strahlung wird in Hitze umgewandelt, da sie auf atomarer
Ebene die Teilchen anregt. Daher darf man diese Strahlung als Energie ansehen.

E=01—-¢)-0-A-(TH-T

Wobei Sigma die Stefan-Boltzmann Konstante darstellt, A die Oberfliche des Strahlers
und 7, und 7, die Temperatur der Oberfliche und der Umgebung. Man muss aber
bedenken, dass die Einheit pro Sekunde ist, also dividiert man durch die Zeit. Jetzt fehlt
noch eine Formel, die Energie zu dem Unterschied der Temperatur verlinkt. Die Formel
der spezifischen Warmekapazitat eignet sich perfekt dafiir. Sie beschreibt, wie sich Hitze
auf die Temperatur auswirkt:

AQ =c-m-AT

Q-Hitze, c-spezifische Wéarmekapazitiat, m-Masse und d T, der Unterschied der Tempe-
ratur. Die zwei obigen Formeln lassen sich jetzt gleichsetzen, da beide Energie durch
Zeit sind. Wenn man dies tut und ¢ T isoliert kommt man zu dieser Formel:

(1-¢)-0-A-(T{-T,)
c-m

AT, = - At

Nun, da man eine fertige Formel hat, muss man nur mehr die Werte fiir unsere Erde
einsetzen. Der Grofiteil der Werte lasst sich schnell finden, zum Beispiel die Tempera-
turen und die Flache. Auch die Masse der Atmosphére lasst sich durch die Dichte der
einzelnen Gase gut berechnen. Schwierig erweist sich die spezifische Warmekapazitat der
Atmosphére, da unsere Atmosphére sich aus verschiedenen Gasen zusammensetzt. Um
die durchschnittliche Kapazitiat herauszufinden sollte man jedoch zwischen den Gasen
gewichten, da zum Beispiel Stickstoff viel haufiger vorkommt als Kohlendioxid. Den Wert
den man schlieflich ermittelt, sollte die durchschnittliche Warmekapazitat unserer Erde
entsprechen. Schlussendlich setzt man alle Daten bei MATLAB ein. Der Graph, den das
Programm darstellt, ist ironischerweise fast ident zu dem unserer vorherigen Strahlungs-
bilanz. Ob das zufallig passiert, ist streitbar, aber es ist durchaus seltsam, dass man tiber
zwei verschiedene Losungswege zu dem gleichen FErgebnis kommt. Wahrscheinlich haben
beide Modelle einen wichtigen Faktor aufler Acht gelassen, da wir es uns nicht anmaflen

12



4 Strahlungsbilanz

wollen, die Erderwarmung zu leugnen.

Temperatur Flux
296 T T T

2958
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2954 “/7-”-7“”-“

Temperatur [K]

[+ [ %
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Abbildung 6: Strahlungsbilanzmodell 2
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5 Szenarien und Ergebnisse

5 Szenarien und Ergebnisse

5.1 Vergleich: Kohlenstoffgehalt in den Spharen mit und ohne

menschlichen Einfluss

Ausgehend von einem Zyklus ohne menschlichen Einfluss wurden Graphen beziiglich des
Kohlenstoffgehalts in den verschiedenen Sphéren erstellt. Zu sehen ist, dass der Gehalt
der Lithosphéare anndhernd konstant bleibt. Der Graph der Hydrosphére steigt leicht an,
wobei bei Atmos- und Hydrosphére ein Minimum zu vermerken ist.
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Abbildung 7: Kohlenstoffzyklus ohne menschlichen Einfluss
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Abbildung 8: Kohlenstoffzyklus mit menschlichem Einfluss

14



5 Szenarien und Ergebnisse

Beziiglich der Graphen des Kohlenstoffgehalts mit einberechnetem menschlichem Ein-
fluss sind Veranderungen in der Atmos- und Biosphére zu vermerken. In der Biosphére
steigt der Gehalt stetig an. Ebenfalls ist die Atmosphére verédndert und der Kohlen-
stoffgehalt nimmt vor allem in den ersten Jahren stark zu. Die Graphen der Hydro- und
Lithosphare bleiben gleich. Jedoch ist hier zu beachten, dass der Kohlenstoffgehalt in der
Lithosphare, aufgrund des Verbrauchs von fossilen Brennstoffen, enorm sinken koénnte.
Deshalb muss erwiahnt werden, dass sich das Modell der Realitat nur annéhert.

5.2 Delay Model

Die Idee hinter dem Delay Model ist, den Ubergang zwischen den verschiedenen De-
partments nicht unmittelbar darzustellen, sondern mit einer gewissen Verzogerung. Dies
kommt der Realitat nédher, da in der Natur Prozesse prinzipiell langsam verlaufen. Das
Problem, das mit diesem Model auftritt, ist, dass man nicht mehr automatische Solver
wie Ode4) verwenden kann. Um seinen eigenen Solver zu programmieren, muss man vor-
erst Punkte generieren und diese mit Nullen reservieren. Daraufthin schreibt man eine
Schleife mit ,If clauses®. Jede ,If clause® beinhaltet sowohl unseren Delay Parameter als
auch eine unserer Kohlenstoffkonzentrationsgleichungen. Die Schleife ordnet jetzt Wer-
te bis zu dem vorher festgelegten Zeitpunkt T zu. Je nachdem, wie man nun die Delay
Parameter bestimmt, beeinflusst der jetzige Wert nicht den néchsten, sondern einen spé-
teren Wert. Jetzt nimmt man die Daten von vorher und setzt diese ein. Die Ergebnisse
sind den vorherigen ahnlich, wirken aber kantiger. Der einzige grofle Unterschied ist bei
der Atmosphére zu finden, bei der der Graph wilde Zickzack-Linien projiziert. Generell
kommt dieses Modell ndher an die Werte einiger Klimaforscher heran.
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Abbildung 9: Delay Model

5.3 Der Vulkanausbruch

Fiir jedes Experiment muss man auch Extremfalle in Betracht ziehen. Einer dieser Falle
ist ein Vulkanausbruch. Wir wussten nicht, wie sich ein solches Ereignis auf die verschie-
denen Sphéren, also Atmo-, Bio-, Hydro- und Lithosphére, auswirkt. Um zu beginnen,
braucht man eine spezielle Funktion, die einen hohen Wert an Kohlenstoff generiert. Da-

zu verwendeten wir zuerst eine skalierte Gauf3’sche Glockenfunktion, oder wie sie auch
genannt wird, eine Hutfunktion.

Abbildung 10: Gaufi’sche Glocke
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5 Szenarien und Ergebnisse

Man stellt die Parameter so ein, dass man eine extrem hohe Glocke generiert, um einen
groflen Ausstofl an Kohlenstoff zu simulieren. Danach fiigt man die neue Funktion in
das schon vorhandene Modell des Kohlenstoffstroms zwischen den Spharen. Wir wollten
mit dem Vulkanausbruch den Anstieg am Kohlenstofffluss von der Lithosphére in die

Atmosphére zeigen, also setzten wir die Hutfunktion fur die Variable ,d;“ ein. Dafir
verwendet man ein ,If* Statement.

if 300<t<320
t0=310;
m=0.000004%;
n=0.001;
dl=m*exp({-n*(t-t0). 2);
else
dl=0.0000004;
end;

Abbildung 11: If Statement

Die Auswirkung der Simulation konnte man in den Graphen deutlich erkennen. Nicht
nur in der Atmosphére, sondern auch in der in den anderen drei Bereichen. Die Kurven
der Graphen haben die gleiche Anfangssteigung, doch bei T=330, also nach 330 Jahren,
ist der Vulkanausbruch deutlich zu sehen.
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Abbildung 12: Vulkanausbruch (Atmosphére)

Man sieht also, dass der Kohlenstoffgehalt stark ansteigt und dadurch, dass alle Abteile
miteinander verbunden sind, hat es auch grofie Auswirkungen auf die anderen Sphéren,
wie zum Beispiel die Biosphére.
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Abbildung 13: Vulkanausbruch (Biosphére)

5.4 Carbon Storage

Es gibt verschiedene Methoden, Kohlenstoff aus der Atmosphére zu entfernen und der
Biosphére zuzufithren, beispielsweise durch eine dauerhafte unterirdische Einlagerung.
Um herauszufinden, ob diese Mafinahmen tatsichlich bewirken kénnen, dass sich lang-
fristig weniger Kohlenstoff in der Atmosphére befindet, wurde in das vorgefertigte Mo-
dell betreffend des Kohlenstoffgehalts der verschiedenen Sphéren ein Parameter von 0.3
eingefiigt, der ausdriicken soll, dass 30% des Kohlenstoffgehalts der Atmosphére durch
ebensolche Methoden jedes Jahr in die Biosphéare verschoben werden. Aus diesem Mo-
dell kann man nun ablesen, dass sich der Gehalt an Kohlenstoff in der Biosphére wie
zu erwarten steigern wiirde. Interessant ist die Tatsache, dass der Gehalt an Kohlenstoft
zwar kurzfristig nach ca. 2 Jahren einen Tiefpunkt von nur 625 GT Kohlenstoff in der
Atmosphére (im Vergleich zu tiber 700 GT zum Zeitpunkt 0) erreichen, danach aber
wieder stetig steigen wiirde. Wenn man beispielsweise ,nur® 20% des Kohlenstoffs pro
Jahr aus der Atmosphére entfernen wiirde, wiirde dies zwar den Anstieg des Kohlen-
stoffgehalts etwas verringern, allerdings wiirde dieser nie abfallen.

Zunéchst war ich zwar tiberrascht, wie gering der Einfluss der Mafinahmen, Kohlenstoft
aus der Atmosphére zu entfernen, tatséchlich ware, allerdings halte ich dies nach lén-
gerer Uberlegung fiir durchaus plausibel: Die Menschen pumpen unter Anderem durch
die Verbrennung fossiler Brennstoffe so viel Kohlenstoff in die Atmosphére, dass sie dies
nicht durch solche Mafinahmen ausgleichen kénnen. Dies zeigt das Modell sehr deutlich.
Um langfristig den Gehalt an Kohlenstoff in der Atmosphére zu verkleinern, miissten
die Menschen meines Ermessens nach ihren Kohlenstoffausstol deutlich verringern.
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stoffs (Biosphére)

5.5 KohlenstoffausstoB-Modelle in Hinblick auf die Gesellschaft

Es ist offensichtlich, dass der Kohlenstoffausstofl der Menschen stark von Entwicklungen
der Gesellschaft abhéngig ist. Aus diesem Grund wurde versucht, die Entwicklung von

Umweltschiitzern bzw. Nicht-Umweltschiitzern mithilfe der sogenannten Lotka-Volterra-

dx

Gleichungen (auch als ,Predator-Prey-Gleichungen“ bekannt) dazustellen:

— = ax — Bry

dt
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dy

hu Y SV
dt rYy —yv

Die Variable x steht immer fir ,Prey“, die Beute (oder in diesem Fall die Nicht-
Umweltschiitzer), und die Variable y steht fiir ,,Predators®, die Jager (oder in diesem Fall
die Umweltschiitzer). Die erste Gleichung gibt die Entwicklung der Population an Nicht-
Umweltschiitzern im Verlauf der Zeit an. Mit dem Parameter «, der mit der Anzahl
an Nicht-Umweltschiitzern multipliziert wird, berechnet man das exponentielle Wachs-
tum der Nicht-Umweltschiitzer. Davon wird die Anzahl an Nicht-Umweltschiitzern, die
von den Umweltschiitzern tiberzeugt wurden, ihr Umweltverschmutzertum aufzugeben
(dadurch werden sie allerdings nicht zu Umweltschiitzern!) abgezogen. Dieser Ausdruck
wird mithilfe des Parameters 3, der sowohl mit der Anzahl an Nicht-Umweltschiitzern
als auch Umweltschiitzern multipliziert wird, dargestellt

Die zweite Gleichung gibt die Entwicklung der Population der Umweltschiitzer im Hin-
blick auf die Zeit an. Der Parameter  wird mit der Anzahl an Nicht-Umweltschiitzern
und Umweltschiitzern multipliziert, so stellt dies das Wachstum der Umweltschiitzer dar.
Hiervon wird die Verlustrate an Umweltschiitzern (Zahl der Umweltschiitzer multipli-
ziert mit ) abgezogen.

Die Darstellung von Umweltschiitzern als ,,Predators® und Nicht-Umweltschiitzern als
LPrey“ liegt der Uberlegung zugrunde, dass die Zahl an Umweltschiitzern mit der Zahl an
Nicht-Umweltschiitzern steigt bzw. sinkt. Schlieflich engagieren sich mehr Menschen fiir
die Umwelt, wenn die Verschmutzung gerade wirklich stark ist, also besonders viel Koh-
lenstoff von den Nicht-Umweltschiitzern ausgestolen wird. Die Menge an Kohlenstoff,
die ausgestoflen wird, steigt direkt proportional mit der Zahl an Nicht-Umweltschiitzern.
AuBerdem machen die Umweltschiitzer ,,Jagd“ auf die Nicht-Umweltschiitzer, indem sie
diese davon iiberzeugen, die Umwelt weniger zu verschmutzen. Die Nicht-Umweltschiitzer
werden dadurch aber, wie bereits schon erwédhnt, nicht zu Umweltschiitzern.

Die Schwachstelle dieser Uberlegungen ist, dass

die ,,Predator-Prey-Gleichungen® eigentlich fiir die a0

Entwicklung der Populationen von Raubtieren und 0

deren Beute konzipiert sind. Wenn es zu einem s\ I’ A
Zeitpunkt keine Raubtiere mehr gibt, diese also - \ | ‘ I;'
aussterben, konnen diese zu einem spateren Zeit- “ J..-J /
punkt nie wieder entstehen. Anders verhélt es sich oL m" .:E;JTéu-H.;éuTo'uo ‘;Q"‘.';aﬁi.: s

mit Umweltschiitzern: Selbst wenn es zu einem
Zeitpunkt keine U.mweltsclnlﬁtzer géib‘e, k('jnnten‘ die- Abbildung 18: Verlauf von ¢,
se trotzdem zu einem spéteren Zeitpunkt wieder

auftreten. Da in dem ausgefithrten Modell die Umweltschiitzer ohnehin nicht ausster-
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5 Szenarien und Ergebnisse
ben, ist diese Schwachstelle allerdings vernachléssigbar.

In einem ersten Schritt wird nun der Parameter, der den Kohlenstoffaussto der Men-
schen darstellt, mit der Anzahl an Nicht-Umweltschiitzer multipliziert (je mehr Nicht-
Umweltschiitzer, desto mehr Ausstof}). Davon wird die Anzahl der Umweltschiitzer multi-
pliziert mit demselben Parameter abgezogen, da diese sich ja fiir weniger Ausstof einset-
zen. Des Weiteren wird ein unterer Grenzwert fiir den Kohlenstoffausstof festgelegt, da
selbst von sehr vielen Umweltschiitzern ein totales Ende des Kohlenstoffausstofies nicht
erreicht werden kann. Auf dieser Grafik kann man nun in Griin den Kohlenstoffausstof,
in Rot die Population an Nicht-Umweltschiitzern und in Blau die an Umweltschiitzern
im Verlauf der Zeit erkennen.

In weiterer Folge ist es moglich, diesen Einfluss des Menschen, der im vorherigen Schritt
ja von der Entwicklung der Gesellschaft abhangig gemacht wurde, in unser Basis-Modell,
das den Fluss des Kohlenstoffs zwischen den diversen Sphéren zeigt, einzubauen. Hierbei
kann man nun ablesen, wie sich der Verlauf der Gesellschaft auf die Kohlenstoffkon-
zentration in den Sphéren auswirkt. In diesem Modell zeigt sich, dass der Gehalt an
Kohlenstoff in der Atmosphére sich auf einem niedrigen Niveau einpendeln wiirde, wenn
abwechselnd Umweltschiitzer und Nicht-Umweltschiitzer die Kontrolle iber den Koh-
lenstoffausstofl der Menschen (e;) hatten. Der Kohlenstoffanteil in der Biosphére wiirde
abfallen (anstatt wie im Basismodell zu steigen), Hydro- und Lithosphére wiirden von
diesem Gesellschaftsmodell nicht merklich beeinflusst werden.

Es ware moglich, das Modell weiter zu verfeinern, indem man die Zahl an Umweltschiit-
zern vom Kohlenstoffgehalt in der Atmosphére abhédngig macht, da sich vermutlich mehr
Menschen fiir den Umweltschutz engagieren wiirden, wenn der Gehalt an Kohlenstoff be-
sonders hoch ist.
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Abbildung 19: Atmosphére und Biosphére im Anbéangigkeit von e;
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5.6 Nordhalbkugel/Siidhalbkugel

In diesem Modell wurden die Nord- und Siidhalbkugel der Erde als abgeschlossene Syste-
me angenommen, so soll dargestellt werden wie viel Kohlenstoff in den jeweiligen Spharen
der beiden Erdhélften ist. Besonders grof§ ist der Unterschied zwischen den Atmosphé-
ren der beiden Halften: Auf der Nordhalbkugel leben 90% der Menschen, deshalb ist
der Kohlenstoffausstofl hier viel grofler als auf der Siidhalbkugel. Der Kohlenstoffanteil
der Atmosphére der Nordhalbkugel ist schon nach ca. 2 Jahren ungefihr gleich hoch
wie der der Siidhalbkugel nach 100 Jahren. Auch die Biosphére der Nordhalbkugel hat
einen hoheren Kohlenstoffgehalt als die Stidhalbkugel, dies liegt neben dem starkeren
Einfluss auch daran, dass 67% des Landes der Erde auf der Nordhalbkugel befinden und
die Ausgangswerte so hoher sind. Auf der Stidhalbkugel befinden sich 57% des Wassers
der Erde, daher gibt es dort zunachst mehr Kohlenstoff in der Hydrosphére, allerdings
ist nach 100 Jahren mehr Kohlenstoff in der Hydrosphére der Nordhalbkugel aufgrund
des groflien Einfluss der Menschen. Natiirlich ist dieses Modell nur theoretisch zu be-
trachten, da sich in Wirklichkeit durch Diffusionsprozesse der Kohlenstoff gleichméfig
in Atmosphére und auch bedingt in Bio- und Hydrosphére verteilt.
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6 Fazit

6 Fazit

Zusammenfassend léasst sich sagen, dass die Ergebnisse des Projektes zwar nachvollzieh-
bar sind, jedoch eher ungenau und nicht zur Prognose von zukiinftigen Umweltereig-
nissen verwendet werden koénnen. Durch die Vereinfachung wurden sehr viele duflere
Einfliisse aufler Acht gelassen. Grund dafiir war die mangelnde Zeit, die zur Verfiigung
stand, sowie das fehlende Fachwissen im Bereich der Modellierung.

Durch das Erstellen von Graphen mithilfe von MATLAB wurden am Anfang erstellte
Vermutungen bestéatigt und mathematisch dargestellt. Von den Annahmen wich nur das
Strahlungsbilanzmodell ab, da der Temperaturanstieg laut Berechnungen sehr gering
ausfallt. Des Weiteren konnten auch nicht alle Ideen umgesetzt werden, aufgrund von
fehlenden Informationsquellen. Abschliefend ist jedoch zu erwédhnen, dass die anfangs
gesetzten Ziele grofitenteils mit Erfolg erreicht wurden. Schlussendlich stand nicht nur
das Modellieren im Vordergrund, sondern auch das gemeinsame Interesse an Mathematik
und das gruppendynamische Arbeiten.
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1 Klassifikation

Was ist Klassifikation? Das ist eine Frage die sich die meisten wahrscheinlich noch nie gestellt
haben, obwohl wir theoretisch tagtaglich damit konfrontiert werden.

Das Wort Klassifikation kommt vom Lateinischen. Dort entspricht das Wort classis dem
deutschen Wort Klasse, wahrend facere zu Deutsch machen bedeutet. Klassifikation
beschreibt die Fahigkeit, Dinge unter Anwendung von Erfahrung in unterschiedliche
Kategorien zu unterteilen. Wir Menschen sind Meister der Klassifikation. Aufgrund unserer
Erfahrung ist es uns zum Beispiel mdglich, ein Auto als solches zu erkennen, ohne genau dieses
eine je zuvor gesehen zu haben. Wir erkennen ein Auto da wir die vier Reifen sehen, die GrolRe,
moglicherweise héren wir das Auto sogar oder sehen dessen Bewegung. All dies weist uns
darauf hin, dass wir es mit einem Auto zu tun haben und nicht etwa mit einem Fahrrad. Diese
Fahigkeit ist allerdings nicht einzigartig auf unserem Planeten. Fast alle héheren Lebewesen
konnen ebenfalls klassifizieren. Sie unterscheiden Artgenossen von Fremden, potenzielle
Beute von Gefahren oder auch ihre Jungen von denen der anderen. Diese Kompetenz ist
Uberlebenswichtig flir sie. Jedoch ist anzumerken, dass immer sehr viel mehr
Anfangsinformation als nachher abgefragte bendtigt wird, um zuverldssige Ergebnisse zu
liefern. So hort ein kleines Kind zum Beispiel lange Zeit seine gesamte Muttersprache, bevor
es selbst beginnt, vollstandige Worter zu artikulieren.

In weiterer Folge ist Klassifikation allerdings auch ein Bereich der Informatik, da immer mehr
und mehr versucht wird, dem Computer ebendiese Fahigkeiten anzutrainieren. In vielen
Bereichen waren diese Bemiihungen schon ziemlich erfolgreich, sodass nunmehr viele Gerate
eine eingebaute Gesichtserkennung haben, ohne dass der Endnutzer die dahinterstehende
Theorie auch nur annahernd erahnen kann. In anderen Bereichen wie zum Beispiel der
Wildtierfotografie im Bereich der Naturforscher steht die Entwicklung solcher Mechanismen
noch nahezu am Anfang und so beginnt die Maschine gerade erst, in diesen Fallen den Mensch
zu ersetzen. Ein Beispiel in diesem Bereich ist jenes bei der Fotografie von seltenen Tieren.
Bisher mussten Forscher tagelang im Unterholz sitzen, in der Hoffnung nicht genau in dem
Moment eingeschlafen zu sein, in dem das entsprechende Tier vorbeikommt. Mittlerweile gibt
es jedoch auch Mechanismen, bei denen eine Kamera mithilfe eines Bewegungsmelders
ausgeldst wird, und dann auswertet, ob auf dem Foto das entsprechende Tier zu sehen ist,
sollte dies der Fall sein, so werden weitere Fotos erstellt.

Dies lauft auf die heutzutage vielzitierte kiinstliche Intelligenz hinaus. Allerdings kénnen sich
Computer nichts von Grund auf selbst beibringen. Wenn sie mit genug Daten gespeist werden,
konnen sie sich natirlich aufgrund von eigenen Erfahrungen verbessern, doch ganz ohne
Informationen von auBen, also vom Programmierer, funktionieren sie nicht.

Klassifikation kann bedeuten, dass die Gesamtmenge auf zwei Klassen aufgeteilt wird, jedoch
kann es genauso meinen, dass viele verschiedene Klassen existieren oder aber auch, dass die
vorhandenen Informationen {iber ein hierarchisches System gegliedert werden. In Grunde
genommen ist also Klassifikation einfach das Einteilen von Informationen, Daten und
(Verhaltens-)Mustern.



2 Zielsetzung und Ideen

Ziel dieses Projektes war es in erster Instanz, aufgrund von eigenen Ideen Methoden zu
entwickeln, mithilfe derer der Computer in der Lage sein soll, aufgrund von vorgegebenen
Punkten weitere Punkte einer von zwei Kategorien zuzuordnen. In weiterer Folge konnte auf
bereits existierende Methoden zuriickgegriffen werden, diese mussten jedoch erst
selbststdandig in Matlab programmiert werden, wodurch die Ergebnisse immer mehr
verschiedene Punktemengen abdecken konnten. Als weitere Zwischenetappe war das Ziel
gesteckt, die Punkte in mehr als zwei Klassen einzuteilen. Das Endziel war es, den Inhalten von
Bildern gewisse Klassen zuzuordnen. Dazu wurden beispielsweise die Bilder von Tieren und
Pflanzen verglichen und versucht den entsprechenden Klassen zuzuordnen.

Es gab folgende Ideen:

e Nahe (dem/den nachsten Punkt/Punkten entsprechend einteilen)

e Muster (erkennen von Kreisen, Dreiecken und anderen geometrischen Formen)
e Grenzen (in Form einer Geraden oder Kurve)

e Flachen (innerhalb welcher alle Punkte dieselbe Klasse besitzen)

e konvexe Hiille (das Finden der konvexen Hulle aller Punkte einer Klasse)

3 Erste Versuche
3.1 Nachster Punkt

Eine der einfachsten Umsetzungsmoglichkeiten einer Klassifikation besteht darin, einem
zufalligen Punkt die Gruppe des am nachsten liegenden Ausgangspunktes zuzuweisen. Hierzu
werden zuerst die Distanzen zwischen dem Punkt und allen Ausgangspunkten berechnet. Die
Gruppe wird nun von jenem Ausgangspunkt bestimmt, welcher die kleinste Distanz zum
neuen Punkt aufweist. Diese Methode weillt mit ihrer leichten Umsetzung einen groRRen
Vorteil auf. Auch in ihrer Effizienz unterscheidet sie sich nicht grob von komplexeren
Methoden. Der groRte Nachteil besteht allerdings darin, dass bereits eine kleine Anzahl an
Punkten das Ergebnis des Algorithmus stark beeinflussen kann. So unterscheiden sich die
beiden unten aufgefiihrten Beispiele um nur vier Punkte, weisen aber einen groRen
Unterschied in Hinsicht auf blaue und rote Flachen auf.
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Abbildung 1: Beispiel 1 Abbildung 2: Beispiel 1 mit neuen Punkten



3.2 Schwerpunkt/Radius

Eine Idee war es, sich jenen Punkt auszurechnen, der die Durchschnittlichen X- und Y-
Koordinaten aller blauen und roten Punkte als Koordinaten hat. Von diesem Mittelpunkt aus
wurden alle Punkte in einem gewissen Radius eingefarbt, bevor rund um alle nicht in diesem
Radius liegenden vorgegebenen Punkte wieder eingefarbt wurde. In diesem zweiten Schritt
jedoch war der Radius nur ein Flinftel dessen, der beim Kreis um den Mittelpunkt verwendet
wurde.

In Abb.1 sieht man die Punkte von denen ich ausging. In Abb.2 dagegen die Ergebnisse die ich
mit meiner Methode erzielte. Es ist an dieser Stelle notwendig zu erwahnen, dass die Grafiken
unterschiedlich formatiert sind.
Abb.1 Abb.2
5 L ]

4.5

Wie in der Abbildung ersichtlich werden nicht alle Punkte einer Klasse zugeordnet. Dies soll
insofern sinnvoll sein, als dass es moéglichen Fehlern vorbeugen soll. Das geschieht, da ein
vollstandiges Ausfiillen des gesamten dargestellten Bereichs nicht zielfihrend ware, denn mit
steigender Entfernung sinkt die Prazision dieser Methode. Damit wurde eine MaRnahme
gesetzt, um diese Methode resistent gegen AusreilRer zu machen. Die Idee fiir den Versuch
mit dem Schwerpunkt entstand eben auch aufgrund der moglichen Ausreiler.

3.3 Die Nachsten Funf Punkte

Der nachste Schritt nach der Sortierung beziiglich des nachstgelegenen Punktes war laut
unseren ldeen eine Einteilung anhand der fiinf am néchsten gelegenen Punkte. Das heilt der
zu klassifizierende Punkt gehort zu der Menge, zu der die Mehrheit der fliinf nachstgelegenen
gehort. Dadurch zahlt, zum Beispiel, ein Punkt, obwohl der ndachste Punkt blau ist, zur roten
Menge, da vier der nachsten finf rot sind.

Diese Methode ist der vorherigen vorzuziehen, wenn in einer Region des Bildes, in der es
allgemein deutlich mehr rote Punkte gibt, ein blauer Ausreiler existieren. Dieser wiirde bei



der ersten Variante das Bild stark beeinflussen, da sich alle Punkte in naherer Umgebung
ebenfalls blau farben wiirden, obwohl es eigentlich ein ,von rot bestimmter” Bereich ist.

3.4 Konvexe Hullen

Eine weitere Idee zur Einteilung der Punkte in der Ebene ist das Erstellen der konvexen Hiille
aller Punkte einer Klasse. Die Definition der konvexen Hiille ist die kleinste konvexe Menge,
welche die gesamte Ausgangsmenge enthélt. Einfach gesagt die kleinste Menge, die jede
Verbindungsstrecke zweier Punkte dieser Menge enthalt. So lasst sich beispielsweise die Form
einer Punktemenge gut darstellen, und allen Punkten die innerhalb dieser Hiille die
entsprechende Klasse zuweisen.




Beispielbild zweier konvexer Hiillen fiir die rote, sowie die blaue Punktemenge.

Somit ist sowohl die beiden Punktemengen vollig vom restlichen Raum abgetrennt. Ein
mogliches Entscheidungsproblem entsteht in dem Fall, dass sich die Beiden, oder
moglicherweise mehr als zwei konvexe Hiillen Gberlappen, und damit Punkte innerhalb beiden
Mengen liegen.

Da die vorhandenen Daten nicht alle Falle abdecken, gibt es keinen Grund anzunehmen, dass
die konvexe Hulle der Daten der konvexen Hiille der Grundmenge entspricht. Daher wollen
wir die von uns berechneten Hiillen vergroRern. Dazu wurde jeder Eckpunkt der konvexen
Hille auf der Winkelsymmetrale des Winkels, den er mit den beiden nachststehenden
Eckpunkten der konvexen Hiille einschlieBt, um einen konstanten Faktor verschoben.
Dadurch entsteht eine gestreckte, vergrofRerte Version der vorherigen konvexen Hille, wie in
der folgenden Abbildung zu erkennen ist. Die gelben Linien stellen die normale konvexe Hiille
dar, und die in Magenta gehaltenen Linien die vergréRerte.

Die Grafik zeigt 1000 getestete Daten, welche als rote Sterne dargestellt werden, sollten sie
innerhalb der vergroBerten konvexen Hille der roten Punkte liegen, und analog fir die blauen
Punkte. Alle restlichen Punkte die aufRerhalb liegen sind unbestimmt und daher griin gefarbt.
In der Mitte des Bildes gibt es einige Gberbestimmte Sterne, also Sterne die aufgrund ihrer
speziellen Position zu mehr als einer Klasse gezahlt werden kénnen. Diese Uberbestimmte
Datenpunkte sind schwarz dargestellt. Das zeigt auch die Schwierigkeit dieser Methode, dass
nicht flir jeden Punkt eine eindeutig bestimmbare Klasse existiert.



Eine weitere durchgefiihrte Methode der Klassifikation mithilfe der konvexen Hiille zeigt die
folgende Abbildung. Bisher wurde immer nur ein Teilbereich der Ebene klassifiziert und viele
Punkte hatten keine bestimmte Klasse. Mit dieser Methode gelingt es den gesamten Raum in
zwei Klassen einzuordnen.

In obiger Grafik, zeigt die griine Linie eine Gerade, die die Ebene in zwei Bereiche trennt. Wie
zu sehen, gehoren alle Punkte, die rechts von ihr liegen zur blauen Klasse, und die anderen zur
roten. Die griine Trennlinie entsteht aus der Lage der schwarzen Linien. Diese sind jene Linien,
die Teil der konvexen Hiille der Klassen sind und ihrerseits den Raum in blaue und rote Punkte
trennen. Somit liegen fir die schwarze Linie auf der linken Seite der griinen Linie alle roten
Punkte links und alle blauen rechts von ihr. Um die grine Linie zu bestimmen wird der
Mittelpunkt aller Punkte, die Anfangs- oder Eckpunkte einer schwarzen Linie sind, gebildet
und die mittlere Steigung aller schwarzen Linien errechnet. Somit ergibt sich ein Punkt und
eine Steigung, dadurch lasst sich eine Gerade eindeutig festlegen.

3.5 Angepasste Konvexe Hillen

Wenn mithilfe der Konvexen Hillen Formen erkannt werden sollen, konnen Punkte, welche
eine leichte Abweichung aufweisen, ein Problem darstellen. Anstatt eines Dreiecks wiirde ein
Vier- oder gar Flinfeck erkannt werden, wenn nur ein oder zwei Punkte geringste
Abweichungen zur Konvexen Hille aufweisen. Um dieses Problem zu beheben, wire es eine
mogliche Methode, solche Punkte als Ausreier zu sehen und somit fiir die Konvexe Hille
ignorieren. Hierzu wird zuerst die Konvexe Hiille aller Punkte gebildet. AnschlieBend werden
die Entfernungen der Hillenpunkte zu den Hiillengeraden berechnet. Unterschreitet eine
dieser Entfernungen einen gewissen Schwellwert, so wird er aus der Konvexen Hiille
ausgeschlossen und der Vorgang beginnt erneut. Dies wird wiederholt, bis es keinen Punkt
mehr gibt, dessen Entfernung zu einer Gerade der Hille kleiner als der Schwellwert ist.
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Abbildung 3: Beispiel adjustierte Konvexe Hiille

Anhand dieser Punkte ist es nun einfacher und auch sicherer, Formen zu bestimmen. Hierzu
kann das Verhaltnis zwischen Seitenlangen und Umfang, Flache und Seitenldangen etc.
hergenommen werden.

3.6 Mittelpunkte

Eine der ersten Ideen um zur Bestimmung der trennenden Gerade zu ermitteln war jene, dass
man zu jedem der Punkte jenen Punkt der anderen Klasse sucht, der am wenigsten weit
entfernt ist. Wenn man nun diese Verbindungen hat, kann man deren Mittelpunkte
verbinden. Hat man nun diese Mittelpunkte so kann man sie auf verschiedene Arten zu
verbinden versuchen. Aufgrund einer Skizze war ein Ansatz, den dem Ursprung nachsten und
den am weitesten entfernten dieser Mittelpunkte zu verbinden, wobei diese Idee sogleich
wieder verworfen werden musste, da bei genauerer Betrachtung klar war, dass sie nur fir
diese besondere Punktemenge funktionieren wiirde. Als nachstes entwickelte sich die Idee,
dass die Verbindung der beiden kiirzesten dieser Verbindungsgeraden eine Gerade aufspannt,
die alle Punkte trennt. Leider stellte sich diese Idee als Irrweg heraus, da die beiden kiirzesten
Geraden sehr nah zueinander lagen, und selbst wenn es fiir diese eine Punktemenge
funktioniert hatte, ware es mit hochster Wahrscheinlichkeit nicht schwer gewesen, eine
Punktemenge zu finden, fiir die diese Methode zu keiner Losung fihrt.

4 Gradientenverfahren
4.1 Gradient

Der Gradient ist ein Vektor, welcher aus den partiellen Ableitungen einer Funktion in

mehreren Variablen besteht. Man definiert den Gradienten von f(x,y) folgender MaRen:



of
von der Funktion f(x,y)ist der Gradient Vf = g;i
5y
Eine wichtige Eigenschaft dieses Gradienten, welche wir uns zu nutzen machen, ist, dass er

immer in die Richtung des starksten Anstieges zeigt.

4.2 Verfahren

Man nimmt an, es ist die Funktion =
f(x,y) gegeben, welche konvexe I
Eigenschaften besitzt. Nun mdchte man — o
das Minimum herausfinden, also die *
Stelle an der L =0 und &L =0 ist il '
ox Sy +
(Extremstelle), um die minimalen 075 ;
Werte von f zu finden. Das -
Gradientenverfahren wird nun zur il 57
Anndherung an diese Stelle genutzt. - ¥
Dabei macht man davon Gebrauch, ¥
dass der Gradient in Richtung des 06 r +~+
maximalen Anstiegs zeigt, was heilt, - w‘f
dass (Vf * (—1)) eine Abstiegsrichtung
ist, und damit zum Minimum fihrt. 054 el e
Mit dieser Funktion kann man sich dann Abbildung 1, Darstellung der Annéherung an das Minimum von
annihern. einer f(x,y) Funktion mit dem Verfahren
X=X+axVfT
a...Schrittkonstante, gibt die Starke an, mit der man sich an das Minimum annahert.

Man sollte bei der Auswahl von a entweder eine Funktion zum Berechnen verwenden, oder
unbedingt zumindest beachten, dass der Wert nicht zu gro8 gewahlt wird. Denn sonst kann
der Fall eintreten, dass man den gegenteiligen Effekt einer Anndherung erzielt: Man kann sich
vorstellen, man geht, ohne dass man weiR wo das Minimum ist und ab wann die Funktion
wieder Steigt die Funktion entlang. Wenn nun o zu groB ist, gelangt man nicht ndaher an das
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Minimum, sondern ,wandert” auf der anderen Seite wieder hinauf. Dies ,,schaukelt” sich dann
jede lteration weiter hinauf, wodurch es fir

unsere Verwendungen nicht sinnvoll ware.
\ T i Startpunkt

\ —

= {
\ __,_f?-aé 5. Iteratic
]
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\
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\
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=

1. lteration

2. Iteration N / ' ;
\ / 2. Iteration
\ /
\

3. Iteration

4. Iteration
Startpunkt 5. Iteration

6. Iteration .
. 7. Iteration

Abbildung 2, Skizze einer Anndherung an das Minimum

auf einer Funktion mit einem zu hohen o-Wert Abbildung 3, Skizze einer Anndherung an das Minimum auf einer

Funktion mit einer richtig gewdhlten a-Konstanten

4.3 Armijo-Goldstein-Ungleichung

Man mochte nun aber immer eine Konvergenz zum Minimum bekommen, das ist allerdings
mit einem, flr a jeder Iteration konstant bleibenden Wert nicht garantiert. Daher kann man
mit dieser Ungleichung eine Menge definieren, welche a nicht erlaubt zu klein, oder zu grof$
sein. Zu groR ist es dann, wenn es zwischen beiden Seiten von der Funktion ,hin und her”
hiipft und so sich nicht mehr annédhert, zu klein dann, wenn man zu kleine Spriinge macht und
so der Algorithmus sehr langsam wird.

Der Algorithmus funktioniert, in dem am fir jede Iteration des Gradientenverfahren einen
neuen Wert fir o definiert, welcher abhangig vom x ist.

5

1.5

Abbildung 2, grafische Darstellung der Ungleichung.
Der markierte Bereich auf der x-Achse ist die Menge, in welcher sich a befinden muss.
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Ungleichung:

fOa) + (1 = )V pie < freanpi) < o) + car Ve pr
f (xx)...Funktion, an welcher das Gradientenverfahren angewendet wird
c...Eine wahlbare Konstante. Bedingung: 0 < ¢ < i

Dr---Gibt die Richtung zur Anndherung an, im Fall des Gradientenverfahrens ist dies p =

=V i (x)

5 Support Vector Machine

Eine Support Vector Machine dient als eine Methode der Klassifizierung dazu, eine Menge an
Objekten in Klassen zu teilen. Durch die Eigenschaft, dass zwischen den Grenzen und den
Klassen ein moglichst breiter leerer Bereich vorliegt, wird die Methode auch als ein Large
Margin Classifier klassifiziert. Im Gegensatz zu ihrem Namen ist die Methode jedoch keine
physikalische Maschine, sondern ein rein mathematisches Verfahren.

5.1 Linear

Als Ausgangsposition fur den Algorithmus dient eine Menge an n — dimensionalen Daten, fir
welche die Klasse bekannt ist. Aufgabe der Methode ist es nun, eine Hyperebene zu finden,
welcher die beiden Klassen mit einem moglichst groBen Abstand voneinander abgrenzt. In der
Umsetzung dient hierzu die Bedingung, dass y, der minimale Abstand einer Klasse zur
Hyperebene, sein Maximum anstrebt. Daten welche weiter als y von der Hyperebene entfernt
sind, spielen hierbei keine Rolle. Sie wird lediglich von den beiden, ihr am nahe liebendsten,
Daten definiert. Durch die Auffassungsmoglichkeit als Vektoren werden sie daher auch
Stitzvektoren genannt. Den Stiitzvektoren — oder auch support vectors — verdankt die
Methode ihren Namen. Da es jedoch nicht moglich ist, eine Hyperebene zu ,verbiegen”, ist
die Methode nur dann erfolgreich, wenn eine lineare Trennung moglich ist. Um eine Non —
Lineare Trennung durchzufiihren, sind weiter mathematische Vorgange nétig. Diese werden
in spateren Kapiteln der Dokumentation bearbeitet.

Zu Beginn missen nun die jeweiligen Ausgangsdaten — oder auch Trainingsdaten genannt —
fiir den Algorithmus angepasst werden. Hierzu wird jedem Datensatz je nach der zugehdrigen
Klasse -1 oder 1 zugeschrieben. Um die Lesbarkeit der Dokumentation nicht negativ zu
beeinflussen, werden die beiden Klassen von nun an als Klasse 1 und Klasse 2 bezeichnet. Die
Trainingsdaten sind wie folgt aufgebaut:

Daten; = {(x;, y)li =1, ..,m; y; € {—-1,1}}
Wobei y; die jeweilige Klasse der Daten ist.

Anhand dieser Trainingsdaten wird nun jene Hyperebene berechnet, welche beiden Daten mit
einen moglichst groBem Margin trennt. Sie wird durch den Normalvektor w und dem Bias b
definiert. AnschlieBend kann aus diesen Parametern eine Entscheidungsfunktion y; =

12



sgn({w, x;) + b) definiert werden, mit welcher fir jeden Datensatz x; bestimmt werden
kann, zu welcher Klasse er gehort. Insgesamt gilt also:

min(|lwl|3)

yi({w, x;) + b) = 1 furallei € {1, ..., m}

o

-2 ] 2 E G g

Abbildung 4: Beispiel Lineare Support Vector Machine

5.2 Nonlineare Support Vector Machine

Das lineare Teilen funktioniert bei zwei Mengen, die mit einer Gerade getrennt werden
kénnen sehr gut, doch sobald sie sich liberlappen ist es nicht mehr moglich.

Um sich iberlappende Mengen zu trennen muss man die Daten in einem mehrdimensionalen
Raum abbilden. Wobei der neue Raum immer mehr Dimensionen haben muss, als der
anfangliche. Bei Support Vector Machines ist es sehr einfach diese Erweiterung einzubauen,
da alle Datenpunkte nur in Skalarprodukten vorkommen. Dadurch kann man diese
Skalarprodukt mit einer sogenannten Kernelfunktion ersetzen. Kernels werden in diesem
Bereich von Algorithmen verwendet um ihre Berechnungen in einem héherdimensionalen
Raum auszufiihren. Das heiRt man kann die Hyperebene in einem solchen Raum berechnen
und dies dann spater auf den, zum Beispiel, zweidimensionalen Raum anwenden.

forea = % G- yi - k(x;,x))—b ...ist die Funktion mit deren Werte man beurteilen kann

zu welcher Klasse der Punkt x gehort. Wobei k die Kernelfunktion ist.

Durch die Verwendung der Kernelfunktionen ist es moglich die Support Vector Machine auf
allgemeine Strukturen, wie spater in dieser Dokumentation beschrieben, anwenden.
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Da mit bestimmten Kernelfunktionen (Bsp. GauR'sche Kernelfunktion) der Transfer in einen
unendlichdimensionalen Raum moglich ist, ldsst sich die Ebene mit jeder Anordnung an
eindeutig klassifizierten Punkten in ihre jeweiligen Klassen unterteilen. Die von Matlab
erhaltenen Ergebnisse sind teilweise nicht richtig, sollte die Berechnungen, aufgrund ihrer
Komplexitat zu lange dauern.

Die obige Abbildung zeigt die Unterteilung der Ebene, wobei alle Punkte im gelben Bereich zur
Klasse der blauen Punkte gehort bzw. alle im griinen Bereich zur der Klasse der roten Punkte.

5.3 Anwendung bei mehreren Klassen

Zum Einteilen bei mehreren Klassen haben kann man sozusagen die ,One vs All“-Strategie
anwenden. Dabei wird die Position des Punktes ergriindet, indem man seine Lage relativ zu
jeder Klasse einzeln mit den anderen Klassen zusammengefasst vergleicht. Das heif$t, wenn
man die Klassen 1,2 und 3 hat, wird zuerst die Lage des Punktes relativ zur Klasse 1 und den
anderen zwei, die sozusagen zusammen die Klasse -1 bilden, bewertet, danach zur Klasse 2
bzw. den anderen zwei zusammen und so weiter. Danach kann man die Werte fir alle drei
Vergleiche wiederum miteinander vergleichen und demnach beurteilen zu welcher Klasse der
Punkt gehort

5.4 Bildererkennung

Mit der oben beschriebenen Methode der Non-Linear Support Vector Machine ist es auch
moglich viel komplexere Elemente in verschiedene Klassen einzuteilen. Ein Beispiel dafir sind
Bilder von Zahlen. Allerdings in sehr vereinfachter Form von 50x50px bis 200x200 Pixel. Fir
die Einteilung wurden einige Bilder von Nullen, Einsen, Zweien, Dreien und Vieren in den
beiden Bildbearbeitungsprogrammen Gimp und Paint erstellt. Aufer an den Grenzzonen,
bestanden diese Grafiken nur aus schwarzen und weiRen Pixeln, Farbe spielte also keinerlei
Rolle. In den Vorherigen Beispielen wurde lediglich die Klassifikation im zweidimensionalen
Raum betrachtet, doch steht nun jedes einzelne Bild flir einen Punkt, so hat dieser Punkt keine
X- und Y-Koordinate, sondern hat so viele Dimensionen wie er Pixel besitzt (wobei ein Pixel

14



eben nur als Graustufe angesehen wurde, und daher nur einen Wert anstatt der tiblichen drei
Farbwerte hat). Somit handelt es sich bei Bildern um einen Raum, der viel mehr Dimensionen
besitzt. So wie die Ausgangspunkte im Vorhinein in verschiedene Klassen eingeteilt wurden
missen auch die Referenzbilder in Klassen eingeteilt werden. Es bietet sich an, allen Bildern
die eine 0 darstellen der Klasse Null zuzuordnen und allen anderen Bildern die demnach
entsprechenden Klassen.

Beispiele zweier verwendeter Bilder

Die Ergebnisse zwischen den beiden Klassen 0 und 1, sowie 1 und 2 sind sehr
zufriedenstellend. Das liegt wohl vor allem an der groRen Differenz zwischen den beiden
Zahlen. Getestet wurde mit der Referenz von jeweils 40 Beispielbildern und 15 zu testenden
Bildern pro Klasse. Jedes zu testende Bild wurde mit jedem Bild verglichen, dessen Klasse
bekannt war. Der Testgrafik wurde die Klasse zugewiesen die den besten
Ubereinstimmungsgrad lieferte. Unter den 30 getesteten Bildern befanden sich lediglich drei
Bilder, denen die falsche Klasse zugeordnet wurde. Die Fehlerquote liegt also bei diesem
Versuch bei 10%, jedoch lieBe sich dieses Ergebnis mit einer Vielzahl an Referenz Bildern um
einiges verbessern. Die Klassifikation zwischen Zweiern, Dreiern und Vierern stellt sich
schwieriger dar. Der Grund dafiir ist einerseits die zu groRe Ahnlichkeit der Form der Zahlen
(Sowohl 2 und die 3 besitzen beide eine Rundung in der oberen Halfte.), andererseits spielt
auch hier die geringe Anzahl an Vergleichsbildern eine groRe Rolle.

Als Steigerung dazu ist interessant, wie sich das Programm bei noch komplexeren
Bildern(Objekten) verhalt. Dafir ist allerdings von Noten die Anzahl an Ausgangsbildern zu
erhohen. Diesbeziiglich wurden dem Algorithmus diesmal 60 Bilder von einer Rose und 60
Bilder von einem Elefanten verschiedenster GréRRen und Arten zur Verfligung gestellt, wovon
jeweils 5 zum Testen waren. Hierbei ist das Ergebnis leider nicht gut, nur etwas mehr als die
Halfte der Bilder wurden deren richtiger Klasse zugeordnet. Vermutlich liegt das daran, dass
die Bilder bevor sie von der Non-Linear Support Vector Machine analysiert werden, in
Graustufen umgewandelt werden, um die Dauer des Programms zu verkiirzen. Dadurch geht
aber ; 7
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einiges an Information verloren, und die Bilder sind teilweise sogar fiir den Menschen nicht
mehr zwischen den Objekten ,Rose” und ,Elefant” differenzierbar.

6 Graphical User Interface

In Matlab hat man auch die Mdoglichkeit mithilfe des Graphical User Interface Development,
Enviroment, Graphical User Interfaces (GUI) zu erstellen. Dadurch ist es moglich die
Verwendung von Programmen zu erleichtern, man kann z.B. bestimmte auftretende
Phanomene besser untersuchen.

Wir implementierten mehrere unserer Programme in Kombination mit einer GUI.

Die urspriingliche Motivation etwas mit einer GUI umzusetzen basierte darauf ganz einfach
Punkte auf einem Graphen zu setzen und mit diesen verschiedene Berechnungen
durchzufiihren.

Anfangs ergaben sich ein paar Probleme beim Verstandnis der Logik, die dahinter steckt, da
es teilweise natirlich abweicht von der normalen Verwendung Matlabs.

Zuerst schrieben wir ein Programm zur Formenerkennung in den gesetzten Punkten. Der
Hauptteil bestand schon davor, da wir ein sehr dhnliches fiir zufallige Punkte schrieben. Doch
durch die Moglichkeit die Punkte handisch mit einem Mausklick zu setzen erleichterte die
Analyse der Implementierung immens.

Die Funktionen beschranken sich auf das Punkte einzeichnen, Formen anzeigen, Formen
entfernen und das Loschen aller Variablen und Einzeichnungen in der Anzeige.

Andererseits konnten wir auch die Support Vektor Machine zusammen mit einer graphischen
Oberflache umsetzen. Dabei kann man ebenfalls die Punkte selber setzen und die Farbe dieser
in einem Drop-Down-Menii wahlen, wenn man alle gesetzt hat kann man ein Gitter dariiber
zeichnen lassen, welches die jeweiligen Farben annimmt. Man hat auch die Moglichkeit im

Nachhinein noch Punkte hinzuzufligen um so die Struktur zu verandern.
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Einleitung

Die 13. Woche der Modellierung mit Mathematik fand vom 04.02.2017 bis zum 10.02.2017
in der Jugendherberge Poéllau statt. Bearbeitet wurden die Themengebiete Kohlenstoffkreis-
lauf, Klassifikation, Beobachtungsvoraussage durch Strahlenverfolgung, Musterbildung durch

Reaktion und Diffusion sowie Risikomanagement.

Wir, das sind Jan Stalzer, Sebastian Negovec, Anna-Sophie Posch, Elias Gotz, Simon Nitsch
und Viktoria Haberl, befassten uns unter der Betreuung von M.Sc. Sebastian Engel mit dem
Thema Risikomanagement von Versicherungsgesellschaften. Eine Hauptaufgabe von Versi-
cherungsgesellschaft ist die Bereitstellung von geniigend Kapital zur Deckung von Aufwen-
dungen durch eingetretene Schaden. Die hierbei moglichen Schadensarten sind vielseitig
und kénnen von Naturkatastrophen, Cyberkriminalitdat oder unternehmensinterner Krimina-
litat bis hin zu fremd- oder eigenverschuldeten Einbriichen des Versicherungsportfolios am

Finanzmarkt reichen.

Im Laufe der Woche war es unser Ziel, ein mathematisches Versicherungsmodell vorzustel-
len, welches zur Prognostizierung von fest definierten Schadenskategorien verwendet wer-
den sollte. Die Verwendung von Matlab und den dort integrierten statistischen Funktionen
halfen uns, Simulationen und daraus folgende modellabhdngige Prognostizierungen von zu-
kiinftigen Schaden zu erhalten. Unsere Modellparameter resultierten dabei aus vergangenen
Schadensdatenbanken, die einer realistischen Risikoeinschatzung zukiinftiger Schaden dien-
ten. Das Ziel war es, nicht nur unabhdngige Schaden, sondern auch korrelierende Schadens-

kategorien und Schadenhdéhen zu simulieren.



1 Problemstellungen

Zuallererst galt es, Erkenntnisse Uber die Arbeitsweise einer Versicherung zu gewinnen und
die Bedeutung hinter dem Begriff Risk Management zu verstehen. Eine Versicherung hat
verschiedene Schadenstypen einzuschatzen und entsprechend Geldmittel zurlickzustellen.
Die Hauptaufgabe eines Risk Managers ist es, mittels Daten aus der Vergangenheit zuk{infti-

ge Schadenshaufigkeiten und Schadenshéhen zu prognostizieren.

< Versicherungsbeitrag

Versicherer Kunde

Schadensausgleich
(Versicherungsfall)

Beispiel Risiken:

Risiko Management: - NatCat Risiko
Ziel ist die Bereit- . ..

- - Operationelles Risiko
stellung aus- - Cyber Risiko
reichender Geld-

- Finanzmarktrisiko

mittel
- etc.

Abbildung 1: Arbeitsweise einer Versicherung

Ziel der Versicherung ist es folglich, die vorbereiteten Datensatze einer jeweiligen Kategorie

flir die Simulation zukiinftiger Schaden zu verwenden. Einfach formuliert:

Kategorie spezifischer Modell Festlegung fiir _ Modell Parameter Justierung
Datensatz Schadenshohe und Schadensanzahl via Datensatz

=>Simulation und Riickstellung



Es ist mit einigen, im weiteren Verlauf dieses Berichts erwahnten, Rechenoperationen und
Befehlen in Matlab mdglich, Schadensanzahl und Schadenshdhe zu simulieren. Interessant
wird es allerdings, wenn man beachtet, dass einige Schadenskategorien miteinander korre-
lieren, sich also gegenseitig beeinflussen. So kann beispielsweise durch einen Schaden in der
Kategorie Erdbeben ein weiterer Schaden in der Kategorie Tsunami entstehen oder ein Fi-

nanzmarktschaden durch einen Schaden im Bereich der Cyberkriminalitdt ausgeldst werden.

Die zweite Problemstellung beinhaltete also das Schreiben eines Algorithmus, der ebenjene
Korrelation bericksichtigt, um damit realistischere Datensimulationen durchzufiihren. Hier-
zu ist es notwendig, die Datensdtze anzugleichen, um eine gewisse Vergleichbarkeit zu schaf-
fen. Funktioniert der Algorithmus fiir die Korrelation zweier Schadenskategorien, so stellte
sich die Frage, wie man eine Simulation von Schaden fir beliebig viele Kategorien entwickeln

konnte. Das zu bewerkstelligen, war die dritte Problemstellung dieser Woche.

Letztendlich war unser Ziel, die entwickelten Algorithmen an einer eigenen Versicherung zu
testen, um so eine Simulation in der wirklichen Versicherungswelt nachzustellen um einen
Einblick in diese Welt zu bekommen und das theoretische Wissen auch in der Praxis anzu-

wenden und zu Uberprifen.



2 Arbeitsweisen

Am Anfang programmieren wir mithilfe von MATLAB einen Algorithmus flr die Simulation
von Versicherungsschaden pro Jahr. Zur Modellierung dieser Jahresschaden ziehen wir ei-
nerseits die Poisson-Verteilung, ein Modell fir die Darstellung der Schadenshaufigkeit, und
andererseits die logarithmische Normalverteilung, welche die Schadenshéhe der Daten ver-

anschaulicht, zu Hilfe.

Eingangs legen wir einen fixen Zeithorizont fest, um somit unsere Schadenskategorie naher
zu definieren. Wir simulieren 10 000 (=n) beliebige Jahre, sodass jeder Datenpunkt einem
Jahr entspricht. Nun werden wir die Schadenshaufigkeit mit einer diskreten Verteilung dar-
stellen. Dabei ist die Anzahl der Schaden im Intervall [0;o°) festgelegt und unsere Schadens-
untergrenze (=SUG) liegt z.B. bei 5000€. Folgendes soll einen Teil unseres Algorithmus von

Matlab darstellen:

Daten=Datenladen (Daten) ;

Daten=Daten (Daten(:,2)>=SUG, :);

Daten SchadenAnzahl Perioden=JahresSchadenAnzahl (Daten);
lambda=mean (Daten SchadenAnzahl Perioden);
SimSchadenHauf=poissrnd (lambda,n, 1) ;

Abbildung 1: Ausschnitt des programmierten Algorithmus

In den ersten drei Zeilen des Codes nehmen wir Bezug auf die Schadenshaufigkeit der zur
Verfligung gestellten, vergangenen Datensdtze ,Daten” und filtern alle Werte unter der
Schadensuntergrenze hinaus. Weiters berechnen wir in der nachsten Zeile den Erwartungs-
wert der Schadenshaufigkeit, der hierbei auch als A bezeichnet wird. Die folgende Formel

beweist die Aussage, dass der Erwartungswert von X mit A verglichen werden kann:
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Abbildung 2: Formel zur Herleitung von E(X)= A\



2.1 Poisson-Verteilung: Schadenshaufigkeitsverteilung

Die Poisson Verteilung Poi(A) (diskret) kann in einem festen Zeitraum das Auftreten eines
Ereignisses modellieren, wobei hier die x-Achse die Schadenshaufigkeit pro Jahr und die y-
Achse die Gesamtjahre darstellt. A, also unser Erwartungswert, betragt 17.

Aus unseren simulierten 10 000 Jahren gibt es zum Beispiel 1800 Jahre, in denen 17 Scha-

densfalle auftraten.
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Abbildung 3: Poisson-Verteilung der Schadenshdufigkeit



2.2 Log-Normalverteilung: Schadenshohenverteilung

Als ndchstes erstellen wir mit der Log-Normalverteilung ein Modell, welches beriicksichtigt,
dass kleine Schaden haufiger und groRe Schiden seltener auftreten: logNorm(u,o) mit u=R,

o>0.

Dabei kdnnen jedoch viele kleine Schaden die erwartete Schadenshéhe verfdlschen. Aus
diesem Grund ist eine Versicherung dazu verleiten, zu wenig Geld fiir eine mégliche Scha-
densauszahlung zuriickzulegen. Deshalb eliminieren wir kleine, hdufige Schaden, um eine

realistischere Log-Normalverteilung zu erhalten.

x107"

Wahrscheinlichkeitsdichte

0 " " raaaaal " " e g aaal " " PRI
10° 10% 10° 108 107 108
Schadensho6he

Abbildung 4: Log-Normalveteilung



Diese kontinuierliche Verteilungsdichte kann wie folgt beschrieben werden:

__(Un(=x) —;1,)2

1 202 , x>0

f(x) = { Varoz©
0

Zudem gilt fir den Erwartungswert und die Varianz:

Durch Umformung der vorhin genannten Formeln bestimmen wir nun die datenabhdngigen
Parameter u und o fir die Poisson- und die Log-Normalverteilung, die auch fiir die Simulati-
on zur Riickstellung der Geldmittel verwendet werden. Wie das bewerkstelligt wurde, zeigt

folgender Code.

E=(mean (Daten(:,2)));

V=var (Daten(:,2));

sigma logNormal=sqgrt (log(exp (log(V))-2*log(E))+1);
mu logNormal=(log(E)-sigma logNormal”2/2);

Abbildung 5: Ausschnitt Code Algorithmus

Wie im folgenden Code ersichtlich, berechnen wir mithilfe der zuvor hergeleiteten Parame-
ter (sigma_logNormal und mu_logNormal) die Gesamtschadenssumme pro simuliertem Jahr,

siehe auch Abbildung 6.

for n=1:1:1length (SimSchadenHauf)
for k=1:1:8imSchadenHauf (n)
SchadenZufall=lognrnd(mu logNormal,sigma logNormal);

SimulationsSchadenSummePeriode (n)=SimulationsSchadenSummePeriode (n)+...

SchadenZufall* (SchadenZufall>=SUG) ;

end



2.3 Riickstellung von Geldmitteln

Diese beiden Modelle (Poisson- und Logarithmus-Normalverteilung) nutzen wir nun, um die

Schadenskategorie zu modellieren. Ein mogliches Modell ware das Folgende.

Schadenshaufigkeit pro Periode als Poi(A) = X
Schadenshéhe pro Ereignis als logNormal(p,0%) =Y

X
= Gesamtschaden pro Periode = Z Yi=Y1+---+Yx
l.fl

Abbildung 6: Modell Gesamtschaden

Mit dem Gesamtschadenmodell simulieren wir nun die Schaden einer Kategorie n-mal (hier
z.B. 10 000-mal) fir einen Durchlauf pro Jahr.
Als nachstes stellt sich die Frage wie viele Geldmittel zurlickgelegt werden sollen. Daflir be-
stimmen wir das Alpha Quantil des prognostizierten Gesamtschadens. Das Alpha Quantil (a
€ [0,1]) unseres Quantil betrdagt 0.95, das heiRt, dass 95% der simulierten Gesamtschaden

gedeckt werden.

Im nachsten Schritt sortieren wir die Gesamtschadenssumme pro simuliertem Jahr (Simula-

tionSchadenSummePeriode).

In der zweiten und dritten Zeile wenden wir das Alpha Quantil auf unsere sortierte Gesamt-
schadenssumme pro simuliertem Jahr an und erhalten so die Rickstellung, siehe Abbildung
7. Abschlieflend berechnen wir den Erwartungswert der Schadenshéhe und lassen uns die
sortierte Gesamtschadenssumme pro prognostiziertem Jahr in drei verschiedenen Formen

Gesamtschadensimulation, Box Plot, Balkendiagramm) darstellen.

SortSimulationsSchadenSummePeriode=sort (SimulationsSchadenSummePeriode) ;
AlphaQuantil=ceil (alpha*n);
Ruckstellung=SortSimulationsSchadenSummePeriode (AlphaQuantil) ;
Erwartungswert Simulation=mean (SortSimsS);

PlotDaten (sort (SimulationsSchadenSummePeriode) ,AlphaQuantil, Ruckstellung) ;

Abbildung 7: Ende des Algorithmus

N



2.4 Ergebnis

In unserem programmierten Algorithmus erzielen wir eine Riickstellung von 90 474 000€ fir

den vorgegebenen Datensatz.
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Abbildung 8: Ergebnis
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2.5 Korrelation zweier Kategorien

Anders verhdlt es sich bei der Simulation abhangiger Schadenskategorien. Hierzu miissen
allerdings mehrere Kategorien auf einmal ins Auge gefasst werden, da viele davon miteinan-
der korrelieren. Beispiele hierfiir ist die Abhdngigkeit von natirlichen und menschenge-
machten Naturkatastrophen wie etwa der Super-Gau in Fukushima (menschengemacht) in-

folge eines Tsunamis (natdrlich).

Trotz individueller Simulation der einzelnen Schadenskategorien beeinflussen sich manche
Datensatze gegenseitig, sie korrelieren. Zur Ermittlung der (Rang-)Korrelation von zwei ver-

schiedenen Datensatzen ist es unbedingt noétig, diese in ihren Strukturen anzupassen:

* Eichung der Zeitraume zweier oder mehrerer Datensatze (D;, D5, ..., Dy).

» Eine Moglichkeit ware die Schnittmenge der beiden Datensatze. (Zr = Zeit-
raum D1 N Zeitraum D)

» Ist an einem Tag kein Schaden vorhanden, setzt man O€ fiir den Schaden ein,
damit beide Datensdtze gleich lang sind. Um Verzogerungseffekte in Daten
besser zu berlcksichtigen, kann man die Tagesschaden auf Jahre aufsummie-

ren.

* Anschliefend ordnen wir jedem bestimmten Schaden einen Rang zu
o Rangl->0€

o Rang2 —> 2. geringster Schaden

o Rangn = hochster Schaden

Nun kénnen wir die sogenannte Rang-Korrelation ermitteln. D;und D, sind die Erwartungs-

werte der jeweiligen Datensatze.

1?2



Zn: (D1i — D1)(D2; — Ds)

Corr(D1, D3) = =
Z(Du — D1)?

=1 7

(Daj — D5)?
1

n

A o

Das Ergebnis ist ein Wert von -1 bis 1. Je weiter die Zahl von 0 abweicht, desto hoher die
Korrelation. Ist das Ergebnis 0, korrelieren die Kategorien nicht. Mithilfe dieses Korrelati-
onswertes ist es uns moglich, zwei korrelierte Schaden zu simulieren. Daflir nutzen wir eine

Verteilungsfunktion.

1 » Sei X eine beliebige Verteilung, dann bezeich-
——O
e—O net Fx(x) = P(X < x) die Verteilungsfunktion
00—
von X.
1
In unserem Fall gilt Fgat(x) = P(Kat < x) ist die
0 Wahrscheinlichkeit, dass der Gesamtschaden

kleiner gleich x ist. Kat ist die Gesamtscha-

1 / densverteilung einer Kategorie.

Flr einen simulierten Gesamtschadensvektor Kat (mit n-Simulationen) haben wir:

Fgqt(z) = =(Anzahl Schiaden < z)

Hierbei bedeutet ,,Anzahl Schaden < x“, dass wir die Anzahl der simulierten Gesamtschaden

betrachten, die unterhalb des Wertes x liegen.
12



Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung wird mit ¢ bezeichnet.

T 1 ——tz
o) = | —=eFdt= PN(©,1) < 2) = Fyon)(a)

e

Die zweidimensionale Standardnormalverteilung benotigt einen Erwartungswert p und eine
Varianz °. Der Erwartungswert ist jedoch ein Element aus R? und die Varianz eine Matrix
mit 2 Zeilen und 2 Spalten. Die Parameter kénnen also beispielsweise p = (7) und 6”= (/]

sein, die Standardnormalverteilung wird dann mit Na(p, 0%) bezeichnet. Die Verteilungsdich-

te von N(u, o) sieht wie folgt aus:

_d _%(ml—pl,zz_#z)((oj)-l) £1 :/-1»1
fla1,22) = ZL e 2 — [h2

4/ det(c?)

wllwil2

L w>e) silt. Weiters

Wichtig ist, dass det( 6 ) > 0 mit wy; = Wi, und Wi1,w2,>0 fiir fir o = (

bezeichnet d = 2 die Dimension 2 und ()" die inverse Matrix.

Dichtefunktion einer 2-dimensionalen Normalverteilung

~

D.158

0.108

0053

0000 =
400
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Die zweidimensionale Standardnormalverteilung X kann von zwei unabhdngigen eindimensi-

onalen Standardnormalverteilungen X; und X; mit (i) dargestellt werden.

Eindimensionale Normalverteilungen kann man von einer Standardnormalverteilung herlei-

ten: Y=p+0X

Dasselbe funktioniert bei einer 2-dimensionalen Verteilung, N(, 0°) bezeichnet man mit Y.

X sei zweidimensional standartnormalverteilt, es gibt eine Matrix A, sodass a° =AA" gilt. A =
allal2 T_ (alla21 . _

(a21 a22) und A’ = (a12 a22)' DanngiltY = u+ AX.

A kann auch als die Wurzel der Matrix a* betrachtet werden. Um so eine Matrix zu erhalten,

wenn ich nur o kenne, benutze ich die Cholesky Zerlegung von o”.

Konkret erhalten wirai;; =0, a1 = Vwll, ap =Vvw22 —a21”2, a8, = ‘ZTzll

1) Q35 = 0 fallsz < J
/

i—1
2}, Gii= \/ Wi — Y, afk
k=1

j—1
3) ;5 = L <'ll‘ij — Z aik“jk) fire >k

a
23 o]

1=



3 Die Simulation zweier korrelierter Datensatze anhand des Beispiels ,,Versi-

cherung”

3.1 Die Problemstellung

Um im Schadensfall ausreichend abgesichert zu sein, mochte eine Versicherung aus 2 Da-
tensatzen, die aus verschiedenen Kategorien stammen, eine Rickstellung von 95% berech-
nen. Jedoch muss hierbei auch die Korrelation der beiden Kategorien beriicksichtigt werden.
Aufgrund von Verzogerungseffekten zweier Schadenskategorien, kann z.B. zwischen Tages-

und Jahresschadenswerten unterschieden werden.

3.2 Der Algorithmus

% vgl. 1. Beispiel zur Riickstellung (Daten wurden bereits einmal simuliert)
addpath 'RiskCodes'

Datenl='FinanzMarktVerluste_gut_zu_sortieren.mat';
Daten2='CyberCrimeVerluste_gut_zu_sortieren.mat';

% 1 oder @ : wahr oder falsch (Zeitverzdégerungseffekte)|
Jahre_Hochsummiert=1;

Tage_Hochsummiert=0;

% vgl. 1. Beispiel zur Rickstellung
SchadenSimulationl='FinanzMarktVerluste_gut_zu_sortierenSchadenSimulation.mat';
SchadenSimulation2="'CyberCrimeVerluste_gut_zu_sortierenSchadenSimulation.mat';
N=15000;
alphal=0.95;
alpha2=0.95;

Datenl=Datenladen(Datenl);
Daten2=Datenladen(Daten2);

SchadenSimulationl=Datenladen(SchadenSimulationl);
SchadenSimulation2=Datenladen(SchadenSimulation2);

Abbildung 9: Daten hereinladen

Im ersten Abschnitt werden die 2 Datensdtze hereingeladen und mit Variablen benannt.
Danach kann man angeben, ob Tages- oder Jahresschadenswerten berechnet werden sollen.
Dies ist insofern wichtig, da nicht nur Schaden, die am selben Tag passieren, zusammenhan-
gen, sondern auch aus demselben Grund mit einigen Tagen oder Monaten Verzégerung auf-

treten kdnnen.

1A



Die folgenden Absatze sind fiir das Hereinladen bereits simulierter Schaden sowie die Festle-

gung der Anzahl der zu erzeugenden Datenpunkte und des Riickstellungsquantils zustandig.

24 % aus den jeweils das dlteste und das neueste Datur
25 % heausgesucht...

26 — JahrAltl=min (Datenl(:,1));

27| = JahrNeul=max (Datenl(:,1)):

28

29 — JahrAlt2=min (Daten2(:,1));

30 — JahrNeu2=max (Daten2(:,1)):

31

32 % und unter einer Variable zusammmengefasst (Durchschnittszeitraum)
33| = JahrAlt=max (JahrAltl, Jahralt2);

34 — JahrNeu=min (JahrNeul, JahrNeu2) ;

35

36 % Platzhalter fiur Schadenswerte zu g

37— DatenlNeu=zeros (JahrNeu-Jahralt,1);

38 — Daten2Neu=zeros (JahrNeu-JahrAlt,1);

Abbildung 10: Die Zeitspanne vom dltesten zum neuesten Datum

Die Schadensvektoren, die produziert werden sollen, missen dieselbe Lang haben, damit
ihre Korrelation berechnet werden kann. Deshalb wird hier aus beiden Datensatzen das je-
weils jingste und jeweils dlteste Datum gesucht und danach werden diese Zeitspannen mit-
einander geschnitten um einheitliche Zeitvektoren produzieren zu kénnen. Der jlngste und
dlteste Datumswert werden nun als zeitliche Begrenzung fiir die Platzhaltervektoren Da-
ten1Neu und Daten2Neu verwendet. In diese werden nachher die Schadenswerte in Eurobe-

tragen eingetragen.
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3.3 Die Tages-if-Schleife

40 % if-Schleife um Werte der selben Tage zusammenzuzdhle

41 - if Tage Hochsummiert

42 — Step=1;

43 — for n=JahrRAlt:1: (JahrNeu-1)

44 — StepDaten=1;

45 — for k=Datenl(:,1)'

46 — if k==n % wenn fiir ein Datum mehrere Werte -> zusammenz&dhlen
47 — DatenlNeu (Step)=Datenl (StepDaten, 2)+DatenlNeu(Step) ;
48 — end

49 — StepDaten=StepDaten+l;

50 — end

54 — Step=Step+1;

52|= end

53

54 % auch f ilen 2. Datenvektor

55| = Step=1;

56 — for n=JahrAlt:1: (JahrNeu-1)

Sl = StepDaten=1;

58 — for k=Daten2(:,1)'

59 — if k==n

60 — Daten2Neu (Step)=Daten2 (StepDaten, 2) +Daten2Neu (Step)
61 — end

62 — StepDaten=StepDaten+l;

63 — end

64 — Step=Step+1;

€5 — end

66 — end

[<e)

Abbildung 11: Tagesschadenwerte zusammenzdhlen

Wenn am Anfang Tage_Hochsummiert=1 definiert wurde, so tritt diese Schleife nun in Akti-
on. Sie zahlt in Einserschritten vom altesten bis zum jlingsten Datum durch und addiert
Schadenswerte, die am selben Tag passiert sind. Dies passiert so lange, bis alle Daten be-
handelt werden. Dann wird aus der Schleife ausgetreten. Dasselbe passiert auch mit dem 2.
Datensatz. Wenn auch hier alle Werte betrachtet wurden, wird die komplette Schleife been-

det und das Programm behandelt die nachste Zeile.
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3.4 Die Jahres-if-Schleife

68

69 % 1f-Schleife um Werte der selben Jahre zusammenzuzdhlen
70 = if Jahre Hochsummiert

73

72 % die Datumswerte werden nach Jahren sortiert

73 = JahrAltHochsummiert=str2num(datestr (Jahralt, 'yyyy')):
74 — JahrNeuHochsummiert=str2num(datestr (JahrNeu, 'yyyy')):
75| = PeriodenGesamtHochsummiert=JahrNeuHochsummiert-JahrAltHochsummiert;
76

77 % Platzhalter fiir Schadenss zu Datum zugehdrig

78 — JahresSchadenl=zeros (PeriodenGesamtHochsummiert+1,1);
79 — JahresSchaden2=zeros (PeriodenGesamtHochsummiert+1,1);
80

Abbildung 12: Die Zeitspanne vom dltesten bis zum neuesten Jahr

Dieser Teil des Codes wird ausgefiihrt wenn fiir Jahre_Hochsummiert die Bedingung Wahr
(=1) erfullt ist. Doch bevor es, wie vorher, ans Aufsummieren der Schadenswerte geht mus-
sen noch einige wichtige Definitionen gemacht werden. Dafiir ist es wichtig, zu wissen, dass
der Computer Datumswerte nicht so schreibt, wie wir es tun. Er arbeite nicht mit dem
Schema TT.MM.JJJJ, sondern rechnet ein Datum in einen Zahlenwert um. Auch darf nicht
vom erstbesten Schnitt-Datum zu zahlen begonnen werden, was in unserem Fall ein Datum
mitten im Jahr ist. Hierbei miissen wir dem Computer sagen, dass er in Jahren zahlen muss.
Jetzt werden Platzhaltervektoren mit der Moglichkeit flr n Eintragungen, also so viele wie es

Jahre in der Schnittmenge gibt, gemacht.

96
9= Step_JahresSchaden_Vektor=1;
98
99 — for n=JahrAltHochsummiert:1:JahrNeuHochsummiert
100 — step=1;]|
8 5 e for k=Daten2(:,1)"
102 — if str2num(datestr(k,'yyyy'))==n
103 — JahresSchaden2 (Step_JahresSchaden Vektor)=JahresSchaden2 (Step_JahresSchaden_Vektor)+Daten2 (Step,2);
104 — end
105 — Step=Step+1;
106 — end
107
108 — Step_JahresSchaden Vektor=Step JahresSchaden Vektor+1l;
109 — end
110
111
1i2 % Daten werden auf den Platzhalter-Vektor geladen
113 DatenlNeu=JahresSchadenl;
1347~ Daten2Neu=JahresSchaden2;
A5~ end

Abbildung 13: Jahresschadenswerte zusammenzdhlen
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Dieser Teil des Algorithmus ist der Tage_Hochsummieren Schleife sehr dhnlich, mit dem Un-
terschied, dass in Jahren und nicht in Tagen gezahlt wird. Diese Schleife wird fiir Daten1 und
Daten2 durchlaufen. Wichtig ist, dass die erzeugten Daten auch auf den Daten1Neu und Da-

ten2Neu Vektor geladen werden, damit die nachsten Schritte funktionieren.

3.5 Korrelation

iie

117 % den Daten werden Range zugeordnet und deren K ird ermittelt (Rangkorrelation)
118 — CorDatal2=corr (DatenlNeu, Daten2Neu, 'T
119

120

121 % 2D-Standardnormalverteilung

122/ — X1=normrnd(0,1,N,1);

1230 X2=normrnd(0,1,N,1);

124

125

126 % Matrix der Korrelation

27 = Korr=[[1,CorDatal2]; [CorDatal2,1]]-;
128

129

130 % Wurzel der Korrelationsmatrix

sbse b A=chol (Korr, 'lowe

132

Abbildung 14: Korrelation und Standardnormalverteilung

Ab hier kommt die Korrelation ins Spiel. Vorweg muss man wissen, dass es nicht zielfiihrend
ist, die reinen Eurobetrage miteinander zu vergleichen. Denn auch, wenn in der einen Scha-
denskategorie 1000€ ein hoher Wert ist, heilt das nicht, dass dies auch fiir die andere Kate-
gorie zutrifft. Deshalb werden Schadenswerten Range zugeordnet und diese verglichen. Dar-

aus wird die Korrelation berechnet.

Im nachsten Absatz werden 2 Standardnormalverteilungen simuliert, auf die im nachsten

Screenshot eingegangen wird.

Im 3. Abschnitt wird aus den Korrelationswerten die Korrelationsmatrix erstellt, aus der im

nachsten Schritt durch Cholesky-Zerlegung die Wurzel gezogen wird. Diese Matrix wird mit A

bezeichnet.
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3.6 Die Verkniipfung von Simulationswerten und Korrelation

100

134 % 2D-Standardnormalverteilung unter einer Variable zusammengefasst

35 = X=[X1,X2]1"';

136

137 %Platzhalter

158 — Y=0%X;

139

140 % die Verzerrung, die durch die Korllation zustande kommt wird auf die Standardnormalverteilung angewandt
141 — [ for n=1:1:1ength(X(1,:))

142 — [ Y(:,n)=A*X(:,n);

143 — end

144

145 % Simulationswerten werden Zahlen von 0 bis 1 zugeordnet

146 % (1. Ubersetzungsschritt)

Y470 — GaussCopula=normcdf (¥,0,1)';

148 % 1 zZeile, 2 Spalten, 1. Grafik

149 — subplot(1,2,1)

150 — scatter (GaussCopula(:,1),GaussCopula(:,2))

151

152 % BAbhangigkeitsgitter von Y wird auf vorher simulierte Schdden uibertragen

53— [ for n=1:1:1ength(GaussCopula(:,1))

154 — Schadenl (n) =SchadenSimulationl (ceil (length (SchadenSimulationl) *GaussCopula(n,1)));
155 — Schaden2 (n) =SchadenSimulation2 (ceil (length (SchadenSimulation2) *GaussCopula (n,2)));
156 = = end

157

158 % Simulationspunktewolke

159 — subplot(1,2,2)

160 — scatter (Schadenl, Schaden2)

161

Abbildung 15: Die simulierten Daten werden mit Korrelationen versehen

Im ersten Absatz wird die 2D-Normalverteilung mit der Variable X bezeichnet. Y ist die mit A
multiplizierte und dadurch verzerrten, Standardnormalverteilung. Nun werden den Zahlen-
werten von Y und den simulierten Schaden, mit der Standardnormalverteilungsfunktion ¢,
Zahlen von 0 bis 1, zugeordnet (iber die sie dann einander zugewiesen werden kénnen. Mit
der Funktion scatter werden die mit der Standardnormalverteilungsfunktion ¢ geanderten,

simulierten Y-werte, bezeichnet mit GaussCopula, in einer 2D-Grafik dargestellt.

Abbildung 16: Ubersetzungsschritt
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Im vorletzten Absatz werden die Schadenswerte und die Korrelation durch die GaussCopula
und den jeweiligen Quantilsfunktionen der einzelnen Schadenssimulationen zusammenge-
bracht und mit Schadenl und Schaden2 benannt. Dann werden auch die korrelierten Werte

in einer Grafik dargestellt.

x10®

x10°

Abbildung 17: korrelierte Verteilung vom Beispiel , Versicherung”

3.7 Die Riickstellung

10z

163 % hier wird die Riickstellung berechnet

164 — Schadenl=sort (Schadenl);

165 — Rueckstellungl=Schadenl (ceil (alphal*length (Schadenl))):
166

167 Schaden2=sort (Schaden2) ;

168 — Rueckstellung2=Schaden2 (ceil (alpha2*length (Schaden2)));
169

Abbildung 18: Algorithmus 8

Hier wird flir beide Schadensvektoren die jeweilige Riickstellung berechnet. Daflir werden
die korrelierten Schaden ihrer GroRe nach sortiert und der Wert an dem, in diesem Fall, auf-

gerundeten 95. Prozent berechnet.
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3.8 Dreidimensionale Darstellungen

Die folgenden 4 Abbildungen beinhalten den Code der 3D-Glockenkurve sowie die Grafik
selbst von ,Versicherung” und 2 Vergleichskurven um zu zeige, wie sich die Korrelation aus-
wirkt. Bei allen 3 Kurven liegt der Erwartungswert in [0;0] und die Achsenskalierungen sind

ident.

Probability Density
o
N

AR
V99, GUAN
OO aRN
/%555

Abbildung 8: Standardnormalverteilung mit Korrelation 0

Probability Density
[=)
N

Abbildung 9: korrelierte Verteilung von ,Versicherung“
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= subplot(1,3,2)

mu = [0 0];

= Sigma =Korr;
= cl = -3:.2:3;
= c2 = -3:.2:3;

(U =~ B B« M ) T oY
|

10 — [C1l,C2] = meshgrid(cl,c2);

17> F = mvnpdf ([C1(:) C2(:)],mu,Sigma);

12 = F = reshape (F,length(c2),length(cl));

13 = surf(cl;c2,F);

14 — caxis([min(F(:))-.5*range(F(:)) max(F(:))1);

5= axis([-3 3 -3 3 0 .4])

16— xlabel('cl"); ylabel('c2'); zlabel ('Probability Density');
17

Abbildung 10: Code der 3D-Glockenkurve von "Versicherung"
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Die Simulation von 3 korrelierten Datensdtzen anhand des Beispiels ,,Versi-
cherung”

Das Prinzip der Korrelation funktioniert nicht nur mit 2 sondern auch mit beliebig vielen Ka-
tegorien. Hier werden 3 voneinander abhangige Simulationen durchgefiihrt. Folgendes muss

erweitert/geandert werden damit 3 Datensatze miteinander verknlipft werden kénnen:

3. Datensatz laden

3 Quantile

e Zeitintervalle auf die 3 Datensatze abstimmen

* Tags- und Jahresschleifen jeweils noch einmal ausfiihren
* Die Datensatze muissen jeweils einzeln miteinander korreliert werden (vgl. Formel)
und jeder dieser Korrelationen muss eine Variable zugewiesen werden
160 % den Daten werden Range zugeordnet und deren Korrelat wird ermittelt (Rangkorrelation)
161 — CorDatal2=corr (DatenlNeu, Daten2Neu, 'T v
162 = CorDatal3=corr (DatenlNeu,Daten3Neu, 'T
163 = CorData23=corr (Daten2Neu, Daten3Neu, 'Type'
164
Abbildung 11: Code fiir die Korrelation dreier Datensditze

* 3 Standardnormalverteilungen simulieren

* Eine 3x3 Korrelationsmatrix erstellen

* Zum Ausgeben der Grafiken scatter verwenden
S Ko o)
195 % 1 Zeile, 2 Spalten, 1. Grafil
196 — figure
197 — subplot(1,2,1)
198 — |5catter3 (GaussCopula(:,1),GaussCopula(:,2),GaussCopula(:,3))
199
200 % Abhdngigkeitsgitter von Y wird auf vorher simulierte Sch ubertrager
201 — for n=1:1:1ength(GaussCopula(:,1))
202 — Schadenl (n) =SchadenSimulationl (ceil (length (SchadenSimulationl) *GaussCopula(n,1))):
203 — Schaden2 (n) =SchadenSimulation2 (ceil (length (SchadenSimulation2) *GaussCopula (n,2))):
204 — Schaden3 (n) =SchadenSimulation3 (ceil (length (SchadenSimulation3) *GaussCopula (n,3))):
205 — end
206

1207 % Simulationspunktew

‘1208 — subplot (1,2, 2)
209 — scatter3 (Schadenl, Schaden2, Schaden3)
210

* Die 3. Rickstellung berechnen

7R



Abbildung 12: korrelierte Verteilung von , Versicherung”

Abbildung 13: Zum Vergleich eine Verteilung mit einer beinahe 1 Korrelation
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Abbildung 14:
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Abbildung 15: Zum Vergleich Schadenswerte mit einer beinahe 1 Korrelation
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Einleitung

1 Einleitung

Ob in Computerspielen, in Special Effects bei Filmen oder sonstigen Medien -
ein Leben ohne Computergrafik ware heutzutage undenkbar. Ohne explizites
Nachdenken nehmen wir die Tatsache der virtuellen Bilderstellung hin und

sind uns der Komplexitat dieser schon lange nicht mehr bewusst.

Die Computergrafik ist eine Teildisziplin zwischen den beiden Bereichen
Informatik und angewandter Mathematik. Sie befasst sich mit der Erzeugung
von Bildern bzw. Grafiken, die durch Strahlenverfolgungsalgorithmen
beschrieben und durch gezielte Spezifikation eines Programmes immer
weiter verfeinert werden. Dies ermoglicht eine moglichst realitdatsnahe
Darstellung von mathematisch definierbaren Koérpern und Flachen wie

beispielsweise Kugeln, Ebenen oder Wurfeln.

Zur Illustration und Berechnung dieser Bilder wurde die Software ,MATLAB"
herangezogen, wobei jedes Gruppenmitglied das Programm individuell
erstellt und weiterentwickelt hat. Von einfachsten zweidimensionalen Kreisen
mit niedriger Auflésung kamen wir Uber dreidimensionale Bildnisse bis hin zu
komplexen Figurenkompositionen. Um schnelles und problemloses
Verandern von Input-Werten zu gewahrleisten, wurde der ganze Prozess

anhand von Variablen generalisiert.




Allgemeine Erklarung und Einfihrung

2 Allgemeine Erklarung und Einfihrung

2.1 Strahlenverfolgungsalgorithmus

Zu Beginn existiert im dreidimensionalen Raum ein Beobachter B, eine
Lichtquelle L und ein Objekt 0. Der Beobachter sendet seine ,Seh-Strahlen"
durch die ,Kreuze" K eines imaginaren Bildschirms (siehe Abschnitt:
Screen), welche gegebenenfalls das Objekt schneiden. Zur Vereinfachung
wird momentan in der Skizze nur der Weg zweier Strahlen dargestellt. Trifft
der Strahl auf das Objekt, so nimmt das ,Kreuz" K die Farbe des Objektes
im Punkt P an. Dieses Bild kann durch den Computer grafisch dargestellt

werden.

B o

2.2 Screen

Wie bereits erklart, wird der Screen als , Punkteebene"™ in Form einer Matrix
dargestellt, wobei die Anzahl der Pixel der Anzahl der Punkte entspricht (n,
2~ Anzahl der horizontalen Pixel/Punkte bzw. Spalten der Matrix; n, = Anzahl
der vertikalen Pixel/Punkte bzw. Zeilen der Matrix). Mathematisch wurde
unsere Screen_Matrix mit drei Eckpunkten F;, F, und F; eindeutig bestimmt.

Damit jeder Punkt K auf dem Screen vom Strahl des Beobachters , besucht®

2



Kugel 2D- Strahl & Bildschirm

werden kann, werden am Eckpunkt F, zwei Richtungsvektoren angehangt
(Fo! fiir vertikale Richtung, Fu? fiir horizontale Richtung).

- FZ—F . - F3—F1
Fu =274 . Fo =21
ny no

K=F+({—-1)*Fo+(—1)*Fu
i=1,..,npund j =1,..,ny sind Parameter
Trifft der Strahl des Beobachters (P = B + s * BK), ein Objekt, so wird diese

Information als 1 in der Matrix gespeichert, im anderen Fall ist diesem Punkt

auf der Matrix der Wert 0 zugeordnet.

$3835%
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3 Kugel 2D- Strahl & Bildschirm

Der erste Schritt bei der Programmierung unseres Programmes war die
Darstellung einer einfachen Kugel in einem zweidimensionalen Raum. Um
dies zu erreichen, haben wir einen Beobachter, eine Kugel und einen Screen
verwendet. Nachdem die ersten Zeilen des Codes geschrieben worden
waren, konnten wir schon erste Ergebnisse betrachten: unsere erste

Abbildung einer Kugel.

! Fo, o steht fiir ,owi*. Aufgrund der zahlreichen Variablen muss auf kreative
Namensgebung geachtet werden, damit die verschieden Variablen im Geddachtnis eindeutig
zuzuordnen sind und vor allem bleiben.

2 Fu, u steht fur ,ummi®




Darstellung einer Kugel
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Aber schon nach kurzem Betrachten wurde uns klar, dass wir bei unserem
nachsten Versuch eine hohere Auflésung verwenden werden mussten.
Sobald wir also die Pixelanzahl des Screens erhdht hatten, sah die daraus
resultierende Kugel schon erheblich klarer aus, wie in der folgenden Grafik

zu erkennen ist.

4 Darstellung einer Kugel

Aus mathematischer Sicht ist die Kugel ein dreidimensionaler Drehkoérper,
bei welchem jeder Punkt auf der Oberflache die gleiche Entfernung zum
Mittelpunkt aufweist. Anders gesagt, liegt der Punkt P genau am Rande der

Kugel mit dem Mittelpunkt M und den Radius r, wenn [PM|=r
beziehungsweise wenn [PH| = r2. Daraus ergibt sich:
Gy — xp)* + I —¥p)% + (2y — 2p)? =72

Um des Weiteren zu prifen, ob ein Strahl (BK) die Kugel schneidet, arbeiten

wir mit folgender Voraussetzung:

Xp —Xp =S * (Xx — Xp) xp = xp +5* (xx — Xp)
P=B+s*BK o {yp—Ypg=5*xk—Yp) ©{Yp =Yg +5*(Vx — V5)
ZP_ZB:S*(ZK_ZB) ZP:ZB+S*(ZK_ZB)

Es steht fest, dass der Punkt P von dem Strahl geschnitten wird, falls P die

Summe von B und einem Vielfachen des Vektors BK ist.

Nun werden diese Formeln flr xp, yp, zp in die weiter oben eingeblendete

Gleichung eingeflgt:

(xp + s(xx — x5) —xm)* + (Vg + sk —¥8) —ym)® + (25 + s(zx — 2z5) — zy)* =712

4



Beleuchtung in 3D

In Matlab wurde diese quadratische Gleichung mit bestimmten Variablen

vereinfacht und eine Losungsformel programmiert.

Um den Punkt P schlieBlich finden zu kénnen, wird die Unbekannte s

benétigt, die dann ebenfalls in die Formel P = B + s * BK eingesetzt wird.

5 Beleuchtungin 3D

Der nachste Schritt war nun, die Kugel dreidimensional darzustellen, indem
man Schatten und Beleuchtung in der Programmierung auf Matlab

berlcksichtigt. Zunachst haben wir die Beleuchtung programmiert:

Als Input-Variablen werden hier B (Beobachter), M (Mittelpunkt der Kugel), r
(Radius der Kugel), L (Lampe), F,, F,, F; (die Koordinaten des Screens) und

ny, ny (Variblen, die die Auflésung bestimmen) verwendet.

200 400 600 800 1000

Um zu priufen, ob der vom Betrachter ausgehende Strahl ein Objekt, in
unserem Fall eine Kugel, trifft, werden sogenannte ,For- Schleifen" in
MatLab verwendet. Damit wird berechnet, ob und in welchem Winkel der
Strahl auf die Kugel, trifft. Der Winkel bestimmt, welche Seiten beleuchtet
werden.

PL + PM

cos(a) = [PL| = |PM]




Schatten und Eklipsen

Da das Licht der Lampe die Kugel nur im Bereich von 90° < a < 180° erreicht,
unterscheidet man hier zwischen zwei Fallen, die mit einer If-Abfrage

beschrieben werden:

» Wenn cos a < 0 zutrifft, wird der Punkt P auf der Kugel beleuchtet.
» Wenn allerdings cos a > 0 zutrifft, wird dieser Bereich nicht beleuchtet

beziehungsweise schwarz.

)

P

a2 90° => P wird beleuchtet a< 90° => P wird nicht beleuchtet

6 Schatten und Eklipsen

Um Objekte in einem dreidimensionalen Raum noch realistischer
darzustellen, arbeitet man mit Schatten. Es gibt die Mdglichkeit, dass der
Schatten eines Objekts auf ein anderes Objekt oder auf eine Ebene fallt. Bei
der Programmierung von Schatten geht es eigentlich nur darum, zu prifen,
wo der Strahl am frihesten, genauer gesagt mit dem kleinsten Abstand, auf
ein Objekt trifft.




Schatten und Eklipsen
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Die Programmierung wird dabei so verandert, dass wenn der Strahl der
Lichtquelle schon einmal einen Schnittpunkt mit einem Objekt hatte, das

dahinterliegende Objekt nicht mehr beleuchtet wird.

Beim darauffolgenden Beispiel wird Punkt P, nicht beleuchtet, da eine
weitere Kugel den zweiten Strahl, der von P, zur Lampe L vom Algorithmus
ausgesendet wird, verdeckt. Punkt P, ist jedoch fir den Beobachter B

sichtbar, weil beide Strahlen nicht auf ein anderes Objekt treffen.

o
L%




Ebenen

7 Ebenen

Um eine Ebene mathematisch zu definieren, bendtigt man im Grunde nur 3
Punkte. Wir nennen sie E,, E,, und E;. Ein Punkt, wir nennen ihn hier P, liegt

genau dann auf der Ebene, wenn folgendes gilt:
P = E]_ + t]_ * E1E2 + tz * E1E3,

wobei t; und t, zwei reelle Zahlen sind.

5
4
E
3 3
2
1
0
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

1 E.E,
-2
-3
4 o B>

E

1 E.E

5 152

Die Strecke E,E, ist der eine Richtungsvektor. Der andere Richtungsvektor
wird durch die Strecke E;E; beschrieben. Die Zahlen t; und t, sind in
unserem Fall die Parameter. Mit diesen Informationen kénnen wir alle

Punkte auf dieser Ebene beschreiben.
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Ebenen

Als nachstes versuchen wir, den Schnittpunkt zwischen einer Ebene und
einer Geraden zu berechnen. Die Gerade wird spater in unserem Fall ein
Strahl sein. Um einen Schnittpunkt zu berechnen, bendétigen wir also auf
jeden Fall eine Gerade und eine Ebene. Beide stellen wir in Parameterform
dar. Bevor wir den Schnittpunkt berechnen, zeigen wir noch einmal die

beiden Definitionen.

Gerade: P=B+s*BK
Ebene: P = El + tl * E1E2 + tz * E1E3

Nun setzen wir die beiden Gleichungen gleich:

B+S*ﬁ:El+t1*E1E2+t2*E1E3

B_E1: tl*E1E2+t2*ElE3_S*ﬁ

Es entsteht ein Gleichungssystem mit den 3 Unbekannten s, t,, t,. Da sowohl
die beiden Ausganspunkte B und E; als auch die Vektoren jeweils 3
Koordinaten besitzen, bekommen wir 3 Gleichungssysteme und wir kénnen
das Gleichungssystem mit 3 unbekannten l6sen. Nun erstellen wir flr
Vektoren E,E,, E.E;s und BK eine Matrix, mat, und kénnen die Gleichung

folgendermaBen umformen:

ty
mat * (t2> =B —-FE1,

S
wobei : mat = (E,E, E,E; —BK).

Dann multiplizieren wir die ganze Gleichung mit der inversen Matrix, mat™1.
Dadurch kénnen wir die 3 Parameter berechnen. Wir mussen die inverse

Matrix nicht selber berechnen, da Matlab das selbst l6sen kann.

ty
mat~1 x mat * (t2> =mat~! x (B —E1)
S

ty
(1:2> = mat~! x (B — E1)
s

Allerdings kann man diese Methode in Sonderfallen nicht anwenden. Es

kdnnte sein, dass die Gerade parallel zur Ebene ist. In diesem Fall gibt es




Ebenen

keine inverse Matrix und somit auch keine Losung flr das Gleichungssystem.
Der zweite Sonderfall tritt dann auf, wenn die Gerade in der Ebene liegt.
Hierbei gibt es dann unendlich viele Lésungen. In der Praxis haben wir die
Positionen des Beobachters und der Lichtquelle so gewahlt, dass die

Sonderfalle nicht auftreten kénnen.

10



Wiirfel

8 Waurfel

Jeder Punkt der Ebene, auf der das Quadrat liegt, lasst sich durch eine

einfache Formel berechnen:
P = E1+t1*E1E2+t2*E1E3

wobei E;, E, und E; die gegebenen Eckpunkte des Quadrats sind. Wird fur t,
und t, 1 eingesetzt, erhalt man den vierten Eckpunkt E,, bei t; und t, gleich

0, ergibt sich der Punkt E;.

50 [
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In der Graphik unten sieht man die Halbebenen die durch die Veranderung

der Parameter t; und t, entstehen.

o >
»

Ein Punkt liegt genau dann im Quadrat, wenn er sich in der Schnittmenge
von allen vier Halbebenen befindet. Daraus lasst sich schlieBen, dass jeder

11



Spiegelung

Punkt P, bei dem t; und t, sowohl gréBer als null, als auch kleiner als eins

sind, auf der Flache des Quadrats liegt.

Um daraufhin einen Wirfel zu erstellen, mussten nur noch sechs Quadrate
zusammengeflgt werden. Die Beleuchtung fur diese wurde auf die gleiche

Weise berechnet wie bei Ebenen.
9 Spiegelung

Damit der Eindruck einer Spiegelung besteht, missen die Strahlen eines
Objektes auf einer Spiegelflache reflektiert werden. Zur Vereinfachung
gehen wir nicht den natlrlichen Weg der Strahlen, also vom Licht zum
Objekt und anschlieBend zum Beobachter, sondern in umgekehrter

Reihenfolge.

B

Unsere Ebene wird dabei als spiegelnde Oberflache definiert, deren
Spiegelung auf den Gesetzen der Optik basiert. Der Einfallswinkel des

Vektors BP fallt im Winkel a auf die Ebene ein und wird auch im selben

12



Spiegelung

Winkel wieder reflektiert. Dabei wird errechnet, ob der reflektierte Vektor
einen Schnittpunkt P, mit einem Objekt hat. Ist dies der Fall, so entsteht ein
Spiegelbild auf der Ebene im Punkt P. Daflir muss aber die Voraussetzung
gegeben sein, dass der Punkt P, Uberhaupt erst von einem Lichtstrahl

beleuchtet werden kann.

Zur Berechnung des Vektors PK' und somit des Strahles von P zu P, miissen

mehrere Rechenschritte erfolgen.

Zuerst wird cos (a) durch folgende Ausdrlcke definiert:

(@ =124 (@ = K7
cos (A) = —— , cos(a) = —
|PK| |PK]

Danach wird cos(a) durch den zweiten Ausdruck ersetzt, um eine

unbekannte Variable zu eliminieren.

Da nun die Lange vom Vektor PQ bekannt ist, lassen sich nun die

Koordinaten des Punktes Q berechnen.
Q=P+ |P_Q)| * 71
Um zum Punkt K‘ zu gelangen, wird am Punkt Q der Vektor KQ angehangt.

K'=Q+KQ

13



Farben

Nun kann durch den Punkt K‘ ein Strahl gelegt und somit eruiert werden, ob
dieser Strahl auf ein Objekt trifft. Damit die Spiegelung realistisch wirkt,
muss noch die genaue Farbkombination errechnet werden. Dies wird im

Kapitel Farben erlautert.

100
200
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400
500
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700
800

900

1000 -
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Abbildung 1: Spiegelung einer Kugel in einer Ebene

10 Farben

10.1Farbwahrnehmung in der Natur

Die Sonne sendet Lichtstrahlen aus, die z.B. auf ein grines Blatt eines
Baumes aufprallen. Das Blatt absorbiert alle Wellenldangen auBer die grinen
Wellenlangen, die mit einen Ausgangswinkel, der gleich wie der
Eingangswinkel ist, reflektiert werden. Bestimmte Rezeptoren in den Augen
kdnnen die Wellenldange visuell wahrnehmen, wobei die Stabchen flr den
Hell/Dunkel-Kontrast verantwortlich sind. Die Farben entstehen letztlich

durch die Interpretation der Farbreize im Gehirn.

14



Farben

10.2Darstellung am Computer

Eine Mdglichkeit, wie der Computer Farben am Bildschirm darstellt, ist mit
den RGB Farbkreis. Die Abkurzung RGB steht flir Red, Green und Blue. Jeder
dieser drei Farben wird durch eine Zahl beschrieben, die von 0 bis 255
reicht. Der RGB Farbkreis findet vor allen Verwendung bei den
Computerbildschirmen und Fernsehermonitoren. Daher wird diese
Farbabbildung nicht nur von Matlab verwendet, sondern wird auch von CSS
benutzt, um die verschiedensten Farben auf Webseiten verkdrpern zu

kdnnen.

G

Abbildung 2: RGB Farbkreis?

Die beiden Kontraste Schwarz und WeiB3 kann man mit (0, 0, 0) und (255,
255, 255) beschreiben. Die Farben Rot, Grin und Blau kénnen durch
folgende Schreibweise formuliert werden: (255, 0, 0), (0, 255, 0) und (O, O,
255). Moéchte der Benutzer auf Farben wie Gelb, Magenta und Turkis
zurlckgreifen, muss der User die Farben Rot und Griin so vermischen, dass
diese gleichmaBig verteilt sind. So ergibt sich fur Gelb (255, 255, 0), Turkis
(0, 255, 255) und Magenta (255, 0, 255).

10.3Verwendung in Matlab

Matlab Ubernimmt die Gestaltung der Farbe vom RGB Farbkreis, verzichtet
jedoch auf die urspringliche Beschreibung der Farbe von 0 bis 255 und

definiert seinen Farbkreis im Intervall von 0 und 1. Folglich muss jede RGB

3 https://en.wikipedia.org/wiki/File: AdditiveColor.svg
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Farbe durch 255 dividiert werden, um seine demensprechende Farbe im
Matlab zu erhalten. In der folgenden Tabelle sind die wichtigsten Farben und

Kontraste in Matlab zusammengefasst:

WeiB 1,1, 1)
Schwarz (0, 0, 0)
Rot (1,0, 0)
Grun (0,1, 0)
Blau (0,0, 1)
Gelb (1,1,0)
Tarkis 0,1, 1)
Magenta (1,0,1)

10.4 Farben von Objekten in Matlab

Wie bereits erwahnt, wird ein Bildschirm durch drei gegebene Punkte
erzeugt. Dieser Bildschirm setzt sich aus Pixeln zusammen, diese
beschreiben auch die Auflésung des entstehenden Bildes. Wenn ein
Schnittpunkt mit einen Objekt gefunden wird, welches nicht im Schatten
liegt, so wird dieses Objekt in seiner zuvor definierten Farbe im
ausgewahlten Pixel gefarbt. AnschlieBend wird die Farbe des Pixels in drei

A\Y

Matrizen red_matrix, green_matrix und blue_matrix in der Zeile ,i* und in
der Spalte ,j" gespeichert, diese werden zum Schluss verwendet, um die

Farbe an den bestimmten Pixel zu erzeugen.

Wie bereits im Kapitel ,Beleuchtung in 3D" angesprochen wurde, missen die
drei verschieden Matrizen mit cosa multipliziert werden, um

Farbabstufungen, die einem Schatten ahneln, zu erzeugen.

Wenn auf eine Flache zwei Beleuchtungen aufeinandertreffen, missen die
beiden Lichtstrahlfarben so berechnet werden, sodass die Beleuchtung die
zwei Lichtstrahlen miteinbezieht. Mit 1 werden die jeweiligen Lichtstrahlen
einzeln subtrahiert und abschlieBend miteinander multipliziert. Zu guter

Letzt wird 1 mit dem vorherigen Ergebnis subtrahiert und so haben wir zwei

16



Farben

verschiedene Lichtquellen berlicksichtigt. Diese Berechnung muss fir alle 3

Farben durchgeflhrt werden und wird in einer Matrix gespeichert.
finalColor = 1 — (1 — colorSourcel) * (1 — colorSource2)

Es soll vermerkt werden, dass colorSourcel und colorSource2 gréBer gleich 0

und kleiner gleich 1 sein muss. Diese Formel erflllt zwei Eigenschaften:

> Das Ergebnis von finalColor ist gréBer als 0 und kleiner als 1.
> Das Ergebnis finalColor ist gréBer als colorSourcel und groBer als

colorSource?.

Um das Verstandnis dieser Formel zu gewahrleisten, wird sie anhand eines

Beispiels verdeutlicht:
colorSourcel = 0.8 und colorSource2 = 0.35
finalColor =1 - (1 —-0.8) * (1 — 0.35)
finalColor =1 — 0.2 * 0.65
finalColor =1 —0.13

finalColor = 0.87

17
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11 Unser Matlab Programm

AnschlieBend beginnt in Zeile 8 die for-Schleife, welche die Normalvektoren
aller Ebenen berechnet und anschlieBend im Vektor plane_normal_vec in
Form eines Einheitsvektors. Dies wird spater wichtig flir die Berechnung des

Schattens und der Spiegelung. Dies wird in Zeile 20 analog bei Vierecken

durchgeflihrt.
A= red Matrix = zeros(nO, nU);
D= green Matrix = zeros(nO, nU);
3 — blue;Matrix = zeros(nO, nU);
4
Si= m_Ebenen = size(plane pointl list, 2);
6~ plane normal vec = zeros(3, m_Ebenen);
7
(i for i=1:m Ebenen
9 — plane normal vec(:, i) = ...
10 cross(plane_point2 list(:, i)...
43 -plane_pointl_list(:, i),...
12 plane point3 list(:, i)-plane pointl list(:, i));
43 = plane normal vec(:, i)=...
14 plane normal vec(:, i)/norm(plane normal vec(:, i));
A5 = end
16
s by e m_square = size(square pointl list, 2);
18 — square_normal vec = zeros(3, m_square);
19
20 — for i=1l:m square
k= square_normal vec(:, i) = ...
22 cross(square_point2 list(:, i) ...
23 - square _pointl list(:, i), ...
24 square_point3_list(:, i) - square_pointl list(:, i));
25— square normal vec(:, i)= ...
26 square_normal vec(:, i)/norm(square normal vec(:, i));
Dl end
28

In Zeile 29 beginnt der Hauptteil unserer Programmierung in Form einer for-
Schleife, wobei die Werte fur jedes Pixel, das ja durch die waagrechten und
senkrechten Koordinatenangaben genau bestimmt ist, einzeln berechnet
werden. Durch den Punkt K wird ein Strahl vom Beobachter ausgesandt und
im Anschluss eruiert, ob eine Schnittstelle mit einem Objekt besteht. Die
genaue Programmierung findet sich in der Function

intersect_line_objects(args).

Wenn ein Schnittpunkt besteht (also fiir e == 1), muss die Farbe des
Punktes P auf dem Objekt neu bestimmt werden. Die Werte wurden in der
Funktion lightning(args) genau errechnet und in die Matrizen der Farbe fir

das ganze Bild Ubertragen.

Nun wird der Sonderfall einer spiegelnden Ebene betrachtet: Wenn die
Funktion intersect_line_object(args) einen Schnittpunkt mit einer Ebene

erkennt, so wird der einfallende Strahl im gleichen Winkel reflektiert. Die
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exakte Berechnung wird von der Funktion Symmetry(args) Ubernommen.
Wenn dieser Strahl wiederum auf ein Objekt fallt, so entsteht die Spiegelung

und die Farben jener Punkte werden mit der speziellen Funktion.

29— for i=1:n0

30 - for j=1:nU

Sk K = F1 + (i-1)*FO + (j-1)*FU;

32 — [P,e,k,form] = intersect line objects(B,K,ball center_list,ball radius list,...

33 plane_pointl list,plane point2 list,plane point3_list, ...

34 square_pointl_list, square point2_ list, square point3 list);

35— ife==1

36 — color output = lightning(P, form, k,L,ball center list,ball radius list, ...

37 ball _color_ list, plane pointl list,plane point2 list,plane point3_list, ...

38 plane_normal vec, plane_color_list,

39 square_pointl list, square point2_list, square point3_list, ...

40 square_normal vec, squareicolorilist);

41

42

43 — if strcmp (form, 'Ebene')

44

45

46 — K2 = symetry(P,K,plane normal vec(:,k));

47 — [P2,e2,k2, form2] = intersect line_objects(P,K2,ball center list,ball radius_list,...
48 plane_pointl list,plane point2 list,plane point3_list, ...

45 square_pointl_list, square point2_list, square point3 list);

50— if e2==1

51— color output2 = lightning (P2, form2,k2,L,ball center list,ball radius_list, ...
52 ball color_list, plane pointl_list,plane point2 list,plane point3 list, ...
53 plane_normal_vec, plane_color_list,

54 square_pointl list, square point2_ list, square point3_list, ...

55 square_normal vec, squareicolorilist);

56 — color_output = sum_color(color_output,color_ output2);

St end

S8i= end

sum_colors(args) berechnet und anschlieBend in die Hauptfarbmatrix
Ubernommen, da ja die Farbe der Spiegelung und die Farbe der

Spiegelflache bericksichtigt werden mussen.

Zu guter Letzt bekommt das Programm die Anweisung, die berechneten

Zahlenwerte richtig als Bild darzustellen und die Achsen richtig zu skalieren.

59

60 — red Matrix(i, j) = color_output(1l);
61 — green Matrix(i, j) = color_ output(2);
62 — blue Matrix(i, j) = color_output(3);
63

64 — end

65 — end

66 — end

67

68 — picture = cat(3, red Matrix, green Matrix, blue Matrix);
69 — im = image (picture);

70 — axis image

71

72
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12 Fazit

Der siebentagige Exkurs in die Computergrafik hat uns gezeigt, wie man die
Vektorrechnung, welche wir in der Schule gelernt haben, praktisch
anwenden kann. Des Weiteren haben wir uns intensiv mit Vektorrechnungen
in R® auseinandergesetzt und wir haben verstdndnisvoll das Kreuzprodukt
und Skalarprodukt eingesetzt. Darluber hinaus haben wir den Betrag von
Vektoren, den Einheitsvektor und den Winkel zwischen zwei Vektoren
berechnet. Das Erstellen von dreidimensionalen Objekten hat uns vor Augen

gefuhrt, wie kompliziert und anspruchsvoll das Rendern dieser Objekte ist.

Moderne Darstellungen von dreidimensionalen Objekten haben sich unseren
Respekt verdient, da wir die Komplexitat und Arbeit, die hinter solchen
Aufgaben steckt, jetzt nachvollziehen kdnnen. AuBerdem haben wir die
Grundlagen des Programmierens kennengelernt, denn wir verstehen nun das
Prinzip von Variablen, Schleifen, Funktionen und If-Else Abfragen. Nicht zu
vergessen ist, dass wir uns oft auf Fehlersuche in unseren Programmen
begeben haben missen und auch groBteils selbststdndig ausgebessert
haben. Zum Schluss haben wir das Rechnen mit Matrizen kennengelernt:
Wie man eine Matrix erstellt und welche Regeln man beachten muss, wenn

man mit Matrizen arbeitet.

Unser Verstandnis von Mathematik hat sich in dieser Zeit grundlegend
verandert und uns wurden viele neue Mdglichkeiten der praktischen
Anwendung offenbart. Je tiefer wir in diese Welt eingetaucht sind, desto
mehr erkannten wir die eigentliche Komplexitat, die dahinter steckt und uns

fasziniert: ,Scio me nihil scire"?.

Zu guter Letzt mochten wir jenen Personen danken, die unser Projekt erst
madglich gemacht haben, allem voran unserem Betreuer Laurent. Merci

beaucoup! Nous avons vraiment apprecié le temps avec toi!

4 Lat. Ich weiB, was ich nicht weiB.
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Problemstellung

Das erste Ziel des Projekts ist, die Dynamik einerseits von Reaktion und andererseits
Diffusion zu verstehen und zu simulieren. Erst dann kann man versuchen, sich
vorzustellen, wie diese Mechanismen miteinander konkurrieren kdnnen, um den
Zustand eines Systems zu bestimmen. Erstaunlicherweise kdnnen die jeweiligen
stabilen FlieRgleichgewichtszustande mit reiner Reaktion oder mit reiner Diffusion
besonders einfach sein, wahrend die Konkurrenz zwischen den Mechanismen dazu
fuhren kann, dass ein komplexes Muster im System entsteht. Die letzte grofite
Herausforderung des Projekts ist dann, die spontane Entwicklung von Fasern, wie
z.B. Nerven oder Blutgefalde, durch die naturlichen Mechanismen von Reaktion und
Diffusion zu simulieren.

Ziele des Projekts:

* Grundlagen von Matlab-Programmierung

» Diffusion eindimensional darzustellen

* mit Matlab verschiedene Muster zu erstellen
* Musterbildung zu beeinflussen

* Musterbildung zu kontrollieren

* Vertiefung in verschiedene Bereiche

Betreuer:  a.o. Univ.-Prof. Mag. Dr. Stephen Keeling

Team: Ekam Felizia
Farajov Fuad
Guo Xiang-He
Kolbl Sebastian
Schuhmann Liv
Tscheppe Niklas



1. Grundlagen
1.1. Wie man Matrizen miteinander multipliziert

Man berechnet das Skalarpro'dukt der jeweiligen Zeilen- und Spaltenvektoren und
erhalt so einen weiteren Vektor.

1.2. Diffusion und Reaktion
Wieso funktioniert das uberhaupt?

Wir haben eine Formel von Francis Crick verwendet. Diese Formel zeigt Diffusion:

ot oxz
wobei zutreffende Parameter sind:
L ... die Lange des Intervalls
t ... die Zeit in Sekunden
n... die Anzahl der Zellen im besagten Intervall
... die Lange der einzelnen Zellen in Intervall
D... die Diffusionskonstante in cm?s™
T... die Degradationsrate
p... die Syntheserate

0C(z,t) Da?C(:z:,t)

C(x,t) ist die Konzentration der Chemikalie an Position x zur Zeit t .
Er hat folgende Randbedingungen aufgestellt:

C(0,t)= Co

C(L,t)=0

Crick hat sich Uberlegt wie man eine nicht triviale Losung mit dieser Formel
erreicht und hat daher die linke Seite O gleichgesetzt. Es ergibt sich dann die
Differentialgleichung, mit Crick’s Randbedingungen, C (0 ,t) = Co > 0, C (L,
t)= 0.

9°C(z,t)
oz



Dadurch wird das Konzentrationsprofil eine zeitunabhangige gerade Linie.
Crick hat abgeschatzt, dass die Zeit die es braucht um einen solchen, wie
oben gegebenen, Gradienten aufzustellen gegeben ist durch:

Eines der wichtigsten Chemikalien eines Embryos ist das Biocid. Anhand
dieser Chemikalie und deren Wachstum und Zerfall haben wir modelliert,
dass eben diese voneinander abhangig sind.
0C(z,t)
ot

0*C(z,t) 1

= D(t)
und eine einfachere Version davon ware dann

oC (z,t 0%2C (z,t
(‘IB, ) — .D (m’ ) o lC(m,t),
ot Ox? T

und davon konnen wir dann einen stabilen stationaren Gradient herleiten

C(&,t) = Coe™?, A=./Dr
welcher realistischer ist als das obige lineare Profil.

Dieses Beispiel zeigt, dass Reaktion und Diffusion wichtig sind, um
biologische Modelle realistischer darstellen zu konnen.

N
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1.3. Raumliche Darstellung von Reaktion und Diffusion

Diese braucht man um z.B. die Population von Plankton welche nur unter



bestimmten Bedingungen wie der adequaten Wassertemperatur- und
Menge Uberlebensfahig ist zu berechnen wann die Anzahl an Plankton
steigen wird, senken wird oder es gleichbleiben wird.

Wieder verwenden wir Randbedingungen, diesmal um jeden Plankton, der
Uber den Rand hinauswachst, abzutéten, damit es nicht zu einer
Uberpopulation kommt und die Konzentration konstant auf t = 0 bleibt

c(0,t) =0 =c(L,t)
c(z,0) = cp.

Die Diffusionsgleichung beschreibt die Konzentration ohne Wachstum oder
Zerfall

Oc _ 0%
ot Ox?

Weil jetzt Plankton aber lebende Organismen sind, reproduzieren sie in
einer Rate, proportional zu ihrer Konzentration. Deswegen gibt es eine
Konstante in diesen Term.

D

Jc d%¢
9% _p%° K
ot oz O

Wir konnen diese Formel aber vereinfachen, in dem wir den
diffusionslosen Exponenzialwachstum ausklammert

(2,t) = f(z,t)e",

und das dann in die Reaktions- und Diffusionsgleichung davor einsetzen.
Dadurch finden wir, dass f die folgende Diffusionsgleichung erfullt.

0 02
9 _ p9 T
ot ox*

Wenn wir die Anfangsbedingungen C(x,0) = co(x) beachten, finden wir mit
der sogenannte Fourierdarstellung der Anfangswerten heraus, dass

o0
. (MTT\ .2 2772
f= B, sin e W D/L
L )
n=1

Wobei B,



2 L N
B, = —/ Co sin( ) dz,
L J, L

n=1,2,..., welche dann fur die Konzentration Cy errechnen kann.

00
c(z,t) =Y By sin(?) o(K—n2m2D/LY)t.

n=1

Dieser Zeit-Term steuert das Verhalten des Systems

e(K—nQnQD/’LQ)t.

Das Vorzeichen des Exponenten zeigt wie sich die Population entwickeln wird.
Es gibt 3 Moglichkeiten wie sich das ganze entwickeln wird.

Wenn L =Lc die Population bleibt gleich

Nur wenn diese Bedingungen erfullt sind, entsteht ein Muster mit Matlab
Wenn L > L. die Population vergrof3ert sich drastisch

Wenn L <L.. die Population stirbt schnell aus

2. Randbedingungen

Randbedingungen sind bei einer Differenzialgleichung die Werte, die auf dem Rand
des Definitionsbereiches fur die Normalableitung der Losung vorgegeben werden.
Die drei Rahmenbedingungen sind die periodische, die Dirichlet'sche und die
Neumann’sche Randbedingungen.

* Bei der periodischen Randbedingung wird angenommen, dass es einen Fluss
zwischen den Enden der gesuchten Zellen gibt. Daher wird immer die Zelle
mit inrem Vorganger subtrahiert und bei der ersten Zelle ist der Vorganger der
letzte.

U1-Ug, U2-U1, U3z-U2, Ug-U3

1 0 0 0 U+

-1 1 0 0 o | U2 - 1 _ Dx
0 -1 1 0 Us dx

0 0 -1 1 Uy



* Bei der Dirichlet'schen Randbedingung wird angenommen, dass die nicht
gesuchten Werte 0 sind. Das bedeutet, dass die erste und die letzte Zelle mit
0 subtrahiert wird und so gleichbleibt.

u1-0, uz-uy, U3-Uz, Us-U3, 0-ug,
1 0 0 0 U1
-1 1 0 0 uz 1
o -1 1 0 us| % g T DX
0 0 -1 1 Uy
0 0 0 -1 Us

* Die Neumann’sche Randbedingung besagt, dass es keinen Fluss zwischen
den Zellen gibt und somit werden nur die innen liegenden Werte definiert.

Uz-uU1q, Uz-U2, Ug-U3

-1 1
0o -1
0

o

o -0

N =X=

C C

w iy
=y

Man kann die Randbedingungen z.B. auch beim Swift Hohenberg Modell und im
Gray Scott Modell anwenden. Die Einfigungen der Randbedingung in diese Modelle
haben verschiedene Auswirkungen auf das Ergebnis.

Gray Scott Modell

S %A
T~
Periodische Randbedingung: @%@%@

AN

SO SRS
.
NV N

INT
;§§\%5§\
-

» die Korallen breiten sich immer
weiter aus und gehen irgendwann in den
Rand Uber

Dirichlet’sche Randbedingung:

e die Korallen breiten sich bis zum Rand
aus, aber gehen nicht in ihn Uber

Neumann‘sche Randbedingung:

» die Korallen breiten sich soweit aus, bis
sie gerade in den Rand ubergehen



3. Bifikationsmodell

u=u*(1-u?)

u=u+df* 8 *(I - L*Du)®* u + di*y*u.*(1-u?)
gelb und blau sind stabil
U=u-d 3 L* v + d* a*(v.%u.?)

v =v—d*d*L* + di* a *(E*-u.?)

4 =0.5 5=0.1/max(()) y=0.5 E=05

u.2... jede Komponente der Matrix quadriert wird
dt... t(2)-t(1), Anderung von der Zeit t

Nach dem Aufstellen dieser Formel haben wir versucht, die Parameter so
einzustellen, dass wir ein stabiles Bild herausbekommen. Mit den oberen Parametern

bekamen wir folgendes Bild:

Wir nehmen an, dass es sich dabei um einen stabilen gelben und blauen Bereich
handelt, aber am Rand zwischen den zwei Beriechen ist u ungefahr 0 und das fuhrt
dazu, dass v grofRer ist, wie man an den gelben Kurven im linken Bild sieht.

Wenn u also ca. 0 ist, wird (ep-u.?) positiv, was eine VergréRerung von v bewirkt. Je
groRer also v ist, desto grofer wird auch u.

>wenn die Steigung grofler als 0 ist, ist die Funktion unstabil
>wenn die Steigung kleiner als 0 ist, wirkt an der Nullstelle ein starkes Gleichgewicht

4. Glattung von Kurven



Damit eine Funktion stabil wird, wird die Graphenkurve geglattet. Die Glattung selbst
beschreibt den Vorgang, eine Kurve in eine Kurve mit geringerer Krimmung
hinUberzufuhren, die aber trotzdem nicht zu weit vom Original abweicht.

Wenn der Punkt Uber der Geraden liegt, ist die zweite Ableitung von u; negativ und
der Graph glattet sich nach unten. Bei einem unter der Geraden liegenden Punkt ist
die zweite Ableitung von u; positiv du der Graph glattet sich nach oben.

5. Die Mathematik der Punkten- und Streifenbildung

Wenn nur wenig Platz zum Ausbreiten zur Verfugung steht, wird das Muster nur in
eine Lange dargestellt und man erkennt das dann als Streifen.

Wenn mehr Platz zum Ausbreiten zur Verfugung steht, erkennt man Punkte, weil sich
das Muster in beide Richtungen ausbreitet.

Dieses Phanomen kann man auch bei Tieren erkennen. Es schlagt vor, dass
aufgrund der Reaktion zwischen zwei oder mehr chemischen Spezies sich
verschiedene Muster entwickeln konnen. Deshalb kann z.B. ein Jaguar komplett
gestreiften Schwanz oder einen halb-gestreiften und halb-gepunkteten Schwanz
haben, weil der Schwanz in den Entwicklungsstufen unterschiedliche Grofien hat.

Leoparden Flecken

Leopard Streifen
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! www.theshapeofmath/princeton.com
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Aber nicht alle Reaktion-Diffusions-Modelle erzeugen Muster durch die gleichen
Mechanismen. Schon kleine Veranderungen der Parameter konnen zu
verschiedenen Mustern fuhren.

ou D 0%u 2 (1
ot Tu Ox2 —uv + ( o u), D. ,D.... Diffusions-Konstanten
2 F ,c... Konstanten
@ — Dvﬂ + ur? — (F + c)v. dt... Veranderung der Zeit
ot Ox?2 u... Ausgangsstoff

6. Swift Hohenberg Gleichung

6.1. Allgemein

Die Swift-Hohenberg Gleichung wurde nach den amerikanischen Wissenschaftlern
Jack B. Swift und Pierre C. Hohenburg benannt. Sie ist eine mathematische
Modellgleichung die zur Untersuchung von Musterbildungsprozessen benutzt wird.
Mit ihr kann zum Beispiel das Wachstum der Papillarleisten an den Fingern
beschrieben werden, welche das Muster von Fingerabdriucken bestimmen. Auch
kann man mit ihr thermische Konvektion beschreiben, also das Verhalten von
Flussigkeiten, wenn diese zum Beispiel erhitzt werden.

6.1.1. Gleichung

8p/ 8t = E *p-(V*+1)**p + y*p>-p°

Die Gleichung beschreibt die Anderung von p mit der Zeit, wobei p zum Beispiel fur
die Grolke von Papillaren oder die Temperatur einer Flussigkeit stehen kann. E*p
lasst p exponentiell wachsen. Das Wachstum wird von der Diffusionsgleichung (V)?+1
gehemmt. \(*p2 und p3 sind dabei nicht Linearitaten und y kontrolliert die
quadratische Nichtlinearitat von p.

Um ein Muster zu erzeugen, muss man E so wahlen, dass es gro3er als Null ist. Erst
dann bilden sich Amplituden mit Uberkritischen Wellenzahlen, welche dann Muster
bilden. Wahlt man E grofer als O reicht der Temperaturunterschied jedoch und die
Flussigkeit beginnt zu flieBen. Die Fliel3geschwindigkeit wurde exponential steigen,
wenn man sie nicht mit der Diffusionsgleichung bremsen wurde. Diese versucht
Krimmungen zu glatten, damit sich alle Werte durch Diffusion angleichen. Wenn
man E so wahlt, dass die Diffusion und die Konvektion im Gleichgewicht sind,
ensteht ein stabiles Muster.



Wahlt man fur E eine negative Zahl, so konvergieren die Werte von p gegen Null und
es formt sich kein Muster. Das liegt daran, dass man E auch als den Unterschied
zwischen der kleinsten Temperatur und der Temperatur im betrachteten Punkt ist.
Wenn E kleiner als 0 ist, reicht die Temperatur nicht aus um eine Konvektion zu
erzeugen.

6.2. Umsetzung

Diese Gleichung haben wir in Matlab umgesetzt. Dazu mussten wir zunachst einmal
die Ableitungsmatrix L von der Einheitsmatrix | abziehen. Im Gegensatz zu den
vorherigen Gleichungen muss man fur die Swift-Hohenberg Gleichung diesen
Ausdruck, (I - L), quadrieren. Diese neue Matrix haben wir we genannt.

we = (- L)%

Danach haben wir eine for-Schleife mit der Gleichung geschrieben. Auch hier kann
man die Gleichung sowohl explizit als auch implizit I6sen.

p = p - dt*we*p + dt*f - explizit
p = (I+dt'we)\(p+fdt); - implizit

Im Code haben wir hierbei p als Vektor definiert, der alle Punkte unserer Flache
enthalt. dt steht fir die Anderung der Zeit pro lteration und f ist der fehlende Teil der
Gleichung, also:

f = (es*p) + ge*(p-?) - (p.%)

In die for Schleife haben wir dann noch zwei Zeilen geschrieben die den p-Vektor als
Flache graphisch darstellen.

fork =1:(Nt-1)
f= (es*p) + ge*(p-2) - (p.°)

p =p - dt*we*p + dt*f - explizit
p = (I+dt*we)\(p+f*dt) — implizit



imagesc(reshape(p,Nx,Ny)) - Graphische Darstellung

colormap jet; axis equal; axis off; drawnow;

end

6.2.1. Ableitung

Eine Uberlegung unserer Seite war es, dass die Hoch- und Tiefpunkte der Swift
Hohenberg Gleichung stabile Werte fur p sind, da an jenen Stellen die Steigung 0 ist
und somit die Konvektion und Diffusion im Gleichgewicht sind. Nun haben wir die
Gleichung abgeleitet. Unsere Ableitung sah dann also in etwa so aus:

f(p) = E+2* y*p-3*p®

Nun haben wir die selben Parameter, die wir bei Matlab verwendet haben in die
Ableitung eingesetzt (E=0.3 und y=2) und die Extremstellen (-0.071 und 1.404)
erhalten.

pt = E*p-(I+ 8)**p+ y*p*-p°
pt = E*p-p-2A*p-2A*p+ y*p?-p°

Jedoch haben die Werte der Hoch- und Tiefpunkte nicht mit den dargestellten
Werten von Matlab tbereingestimmt. Nach langen Uberlegungen, sind wir auf eine
Approximierung zur Bestimmung der Hoch- und Tiefpunkte gekommen.

A"2*p = (O"p)_xx+(O*p)yy
A*p = puxtpyy

p = sin( w*x)*e”(A*t)



1. Ableitung nach t

p_t = A*sin( w*x)*eMA*t)=A*p

2. Ableitung nach x

p_XX = - wA2*sin( W*x)*eMA*t)=- W 2*p

3. Ableitung von p_t nach x

p_XXXX = w"4*p

Das A von der ersten Gleichung wird umgeformt nach w”"2

N*p = E*p-(I+4)"2%p+ y*p"2-p"3

Danach haben wir durch p dividiert und den Ausdruck (p*2-p*3) weggelassen, da
dieser fur die Approximation von A vernachlassigbar ist.

A ~ E-(1- w?)?

Hierbei kdnnen wir E so andern, dass der gesamte Ausdruck fur A 0 ist, weil nur
dann das Muster stabil bleibt.

6.3. Ergebnisse
6.3.1. periodische Randbedingungen

Das erste Bild wurde mit zufallig gesetzten Startwerten und periodischen
Randbedingungen erzeugt. Nach einiger Zeit bilden sich durch die Diffusion und die
Konvektion die abgebildeten Papillarleisten.
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6.3.2. Dirichlet

Das linke Bild zeigt wiederum zufallige Startwerte, diesmal jedoch mit den
Randbedingungen von Dirichlet und beim rechten Bild haben sich die Punkte schon
zu Papillarleisten verbunden. Auffallig dabei ist der durchgehende Rahmen der
dadurch entsteht, dass alle Randwerte gleich 0 sind.
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6.3.3. Neumann

Die unteren zwei Bilder zeigen das gleiche wie die vorherigen Bilder, nur mit der
Neumann'schen Randbedingung. Wenn man genau hinsiehts kann man erkenne,
dass die Papillarleisten gerade werden, bevor sie in den Bildrand Uubergehen, weil es
in der Neumann’schen Randbedingung keinen Fluss zwischen den Zellen gibt.
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6.3.4. Bestimmte Werte als Startwerte

Nun haben wir anstatt zufalligen Startwerten, einen bestimmten Punkt in der Mitte
des Bildes als Startwert festgelegt. Man kann beobachten, wie sich Ringe um den
Kreis bilden.

sich jedoch wie unten dargestellt verbinden.

Wahlt man einen Strich als Startwert, so bilden sich um diesen langliche Kreise.
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6.3.5. Papillarleisten

SchlieRlich haben wir versucht mit dem Swift Hohenberg Modell einen individuellen
Fingerabdruck zu erzeugen. Dabei haben wir zuerst eine kleine Ellipse erstellt, in
dem zufallige Startwerte sich ellipsenférmig weiterentwickelten.

Fir die Begrenzung haben wir dann eine gréfere Ellipse erstellt. Das Ergebnis war



ein ziemlich individueller Fingerabdruck, bei dem sich bei jedem Durchlauf
einzigartige Merkmale bildeten.
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7. Coral Growth
Gray-Scott Reaction Diffusion Model

Wir gehen von der Situation, in der Chemikalie A mit zwei Chemikalien B zu
insgesamt drei Chemikalien B reagiert, aus:

Chemical A is added Chemical B is removed
at a given "feed" rate. at a given "kill" rate.
* Reaction: two Bs convert an A into B, *
as if B reproduces using A as food.

® e o0 ¢ °

@ —» —@®:
® ® a ®

Chemikalie A wird mit einer bestimmten ,feed-rate” (im Folgenden als F bezeichnet)
zugefuhrt.

Chemikalie B wird mit einer bestimmten ,kill-rate” (im Folgenden als k bezeichnet)
abgefuhrt/vernichtet.

Du und Dv sind die Diffusionraten

D., Dy, F und k sind Konstanten, von ihnen hangt die Funktionstlchtigkeit der
Funktion ab.

V-Operator (siche umgedrehtes Dreieck?)

du/d\/d; sind die Anderung von u/v/t

? https://thumbs.dreamstime.com/z/fingerabdruck-1595020.jpg
* www.karlsims.com/rd.html



— = D, V2u — uv® 4+ F(1 — u),

— = D,V 4w’ — (F + k).
ot
Die Terme —uv?+F(1-u) und +uv?-(F+k)*v haben wir in unserer Gleichung durch r und

g definiert.

In diesem Fall ist Chemikalie A als u bezeichnet und Chemikalie B als v bezeichnet
worden.

b stellt F und a stell k dar

r = -u.*v.”2 + b¥(1l-u);
g = u.*v.”"2 - (bt+a)*v;
Du = 1;
u = (I-Du*dt*L)*u + dt*r; Dv = 0.5;
v = (I-Dv*dt*L)*v + dt*g; b = 0.0545; a = 0.062;

Da die Chemikalie u zu v reagieren will, wird sich der Reaktionsverlauf in die
Richtung mit dem meisten u, daher sto3en sich die Korallen ab.

Jedoch bei geringer Entfernung fusionieren die Korallen.

Dies erkennt man am folgenden Bild besonders gut, wenn die Korallen (blau) sich in
der Mitte der x- und y-Achse verbinden.




Der Code zum Programmieren dieses Bildes ist auf dem Folgeblatt:
Andert man die Parameter...

- dt, so ist die Grafik nicht stabil und ,,explodiert®

- Du/Dv, so diffundieren die Chemikalien anders schnell und man erkennt keine
schonen Ubergénge

- Db/a, so Uberwiegt die eine Chemikalie und vernichtet die andere (explodiert)



T = 1000;
Nt = 20001;
t = linspace(0,T,Nt);
dt = t(2)-t(1);
dt = 0.89;
Nx = 500;
xmin = 0;
xmax = 1;
x = linspace (xmin, xmax, NX);
dax = x(2)-x(1);
dx = 1;
Ix = speye (Nx);
Ny = 500;
ymin = 0;
ymax = 1;
y = linspace (ymin, ymax, Ny):;
dy = y(2)-y(1);
dy = 1;
Iy = speye (Ny);
D1x = spdiags (ones (Nx,1),0,Nx,Nx)

-spdiags (ones (Nx,1),-1,Nx,Nx) ;
D1x(1,Nx)=-1;
Dx = kron(speye (Ny),D1lx/dx);
Dly = spdiags (ones (Ny,1),0,Ny,Ny)
-spdiags (ones (Ny,1),-1,Ny,Ny) ;
Dly(1,Ny)=-1;

o o° o o o o® o o o\

Dy =
L
L

kron ((Dly/dy),
Dx'*Dx+Dy"' *Dy;
L/4;

speye (NX) ) ;

o® o\ o\

Il

speye (NX*Ny) ;

Du = 1;
0.5;

0.0545; a = 0.062;

o

% bcs=1 => per,
bes=1;

becs=2 => Dir, bcs=3 =>

u ones (Nx,Ny) ;
v = zeros (Nx,Ny);
v (Nx/2-125,Ny/2-125)
v (Nx/2+125,Ny/2+125) 1;
v (Nx/2-125,Ny/2+125)
v (Nx/2+125,Ny/2-125)

u=u(:);

| o
o =
Ly -

v =v(:);
if (true)
if (bcs==1)
Dx = spdiags (ones (Nx,1),0,Nx,Nx)...

-spdiags (ones (Nx,1),-1,Nx,Nx) ;
Dx(1,Nx) = -1;
Dx = kron(Iy,Dx);

Dy =
-spdiags (ones (Ny,1),-1,Ny,Ny) ;

Dy(1,Ny) = -1;

Dy = kron(Dy,IXx);

spdiags (ones (Ny,1),0,Ny,Ny) ...

Neu

~end

elseif (bcs==2)

Dx = spdiags (ones(Nx,1),0,Nx+1,Nx)...
-spdiags (ones (Nx,1),-1,Nx+1,Nx);

Dx = kron(Iy,Dx);

Dy = spdiags (ones(Ny,1),0,Ny+1,Ny)...
-spdiags (ones (Ny,1),-1,Ny+1,Ny);

Dy = kron(Dy, Ix);

elseif (bcs==3)

Dx = spdiags (ones(Nx,1),1,Nx-1,Nx)...
-spdiags (ones (Nx,1),0,Nx-1,Nx) ;
Dx = kron(Iy,Dx);
Dy = spdiags(ones(Ny,1),1,Ny-1,Ny)...
-spdiags (ones (Ny,1),0,Ny-1,Ny);
Dy = kron(Dy, Ix);
else
end

Dx'*Dx+Dy' *Dy;

L/4;
k=1:Nt-1
r = -u.*v.”2 + b*(1l-u);

= u.*v."2 - (b+a)*v;
u = (I-Du*dt*L)*u + dt*r;
v = (I-Dv*dt*L)*v + dt¥*g;
%u = Du*u\-u*v~2+r (l-u*dt);
%v = Dv*v\+uv~2- (r+g) *v*dt;
%u = u+dt*b* (I-L*Du)~2*u+dt*a*u.*(1l-u."2);
Dx = Dx/dx;
Dy = Dy/dy;

max (abs (u))

subplot(1,2,1)

imagesc (reshape (u,Nx,Ny) ) ;

axis image; axis off; colormap('jet'):;
title(['t=',num2str (k*xdt)]);
xlabel('x"); ylabel('u');
subplot(1,2,2)

imagesc (reshape (v,Nx,Ny)) ;

axis image; axis off; colormap('jet'):;
title(['t="',num2str (k*dt)]);
xXlabel('x'); ylabel('u');

drawnow;



8. Chemische Kinetik

Ein allgemeines Gleichgewicht hat die Form:
aA+ bB 2 cC+dD,

wobei a,b,c,d die Anzahl der beteiligten Molekule darstellt und A,B,C,D fur bestimmte
Chemikalien stehen.

Die Hinreaktion hat die Gleichgewichtskonstante x; und die Riuckreaktion k.

Der Ablauf der Reaktion kann folgendermalRen modelliert werden, wobei x(t) die
Menge angibt, wie viel mol/l von der Anfangssubstanz sich umwandeln.

o [AI(t) = [Alo — a™x(t)

* [BI(t) = [Blo — b*™x(t)

¢ [C](t) = [Clo + c™X(t)

* [D](t) = [Dlo + d*x(t)
[A](1), [BI(t), [C](t) und [D](t) beschreiben die Konzentrationen zum Zeitpunkt t.
Wenn man x nach t ableitet, erhalt man den Reaktionsablauf.

dx  1d[A]  1d[B] 1d[c] 1d[D]

dt  adt b dt ¢ dt d dt

Mit den Gleichgewichtskonstanten erhalt man

= K1 [A]*[B]” — K, [C]°[D]?
=Kk (Ag — a*x(£))*(By — b * x(t))? — K,(Co — C = x(t))C(D0 —d * x(t))®
Man gehe von dieser einfachen Reaktion aus
A+B2C+D

Der Reaktionsablauf wird folgendermalen beschrieben

d
= (@ = 0@ = 1) ~ Ky + 0@ + 1)

wobei a, §,v, § die Anfangskonzentrationen darstellen.
Man kann dies als Polynom zweiten Grades darstellen:

dx _
dar (1 — K2) (x — x1) (X — x3)

Annahme: x; = 1, xo = 2 = dies sind die beiden Gleichgewichtzustande, wobei nur
der Zustand 1 stabil ist, wenn man annimmt, dass k4 > K ist.



Reaction Progress

Ein anderes Beispiel fur eine chemische Reaktion ware:
2A+B 22C+D
x'= Ky (a—2x)%(b —x) — Kky(c+ 2x)%(d + x)
Man kann auch diesen Term als Polynom dritten Grades darstellen
x'= ay+ ayx + a,x? + azx3
Firao=0, 01 =r, 02 =0, az = -1 erhalt man:

x'=x(r—x?) =f(x)

f'(x) =1 — 3x?
2
—
i,
*Nn- 0 \.\ ..................................................... e
\\\
'\-\\\»
-1 \w.\_\\
-2 d .
-1 0 1 2

Beispiel fur Gleichgewicht:
X1=+r > f(v/r) =-2r < 0 - stabil durch Asymptote
Xo=—r > f(—/r) = -2r < 0 - stabiler Zustand

5 http://imsc.uni-graz.at/keeling/modIl ss16/modnsc.pdf
® http://imsc.uni-graz.at/keeling/modll_ss16/modnsc.pdf




Xs=0 > fO)=r

» r<0 - stabiler Zustand durch Asymptote
» r =0 - stabiler Zustand durch Asymptote

» r >0 - instabil durch Aufspaltung der Gleichgewichtszustande

8.1. Chemische Hysterese

Man kann fur das Polynom dritten Grades auch folgendes annehmen:

ao=r,a¢=1,0,=0, az = -1

x‘ = f(x)
f(x) =r+x (1-x?)
fi(x) =1-3x?

Nullstellen berechnen:

f(x)=1-3x2>0

Beim Gleichgewichtszustand ist f'(t) = 0.

Nach Umformungen erhalt man
r= XX - 11, =5 <x() <

< 22
A.r<3\/§9x1

2

B:=3\/§

2 X4 < X2 =X3

2 2

. < <
C: —3\/§<r<3\/§9x1 X < X3
2

D:r=3\/§

2 X4 =X < X3

s 2
E.r>3\/§9x3

7 http://imsc.uni-graz.at/keeling/modl|l ss16/modnsc.pdf
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fix)
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fix)
e
fix)
e

fix)

2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0o 2

8.2. Hysterese

Hysterese beschreibt die Abhangigkeit eines bestimmten Status von seiner
Vergangenheit. Ein Beispiel fur eine Hysterese ware die chemische Hysterese. Bei
diesem Beispiel hangt der Gleichgewichtzustand einer Reaktion von der Temperatur
im System ab. Die Ausgangsgrofie bei diesem Systemverhalten hangt sowohl von
ihrem vorherigen Zustand, als auch von ihrer Eingangsgrofe ab. Es ist also ein
System, das fahig ist, je nach Vorgeschichte, einen von mehreren moglichen
Zustanden einzunehmen, die alle die gleiche Eingangsgrof3e haben.

* Beispiel:

Man betrachte ein chemisches Gleichgewicht in welchem zwei Reagenzien beteiligt
sind, die entweder miteinander wechselwirken (blaue Striche) oder voneinander
getrennt vorliegen.

a b

— >

@€

Temperalure

Bei einer niedrigen Temperatur kann eine Wechselwirkung zwischen den beiden
Reagenzien stattfinden, sobald aber die Temperatur zu hoch ist, wird die
Wechselwirkung zerstort (Hohe Temperatur = Teilchen haben eine grolRere
Schwingung = Wechselwirkung ist nicht mehr moglich).

Wenn aber die Temperatur nicht zu klein oder zu hoch ist, kann man nicht genau
sagen, welcher Zustand im Gemisch vorliegt.

& http://imsc.uni-graz.at/keeling/modll ss16/modnsc.pdf

® http://www.nature.com/nchem/journal/v3/n3/images/nchem.997-f1.jpg




Dabei ist die Vorgeschichte des Gemisches signifikant: Wenn das Gemisch am
Anfang eine niedrige Temperatur hat, kann eine Wechselwirkung aufrechterhalten
werden. Bei einem Temperaturanstieg wird die Wechselwirkung langsam zerstort.
Aber da man eine bestimmte Aktivierungsenergie braucht, um die Wechselwirkung
vollstandig zu zerstoren, kann man mit einer Sicherheit sagen, dass das Gemisch im
mittleren Temperaturbereich eher die Wechselwirkung aufrechterhalten wird. Man
spricht von Hysterese.

8.3. Hysterese in Matlab

Das Hysterese-Verhalten kann man auch sehr gut in Matlab darstellen:

for k = 1: (Nt-1)
ga*p.* (1-p.*p)+v;

r

g = -B’
ip = (I + de*dt*L)\(p + dt*r); %implizit
2v = (I + ga*dt*L)\ (v + dt*qg); %Iimplizit
p = (I - de*dt*L)*p + dt*r; %explizit
v = (I - de*dt*L)*v + dt*g; %ax;;;z;ﬂ

Dieser Code beschreibt das Reaktions- und Diffusionsverhalten einer Chemikalie p.
Der Gleichgewichtszustand wird durch die Temperatur v gesteuert. Man erkennt
diesen Verhalt an den Variablen r und g.

Zu r wird v hinzugezahlt und bei g wird p abgezogen. Das heil3t wenn die Temperatur
v erhoht wird auch p erhoht. Durch die Erhhung von p wird aber v wieder erniedrigt.
Das heil3t, dass auch p wieder niedrig wird und das resultiert wieder in einer
Temperaturerh6hung.

So wechseln die Zustdnde immer hin und her und die Werte werden drastisch immer
hin und her geschoben. Das Resultat ist ein Muster, das immer seine Farben andert.

8.4. Gray
Scott-Modell:
Blutbahnen

Wie schon in den vorigen Kapiteln beschrieben, verwendet das Gray-Scott-Modell
ein Flielgleichgewichtsystem, in dem 2 verschiedene Systeme bzw. Chemikalien, in
welchem Diffusion und Reaktion miteinander konkurrieren. Bei bestimmten



Parametern und Startbedingungen, kann aus einer Ansammlung von Punkten ein
,Gefall” entstehen oder anders ausgedruckt, eine Blutbahn. Dieses ,,Gefal3” wachst

immer weiter und wird immer langer.
1)

N
/\

Die Parameter lauten: D, =1, D, = 0.5, F =0.062, K =0.065

Durch die erhohte Killing-Rate wird verhindert, dass sich die Blutbahnen verbinden.
Sie weichen sich gegenseitig aus und wenn es keine Ausweichmoglichkeit gibt,

werden die Teile der Blutbahnen weggedruckt.
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8.5. Gray-Scott-Modell: Mitose

Man kann mit dem Gray-Scott-Modell auch sehr gut den Vorgang der Mitose
nachstellen. Dabei verwendet man beim Gray-Scott-Modell eine sehr kleine Feeding-
Rate, dafur aber eine grof3e Killing-Rate, damit sich der Punkt gut teilen kann.

K
-

F=0.026, k =0.061,D,=1,D,=0.5
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