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Vorwort

Viele Wissenschaften erleben zurzeit einen ungeheuren Schub der Mathematisierung.
Mathematische Modelle, die vor wenigen Jahrzehnten noch rein akademischen Wert hatten,
konnen heute mit Hilfe von Computern vollstindig durchgerechnet werden und liefern
praktische Vorhersagen, die helfen, Phinomene zu verstehen, Vorgénge zu planen, Kosten
einzusparen. Damit unsere Gesellschaft auch in Zukunft mit der technologischen Entwicklung
schritthilt, ist es wichtig, bereits junge Leute fiir diese Art mathematischen Denkens zu
begeistern und in der Gesellschaft das Bewusstsein fiir den Nutzen angewandter Mathematik
zu heben. Dies war fiir uns einer der Griinde, die Woche der Modellierung mit Mathematik zu
veranstalten.

Nun ist leider fiir viele Menschen Mathematik ein Schulfach, mit dem sie eher unangenehme
Erinnerungen verbinden. Umso erstaunlicher erscheint es, dass Schiilerinnen und Schiiler sich
freiwillig melden, um eine ganze Woche lang mathematische Probleme zu wilzen - und dabei
auch noch Spall haben. Sie erleben hier offensichtlich die Mathematik auf eine Art und
Weise, wie sie der Schulunterricht nicht vermitteln kann. Die jungen Leute arbeiten und
forschen in kleinen Gruppen mit Wissenschaftler/innen an realen Problemen aus den
verschiedensten Bereichen und versuchen, mit Hilfe mathematischer Modelle neue
Erkenntnisse zu gewinnen. Sie arbeiten ohne Leistungsdruck, dafiir mit Eifer und
Enthusiasmus, rechnen, diskutieren, recherchieren, oft auch noch am spdten Abend, in einer
entspannten und kreativen Umgebung, die den Schiiler/innen und betreuenden
Wissenschaftler/innen gleichermallen Spall macht. Die Projektbetreuer konnten auch in
diesem Jahr wieder erleben, wie eigenes Entdecken und Selbstmotivation das Verhalten der
Schiiler/innen wéhrend der ganzen Modellierungswoche bestimmen. Sie lernen eine
Arbeitsmethode kennen, die in beinahe allen Details den Arbeitsmethoden einer
Forschergruppe entspricht. Bei keiner anderen Gelegenheit erfahren Schiiler/innen so viel
iiber Forschung wie bei so einer Veranstaltung.

Modellierungswochen gab bzw. gibt es zum Beispiel auch in den USA, in Deutschland oder
in Italien. Wir verdanken Herrn Prof. Dr. Stephen Keeling den Vorschlag, auch durch die
Universitit Graz so eine Woche zu veranstalten, und seiner unermiidlichen
Organisationsarbeit das tatsdchliche Zustandekommen. Er leitet nun bereits zum achten Mal
diese inzwischen zur Institution gewordene Veranstaltung. IThm sei an dieser Stelle noch
einmal ausdriicklich und herzlich gedankt. Besonders wichtig war in den vergangenen Jahren
auch die Unterstiitzung durch den langjdhrigen Mentor der Modellierungswoche, Herrn
0.Univ.-Prof. Dr. Franz Kappel, der oft auch eine eigene Gruppe mit interessanten
Problemstellungen betreut hat.

Wir danken dem Landesschulrat fiir Steiermark, und hier insbesondere Frau
Landesschulinspektorin Frau HR Mag. Marlies Liebscher, flir die Hilfe bei der Organisation
und ihre kontinuierliche Unterstiitzung der Idee einer Modellierungswoche. Ohne den
idealistischen, unentgeltlichen und engagierten Einsatz der direkten Projektbetreuer Dr.
Kristian Bredies, Dr. Frank Heyde, Daniel Kraft, BSc BSc und Mag. Stefan Fiirtinger — alle
Institut fiir Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen — hétte diese Modellierungswoche
nicht stattfinden konnen.
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Besonderer Dank gebiihrt ferner Herrn Mag. Dr. Christoph Gruber, der die ganze
Veranstaltung betreut und auch die Gestaltung dieses Berichtes iibernommen hat, Frau
Michaele Seiwald fiir die tatkréftige Hilfe bei der organisatorischen Vorbereitung, und Herrn
Alexander Sekkas fiir die Hilfe bei der Betreuung der Hard- und Software.

Finanzielle Unterstiitzung erhielten wir vom Land Steiermark durch Landesrdtin Mag.
Kristina Edlinger-Ploder und von der Karl-Franzens-Universitit Graz durch Vizerektor Prof.
Dr. Martin Polaschek und Dekan Prof. Dr. Karl Crailsheim.

Po6llau, am 10. Februar 2012

Bernd Thaller
Institut fiir Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen
Karl-Franzens-Universitat Graz
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Einleitung

In der modernen urbanen Welt gehoéren sich bewegende Menschenmassen zum Alltag. Zum
Beispiel sind sie in der Fullgangerzone, im Einkaufszentrum, bei einem Konzert, in einem
Stadion oder auf einer Messe anzutreffen. Obwohl sich jeder Mensch als Individuum anders
verhalt, erfolgt die Bewegung von Fullgangern nach Gesetzmafigkeiten und organisiert sich
haufig selbst in bestimmten Mustern. Engpasse, Kreuzungen oder Durchgange kdnnen
gefahrliche Stauung von Menschen verursachen, ebenso kann eine Notfallsituation zu
Massenpanik fihren.

Mit diesem Hintergrund stellt sich die Frage, wie die Dynamik von FuBgdngern erfolgt,
wodurch sie beeinflusst wird und wie sie mathematisch beschrieben werden kann. Ziel
dieses Projektes ist es daher einerseits, ein Modell zur Abbildung der Bewegung zu
entwerfen, und andererseits dieses Konzept in Form von experimentellen Computer-

simulationen umzusetzen.

1. Die FuBgangerdynamik wird von verschiedenen Faktoren beeinflusst:

Umweltfaktoren Physikalische Aspekte Personlichkeitsaspekte

o Hindernisse o Geschwindigkeit o Temperament

o Wetter o Beschleunigung o Erfahrung

o Wegbreite o Richtung o Motivation: Ziel, Plan
o Tageszeit o Position o Bevorzugte Richtungen
o Verkehr o GroRe des Individuums o Egoismus

o Andere Menschen o Gepacksstlicke o Intelligenz vs. soziale
o Menschenstréme Normen

Auch Willkiir und Zufall konnen Gber den konkreten Verlauf von Bewegungen entscheiden.

2. Mathematische Grundlagen fiir die Bewegung eines Individuums

Person A befindet sich am Startpunkt (x,|y,) und will das Ziel(x,|y,) erreichen. Deshalb

bewegt sie sich im einfachsten Fall auf Luftlinie mit konstanter Geschwindigkeit darauf zu.



Von (xg]|yo,) bewegt sie sich auf den Punkt (x;|y;) zu und so weiter. Zum Zeitpunkt s,

befindet sich A an der Position (x,|y,). n €N

Auch der Bewegungsvektor von A ist zeitabhangig. Wir (xlyz)

1
- a ni n
bezeichnen ihn mit  a, = ( ’;) Cal¥al,
a’TL
Der Subskript indiziert den Zeitpunkt n und der Superskript die
Komponenten (x- und y-Wert) des Vektors.

Die Komponenten des Vektors werden fir jede Zeiteinheit neu

A (XolYo)

berechnet, sie genligen den Gleichungen:

Xn—Xn-1 Yn—Yn-1

2
a,_1 =
n-—1 s

1
a.,,_1 =
n—1 s

Der Weg von der aktuellen Position zum Ziel ist der Vektor z,, = (’JZ: ;‘;)
Die Lange des Vektors a, entspricht in diesem Fall der Durchschnittsgeschwindigkeit vy
eines FuRgéngers. Durch Division mit seinem Betrag wird z,, ein Einheitsvektor. Nun kann er
mit der gewilinschten Durchschnittsgeschwindigkeit multipliziert werden, damit er diese
Lange hat.
Zn
an = 12| Vg

Durch Umformen der oben angefiihrten Gleichungen kann man die jeweils neue Position

(% |yn) von A ermitteln. far i=1,2,3,...N
Xn=xn_1+ S a}l_l xl =xi—1+ S.a}l—l
Yn = Yn-1+5S* ap_4 Vi =Yie1 +S an_4

3. Mathematisches Modell fiir die Bewegung des Individuums

Annahmen Uber die Bewegung einer Einzelperson werden zunachst in die mathematische
Sprache Ubersetzt. Schrittweise werden diese aufgestellten Formeln und Bedingungen in die
Programmiersprache C++ Ubertragen, um dies zu simulieren. Die Zahl der sich bewegenden
Objekte in der Simulation kann auch erhoht werden, um Menschenmassen darzustellen. Zur
Vereinfachung werden die Bewegungen zweidimensional betrachtet und im Grundriss

dargestellt.



3.1. Mindestabstand zwischen zwei Personen

FuBganger vermeiden es sich anzurempeln oder ineinanderzulaufen. Erste Regel fiir die

Bewegung der Person A ist daher das Einhalten eines Mindestabstandes kg r. zu einer

Person B. Der Betrag des Vektors d mit der Spitze B(x},|y,) und dem Schaft A(x,|y,) muss

mindestens einen konstanten Wert annehmen.
B (xb|yb)
d

A(xalya) |&| = |(;C,Z:;C,Z) = \/(xb — %)%+ p—Ya)? = ksafe

3.2. Befindet sich Person B rechts oder links von Person A?

Person A bewegt sich in Richtung des Vektors a wihrend Person B steht. Der Vektor d

verlauft von A nach B. Anhand des Winkels ¢ zwischen a und d kann ermittelt werden, ob

sich Person B aus der Sicht von Person A links oder rechts befindet.

N

a-d
jal - |d|

cos @ =

Links Rechts

0<@p<m & Bliegtrechts

n <@ <2m & Bliegtlinks

3.3. Person A weicht Person B aus

Nachdem Person A festgestellt hat, ob sich Person B rechts oder links von ihr befindet, will A

der Person B in die jeweils andere Richtung ausweichen.
B steht rechts & A weicht nach links aus

B steht links <& A weicht nach rechts aus



A orientiert sich beim Ausweichen zunichst an dem Vektor d'. Dieser von B wegfiihrende

Richtungsvektor ? entsteht durch Spiegelung des Vektors d an der Achse, die von A in

Richtung a ausgeht. Die Linge eines Vektors entspricht der Geschwindigkeit in die

angezeigte Richtung. Beim Ausweichen beschleunigt A. Daher wird der Vektor 217
entsprechend seiner Geschwindigkeit auf die richtige Lange gebracht. Daraus resultiert der
Vektor Vg ,0,4- Neben der Ausweichrichtung vg,,,4. beriicksichtigt A auch die Zielrichtung
und wahlt einen Kompromiss zwischen den beiden Richtungen, der durch Vektoraddition
erreicht wird.

Die genannten mathematischen Malnahmen des Ausweichens werden im Folgenden

genauer erklart.

Spiegelung des Vektors d

Durch den Punkt A und seinen Bewegungsvektor a kann eine Gerade g aufgestellt werden.
Sie dient als Spiegelachse, um den Punkt B zu spiegeln. Da ein fester Zeitschritt betrachtet
werden soll, wird die Indizierung durch den Zeitschritt n weggelassen und die Komponenten

des Vektors mit a; und a, bezeichnet.
g X=A+o0-a = (;Z)-FO'(Z;)
Sei der Vektor p derjenige, der die kiirzeste Verbindung von B zu g darstellt.

p=57=(3231)

Wobei der Projektionspunkt P € g ermittelt werden soll. Dieser zeichnet sich aus durch:
X — [ Xa st

L ()= G +o- (@)
ai ). (xXp—Xp _ = = N N

l. (az) (y;)—yb) =0 a'p=0e alp

Durch Substitution erhalt man: (al) . [(x“) +o- (al) - (xb)] =0

ap Ya az Yb
Nach dem Ausmultiplizieren und dem Herausheben von a, und a, ergibt sich:

o= a1(xp — xq) + a2 (¥p — Ya)
a,? + a,?

N

Der Zahler entsteht durch die skalare Multiplikation a - d.

Der Nenner ist das Quadrat des Betrags von a, denn |a| = \/a;? + a,?.

QU

a-
- 0=-=
|al?



Durch Einsetzen von o in die Geradengleichung kann P ermittelt werden.

la|?
Durch P kann der gespiegelte Punkt B ermittelt werden.
B'=P+p

p=4+39 .54 5

lal?
Mit B und A kann nun der gespiegelte Vektor 37 aufgestellt

werden.

1 (ac—i) ~ -
d'=B"—A= at+p

Anderung der Geschwindigkeit beim Ausweichen

VR,

Vmax

0 Reaktionszone |
Ksate Kegal
Nahert sich A der Person B, ist die Reaktion von A das Ausweichen. Dabei beschleunigt A, je
nachdem wie nahe er Person B bereits ist. Zum Geschwindigkeitsvektor von A, dargestellt
durch @, wird ein Geschwindigkeitsvektor addiert. Das Diagramm zeigt dessen Betrag vy
(Geschwindigkeit der Reaktion) in Abhangigkeit von dem Abstand k zwischen A und B.

Zwei fur die Reaktion charakteristische Abstande sind die Werte kegai und Keate.



anay =0 & k= kegal
Vmax = anay >0 < ksafe <k < kegal
Vaway = Vmax < 0<k < ksafe

In verwendetem Modell kann v,y,4, durch einen Viertelkreises beschrieben werden. Der

Mittelpunkt dieses Kreises ist M = (r - ksafe| r). Daraus ergibt sich durch Umformen nach

Vi

Ve =1r— \/TZ—(k_r_ksafe )?

r= kegal - ksafe
Da vy nicht unendlich groR werden kann, sondern maximal so grof§ wie v,,,4, ,muss vg noch

normiert und mit v,,,,, multipliziert werden.

(kegal - ksafe) - \/rz - (k —-r—= ksafe )2
kegal - ksafe

vr(k) =

" Umax
pamitgilt: Vg(ksare) = Vmax
Anpassen der Lange des Vektors ?

Der Vektor d' hat zunichst die Linge des Vektors cf, er muss jedoch noch auf die

entsprechende Lange laut der Funktion V; gebracht werden.

Deshalb dividiert man den Vektor d’ zunichst durch seinen Betrag, damit er hat die Lange 1

hat und multipliziert ihn dann mit der gewlinschten Lange. Daraus ergibt sich:

!

'

QU

' VR(|J|) = 17avoid

QU

Aufstellen des tatsachlichen Vektors des Ausweichens

Neben der Vermeidung von korperlichem Kontakt mit anderen Fullgdangern wird das

Erreichen des individuellen Ziels berlicksichtigt. Daher muss, um eine ideale



Bewegungsrichtung zu erreichen, in weiterer Folge ein Kompromiss zwischen der

urspringlichen Bewegungsrichtung und der neu berechneten

Richtung Vavoid erfolgen.

—_

Vavoid + @ = Vinove

Der durch Vektoraddition entstandene Vektor I7mm,e gibt

tatsachliche Richtung und Geschwindigkeit des Ausweichens vor.

4.4. Sonderfall: B liegt anndhernd auf der Achse g

Wenn sich A zu sehr auf B zubewegt, ist der Abstand von B zur Achse g sehr klein. Befindet
sich B auf der Achse g, so bewirkt die Spiegelung dieses Punktes B an der Achse keine
Anderung. In diesen Fillen ist der Betrag von p sehr klein oder null. Dieses Problem wird

gelost, indem bei der Beschreibung von B zwischen zwei Fallen unterscheiden wird..

a-d . N
A+ ~5 "atp falls |p| = pmin
B = |al
a-d . n, -
A+ W.a-l_ln_ﬂ fall5|P|Spmin

Pmin Dezeichnet dabei die Lange ab der B die Spiegelung an der Achse realisiert.

4.5. Person A folgt Person B
In der Realitdt kann man bei Menschenmassen, die sich in gleiche Richtung

entgegengesetzte Richtungen bewegen, eine Strombildung in

die jeweilige Richtung beobachten. Fir die Darstellung in
90°
einem Modell soll daher zu nachst der Winkel zwischen den

Vektoren @ und b berechnet werden. Dafiir bendtigt man

ab
lal|

den Cosinus-Satz: cosp =

=

Im Graphen kann abgelesen werden, in welche Richtung sich

. . . entgegengesetzte Richtung
A nach dem Graphen der Cosinus Funktion, in Bezug auf B

bewegen soll.



Ist der Cosinus von ¢ gleich 1, sind die Richtungsvektoren gleich orientiert, d.h. A soll B
folgen. Ist der Cosinus von ¢ gleich —1, bewegen sich A und B in entgegengesetzte
Richtungen, daher weicht A nach vorherigen Uberlegungen in Richtung von B‘ aus. Ist der
Winkel zwischen den Richtungsvektoren gleich 90° bleibt die Bewegungsrichtung von A
unverandert. Um die beiden Modelle des Ausweichens und des Folgens mit einander zu
verbinden, sind weitere Uberlegungen notwendig. Ist A nach dem vorherigen Modell in
Richtung von B’ ausgewichen, soll es sich nun abhangig vom Bewegungsvektor von B
bewegen. Bewegt sich B in eine annahernd gleiche

Ausweichen

Richtung wie A, soll A seinen Bewegungsvektor an B

orientieren, also B folgen.

Nebenstehend sind die beiden Annahmen graphisch

gegenibergestellt.
A
Der Punkt C der in diesem Fall anstelle von B’
angepeilt wird, soll auf der Verbindungsstrecke von B

zu B’ liegen. Dies lasst sich mathematisch durch eine ‘} keine =
ausweichen Reaktion olgen

| |

| e
ein bisschen ein bisschen
ausweichen folgen

Konvexkombination ausdricken. Diese beschreibt

einen beliebigen Punkt auf der Verbindungsstrecke
zwischen B und B‘. Mathematisch bedeutet das, dass

ausgehend vom Punkt B ein Vielfaches des Vektors

von B’ nach B addiert wird, wobei dieses Vielfache A
zwischen 0 und 1 liegen soll: A
0<1<1 \
C=1-(B—B)+B ) e

Daraus folgt fiir den Punkt C B. 7‘ 4.8
C=2-B+(1-1)B

Dies ist besagte Konvexkombination. /
Auch wird der Vektor von A nach C benoétigt: /
c=C-A /




Damit dies mit der Berechnung des Winkels zwischen den Bewegungsvektoren in
Verbindung gebracht werden kann wird folgendes angenommen:

cosp=1 A=1

cosp=—1 1=0

Um auch Punkte, die zwischen B’ und B liegen, zu beschreiben soll aullerdem folgendes
gelten:

—1<cosp<1 0<1<1

Diese Annahme lasst sich am Einfachsten durch eine lineare Funktion beschreiben

AA
14—

/ A=0,5 -cosp +0,5

Aus den drei Annahmen

e C=1B+(1-1)-FB
e c=C-A
e 1=0,5"-cosp+0,5

o

lasst sich die Formel Vgy0iq = : 5R(|d|) fir die Beschreibung des Folgens aufstellen.

oY

5. Simulationen des Ausweichens mit C++

Die aufgestellten Formeln und Uberlegungen wurden auch in mit Hilfe eines Programms
simuliert. Zuerst sollte diese Simulation mit Hilfe des Programms NetLogo realisiert werden,
jedoch stellte sich die Abstandsmessung zu den anderen turtles als schwierig heraus. Auch
laufen Programme in NetLogo relativ langsam, sobald viele Individuen simuliert werden. Da
das entwickelte Modell aber auch an simulierten Menschenmassen mit mehreren hundert
Individuen getestet werden sollte, wird entschieden, ein Programm mit C++ zu schreiben.
Dieses greift auf die Programmbibliothek OpenCV zuriick, um die Individuen etc. zu

zeichnen.



Die Individuen werden durch Instanzen der Klassen ,human“ beschrieben. Jedes Objekt
dieser Klasse besitzt Variablen, die unter anderem seine momentane Geschwindigkeit, seine
Position und sein Ziel beschreiben. Alle Individuen werden in einem Array verwaltet, dessen

GroRe Uber die Variable POPULATION bestimmt wird.

Die Funktion human::updateVelocityVect ist fiir das Ausweichen zustandig, sie verandert den
Geschwindigkeitsvektor (im mathematischen Modell: @) so, dass es zu keiner Kollision
zwischen Individuen kommt, unter Berlicksichtigung der Richtung zum Ziel und der
Bewegungsrichtung der anderen Individuen. Sie berechnet den Abstand vom aufrufenden
Objekt zu jeder anderen Instanz der human-Klasse und falls der Abstand ungleich 0 ist (was
dem Abstand zum aufrufenden Objekt selbst beschreibt) und kleiner als die Konstante kegai
wird ein Ausweichvektor berechnet und zu d addiert. Nach dem Durchlauf der Schleife stellt
d die Summe aller Korrekturvektoren dar, wird normiert und mit der Geschwindigkeit des

Objekts multipliziert.

Die Berechnung des Korrekturvektors basiert auf dem entwickelten Modell, jedoch waren
ein paar Anpassungen erforderlich, um zufriedenstellende Simulationsergebnisse zu
erhalten. Wird nur das Modell verwendet, bewegen sich die Objekte oft libereinander. Um
das zu verhindern, wird im Programm zuerst gepriift, ob es zu einer Kollision zwischen den
Objekten kommt, sprich ob die Distanz zwischen beiden Mittelpunkten kleiner als der Radius
mal 2 plus einem Sicherheitsabstand von einem Pixel ist. Ist das der Fall, bewegt sich das

aufrufende Objekt vom anderen Individuum weg.

Dvect.x = humanArray[i].position.x - position.x;
Dvect.y = humanArrayli].position.y - position.y;
if(dist <= size*2+1) {
length = sqrt(pow(Dvect.x, 2) + pow(Dvect.y, 2));
Dvect.x /= length;
Dvect.y /= length;
Dvect *= (-1)*velocity;
position += Dvect;
}

Um Problemen bei direktem Aufeinandertreffen vorzubeugen, wird die Ldnge von p geprift
und falls sie die Ldnge von 10 Pixeln unterschreitet wird p als Normalvektor von a neu

aufgestellt, normiert und auf eine zufallige Lange gebracht.



float length = sqrt(pow(p.x, 2) + pow(p.y, 2));
if(length < 10) {

p.x = velocityVect.y;

p.y = (-1.0f)*velocityVect.x;

float length = sqrt(pow(p.x, 2) + pow(p.y, 2));
p.x /= length;
p.y /=length;

p *=(rand() % 5 + 6.0f);

Eine weitere groRBere Anpassung war das Einfihren einer Bremsfunktion, falls sich viele
Individuen auf engem Raum befinden. Dazu wird jede Distanz zwischen aufrufendem Objekt
und anderen Individuen in einer Variablen gespeichert, sofern diese Distanz die Konstante

ksafe unterschreitet. Danach wird der Mittelwert gebildet und der Geschwindigkeitsvektor

mit einem Faktor zwischen 0 und 1 multipliziert, welcher durch die Formel (xxTc) berechnet

wird. Die Konstante ¢ bestimmt die Steilheit der Funktion und ist im Moment auf 15 gesetzt.

Ergebnisse der Simulationen
1. Ein dynamischer und ein statischer Punkt

Die erste Simulation zeigt ein Individuum, welches sich

S TTT——

leicht versetzt auf ein zweites, statisches zubewegt.

Die schwarze Linie zeigt die Bewegung des Individuums von links nach rechts. Sobald der
festgelegte Abstand kegs unterschritten wird, beginnt das Ausweichmandver, wobei die
Ausweichrichtung immer einen Kompromiss zwischen dem Wegbewegen vom potenziellen

Kollisionsobjekt und der Richtung zum Ziel darstellt.

2. Zwei dynamische Punkte

In der zweiten Simulation bewegen sich zwei

Individuen, wieder leicht versetzt, aufeinander
zu. Die Bewegungslinien sind sehr dhnlich zu der

in der ersten Simulation.



3. Zwei frontale dynamische Punkte

In der nachsten Simulation bewegen sich beide

—_N\

direkt aufeinander zu. In diesem Fall ist der
p-Vektor gleich 0, was dazu fiihrt, dass das
Programm einen neuen mit zufalliger Lange aufstellt. Das Ergebnis ist nahezu identisch zu

Simulation 2.

4. Vier dynamische Punkte

Als nachstes wurde die Anzahl der Individuen auf 4
verdoppelt und sie bewegen sich nun von allen vier Seiten
aufeinander zu. Man erkennt, dass alle unterschiedlich stark
ausweichen. Die Ausweichbewegung erscheint plausibel, ’/—]\
jedoch koénnen sich in der Realitdt andere Konstellationen

ergeben.

5. Menschenstrome durch Simulation des Folgens

Die folgenden Simulationen zeigen das
Verhalten von Menschenmassen, die sich in
entgegengesetzte Richtungen bewegen.
Dadurch, dass das mathematische Modell das
Verfolgen von Individuen moglich macht, bilden

sich wie in der Realitat kleine Strome, also

Linien von Individuen , die sich in die gleiche Richtung bewegen. Vergleiche mit Videos von
Experimenten zeigen, dass die Simulation in diesem Aspekt beinahe exakt dem Verhalten

von realen Menschenmassen entspricht.

6. Erweiterung durch Hindernisumgehung

Die zuvor geschriebenen Simulationen wurden so erweitert, dass die Individuen auf ihrem
Weg zum Ziel Hindernisse umgehen konnen. Das funktioniert folgendermafien: Ein spezielles

Programm berechnet ein Graustufenbild, welches fiir jeden Punkt die Distanz zum Ziel



angibt. Ein Verlauf von Weil} nach Schwarz zeigt den Weg. Die Individuen missen sich nun
nur noch unter Berlicksichtigung der zuvor erstellten Regeln in die Richtung bewegen, in der

die Pixelwerte am starksten abnehmen. Dadurch kann das Verhalten von Menschen zum

Beispiel bei der Evakuierung eines Gebdudes sehr realitatsnahe simuliert werden.

6. Simulationen der Bewegung von Menschenmassen mit Netlogo 4.1.3

6.1. Menschenmassen an einer T-Kreuzung

Mit der Software Netlogo wurde eine Simulation (ber das Verhalten von kleineren
Menschenmassen an einer Kreuzung simuliert. Mit einem simplen Modell, das drei Gruppen
mit jeweils verschiedenen Ausgangspositionen zu verschieden definierten Zielen starten
lasst, wurde begonnen.

Die gesteuerten turtles (Objekte, die Menschen simulieren sollen) bewegten sich zunachst
noch Ubereinander. Durch Abstandsberechnungen konnte dieses Problem vermieden
werden um die Simulation realistisch zu gestalten. Fiir diese Berechnungen wurde der
Vektor zum Ziel durch die Differenz der Koordinaten des Ziels und denen des
Ausgangspunktes angegeben. Die Liange des Richtungsvektors wird mithilfe der
Quadratwurzel der addierten Quadrate von X und Y berechnet und die Geschwindigkeit
jedes einzelnen turtles in Richtung X und Y wurde dann durch den Einheitsvektor definiert.
Das Programm berechnet fortlaufend den Abstand zwischen jeden turtle und multipliziert

die Geschwindigkeit mit vel_fac > 0 um die Geschwindigkeit bei einem zu geringen Abstand



zu verringern und um das Betreten ,verbotener” Zonen zu vermeiden. Wenn die kritische
Distanz zwischen einem orangen oder violetten mit einem gelben oder griinen turtle und
gleichzeitig der ,verbotenen” Zone erreicht wird, wird automatisch die Geschwindigkeit der
betroffenen orangen und violetten turtles auf O gesetzt. Ist das Ziel von den turtles erreicht

verringert sich die Geschwindigkeit auf 0.

ask turtles

set dirX xTarget - xcor Berechnung des Richtungsvektors

set dirY yTarget — ycor

set len sqrt(dirX * dirX + dirY * dirY) Berechnung der Lange des Vektors

setvx dirX/ len Definieren der Geschwindigkeit durch den

Einheitsvektors

set vy dirY / len

if (vx I=0o0r vy !=0) Ausrichtung der turtles in Richtung der
Zielkoordinaten bei
Geschwindigkeit # 0

set heading (atan vx vy)

Diese Simulation soll zeigen, wie 4 Menschengruppen reagieren, wenn sie an einer Kreuzung
interagieren und verschiedene Ausweichbewegungen erfolgen miissen. Es entstehen 3
Stréme mit 2 verschiedenen Zielrichtungen. 2 mit denselben Ziel an den Seiten und in der
Mitte ein Gegenstrom. In dieser Simulation kann man die Zahl der Versuchspersonen

beliebig erhéhen um die Auswirkungen der GréRendnderungen genau beobachten zu

kénnen.




6.2. Evakuierung durch 3 Tiiren

Danach wurde eine Simulation mit NetLogo gestartet, die die Idee hatte eine grolle Menge
von Menschen durch 3 gleich groRe Fluchtwege zu schicken um so eine Evakuierung zu
simulieren. Es wurden zwei Varianten fiir diese Evakuierung angefertigt, um beobachten zu
kénnen, welche Auswirkungen die jeweiligen Bedingungen auf die Dauer der Evakuierung
haben. Die Basis bildet die vorherige Simulation (Abschnitt 6.1.) mit der
Abstandsberechnung. Es wurden lediglich die Ziele mit Checkpoints anders angeordnet. Die
Checkpoints wurden mit Bedingungen verbunden. Sollten turtles in einem bestimmten
Bereich (x- und y-Koordinate) spawnen dann wird das Ziel auf den nachstgelegenen
Notausgang gesetzt. Wird dieses Ziel erreicht, wird es automatisch auf xNewTarget gesetzt,
das in einem gestreuten Bereich auRerhalb des zu evakuierenden Gebdudes liegt. Somit

konnte ein grobes Modell fiir eine Evakuierung erstellt werden.

l,

6.3. Stau vor Tiiren

Mit der interaktiven Programmieroberflaiche NetLogo
4.1.3 wurde die Bewegung von drei Gruppen simuliert.
Die Gruppen haben je einen verschiedenen
Ausgangspunkt und bewegen sich auf verschiedene
Ziele durch enge Offnungen, Tiren eines Hauses. Die
Simulation zeigt die Stauung vor den Tiren. In solch
einer Notsituation féllt es schwerer, von der Seite

durch die Tiir zu kommen, als direkt durchzugehen. Um

Panik zu vermeiden, sollten sich die Individuen in

Reihen anstellen.

Zuerst platziert man drei verschiedene Gruppen von turtles, in drei Farben definiert, an

verschiedenen Punkten. Jede Gruppe soll eine bestimmte Offnung durchqueren. Wenn sie



an die schwarzen patches an gewissen x-Koordinaten stoBen, miissen die turtles entweder

nach links oder rechts gehen, um durch die Tiren zu kommen.

if (pcolor = black) ;; wenn die Farbe des Patches schwarz ist

[

if (xcor >-1 and xcor < 9) ;; und wenn die x-Koordinaten groBer als
-1 und kleiner als 9 sind

[setvx 1 ;; dann gehen sie eines nach rechts

set vy 0] ;; bleiben aber auf der gleichen Hohe

Mit Hilfe der Abstandsberechnung wurde erreicht, dass die turtles sich gegenseitig

ausweichen und nicht Ubereinander laufen.

ask turtles with [who != [ who ] of myself]

[
if (distance myself < 0.6)

[set vx_temp vx_temp + ([ xcor ] of myself - xcor) * 8
set vy_temp vy_temp + ([ ycor ] of myself - ycor) * 8
set critical_dist 1]

if (distance myself < 0.5) ;; wenn die Distanz zwischen dem
Turtle und einem anderen Turtle kleiner als 0.5 ist
[set vel facvel fac * 0.25] ;;verringert sich die Geschwindigkeit um den Faktor 0.25

7. Simulationen der Bewegung von Menschenmassen mit Matlab

6.1. Konfrontation ohne Hindernisse

Parallel zu den mit NetLogo und C++ angefertigten Simulationen wurde auch eine Simulation
mit Matlab erstellt. Nach einer kurzen Einfiihrung in das Programm durch Dr. Kristian
Bredies wurde die Idee gefasst die Reaktionen von zwei Gruppen, deren Laufbahnen sich bei
der Halfte ihrer Wege normal zueinander schneiden, zu beobachten, doch zuvor musste man
das Problem der Programmierung einer zum Ziel gerichteten Bewegung I6sen. Dies gelang

mit folgendem Code:

d = [wz pz] - [w(i) p(i)];
dbetrag = sqrt(d(1)"2 + d(2)*2);
if (dbetrag > 0)



v = d/dbetrag;
else

v=[00];
end

Dieser Code gibt an, dass der Vektor zwischen den Zielkoordinaten [wz pz] und den
Koordinaten des Punktes/der Person [w(i) p(i)] berechnet wird. Dieser wird hier als d
(=distance) bezeichnet. Danach wird der Betrag dieses Vektors (dbetrag) berechnet. Wenn
die Bedingung , dass der Betrag dieses Vektors groRer als null ist, was gleichbedeutend mit
der Tatsache , dass noch ein Abstand zwischen Person und Ziel vorherrscht , ist, erfillt ist
wird der Geschwindigkeitsvektor v (=velocity) der Person gleich d durch dbetrag gesetzt um
seinen Betrag auf die GroRe eins zu bringen. Ist diese Bedingung jedoch nicht erfillt (= die

Person hat ihr Ziel erreicht) wird v zum Vektor [0 0].

Das néachste zu lésende Problem war, dass der fehlenden Kollisionen und
Ausweichbewegungen der Personen untereinander. Dazu wurde bei den Berechnungen
zwischen Ausweichbewegungen zwischen derselben Gruppe angehdrenden und

verschiedenen Gruppen angehdrenden Personen unterschieden.

for k = eigenegruppe
b = [w(k) p(k)] - [w(i) p(i)];
bbetrag = sqrt(b(1)*2 + b(2)"2);
if (bbetrag < 1) && (bbetrag > 0)

ce = b/bbetrag *(-1) ;

else
ce=[00];
end

end

Dazu wurde wieder ein Abstand (b) berechnet. Auch dieser Abstand zwischen den Personen
einer Gruppe untereinander wurde wieder auf die EinheitsgroRe gebracht. Wenn der Betrag
von b zwischen eins und null liegt gilt ce (=correction eigene Gruppe) = b/bbetrag *(-1) um
eine Korrekturbewegung in die entgegengesetzte Richtung zu bewirken, ansonsten ist ce
[0 0]. Auf dhnliche Art und Weise wurden ca (=correction andere Gruppe) und spater auch
co (=correction obstacle) berechnet und in die Berechnung der Bewegung eingefligt:

w(i) = w(i) + s*(v(1)+ce(1)+ca(1)+2*co(1));
p(i) = p(i) + s*(v(2)+ce(2)+ca(1)+2*co(2));



Die neuen Koordinaten der Personen [w(i) p(i)] setzen sich aus den alten Koordinaten, dem
Geschwindigkeitsvektor v und den Korrekturvektoren ce, ca und co mit dem Zeitschritt s

multipliziert zusammen.

6.2. Evakuierung durch trichterférmigen Ausgang

Nachdem die Programmierarbeit getan war, war das oben beschriebene Szenario (6.1.) mehr
oder weniger realistisch simulierbar. Dabei stellte sich heraus, dass es keinerlei Probleme bei
der Konfrontation von Menschenmassen gibt, wenn genug Platz zum Ausweichen vorhanden
ist, also wurde ein 2. Szenario programmiert, bei dem drei Menschenmassen nahezu
zeitgleich ein trichterartiges Hindernis passieren miissen um ihre Ziele zu erreichen. Dies
verursachte schon wesentlich mehr Probleme und somit dauerte es auch wesentlich langer,
bis sich die Situation aufloste und die Personen ihr Ziel erreichten. AuRerdem zeigten sich
auch Differenzen zwischen der Realitdat und der Simulation. So wichen die Personen in der
Simulation den Hindernissen nicht nur aus, sondern hielten auch Abstand von ihnen auch
wenn dadurch eine Abweichung vom kiirzesten Weg erfolgte. Dies liegt daran, dass der
Grenzwert, ab welchem die Bewegungskorrektur fiir Hindernisse in Kraft tritt, Gber den
Betrag des Abstandsvektors definiert wurde. Ist dieser Wert zu groR bildet sich um die
Hindernisse ein Bereich der nicht betreten wird, ist er jedoch zu klein findet die
Ausweichbewegung zu spat statt oder reicht nicht mehr aus um ein Betreten des

Hindernisses zu verhindern.

Beim Beobachten der Simulation stellte sich folgende Frage: Ist es moglich die Zeit, die
vergangen ist bis auch die letzte Person den Trichter passiert hat, zu verringern? Es kam die
Idee auf ein keilartiges Hindernis in der Mitte des Trichters zu platzieren um die
Strombildung der Personen zu begiinstigen. Die bendtigte Zeit wurde pro Variante Zehn mal
gemessen. Jeweils der hochste und der geringste Wert wurden aus der Wertung genommen
um mogliche Ausreifler zu verhindern. SchlieRlich wurden die Durchschnittswerte berechnet
und verglichen. Dabei kam man zu folgendem Ergebnis: Die durchschnittlich benétigte Zeit
ohne Keil betragt ca. 56 Sekunden, mit jedoch nur ca. 51 Sekunden. Dies entspricht einer
Reduktion um fast 9%. Es wadre sehr interessant diesen Versuch auch in der Realitat

durchzufiihren. Leider stehen uns die Mittel dazu nicht zur Verfligung. Auf der folgenden



Seite sieht man zwei Bilder auf denen man das Verhalten der Personen, einmal mit und

einmal ohne Keil, erkennen kann.

20 20

Resumé

Nach einem raschen Kennenlernen hatten wir die Moglichkeit entsprechend unseren Interessen fiir
Mathematik, Physik und Programmieren eine Woche lang uns mit dem Thema der Modellierung der
Dynamik von FulRgangern zu beschaftigen. Innerhalb der Gruppe fanden wir uns automatisch in
kleinen Teams von zwei oder drei Personen zusammen. In den meisten Fallen in Partnerarbeit, teils
mit Hilfe von Kristian, teils in Gemeinschaftsarbeit und teils in Einzelarbeit organisierten wir uns in
Prozessen des Ideensammelns, des Aufstellens von mathematischen Aussagen sowie beim
Experimentieren mit Computersimulationen und schlieflich beim Verfassen dieser Dokumentation.
Wir hatten viel zu lachen, viel zu durchdenken und haben trotz der langen Arbeit viel Spal gehabt.

Wir haben das Gefiihl etwas Gemeinsames geschaffen zu haben, denn die Ergebnisse wirken

interessant, da sie mit der Realitdt der Menschenbewegungen gut zu vergleichen sind.
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1 Einleitung

Wir alle kennen verschiedene Ranglisten. Sie zeigen uns durch eine Ratingzahl eine
Bewertung von Spielern oder Mannschaften in Punkten und jene Mannschaften mit
einer hoheren Punktezahl belegen hohere Positionen. Doch wie werden beispielsweise
Rankings in FuBball, Schach oder Tennis aufgestellt? Und wie bekommt man solche
Punkteratingsysteme? Kann man nun auch ein Ergebnis mit Hilfe eines solchen Ratings
vorhersagen? Wie kann man vorige Spiele in ein Ratingsystem einflieBen lassen? Diese
und noch viel mehr Fragen kann man sich zu diesem Thema stellen und wir haben in
unserem Projekt versucht moglichst viele Fragen zu beantworten und im Speziellen
Arten des ELO-Ratings zu erforschen, benutzen und zu beobachten.



2 Verschiedene Ranglisten

2.1 Tennis
Im Tennis werden Ratings mittels des ATP-Rankings, dem so genannten Entry System
vergeben und daraus entsteht eine internationale Rangliste.

Das System des Entry Systems bericksichtigt nur die Punkte eines Spielers innerhalb der
letzten 52 Wochen. Solche Punkte kann man durch das Erreichen einer bestimmten
Runde in einem Turnier bekommen. Neben den Punkten, die man durch die Siege in
einem Turnier bekommen kann, werden zusatzlich noch Zusatzpunkte, wie
Qualifikationspunkte addiert. Aber nicht in jedem Turnier sind die Punkteverteilungen
gleich, es gibt 12 Pflichtturniere: 4 Grand Slam Turniere und 8 Masters-1000 Turniere. Ein
Sieg eines Grand Slam Turniers bringt mehr Punkte ein, als ein Sieg eines kleinen
Turniers. AuRerdem flieBRen nicht alle Punkte, die man in verschiedenen Turnieren
gewinnt bei dem Rating ein, sondern nur die 18 besten Turnierergebnisse. Bei dem
Frauen-Ranking, dem WTA Tour Ranking, ist das System ziemlich gleich, die Unterschiede
liegen nur darin, dass es im ATP-Ranking mehrere kleine Regeln gibt, die man zusatzlich
beachten muss, wie beispielsweise die Regel, dass bei den TOP 30 der Herren
mindestens 4 ATP Turniere in die Wertung einflieRen mussen, und dass bei dem Frauen-
Rating nur die besten 16 Turnierpunkte innerhalb der letzten 52 Wochen gezahlt
werden.

AuBBerdem gibt es noch das ATP-Race. Dies ist eine Form des Rankings, bei der alle
Spieler zu Beginn der Saison 0 Punkte bekommen. Man kennt solche Ranglisten, die jede
Saison bei 0 starten auch beispielsweise von Schildufern oder in der Formel 1. Der
Gewinn von Punkten erfolgt nun ziemlich gleich wie bei ATP-Rankings. Es gibt aber auch
Rankings fir Frauentennis, die mit Beginn einer neuen Saison wieder von 0 beginnen,
sowie ein Ranking fiir Teams, jedoch funktionieren alle Systeme sehr dhnlich. Man kann
anhand einer Aufteilungstabelle vergleichen, wie viele Punkte welcher Sieg in welcher
Runde bei welchem Turnier einbringt.

Nach der Analyse dieses Systems haben wir uns Gedanken gemacht, was bei dieser
Bewertung gut ist und was eventuell noch berlicksichtigt oder verbessert werden kann.
Zunachst haben wir erkannt, dass man die Punkte nur fiir Siege bekommt. Diese
Punktezahl variiert zwar bei den verschiedenen Turnieren und Runden, jedoch nicht bei
den Gegnern. Das heilt wenn man einen sehr starken Gegner besiegt, bekommt man
gleich viele Punkte dafiir, als ob man gegen einen der schwachsten Konkurrenten
gewinnt.

Andererseits kann ein Tennisspieler verletzungsbedingt oder wegen gesundheitlicher
Probleme ausfallen und beispielsweise nicht an einem Turnier teilnehmen, das sehr grof
und wichtig ist und wo man viele Punkte erzielen kann, so schlagt sich das Fehlen dieser



wichtigen Punkte fiir 52 Wochen nieder, denn erst nach diesem Zeitraum werden die
alten Ergebnisse nicht mehr im Rating berticksichtigt.

2.2 FIFA-Rating System

Das meistbenutzte, und wohl auch bekannteste Rating System fir
FuBballnationalmannschaften ist jenes der ,Fédération Internationale de Football
Association”’, zu Deutsch die ,,Internationale Féderation des VerbandsfuBballs™, oder
kurz FIFA. Jenes Rating System errechnet die Punkte der Nationalmannschaften anhand
des Ergebnisses eines Spiels, der Prioritat eines Spiels, der Starke des Gegners und auch
anhand der Starke der Konfoderation (z.B. UEFA, CONMEBOL, CONCACAF) welcher die
Mannschaften angehoren. Die Punkte verlieren aber auch ihren Wert direkt proportional
zu ihrem Alter.

All jene Daten werden nach Spielende in folgende Formeln eingesetzt:

P=P1+P2+P3+P4

P2=Px2*0,5
P3=Px3*0,3
P, =P, 02

Pb=P,+Mx*I*T=%C)
P: Punktestand der Mannschaft nach Spielende

P;: sind alle Punkte die in einem Zeitraum, der jinger als 12 Monate ist, erlangt worden
sind

P,: sind alle Punkte die in einem Zeitraum, der jlinger als 24 Monate, aber alter als 12
Monate ist, gesammelt worden sind (PxZ) und dann mit dem Entwertungsfaktor

von 0,5 multipliziert worden sind

P5: sind alle Punkte die in einem Zeitraum, der jiinger als 36 Monate, aber dlter als 24
Monate ist, gesammelt worden sind (sz)und dann mit dem Entwertungsfaktor von

0,3 multipliziert worden sind

P,: sind alle Punkte die in einem Zeitraum, der jinger als 48 Monate, aber dlter als 36
Monate ist, gesammelt worden sind (Px4) und dann mit dem Entwertungsfaktor

von 0,2 multipliziert worden sind
P.: st eine stellvertretende Zahl, statt P, kann man auch P, bis P, einsetzen

P,: der Punktestand der Mannschaft vor Spielbeginn



M: Spielergebnis
M wird zu

3: wenn die Mannschaft das Spiel nach reguldarer Spielzeit oder nach
Verlangerung gewonnen hat

2: wenn die Mannschaft das Spiel durch Elfmeter schieRen gewonnen hat

1: wenn die Mannschaft unentschieden gespielt hat, oder das Spiel durch
ElfmeterschieRen verloren hat

0: wenn die Mannschaft verloren hat
I:  Prioritat des Spiels
| wird zu

1,0: bei Freundschaftsspielen

2,5: bei Qualifikationsspielen fir WM bzw. Kontinentalmeisterschaftsendrunden
(z.B. EM, Afrika-Cup)

3,0: bei Kontinentalmeisterschaftsendrunden
4.,0: bei Weltmeisterschaftsendrunden

T: Starke des Gegners

T = 200- Pg;

P;: Position des Gegners im FIFA-Ranking

T nimmt automatisch den Wert 200 an wenn der Gegner auf Weltranglistenposition eins
steht.

Wenn der Gegner eine schlechtere Weltranglistenposition als 150 innehat, nimmt T
trotzdem den Wert 50 an.

C: Mittelwert der Starken beider Kontinentalverbdnde denen die Mannschaften
angehoren.

Ky +Kg
2

K ,:Starke des Kontinentalverbandes von Team A
Kp:Starke des Kontinentalverbandes von Team B

Die Starken der Kontinentalverbande werden folgendermaRen berechnet:



Zuallererst analysiert man die Spiele der vergangenen drei Weltmeisterschaftsendrunden
und sortiert jene Spiele aus in denen Mannschaften mit dem gleichen
Kontinentalverband  gegeneinander gespielt haben. Nun werden jedem
Kontinentalverband Punkte vergeben. Ein Punkt fiir einen Sieg und 0,5 Punkte fiir ein
Unentschieden. Der nachste Schritt ist es die so erlangten Punkte durch die Anzahl der
Spiele zu dividieren in denen Mannschaften jenes Kontinentalverbandes beteiligt
gewesen sind. Des Weiteren werden nun die erhaltenen Zahlen verglichen, die hochste
dieser Zahlen wird als Py4x bezeichnet. Der letzte Schritt, um die Starke des
Kontinentalverbandes (S,,;,) zu ermitteln, ist es die aus der Division erhaltenen Zahl Py
in folgende Formel einzusetzen:

Scon =

Aus jener Reihe von Rechnungen und Analysen haben sich fiir die Kontinentalverbande
folgende Zahlen ergeben:

UEFA (Europa): 1,00
CONMEBOL (Sudamerika): 1,00
CONCACAF (Nord- und Mittelamerika, sowie die Karibik): 0,88
CAF (Afrika): 0,86
AFC (Asien und Australien): 0,86
OFC (Ozeanien): 0,85

Vor- und Nachteile

Die Vorteile des FIFA-Rating Systems sind, dass man die aktuellen Starken der
Mannschaften misst, d.h. dass man nicht jene Punkte miteinberechnet die erreicht
worden sind, als die Mannschaft noch viel stiarker war. Wiirde man diese Punkte
miteinberechnen, dann wiirde man nur das Ergebnis verzerren und es ware nicht mehr
so aussagekraftig. Ein weiterer Vorteil ist, dass man keine Punkte horten kann, um eine
bessere Bewertung zu bekommen, da alle Punkte sich bereits nach einem Jahr nach und
nach entwerten.

Die Nachteile jenes Systems sind, dass weder der Heimvorteil, noch die Dominanz des
Siegers mit einberechnet werden. Es lassen sich anhand der Rangliste mathematisch
auch keine Ergebnisse berechnen. Ein weiterer Nachteil ist, dass anhand der
Punkteentwertung ein stetiger Spielzwang herrscht. Dem ist aus jenem Grund nicht
immer leicht entgegenzuwirken, da nicht jede Mannschaft bei Turnierendrunden



mitspielen, dadurch gehen viele Punkte verloren und man kommt nur schwer von den
hinteren Ranglistenpositionen weg.

2.3 ELO-System
Besser geeignet fiur die Vorhersage von Ergebnissen ist das Elo-System, das beim Schach
und Go zum Einsatz kommt. Das Modell hinter diesem Rating ist schon etwas
komplizierter als bei den vorhin erwahnten Systemen. Die Formel fiir die Berechnung der
Eloanderung lautet:

R'p=Ry+k=(S4—Ey)
R',; neues Rating fur Spieler A
R,: altes Rating von Spieler A

k: Faktor, der bestimmt wie sehr die neue Partie gegeniiber dlteren Partien gewichtet
wird, also umso groRer k ist, umso mehr Bedeutung hat der Ausgang der Partie fiir
die Ratingverdanderung von Spieler. ab 2400 Elo gilt k = 10 und darunter k = 15.

S,: Ergebnis, das der Spieler A in der Partie erzielte (1 fiir Sieg, % fir Remis, 0 fir
Niederlage)

E,: Punkteerwartung fur Spieler A

Anmerkung: Der zurzeit beste Spieler hat ein Rating von 2835 Elo, ein guter
Vereinsspieler etwa 2000 Elo, ein Anfanger 1200.

Hier fallt auf, dass es im Gegensatz zu den anderen Rating-Systemen auch eine
Punkteerwartung, also in anderen Worten die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler
gewinnt, berlcksichtigt wird. Nun stellt sich aber die Frage, wie man diese
Punkteerwartung berechnen kann. Klar sollte sie hoher sein wenn man gegen einen
schlechteren Gegner spielt und umgekehrt niedriger wenn man sich mit einem besseren
Spieler misst. Doch um auf wirklich genaue Werte zu kommen, miissen wir uns genauer
mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung beschaftigen.

Da die tatsachliche Spielstarke die ein/e Spieler/Mannschaft in einer Begegnung an den
Tag legt von vielen Faktoren (Tagesverfassung, Trainingsaktivitdt, Verletzungen,
Ausfadlle) abhangt, entspricht die Spielstarke nie genau dem Rating. Sei nun der
Einfachheit halber mit Spielstarke die Ratingzahl gemeint, die der Leistung entspricht die
der Spieler in dieser Begegnung an den Tag legt.

Nun nimmt man an, dass die Wahrscheinlichkeiten, mit der gewisse Spielstarken
auftreten, nach einem gewissen Muster verteilt sind. Beim Elo-Rating nimmt man an,
dass die Spielstarken normalverteilt sind, eine weitere Verteilung die bei Ratingsystemen
verwendet wird, ist die Extremwertverteilung.



Bevor wir mit der Berechnung des Erwartungswertes fortfahren, ist es sinnvoll die
Normalverteilung genauer zu betrachten, um die folgenden Schritte besser verstehen zu
kénnen.

Bei einer Normalverteilung sind die Werte symmetrisch um einen Mittelwert verteilt.
Wobei die Werte umso seltener auftreten, umso weiter sie vom Mittelwert entfernt
sind. Charakteristisch fiir die Normalverteilung ist folgender Satz: Zufallsvariablen sind
dann normalverteilt, wenn sie durch Uberlagerung einer groRen Zahl von unabhingigen
Einflissen entstehen, wobei jede einzelne Einflussgrole einen im Verhaltnis zur
Gesamtsumme unbedeutenden Beitrag liefert. Die Dichtefunktion der Normalverteilung
ist die berihmte GauR’sche Glockenkurve. Die Formel fir die Dichtefunktion der
Normalverteilung lautet:

e 2

1
(x) =
! oV2m
u:  Mittelwert (Werte im Bereich um den Mittelwert treten am haufigsten auf)

o: Standardabweichung (Wie sehr die Werte vom Mittelwert abweichen, wird sie
groRer, ist die Kurve flacher)

Die Formel fiir die dazugehdrige Verteilungsfunktion lautet:

x 1(t—u

F(x) =
oV2m J_w

Die Verteilungsfunktion an der Stelle x gibt an, wie grol} die Wahrscheinlichkeit ist, dass

der Wert der Zufallsvariable kleiner gleich x ist. Logischerweise liegen alle Werte im

Bereich von 0 und 1.

Die Normalverteilung mit p =0 und o =1 wird Standardnormalverteilung genannt.
Zwischen einer Verteilungsfunktion und der Standardnormalverteilung herrscht
folgender Zusammenhang:

Fe) = (%)



Dichtefunktion der Normalverteilung
mit y=0 und 0=100

0.005

-300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250 300

Ein Beispiel aus der Praxis sind die Fertigungsfehler von Werkstliicken. Nehmen wir an
jemand produziert Schrauben mit einer Solllange von 50mm. Da er aber sehr ungenau
arbeitet, werden einige Schrauben 49mm lang, andere wiederrum 51mm. Die meisten
werden aber 50 mm lang, ebenso ist der Durchschnitt aller Lingen 50mm und die Lange
kann von vielen Faktoren beeinflusst werden, die Werte der nun auftretenden Langen
der Schrauben sind also normalverteilt. Die Standardabweichung gibt nun an, wie stark
die Werte streuen. Ist sie klein liegen beinahe alle Langen im Bereich um 50mm, ist sie
grol3, weichen viele Langen vom Sollwert ab.

Sehen wir uns die Berechnung des Erwartungswerts nun anhand eines Beispiels an.
Nehmen wir an ein Spieler hatte 2000 Elopunkte. Nun ist klar, dass seine Spielstarke
nicht immer 2000 Elo entspricht, einmal wird sie womdglich 1900 Elo entsprechen, an
einem guten Tag vielleicht 2200. Trotzdem wird die Spielstarke meist in einem Bereich
um 2000 Elo sein und im Mittelwert wird sie genau dem Rating des Spielers
entsprechen, also in unserem Fall 2000 Elo. Stellt man diese Verteilung nun anhand
eines Graphen dar, erhalt man die bekannte GauR’sche Glockenkurve:



Spielstarkenverteilung bei 2000 Elo
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Die Frage wie die Standardabweichung nun sinnvoll zu wahlen ist, benotigt schon langere
Beobachtungen von Partien. Durch Nachpriifung von einigen Eloberechnungen konnten
wir leicht feststellen, dass die Standardabweichung mit 200 gewahlt worden ist, ob
dieser Wert allerdings sinnvoll ist, wird in einem spateren Kapitel behandelt.

Nun stellen wir uns vor unser Spieler tritt gegen einen Kontrahenten mit 1800 Elo an,
dabei sind die beiden erwarteten Spielstarken der beiden normalverteilt:

Spieler B mit 1800 Elo Spieler A mit 2000 Elo

1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

Wenn jetzt die Spielstarke des Spielers A hoher als die des Spielers B ist, gewinnt er,
wenn sie niedriger ist, verliert er. In der Praxis kann natirlich eine Partie auch Remis
enden, dies kdnnen wir vorerst aber einmal vernachldssigen, da es kaum Anderungen
der Punkteerwartung bewirkt.



Nun ist fir den Ausgang der Partie also der Unterschied der beiden aufgetretenen
Spielstarken (Spielstarke A — Spielstarke B) entscheidend. Ist sie grofRer als 0, gewinnt
Spieler A, ist sie kleiner, Spieler B. Um nun die Wahrscheinlichkeit fir einen Sieg von
Spieler A zu berechnen, muss man die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass der
Unterschied grofRer 0 ist. Mit Hilfe der Integralrechnung kdnnen wir zeigen, dass auch die
Differenzen der beiden Spielstiarken ebenso normal verteilt sind, der Beweis dafir
erfordert jedoch hohere Mathematik und ist daher hier nicht angefiihrt.

Die Differenz der beiden Spielstirken sind mit dem Mittelwert pu; — p, und einer
Standardabweichung von V2 * ¢ normalverteilt, wobei Y, ...Elozahl Spieler A,
W, ...Elozahl Spieler B und o...Standardabweichung der beiden Spielstarke (= 200). In
unserem Beispiel wadre nun der Mittelwert 2000 — 1800 = 200 und die
Standardabweichung V2 * 200. Graphisch sieht dies wie folgt aus:

Normalverteilung bei der Begegnung

0.0014 von Spieler A (2000 Elo) mit Spieler B (1800 Elo)

0.0012
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Nun ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler B gewinnt, also ident mit der
Wahrscheinlichkeit, dass die Differenz kleiner 0 ist. Dies ist bekanntlich gleich der Flache
unter der Kurve von —oo bis 0, also das Integral im Intervall von —oo bis 0:

0 0 0 2
1 1/x—u 2 1 _1(96—200)
PB:] xzf e‘i(a)dxzf—ezzooﬁdx
(B) _oof() J o 2T 200V 221

— 00

Der Wert ist nun derselbe wie der Funktionswert an der Stelle 0 von der zugehorigen
Verteilungsfunktion:

F(0)

1 |
= f e_i(
200221 J_o



Da man diesen Wert nicht explizit ausrechnen kann, missen wir den oben erwahnten
Zusammenhang verwenden. Die Werte der Standardnormalverteilung kann man dann in
einer Formelsammlung nachschlagen:

0—200 —V?2
P(B)=F(0)=¢(W)=¢<T\/_>=O,Z4

Analog kénnte man nun die Siegwahrscheinlichkeit von Spieler A berechnen, da aber die
Gewinnwahrscheinlichkeiten der beiden Spieler zusammen 1 ergeben missen, kdnnen
wir uns die vorigen Schritte ersparen:

P(A)=1-P(B)=1-0,24=0,76
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0.0012 Gewinnwahrscheinlichkeit
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Nun wird also angenommen, dass der Spieler A mit einer Wahrscheinlichkeit von 76%
gewinnt, oder anders gesagt in 100 Partien 76 Punkte erzielt. Wirde nun unser Spieler A
die Partie gewinnen, wiirde sich sein neues Rating also wie folgt berechnen lassen:

R'y=Rs+k*(S4—E,) =2000+ 15(1—0,76) = 2003,6
Dies ware nun sein neues Rating, da bei dieser Spielstarke liblicherweise k = 15 gilt.

Nun wissen wir also, wie die Berechnung des Elo-Rating erfolgt, in einem der folgenden
Kapitel werden wir uns noch intensiver damit beschaftigen und anhand einer Datenbank
von 65000 Partien prifen, ob die Berechnung eigentlich die Realitat widerspiegelt.

2.4 ELO-Rating fiir Fufdball

Ein weiteres, aber nicht so bekanntes, Rating System fiir FuRballnationalmannschaften
ist das ELO-Rating System. Wie auch das der FIFA berechnet es die Punkte anhand des
Ergebnisses und der Prioritdt des Spiels. Jedoch werden die Starke der Konfoderationen
und die Position des Gegners nicht bericksichtigt. Daflr lasst es die Dominanz des
Siegers, anhand der Tordifferenz, das erwartete Ergebnis, anhand der



Siegeswahrscheinlichkeit der Mannschaft, fiir die die Punktezahl berechnet wird, und
auch den Heimvorteil in das Ergebnis miteinflieBen. Anders als bei der Rating-
Berechnungs Methode der FIFA, verjahren die Punkte nicht. Dafiir verliert der Verlierer
der Partie, bzw. bei Unentschieden die Mannschaft mit der hoheren
Siegeswahrscheinlichkeit, Punkte in Hohe der Punkte die das andere Team gewonnen
hat.

All jene Daten werden in folgende Formeln eingesetzt:
Ry,=R'y+P

P=Kx«xG*x(W—-W,)

R,4: neuer Punktestand der Mannschaft A nach Spielende
R',: alter Punktestand der Mannschaft A

P: jene Punkte, die anhand des Spielergebnisses eruiert werden und dann zu den alten
Punkten dazu addiert werden

K: Prioritat des Spieles
K wird zu:
60: bei Weltmeisterschaftsendrunden
50: bei Kontinentalmeisterschaftsendrunden
40: bei WM- und Kontinentalmeisterschaftsqualifikationen
30: beianderen Turnieren

20: bei Freundschaftsspielen

wennTD < 2

1
3

G: Tordifferenzfaktor = 2 wennTD = 2
1+

1

D wennTD > 2

TD: Tordifferenz
W': Ergebnis des Spiels (1 fir Sieg, 0,5 fiir Remis und O fiir Niederlage)

W,: Gewinnerwartung der Mannschaft

1

R,A—RIB

1—-10 400

W, =

R',: alte Ratingpunkte der Mannschaft fiir die die neuen Punkte ermittelt werden



R'g: Ratingpunkte, vor Spielbeginn, der gegnerischen Mannschaft

Der Heimvorteil wird miteinkalkuliert, indem man bei der Berechnung der

Siegeswahrscheinlichkeit derjenigen Mannschaft einen Punktebonus von 100 Punkten

gewadhrt, welche zu Hause spielt, d.h.:

R’y =Ry, + 100 x4

R'p = Rp, + 100 * x;

Ry,.: Punkte der Mannschaft A vor Matchbeginn ohne Miteinberechnung des
Heimvorteils

Rp :Punkte der Mannschaft B vor Matchbeginn ohne Miteinberechnung des

Heimvorteils
X1 bzw. x, werden zu

1: bei vorhandenem Heimvorteil

0: bei nicht vorhandenem Heimvorteil
Vor- und Nachteile

Die Vorteile dieser Art von Punkteberechnung sind, dass man auch die
Gewinnerwartungen der jeweiligen Mannschaften ermitteln kann. Gut ist auch, dass
sowohl die Dominanz des Siegers, als auch der Heimvorteil von Wert sind.

Nachteile jenes Systems sind, dass alle je erlangten Punkte miteinberechnet werden, d.h.
es ist keine Punkteentwertung vorhanden. Dadurch flieen auch Punkte in die Wertung
ein, die erlangt wurden als die Mannschaft noch eine andere Starke besal3. Dies fuhrt zu
leichter  Starkeverzerrung. Ein  weiterer Nachteil der nicht vorhandenen
Punkteentwertung ist, dass man Punkte horten kann um einen besseren Rang zu
erhalten, d.h. man spielt so wenig Spiele wie moglich, um nahezu keine Punkte zu
verlieren und um sich somit den bereits vorhandenen guten Platz zu sichern. Etwas was
auch durch dieses Rating nicht zu eruieren ist, ist die Hohe der Wahrscheinlichkeit eines
Unentschiedens.



3 Unsere Ergebnisse

3.1 Genauere Betrachtung des Elo-Systems und Anderungsvorschlige

Wir haben das Elo-System genauer unter die Lupe genommen und allen Einzelheiten des
Systems auf den Zahn gefihlt. Basierend auf einen Datensatz von rund 65000 Partien
aus den Jahren 2000-2008 haben wir uns Verbesserungsvorschlage tberlegt.

3.1.1 Verbesserung der Standardabweichung

Nach ausfihrlicher Analyse der offiziellen Berechnungen der Elozahl haben wir erkannt,
dass die Standardabweichung der Spielstarken mit 200 festgelegt wurde. Allerdings
stimmt bei einem Wert von 200 die Punkteerwartung, die das Elo-System berechnet,
nicht mit den tatsachlich erzielten Ergebnissen in unserer Datenbank Gberein. Damit die
Punkteerwartung mit den tatsachlich erreichten Punkten lbereinstimmt, misste man
die Standardabweichung auf 213,2 erhohen. Dadurch wiirde der Vorteil, den die
schlechteren Spieler aus dem Standardabweichung von 200 ziehen, verschwinden, da
somit die Punkteerwartung fir sie etwas erhoht wird. Zum Beispiel ware nun die
Punkteerwartung fir einen Spieler der 200 Elopunkte weniger besitzt als sein Gegner
anstatt 0,242 jetzt 0,254.

3.1.2 Beriicksichtigung des Vorteils des Weif3spielenden

Ebenso wird im Elo-System der Vorteil, den der Weillspielende hat, nicht berticksichtigt,
allerdings konnten wir feststellen, dass Spieler mit Weil3 deutlich mehr Punkte erzielten
als mit Schwarz. Ebenso sahen wir, dass diesen Vorteil Spieler mit einem hdéheren Rating
besser ausnilitzen kénnen als Spieler mit einer geringeren Wertungszahl. Daher mussten
starkere Spieler auch mehr von einer moglichen Korrektur erfasst werden. Wir
versuchten diese beiden Aspekte in einer Formel zu vereinigen und kamen auf folgendes
Ergebnis:

Ey, = (Ey — 1200) * 1,0302 + 1200
E,,,:Elozahl des Spielers mit WeiR, die fur die Berechnung verwendet werden soll
E,,: tatsachliche Elozahl des Spielers mit Weil3

Nimmt man nun E, anstatt E,, in der Berechnung, steigt die Punkteerwartung fir den
Weillspielenden. Allerdings steigt sie mehr, wenn der Spieler eine hoheres Rating besitzt,
da bessere Spieler den WeiBvorteil effektiver nitzen konnen. Nach dieser Korrektur
haben Schwarz und Weils durchschnittlich gleich viele Punkte erzielt, wie wir es mit
unserer Erwartungsformel berechnet haben.

3.1.3 Gewichtung der neuen Partien
Wie auch bei den anderen Systemen ist auch bei Schachratings wichtig, wie viel die
neuen Ergebnisse im Vergleich zu den Alten zdhlen. Dabei haben wir herausgefunden,



dass die Gewichtung der neuen Ergebnisse logischerweise vom Faktor k abhangt,
allerdings auch von dem Elo-Unterschied zum Gegner. Neue Partien zahlen natirlich am
meisten, dlterer immer weniger. So zahlt bei Elogleichstand und einem Faktor von 10 das
neueste Ergebnis 1,42% aller Partien, die zehntletzte Partie hat einen Wert von 1,25%,
die hundertletzte nur mehr 0,34% unter der Annahme, dass der Spieler 100 Partien
gegen einen gleichstarken Spieler bestreitet. Zwischen der Gewichtung der neuen Partie
und dem Faktor k besteht ndherungsweise ein direkt proportionaler Zusammenhang,
erst bei sehr groRBen Faktoren, die in der Praxis aber nie vorkommen, sind Abweichungen
dieses Zusammenhanges erkennbar. Das heildt also, dass wenn der Faktor verdoppelt
wird, auch die Gewichtung der neuesten Partie verdoppelt wird. Die Gewichtung der
neuesten Partie nimmt aber auch ab, wenn ein groRRerer Elounterschied zum Gegner
vorhanden ist. Bei einem Unterschied von 100 Elopunkten zahlt die neueste Partie nur
mehr 1,313%, bei 200 sogar nur mehr 1,098% und bei 500 Elopunkten gar nur mehr
0,31%. Allerdings ist zu beachten, dass eine neuere Partie immer mehr gewichtet ist als
eine altere, auch wenn die neuere Partie gegen einen Gegner mit einem hohen
Elounterschied gespielt wurde und die dltere mit einem niedrigen Elounterschied. Jedoch
ist der Unterschied der Gewichtungen der beiden Partien nicht so grol3, wie wenn die
Partie mit dem niedrigen Elounterschied die jlingere Partie ware.

3.1.4 Remiswahrscheinlichkeit

Bei unserem vorigen Modell des Elo-Systems sind wir davon ausgegangen, dass Spieler A
gewinnt, sobald die Spielstarke, also die tatsachlich erbrachte Leistung, von Spieler A
grofler als die Spielstarke von Spieler B ist. Nun gibt es beim Schach aber auch noch
Remis. Deswegen sind wir davon ausgegangen, dass die Spielstarke eines Spielers um
einen gewissen Wert t groRer sein muss als die des anderen, damit er gewinnt. Nehmen
wir nun an, dass bei unserm vorigen Beispiel, wo Spieler A mit 2000 Elo gegen Spieler B
mit 1800 Elo angetreten ist, die Partie dann Remis endet, wenn die beiden Spielstarken
innerhalb von nur 100 Elopunkten liegen, also die Differenz der beiden im Bereich von
—100 bis 100. Graphisch sieht dies wie folgt aus:
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Nun ware die Remiswahrscheinlichkeit die Flache unter der Kurve im Intervall von —100
bis 100. Mit Hilfe der Verteilungsfunktion und Standardnormalverteilung kénnen wir
diesen Wert wie vorhin berechnen und bekommen ein Ergebnis von 21,74%. Die
Gewinnwahrscheinlichkeit fir B ist nun die Flache unter der Kurve von —oo bis —100.
Dies entspricht im diesen Fall eine Wahrscheinlichkeit von 14,44%. Die Punkteerwartung
fir Spieler B ist nun, die Gewinnwahrscheinlichkeit plus ein halb Mal die
Remiswahrscheinlichkeit. In unserem Fall also:

)

4
E, = 0,1444 + = 0,2532

Im vorigen Modell, als wir die Moéglichkeit des Remis nicht betrachtet haben, kamen wir
auf einen Erwartungswert von 0,242. Nun sieht man, dass diese beiden Erwartungswerte
kaum voneinander abweichen, deshalb wird die Remiswahrscheinlichkeit beim Elo-
System, das beim Schach zum Einsatz kommt, so gut wie nicht beachtet.

Nun stellt sich aber die Frage wie man dieses t wahlen sollte, um moglichst genau die
Remiswahrscheinlichkeit der Praxis anzupassen. Anhand unserer Datenbank bemerkten
wir, dass Spieler mit hoheren Ratingzahlen haufiger Remis spielen, als schwachere
Spieler, da nicht so gelibte Spieler eher dazu neigen einen spielentscheidenden Fehler zu
machen. Unter Berlicksichtigung dieses Aspektes kamen wie nun auf folgende Formel:

, _ (1200 - Dy174

2

4000 —

D: Betrag von der Differenz der beiden Elozahlen
E,,: Elozahl von Weil3
E;: Elozahl von Schwarz

Anhand dieser Formel stimmten in unserer Datenbank, die berechneten
Remiswahrscheinlichkeiten mit den tatsachlichen Ergebnissen genau miteinander
Uberein.

3.1.5 Einstiegswert

Eine weitere Frage ist, wie man Spieler die noch keine Ratingzahl haben, bewertet.
Hierbei versuchten wir heraus zu finden, wie stark das Einstiegsrating eines Spielers, den
weiteren Verlauf seines Ratings beeinflusst. In der Praxis ist der Vorteil eines hohen
Einstiegswertes nur flr die ersten Partien gegeben. Wenn zum Beispiel ein Spieler A mit
einem um 100 Punkte hoheren Einstiegswert als ein Spieler B einsteigt und sie danach
dieselben Leistungen erbringen, so waren in etwa 40 Partien von No6ten, sodass deren
Ratingunterschied unter 10 Punkte fallt. Ware der Startunterschied 200, so ware dies
nach 65 Partien der Fall. Auf lange Sicht ist der Einstiegswert sowieso zu vernachlassigen.



Hatten unsere beiden Spieler einen Startunterschied von 2000, der in der Praxis beinahe
unmoglich ist, so wirden sich deren Elozahl bei gleich guter Leistung nach 400 Partien
nur mehr um einen tausendstel Elopunkt unterscheiden.

3.1.6 Anderungen durch 30-Ziige Regel

Da seit 2008 bei den meisten Turnieren, bei denen die Weltspitze antritt, mit der 30
Zige-Regel gespielt wird, muss diese Formel fiir solche Turniere etwas angepasst
werden. Diese Regel verbietet namlich Remisangebote vor dem 30. Zug. Dadurch sinkt
natlirlich die Wahrscheinlichkeit, dass eine Partie Remis endet. Anhand von einer
Datenbank mit 10000 neueren Partien versuchten wir eine leichtabgedanderte Formel zu
entwerfen und kamen auf das Ergebnis, dass man bei der ,,alten” Formel fiir t nur einen
Faktor von 0,886 hinzufligen muss, damit sie wieder mit den Ergebnissen aus der Praxis
Ubereinstimmt:

B (1200 _ D)1,794-8
(Ew + Es)
2

* 0,886

n

4000 —

Ebenso nimmt dadurch auch der Vorteil des WeilRspielenden etwas ab, sodass unsere
vorhin erwdahnte Formel fiir Turniere mit dieser Regel wie folgt abgedndert werden
muss:

E, = (E,, —1200) * 1,01583126 + 1200
E,: Elozahl des Spielers mit WeiR, die fur die Berechnung verwendet werden soll
E,,: tatsachliche Elozahl des Spielers mit Weil3

3.1.7 Beispielpartie
Zum Abschluss wenden wir unsere entworfenen Formeln anhand einer Beispielpartie an:

Spieler A hat 2100 Elo und gewinnt mit Weill gegen Spieler B, der 2000 Elo hat.
Nehmen wir zuerst an, dass die 30 Zlige-Regel bei dieser Begegnung nicht angewendet
wird. Als Erstes berechnen wir den Vorteil den Spieler A daraus zielt, da er WeiR hat, ein.
Seine ,,neue” Elozahl, die wir flir unsere Berechnung verwenden ist nun:

E4, = (E4 —1200) = 1,030159944 + 1200 = 2100 = 1,030159944 = 2163,3358824

Nun berechnen wir den Erwartungswert des Spielers A:

0— (Rg — Ray)
o)

Das neue Rating ergibt sich nun:

= 0,706

(0 — (2000 — 2163,3358824))

PA) = cl)( 213,2v/2

R'y =R, +k=* (S, —E,) = 2100 + 15 * (1 — 0,706) = 2104,41



Wollen wir nun auch die Remiswahrscheinlichkeit wissen, miissen wir den Wert t
berechnen.

,_ (200 D)M79*8 (1200 — 163,3358824)"7%48

(E,, ; ED " 1000 2163,33; + 2000

= 134,755

4000 —

Nun miusste also die Spielstarke von A um 134,75 Elo besser als die von B sein, damit A
gewinnt und 134,75 Elo schlechter, damit A verliert. Liegt die Differenz der beiden
Spielstarken innerhalb dieser beiden Werte endet die Partie Remis. Die
Wahrscheinlichkeit flir ein Remis ist nun die griine Flache, die in diesem Fall 30,08% ist.
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Berechnen wir nun die neue Elozahl von Spieler A mit der ,,normalen” Formel, wo kein
Weillvorteil berlicksichtigt wird und die Standardabweichung kleiner ist.

Der Erwartungswert ist nun:

0—(Rg — RAb)> B (o — (2000 — 2100)
V2 - 200v2

Und das neue Rating:

P(4) = c1>< > = 0,638

R'y =Ry +k* (S, —E,) = 2100 + 15 (1 — 0,638) = 2105,43

Der Spieler A hatte nun bei dem herkdmmlichen Modell in etwa einen Elopunkt mehr
gewonnen als bei unserem Modell. Wiirde die Partie in einem Turnier mit der 30 Zige-
Regel stattfinden, wiirde die Berechnung analog folgen, nur missten wir die modifizierte
Formel flir den Weilvorteil verwenden und als Ergebnis hatte Spieler A ein Rating von
2105,29 Elopunkten.



3.2 Berechnung der Wahrscheinlichkeit auf ein Unentschieden zweier
Nationalmannschaften anhand ihres ELO-Ratings

Zuerst nehme man die Formel fiir die Siegeswahrscheinlichkeit fiir Mannschaft A aus der

Formel flir das ELO-Rating.

1

R’B—R’A

1+ 10 400

]/|/e=

Anhand dieser Formel erkennen wir:
wenn R’y — R'g > 0, gewinnt Mannschaft A mit einer héheren Wahrscheinlichkeit
wenn R’y — R'p < 0, gewinnt Mannschaft B mit einer héheren Wahrscheinlichkeit

Die Formel fiir die Siegeswahrscheinlichkeit entsteht aus folgenden Uberlegungen,
dhnlich denen bei Schach. Nimmt man an, dass die beiden Spielstarken S der beiden
Teams einer Extremwertverteilung mit Verteilungsfunktion

R—x
Fs(x) = e710%

R: Rating der Mannschaft

unterliegen, so unterliegt die Differenz der Spielstarken beider Mannschaften S —
S, einer logistischen Verteilung mit Verteilungsfunktion:

1
R'g—R' 4—x
1+ 10 400

FSB—SA(x) =

Die Gewinnwahrscheinlichkeit fir Mannschaft A betragt:

P(Sp —Sp < 0) = Fs,5,(0) = R

1+ 10 400

Um die Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden zu erhalten, muss man in diese
Berechnung, neben R4 und R, noch eine dritte Konstante t einfihren. Aus Erfahrung
weild man, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden immer hoher ist als die
Siegeswahrscheinlichkeit der AulRenseitermannschaft. Weiters weils man noch, dass die
Wahrscheinlichkeit auf ein Unentschieden umso groRer wird, je ndher die Starken der
Mannschaften beieinander liegen.

Anhand dieser Erkenntnis, lasst sich auf Folgendes schlieRen:
wenn S, — Sg > t, gewinnt Mannschaft A

wenn —t < S, — Sp < t, endet das Spiel Unentschieden



wenn S, — S < —t, gewinnt Mannschaft B

Die Wahrscheinlichkeiten fir diese Ereignisse werden mithilfe der Verteilungsfunktion
ahnlich wie beim Schach berechnet.

Nun galt es noch die Konstante t zu bestimmen. Hierzu muss man sich Quoten von
Wettanbietern im Internet ansehen und auf Prozent umrechnen. Dies bewerkstelligt am
besten indem man 1 durch die angebotene Quote dividiert. Wenn man die so erhaltenen
Zahlen nun miteinander addiert fallt einem auf, dass die so erhaltene Zahl gréRer als eins
ist. Die Differenz zu eins ist der Selbsterhalt der Wettanbieter. Um nun die wahren
Wahrscheinlichkeiten zu erhalten, muss man die falschen Wahrscheinlichkeiten durch
die zuvor erhaltene Zahl dividieren.

S=1-(Q, "+, 7' +Q;7h)

S: Selbstbehalt

Q4: Quote 1l
Q,: Quote 2
Q5: Quote 3

Wahrscheinlichkeit firQ; =1+ S

Der nachste Schritt ist es die Konstante t und die Zahl durch die (R, — R, — t) dividiert
(= t') wird, so anzupassen, sodass die ausgerechneten Wahrscheinlichkeiten denen des
Wettanbieters gleichen. Da aber nicht jeder Wettanbieter die gleiche Formel zur
Errechnung der Quoten benutzt, muss man die zuvor erwdhnten Schritte so oft
wiederholen und die dabei erlangten Zahlen fiir t und t’ so oft niederschreiben, bis man
genligend Daten gesammelt hat. Zum Schluss errechnet man sich jeweils den Mittelwert
von t und von t’. Wir kamen durch unsere Recherchen auf folgende Zahlen:

t = 184,55
t' =600

3.3 Anwendung eines ELO-Ratingsystems auf eine Fufdball-Liga

Zu Beginn betrachteten wir Ratings verschiedener FuBballclubs und fanden einen
Quotenrechner im Internet. Man konnte zwei beliebe Teams auswdhlen und bekam
Wahrscheinlichkeiten heraus, wie wahrscheinlich ein Heimsieg, ein Unentschieden und
einen Auswartssieg ist. Das Interessante war nun herauszufinden, wie man sich selbst die
Wahrscheinlichkeiten und die damit verbundenen Wettquoten ausrechnen kann. Schnell
bemerkten wir auch, dass die Quoten, wie man sie kennt, nicht die errechneten sind,
sondern die Buchmacherquoten, was so viel heit wie, dass sie verkleinert wurden um



Gewinne zu reduzieren. Bei den verschiedenen Rechnungen stellte sich auch heraus,
dass die Wahrscheinlichkeit eines Unentschiedens bei dem Online-Rechner zwischen
10% und 35% liegt. Nun versuchten wir experimentell durch die gleichen Ratings auf
dhnliche Wahrscheinlichkeiten zu kommen. Wir versuchten zuerst ein ELO-System mit
zwei verschiedenen Variablen t; und t, zu verwenden, die das Intervall eines
Unentschiedens eingrenzten, kamen aber auf kein einheitlich verwendbares Ergebnis.
Durch Umformungen und Veranderungen kamen wir zu einem geeigneten System.

Nun folgte die Suche nach einem Datenblock, den man analysieren konnte. Die Wahl fiel
auf die erste spanische FuRballliga, die Primera Division. Da Daten einer ganzen Saison
bendtigt wurden, nahmen wir nicht die aktuellen Ratings und Spiele, da diese Daten
nicht ausgereicht hatten. Deswegen beschlossen wir Daten der letzten Saison 2010/11 zu
verwenden. Wir haben den Spielplan auf Microsoft Excel Gbertragen und als Startratings
der Mannschaften jene Ratings von www.soccer-rating.com genommen, und fir die
erste Runde jeder Mannschaft bei den Heim- und Auswartsspielen verwendet. Nun
rechneten wir die Erwartungswerte EW der Mannschaften und verglichen jene mit den
Erwartungen im Internet und den Spielausgangen. Dadurch konnten wir eine Anpassung
der Parameter K und a durchfiihren. Nun verwendeten wir folgende Formel jede Runde,
um die neuen Heim- und Auswartsratings, die in diesem Ratingsystem unterschieden
werden, auszurechnen:

R'y =R+ (G*Kx*(AW — EW))
R',: Rating nach dem Spiel
R,4: Rating vor dem Spiel

1 wennTD < 2
G: Tordifferenzfaktor = ; wenn TD =2
114TD

wennTD > 2

TD: Tordifferenz = |T4 — Tg|
T,: erzielte Tore
Tg: erzielte Tore des Gegners
K: Konstante = 40
1 wenn gewonnen

AW : Ausgangswert = { 0,5 wenn unentschieden
0 wenn verloren

EW :Erwartungswert = P(HS) + 0,5 * P(U)

P(HS) = !

s I3
1+2+ax |22
US| T



PU) =

T T
1+FE+ax |2
T T

a: Konstante = 0,8

Ty 10RA/4-00
T, = 10RB/4'00

Rp: Rating des Gegners

Man kann sehen, dass prinzipiell die ELO-Formel verwendet wurde. Allerdings wurde
noch die Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden eingearbeitet. Dies geschah
folgenderweise:

Die Wahrscheinlichkeit eines Sieges aus der ELO-Formel P(HS) = !

1+10(RB_RA)/4°0

man auch mit m; und m, angeben, wie oben angefiihrt. Aus dieser Formel kann man
1 1

kann

dann mit ; erweitern und erhélt folgendes: P(HS) = — = . Dies kann man auch
1+71'_1 1+,
mit der Wahrscheinlichkeit eines Sieges des Gegners machen und erhilt: P(AS) =

"2_ Nun kann man ein Verhiltnis zwischen P(HS) und P(AS) feststellen: G 3
T+, P(AS) T2

Wenn man nun eine Wahrscheinlichkeit eines Unentschiedens einbringen mochte, kann
man zundchst den Nenner von P(HS) und P(AS) mit dem gleichen Summanden

erweitern, ohne das Verhiltnis zu verindern: P(HS) = —=—:P(AS) = —=2—,
mi+my+u mit+my+u

Nun kénnen wir die Wahrscheinlichkeit fir ein Unentschieden P(U) so einbringen,
sodass: P(HS) + P(AS) + P(U) = 1. Somit kann man die Wahrscheinlichkeit eines

. Jenen Summanden u kann

Unentschiedens folgendermaRen festlegen: P(U) =

T+t u
man nun noch abhangig von den Faktoren a, m;und m, angeben: u = a *x\/my x T, =
ax\/TT1+TT . . .
PU) = L2 __ Den Faktor @ kann man nun auch als Verhéltnis sehen, wie
T +TTy+a*\/TT1 *TT

wahrscheinlich 2 Unentschieden im Gegensatz zu einem Sieg und einer Niederlage bei
einer Wiederholung eines Versuchs sind:

a? * g * 1,

PWU)*PU) =
) ) (. + 1, T, 1,)2
P(HS) = P(AS) = 1 2
" _
(1 + 15 + @ * /g *13)?

P(U) = P(U) _
P(HS) = P(4S)
Somit kann man erkennen, dass ein groRReres a fiir eine groBere Wahrscheinlichkeit

2

eines Unentschiedens sorgt. In unserer speziellen Anwendung der Formel kann man also
das a flr die jeweilige FuRballliga individuell einstellen.



Der letzte Schritt um auf die oben aufgefiihrten Formeln fur P(HS) und P(U) zu

C . . L1
kommen, ist die Erweiterung des Zahlers und Nenners mit —:

T
5T
T, 1
Ty + Ty + a*xy\m *T, 14824 gs T2
T4 T4 T4
a x+\my + 1, o Uy
T4 T
Ty + Ty + %+ * T, 1+E+a* Ty
T US UST

Die Formel sagt nun aus, wie groR das Rating eines Teams nach einem Spiel ist. Dieses
neue Rating setzt sich zusammen aus dem alten Rating R4 des Teams zu dem ein Wert,
der sich aus verschiedenen Faktoren zusammen setzt und dariiber entscheidet wie viele
Punkte das Team gewinnt oder verliert, addiert wird. Diese Faktoren sind zum einen der
Tordifferenzfaktor G, den man aus der Tordifferenz wie in der Formel angegeben
ausrechnen kann, dann der Konstanten K, die in diesem Fall 40 ist, aber von Liga zu Liga
verschieden sein kann. Dieser Faktor K ist in der ELO-Formel fur FuBball fir die
Gewichtung eines Spiels verantwortlich, da aber in einer Liga alle Spiele gleich viel
zahlen, ist der Faktor in dieser Formel konstant. Der letzte Faktor (AW — EW) besteht
aus dem Ausgangswert, wie ein Spiel aus der Sicht der Mannschaft mit dem Rating R,
ausgegangen ist und dem Erwartungswert fiir diese Mannschaft, den man errechnet hat.
Anstatt der Ublichen Verteilung mit 3 Punkten fiir einen Sieg, 1 Punkt flr ein
Unentschieden und 0 Punkte fiir ein verlorenes Spiel, werden in diesem Rating aber
andere Werte fiir den Ausgangswert verwendet, ndmlich 1 Punkt fiir einen Sieg, 0,5
Punkte fir ein Unentschieden und 0 Punkte fiir einen Sieg des Gegners. Der
Erwartungswert EW ist die Wahrscheinlichkeit eines Sieges P(HS) der Mannschaft mit
dem Rating R4, zu der noch 50% der Wahrscheinlichkeit eines Unentschiedens P(U)
addiert werden. Diese Wahrscheinlichkeiten kann man wie in der Formel angegeben. Sie
wird aus den Ratings der zwei Mannschaften und einer weiteren Konstanten, die
entscheidet, wie grol} die Wahrscheinlichkeit eines Unentschiedens ist und auch von Liga
zu Liga variieren kann, berechnet.

Nachdem wir diese Formel auf alle 38 Runden der Primera Division der letzten Saison
angewendet hatten, sammelten wir in einer weiteren Tabelle auch die Ergebnisse einer
zufdlligen Mannschaft, die in diesem Fall Hércules CF war. Nun betrachteten wir die
Ratingentwicklung sowie die Erwartungswerte, die wir berechneten, mit den
Ausgangswerten und stellten sie den Erwartungswerten aus dem Internet gegeniber.
Die quadratische Gesamtabweichung unseres Ratingsystems unterscheidet sich bei
dieser Mannschaft nur um einen minimalen Wert gegeniber der quadratischen
Gesamtabweichung, die wir mit Daten aus dem Internet errechnet haben.
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5,697687078
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Die Charaktere der Ratinganderungen sind aber dennoch sehr verschieden, wie man in

den folgenden Grafiken gut erkennen kann:
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Einleitung

Einleitung

Unsere Gruppe hat sich mit zwei Blichern und den darin vorkommenden Fakten und den
entnommenen Problemstellungen des franzdsischen Autors Jules Verne beschaftigt. Wir wahlten vier
verschiedene Aufgabenstellungen aus, welche wir souveran bearbeiteten. Aus dem Buch ,Von der
Erde zum Mond“ (franzdsischer Originaltitel: De la Terre a la Lune) entnahmen wir die Angaben zu
einer menschengefertigten Kanone deren Ziel es war ein bemanntes Projektil zum Mond zu schiefRen.
Zunachst wurde vom Kanonenklub Baltimore ein Versuch mit zwei speziell ausgewahlten Tieren
gestartet. Dieser verlief erfolgreich, abgesehen davon dass der Kater das Eichhdrnchen auffraR.
Daraufhin wurde das bestehende Versuchsprogramm gedndert und erweitert so dass schlussendlich
ein fir menschliche Versuchspersonen ausgestattetes Projektil gebaut wurde. Dieses schaffte es aber
nicht bis zum Mond, da es in der Erdatmosphare abgelenkt wurde, so die vorausberechnete Bahn
verfehlte und um den Mond zu kreisen begann. Die uns zugeteilte Aufgabenstellung beinhaltete die
von Jules Verne berechneten Werte zu tUberpriifen und wenn nétig so zu optimieren, um das Projektil
bis zum Mond fliegen zu lassen. Es ergaben sich interessante Ergebnisse, welche durch verschiedene
Kalkulationsprogrammen graphisch dargestellt und animiert wurden.

Im zweiten von uns bearbeiteten Werk Jule Vernes kollidiert ein Komet mit der Erde und nimmt
einige Gesteinsmassen mit auf seine ,Reise durch die Sonnenwelt” (franzosischer Originaltitel:
Hector Servadac). Zunachst bemerken die Mitreisenden nicht einmal, dass sie sich nicht mehr auf der
Erde sondern auf einem Kometen befinden. Da sich aber verschiedene Faktoren, wie zum Beispiel
Schwerkraft, Luftdruck und Erdachsenrichtung in kurzer Zeit verdndern, bemerken sie nach und nach,
dass etwas nicht mit rechten Dingen zugeht. Auch die GroRe des Mondes scheint sich vervielfacht zu
haben und die Sonne steigt jeden Morgen anstatt im Osten im Westen auf. Im Buch werden als
Peripheriepunkte einerseits die Umlaufbahn der Venus anderseits die Umlaufbahn Jupiters
angegeben. Spannend ist auch der daraus resultierende Temperaturverlauf, welcher von uns
genauestens unter die Lupe genommen wurde. Da die Temperatur im Bereich der Jupiterbahn
eiszeitartige Zige annimmt muissen die Bewohner in das Hohlensystem eines aktiven Vulkans
flichten. Um dem tddlichen Aufschlag zu entrinnen konstruierten die wackeren Weltraumpioniere
einen Heilluftballon, der kurz nach dem Eintritt in die Atmosphéare abheben sollte um so den
Hollenritt zu Gberleben.

Die aus diesem kurz beschriebenen Inhalt resultierenden Fragestellungen lauteten:

Modelliere ein Modell fiir die Orbitale der Planeten und den von Jules Verne beschriebenen
Kometen.

Versuche den Temperaturverlauf an unterschiedlichsten Abstanden des Kometen zur Sonne zu
modellieren.

Versuch ein Modell der im Buch beschriebenen Atmosphare des Kometen zu erstellen.



Kanone

Kanone

In dem Buch ,From the earth to the moon“ beschreibt Jules Verne einen Klub der sich mit einer
Kanone in einem Projektil auf den Mond schieRen und diesen kolonisieren mdchte. Durch die vielen
technischen Details die Jules Verne angibt haben wir den Flug der Kanone rekonstruiert und die
Moglichkeit auf einen wirklichen Flug zu dem Mond modelliert und optimiert.

Angaben aus dem Buch:

Sprengstoff:

1,8*%10° Tonnen

Kanonenrohr:

300 Meter tief

3 Meter Durchmesser

Annahmen aus dem Buch:

6*10° Liter Gas

Kein Luftwiderstand nach der Explosion

Als erstes galt es das Verhalten der Kanone in einer Differentialgleichung zu formulieren, um von
dem aus dem Gasvolumen berechneten Druck die Beschleunigung des Projektils zu berechnen.

D,
gas

Vkammer

Die Beschleunigung ist aus dem Druck berechenbar:

nxR=*T
W=
Wobei: NRT = Vigmmer * P

Die zweite Ableitung des Weges, bei uns die Hohe, ergibt die Beschleunigung:

h" =a
Als Differenzialgleichung ergibt sich:
nxRx*T
h'(t) = ——
hxm

Wenn man diese nun algebraisch auflost, erhalt man folgende Gleichung:



Hohe [m]

Kanone

mC[l]  — mC[l] ==
CigZnBT fn [ = B T (548[2]) C1gZnBT fn [ = R T (548[2])
= C[1]-ZnAT Inverselrf| - — “ = C[1]-Zn AT Invers=Erf — “
N W m : m
{{h[t] = e ZnBT b tht] =2 ZnBT

Der Graph dieser Funktion :
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Zeit [s]

Laut diesem Graphen steht einem Mondflug nichts im Weg. Es wurde allerdings die Erdgravitation
vernachlassigt. In dem nachsten Schritt der Modellierung dieses Problems haben wir nun die
Erdgravitation eingebunden.

Diese lautet:

In die Differentialgleichung eingebunden ergibt sich:

nxR=*T G*M
h(t)*m (r+ h)?

h'(t) =

Eine algebraische Auflosung diese Differentialgleichung war nicht mehr moglich.

Numerisch aufgelost in einem Graphen erhédlt man:
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Auch mit dieser Rechnung erreicht das Projektil den Mond. Allerdings gibt es noch zwei weitere

Komponenten die den Flug des Projektils wesentlich beeinflussen. Diese sind der Luftwiderstand und

die Gravitationskraft des Mondes. Der Luftwiderstand wird folgendermaRen berechnet:
p
Fiupr = Cqg * = * A x v?
luft a*s

Der Koeffizient unseres Projektils, welches als perfekter Kegel angenommen wurde, ist:
Cqg = 0,5

Um diese Formel aber bei unser Problem anwenden zu kénnen, miissen wir sie noch fiir die
Beschleunigung umformen:

cd*g*A*vz

At = m

Diese ist als negativ anzusehen, da sie unser Projektil abbremst.

Die Gravitationsbeschleunigung des Mondes wird dhnlich wie bei der Erde berechnet:

G * mond

(rmond + de—m - h)z

Imond =

Die Beschleunigung ist positiv da sie das Projektil zum Mond zieht.

Unter dieser Bertlicksichtigung erhalten wir folgende Differentialgleichung

o
4000

[s/w] ua%31puimydsan



Hohe [m]

Kanone

n*RxT G+M, o L GxM vPeegrAsE
meh(t)  (rponatde—m—h(©)*  (r+h(®)’ m

h”(t) —

Der Graph dieser Funktion:
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Dieses Diagramm zeigt nun, dass das Projektil unter den ,,wirklichen” Verhaltnissen und den Angaben
von Jules Verne den Mond nicht erreichen kann.

Jules Verne hatte allerdings in noch einem Punkt Unrecht. Er gibt an, dass die SchieRbaumwolle nach
der Explosion 6 Milliarden Liter Gas erzeugt. Das tatsachliche Schwaden Volumen von
SchieBbaumwolle liegt aber bei:

liter
kg

Vepw = 869

Mit diesem Schwaden Volumen ergibt sich ein neuer Druck von:
p = 1.564 * 101! pascal
Dieser ist um den Faktor 3,8 kleiner als der von Jules Verne angenommene Druck.

Das daraus errechnete Diagramm :

[s/w] uax31puImyasan
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Kanone

1500

20000 T T

- 1000

5000

-5000

-10000 L L K
o 200

Zeit [s]

zeigt, dass das Projektil wesentlich weniger hoch fliegen wirde.

Der letzte Punkt unserer Modellierung an der ,Jules Kanone” war die Optimierung der Kanone. Es hat
sowohl die Rohrlange als auch die Masse des Projektils einen Einfluss auf die Flughdhe des Projektils.
Bei beiden Parametern gibt es ein optimales Maximum.

Der 3D Graph stellt die Masse und
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Kanone

die Rohrlange in Abhangigkeit zu der Maximalen Flughdhe dar:
Das Optimum liegt bei:

Masse=85500 kg
Rohr H6he=2651,5 Meter

Resultierende Flugh6he=2,77*10
Es ist zu beachten, dass eine Uberlidnge des Rohres wieder zu einer geringeren Flughéhe fiihrt. Dies
folgt daraus, dass die Hohe von der Erdoberflache gemessen wird und das Projektil bei einem
langeren Rohr mehr Rohrweg zuriicklegen muss ohne ,dass diese Hohe in die Flughdhe einfliel3t.

5

Auch Beachtenswert ist, dass das Projektil bei erhohter Masse hoher fiegt als mit niedriger Masse.
Das kann erklart werden wenn man sich die Formel zur Berechnung des Fluges noch einmal genauer
anschaut:

2 P
*Cd*A*Z

h”(t) — n*R+T G*M 1 ond _ GxM _ v
@h®)  (rponatde—m—h®)°  (r+h®) @

Die Masse kommt zweimal im Nenner vor. Das eine Mal verringert es die bei der Explosion der
SchieBbaumwolle entstehende Beschleunigung, das andere Mal den Luftwiderstand.

Da der Luftwiderstand negativ ist fliegt das Projektil mit einer Masse von 85 500 kg hoher als ein
Projektil mit einer Masse von 10 000 oder 100 000 kg.



Kanone

Es ist allerdings trotz der Optimierung nicht moglich mit dieser Menge an SchieBbaumwolle und
diese Form und GroRRe des Projektils den Mond zu erreichen. Dies ist im untenstehenden Diagramm
verdeutlicht.
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Atmospharendruck

Atmospharendruck

Laut Jules Vernes Angaben ist der Luftdruck am Kometen , Gallier” wesentlich geringer als auf der
Erde. Diese Folgerung ist auf das kleinere Volumen des Kometen zurlickzufiihren. Die daraus
resultierende Masse betragt mit 1,98*10711 kg ebenfalls nur einen Bruchteil der Erdmasse
(5,974*10724kg). Um auf den Luftdruck zuriick zu kommen, kann man die Angabe, dass Wasser bei
66°C und nicht wie auf der Erde bei ca. 100°C kocht, als gegeben nehmen.

Wir haben den Atmosphéarendruck und dessen Abnahme in Bezug auf die steigende Héhe
rechnerisch ermittelt. Daflir haben wir in Octave ein Programm geschrieben, welches die jeweiligen
Werte des Druckes p auf die vorergehenden Werte aufbaut.

p() = p(z+ 0+

Um eine moglichst groRe Genauigkeit des Graphen zu ermitteln, lieBen wir die Spannweiten der
einzelnen Abstédnde (h) gegen 0 laufen. Da sich die Masse aus dem Produkt der Dichte (p), der
Flache(A) und der Hohe (z) ergibt, erhalt man folgende Formel:

m= p*xAxh

In die obere Formel eingesetzt:

* h

p(@) =pE+h)+g ==

Weiter umgeformt:

pz+h)—p@) _ _ g*p

h RsT

Die Ableitung des Druckes an der Stelle z betragt somit auch:

g*p
RsT

p'(z) = —

Das Integral von der vorhergehenden Funktion in Octave mit den Angaben des Kometen in Octave
eingegeben, ergibt folgenden Graphen.
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Hier lasst sich erkennen, dass der Luftdruck mit steigender Hohe exponentiell abnimmt, wobei der
Luftdruck in Pascal gegeben ist. Auf Meereshéhe herrscht also ein Druck von 0,25bar. Dieser Wert ist
im Vergleich zur Erde sehr realistisch.

Bindet man nun einen weiteren wesentlichen Faktor, und zwar die Zentrifugalkraft, die gegen die
Gravitation wirkt, in die Uberlegung ein, so erhilt man ein stark abgedndertes Ergebnis. Die
veranderte Formel lautet:

P =po* e(_g_:—*l\g")*(%—$)+((w2*z*(z+2r))/2)
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Atmospharendruck

Wie man dem Graphen entnehmen kann betragt der Luftdruck nie null, wodurch man schlieRen
kann, dass die Bildung einer Atmosphare unmaoglich ist. Der Komet ist nicht in der Lage eine
Atmosphare zu halten.
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Orbitallaufbahn

Orbitallaufbahn des Kometen

Als nachstes galt es zu beweisen, ob Jules Verne mit seinen Aussagen, der Komet sei innerhalb der
Venusbahn der Sonne am nachsten, und aulRerhalb der Jupiterbahn von der Sonne am weitesten
entfernt, richtig lag. Jules Verne beschrieb eine Umlaufbahn von 2 jahriger Dauer. Um die Richtigkeit
dieser Annahmen zu Uberprifen, haben wir die Umlaufbahnen der Planeten sowie die
Umlaufbahnen des Kometen grafisch mit GeoGebra dargestellt.

Mit Hilfe der Kepler‘schen Gesetze (insbesondere des 3. Kepler‘schen Gesetzes), haben wir uns
zuerst Uberlegt, ob der Komet mit einer Umlaufzeit von 2 Jahren eine solche groRe Distanz (Venus-
Jupiter) zurticklegen kann.

3. Kepler'sche Gesetz:

t? a

t; a3

Als t; haben wir die Umlaufzeit der Erde definiert, als t, die (im Buch angegebene) Umlaufzeit des
Kometen. Das Verhaltnis der beiden Umlaufzeiten betragt also 1:4. Dies wiederum haben wir
gleichgesetzt mit den Kuben der groRen Halbachsenldngen. Die Halbachsenldnge der Kometenbahn
betragt 2,37 - 101m . Mit dieser Halbachsenldnge haben wir die Umlaufbahn grafisch dargestellt
(siehe griine Ellipse). Man sieht, dass der Komet mit einer Umlaufzeit von 2 Jahren zwar an die
Venusbahn heranreicht, jedoch die Jupiterbahn nicht erreicht oder gar schneidet.

Angegeben war jedoch ein Aphel von 220 Mio. Leugen (= 880 - 10° km), das Perihel entspricht dem
Abstand der Sonne zur Venus, also 108,1608 - 10° km. Die Summe aus Perihel und Aphel ist die
Hauptachsenlange 2a.

2a = Perihel + Aphel
Daraus ergibt sich fiir a ein Abstand von 494,0804 - 10°km und fiir die Brennweite

385,9196 - 10°km, sowie im Folgenden fiir die halbe Nebenachse 308,514998 km. Konstruiert man
nun die Ellipse sieht man, dass der Komet die Jupiterbahn schneidet.

Rechnerisch setzt man die groRe Halbachsenlange in das 3. Kepler’'sche Gesetz ein und berechnet so
die notige Zeit fur einen kompletten Umlauf. Dabei haben wir eine Zeit von 6 Jahren berechnet. Der
von Jules Verne beschriebene Komet hatte also die urspriinglich beschriebene Umlaufbahn, jedoch
brauchte er dafiir 6 anstatt den angegebenen 2 Jahren.

Grundlagen dieser Uberlegungen waren die Tatsache, dass sowohl bei den Planeten, als auch bei
dem Kometen die Sonne im Brennpunkt der elliptischen Umlaufbahnen liegt. Um die elliptischen
Bahnen der Kometen zu beschreiben, verwendeten wir die Ellipsengleichungen:

X% y?

1:?+b_2
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Orbitallaufbahn

a?h? = x2b? + y2a?

Der Mittelpunkt der Umlaufbahn der Erde liegt im Koordinatenursprung. Die groRe Halbachsenlange
der elliptischen Umlaufbahnen haben wir uns aus den Keplergesetzen berechnet. Perihel und Aphel
der Erde waren bekannt. Kennt man die grolRe Halbachsenldnge a sowie den kiirzesten Abstand der
Erde zur Sonne, also das Perihel, so kann man sich mit folgendem Zusammenhang die
Nebenachsenldange b berechnen:

B 1
Peifiel Aphel

e = a — Perihel

e ist der Abstand vom Ellipsenmittelpunkt zur Sonne, also die Brennweite einer Ellipse.
Mit folgendem Zusammenhang kann man sich nun die Nebenachsenldnge b ausrechnen:
b2 = g2 — e?

Man setzt beide Werte in die Gleichung ein und erhilt eine Formel die die elliptische Umlaufbahn der
Erde beziehungsweise im Folgenden auch die Bahnen der anderen Planeten sowie des Kometen
beschreibt.

Aus diesen Zusammenhangen lasst sich berechnen, dass die Erde sowie samtliche andere Planeten
eine annahernd kreisformige Bahn beschreiben. Die Sonne liegt somit anndhernd im Mittelpunkt der
Umlaufbahn der Erde:

13



Orbitallaufbahn

2004

-200 1

In seinem Buch ,Hector Servadac” beschreibt Jules Verne unteranderem die Laufbahn des Kometen
,Gallia“, in Bezug auf die anderen Planeten unseres Sonnensystems, sehr genau. Die Umlaufbahn von
Gallia beschreibt, lauf Verne, eine extrem elliptische Rotationsbahn um die Sonne. Diese Bahnen
wurden bereits genauer erldutert, jedoch fehlten bisher mathematische Beweise, welche nun
fortfolgend erldutert werden. Um unser Sonnensystem, und die Interaktion zwischen den jeweiligen
Planeten und Gallia zu veranschaulichen, haben wir mit Hilfe des Rechen- und Plottingprogramms
,Gnu Octave” die fir unser Modell relevanten Planeten und den Kometen simuliert.

Wie bei jeder physikalischen Aufgabenstellung musste zuerst eine Sammlung der notwendigen
Formeln erstellt werden. Die Masse des Kometen konnte dem Roman direkt entnommen werden,
und die Massen der Planeten konnten durch Internetrecherchen ermittelt werden. Fiir die Abstdnde
zwischen den Planeten und der Sonne nahmen wir Angaben aus vertrauenswiirdigen
Internetquellen. Bei der Simulation der Bewegung des Kometen definierten wir eine Anzahl x an

14



Orbitallaufbahn
fortlaufenden Zeitschritten, deren Abstande wir gegen null laufen lieBen. Dadurch wurde die Position
des Kometen zu jedem Zeitabschnitt neu errechnet und die Simulation einer Ellipse ermoglicht.

Diese Berechnung beruht auf folgender Differentialgleichung:

0= ==()

Die erste Ableitung ergibt die Geschwindigkeit:

dx—v dx—v
dt1— "1 dt’2 — Y2

_ Ux1 _ VUx2
V= vyl vy = vyz

Die zweite Ableitung ergibt die Beschleunigung:

d V1= a d UV, = a
dt 1 1 dt 2 2
_ Grmyx(xp—xq) _ Gxrmq*(x1—x3)
a, = T a = 13
|2%2—x4]| |1 —%2|

Umgelegt auf unser Beispiel kann man die Bewegung des Kometen in Bezug auf die Sonne nun
folgendermaRen ausdriicken:

G * Mgopne * Ty

Agomet = AE

,F1“beschreibt den Abstand zwischen Komet und Sonne.

Will man nun die Laufbahn des Kometen im Bezug zu den relevanten Himmelskdrpern (Sonne, Venus,
Erde, Jupiter) bestimmen, muss man die Formel folgendermaRen ummodellieren. (Die Erde an sich
beeinflusst den Meteoriten nur vernachlassigbar, sie wurde nur als Referenz in die Simulation
miteinbezogen.)

G * Msonne * 11 G * Myenus * 172 G * MEgrge * 13 G * m]upiter * Ty

Agomet =
ome 7113 2|3 |75]3 A

,F1“beschreibt den Abstand zwischen Komet und Sonne.
2" beschreibt den Abstand zwischen Komet und Venus.
3" beschreibt den Abstand zwischen Komet und Erde.

»I4“ beschreibt den Abstand zwischen Komet und Jupiter.

15



Orbitallaufbahn

Um die Simulation graphisch darzustellen, haben wir einen Plotbefehl geschrieben, in dem die

Koordinaten jedes einzelnen Zeitpunktes in einem Diagramm eingezeichnet werden. Mit einem
weiteren Befehl haben wir auch ein dynamisches Diagramm erzeugt, welches hier jedoch nicht
dargestellt werden kann.

Die folgende Grafik zeigt die Orbitale der genannten Himmelk&rper, wobei die verzerrte Bahn des
Kometen durch die Beeinflussung von Venus und Jupiter hervorgerufen wird.

1e+012 T T T

Sonne

Se+l11 |-

Jupiter

Venus

Erde

-Se+011 -

1 1 1
Sle+012 -Se+011 o Se+011 1e+012

Sle+012

Man erkennt eindeutig, dass die Bahn, die Jules Verne im Buch beschreibt der errechneten
entspricht, auch wenn der Komet statt zwei, sechs Jahre fiir einen Umlauf braucht. Die Extrempunkte
der Umlaufbahn liegen aber wie von Verne angegeben innerhalb der Venusbahn und aulRerhalb der
Jupiterbahn.
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Temperatur auf Gallier

Temperatur auf Gallia

Um zu Uberpriifen ob der Roman von Jules Verne, in dem Menschen auf dem Komet zwei Jahre
Uberleben, in diesem Detail wirklich Sinn ergeben kann, haben wir den Kometen auf sein Klima,
sprich auf seine Temperaturverhaltnisse untersucht. Wie wir bereits erldutert haben beschreibt der
Komet eine sehr elliptische Bahn um die Sonne, ist also sehr starken Temperaturschwankungen
ausgesetzt.

Anfangs haben wir uns die Temperatur abhangig von der Entfernung zur Sonne, jedoch unbeachtet
des Treibhauseffekts und der Temperatur-Emission betrachtet.

Mit folgender Formel haben wir unsere Berechnungen durchgefiihrt.

4 Es
r= (16*n*0*r2)*A
Es Strahlungsleistung der Sonne
o Stefan-Boltzmann Konstante
r Abstand zur Sonne
A Querschnittsflache des Kometen

1200 | T | |

1000

200

600

Temperarur

200

8] 2e+011 4e+011 Be+011 2e+011 Te+012
Entfernung Sonne
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Temperatur auf Gallier

Zur Erinnerung: Der Komet bewegt sich in einer Distanz in Bezug auf die Sonne von 1,1*¥10"'m bis
8,7*10"m, also wiirden ohne Treibhauseffekt Temperaturen zwischen 50°C und -158°C betragen.

Um den Treibhauseffekt miteinzubeziehen, gehen wir davon aus, dass die Atmosphéare des Kometen,
der der Erde entspricht. Um eine Konstante zu errechnen, die wir einbeziehen kénnen, errechnen wir
uns die entsprechende Konstante auf der Erde, wenn man von einer mittleren Temperatur von 15°C,
also 288,15 Kelvin, ausgeht. Die dadurch errechnete Konstante x = 1,2626 wird nun in der oben
genannten Formel eingesetzt. Da Atmosphdre und Bodenbeschaffenheit in etwa der der Erde
entsprechen haben wir auch den Emissionskoeffizienten der Erde ¢ = 0,694 verwendet.

4 Es
*
(16 x T *x 0 * 12 * g * x*)

T =

1000 | . |

o] 2e+011 4e+011 Ge+011 Be+011 1e+012

Nun liegen die Temperaturen zwischen 10°C und -173°C

Da das Ziel unserer Ermittlung die Antwort auf die Frage war, ob die Menschen auf dem Kometen
lebensfreundliche Bedingungen hatten, muss man sagen, dass eher extreme Temperaturen
vorherrschen. Es ist jedoch moglich, da Verne beschreibt, dass bei den Hitzeextremen die Bewohner
auf die sonnenabgewandte Seite gefliichtet sind. Diese dauerten nur kurz an, da der Komet an dieser
Stelle seine hochste Geschwindigkeit erreicht. Bei dem Temperaturminimum sind die Bewohner laut
Verne in warme Vulkanhohlen gefliichtet um zu Uberleben.

Zurlick zum Seitenanfang
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Einfihrung

Fir einen Menschen ist es einfach, eine Katze von einem Hund zu
unterscheiden, doch mathematische Aufgaben zu l6sen erweist sich als deutlich
schwieriger. Das exakte Gegenteil dazu ist der Computer:

Er kann problemlos schwierige mathematische Probleme I6sen, doch wenn es um
das Thema Bilderkennung geht, tut sich ein Computer genauso schwer wie ein
Mensch, der mathematische Probleme |I6sen muss. Jedoch ist es fir uns Menschen
mdglich, mathematische Problemstellungen und ihren Losungsweg zu erlernen und
zu trainieren. Warum sollte das nicht auch ein Computer kdbnnen?

Das Ziel unseres Projektes war es also, auch einen Computer dazu zu bringen zu
erlernen wie man Bilder unterscheiden kann. Dazu beschéaftigten wir uns mit
neuronalen Netzen, die es auch in unserem Gehirn gibt. Dabei stielfen wir auf die

sogenannte McCulloch-Pitts Zelle.



Die McCulloch-Pitts Zelle:

Die McCulloch-Pitts Zelle, auch Schwellwertgatter genannt, ist das erste
Neuronenmodell fur kunstliche Intelligenz und wurde im Jahr 1943 von Warren
McCulloch und Walter Pitts entwickelt. Das Modell soll reale Vorgange in einem
einfachen System modellieren und vereinfachen.

Das Netzwerk in dem die FEinganssignal Ausganssignal

X

Gewichte

McCulloch-Pitts Zellen angewandt

werden hat drei Ebenen: Die A

Gewichtete Aktivierungs-
Summe funktion

Inputebene (mit Inputwerten von x4

et

Om

bis xp), den Hiddenlayer (mit
Aktivitatslevel z; bis zy) und die
Outputebene (mit Aktivitatslevel y4
bis yk). Die Informationen erhalt das
System Uber die ,Inputebene®. Apbildung1

Dabei hat jedes Neuron dieser

Ebene einen bestimmten Inputwert. Die Neuronen der Inputebene senden an die
Neuronen des Hiddenlayers einen Wert, der abhangig von ihrer Wichtigkeit ist. Dafur
hat man fur Verbindung zwischen

einem Neuron der Inputebene und hidden units

einem Neuron im Hiddenlayer
einen eigenen Faktor, der
,Gewicht* genannt wird, und die
Wichtigkeit des Neurons der
Inputebene auf das des
Hiddenlayers steuert (w; 1" bis
wwp'", dabei steht die erste Zahl fiir
das Ziel im Hiddenlayer, die zweite
Zahl fur das Ausgangsneuron in der
Inputebene und die Zahl in der

Klammer fir die Schicht, in der sich

das abspielt). Abbildung 2



Ab einem gewissen Wert, der bei jedem Neuron des Hiddenlayers unterschiedlich ist,
schickt das Neuron des Hiddenlayers Impulse an die Outputebene. Der Wert, der
dabei Uberschritten werden muss, nennt man den Schwellwert (meist als Theta
bezeichnet). Um diesen Schwellwert zu beeinflussen gibt es Bias-Units(xo, zo), die je
Schicht einen bestimmten Wert fir jedes Neuron annehmen kénnen.

Von den Neuronen des Hiddenlayers gehen jeweils wieder Verbindungen zu den
Neuronen der Outputebene aus. Diese haben wieder Gewichte, die dieses Mal von
w1? bis wxw® gehen. Das Neuron, das in der Outputebene am starksten

angesprochen wurde, bestimmt den Output des Netzwerks.

PyBrain

Um neuronale Netzwerke bauen zu konnen, verwendeten wir eine auf
kunstliche Intelligenz spezialisierte Python-Bibliothek namens PyBrain.
Dabei fokussierten wir uns hauptsachlich auf Supervised Learning, darunter versteht
man, dass dem Programm vorgegeben wird welches Ergebnis es errechnen soll.

Hierfur bendtigt man ein Dataset mit den dazugehoérenden Targets.

- Datasets

Um ein Dataset zu generieren wandelten wir unsere Bilder in Arrays um, in
welche wir die Graustufenwerte jedes Pixels schrieben. Fir die Targets wird ein
weiteres Array definiert, in dem festgelegt wird, welches Neuron der Outputebene am
starksten angesprochen werden soll. Das Dataset wird in weiterer Folge in ein

Trainingsset und ein Testset aufgeteilt.

- Netzwerk

In PyBrain ist es moglich mit wenigen Befehlen die Struktur des Netzwerks zu
bestimmen, wobei die Inputebene (Anzahl der Pixel) und die Outputebene (Anzahl
der moglichen Targets), bereits vorgegeben sind. Einzig die Anzahl der Hiddenlayer
und die Anzahl der Hiddenunits bleiben uns Uberlassen.

Es wird auch noch zwischen Feedforward Netzwerken und Recurrent Netzwerken



unterschieden. Der Unterschied zwischen den beiden liegt darin, dass bei einem

Feedforward Netzwerk alle Informationen nur von einer Schicht zur nachsten
gesendet werden. Bei einem Recurrent Netzwerk schicken die einzelnen Neuronen
auch ein Feedback an sich oder an ein Neuron aus den vorigen Schichten zurtck,

und beeinflussen sich damit zusatzlich.

- Trainer

Als nachstes bendtigt man einen Trainer, der das Netzwerk trainiert. Dazu
verwendeten wir den sogenannten Backpropagation-Trainer. Wichtige Einstellungen,
die am Trainer getatigt werden kdnnen sind zum Beispiel die Anzahl der Epochen
(Anzahl der Trainings), die Learningrate und ob Bias-Units verwendet werden sollen.
Je mehr Epochen man benltzt, desto bessere Netzwerke werden erstellt (dies gilt
aber nicht immer, da sich das Netzwerk manchmal innerhalb eines Trainingslaufs
auch verschlechtern kann). Der Trainer verwendet die Ableitung der
Ubertragungsfunktionen. Damit sucht er nach lokalen Minima. Oft passiert es aber,
dass das Netzwerk diese Uberspringt. Dafur gibt es die Learningrate, die genau das
verhindern soll. Da man fir jedes Neuron verschiedene Schwellwerte braucht, gibt es

die Bias-Units.

- Trainingsvorgang

Das Netzwerk wird nun auf das Trainingsset trainiert. Um es zu trainieren
werden die Gewichte im Netzwerk verandert. Zuerst wahlt der Trainer fur jedes
Gewicht einen zufalligen Wert, den er nach jedem Trainingsdurchlauf zu verbessern
versucht. Ein wichtiger Begriff hierbei ist das Overfitting. Dies tritt auf, wenn sich das
Netzwerk zu sehr auf das Trainingset einstellt und somit das Testset nicht mehr gut

erkennt.

- Auswertung

Nachdem die angegebenen Epochen abgehandelt worden sind, wird das
Netzwerk gespeichert und mit dem Testset getestet. Mit diesem es das Ziel ist, eine
ghnlich hohe Hitrate wie beim Trainingsset zu erreichen. Zur besseren Ubersicht,
wird der Verlauf der Trainingsdaten in einem Diagramm angezeigt. So kann man sehr
leicht und schnell erkennen, ob es sinnvoll ist, mit dem Netzwerk weiter zu arbeiten,

oder nicht.



Raw Data

Preprocessing

Abbildung 3

Ubertragungsfunktionen

Die McCulloch-Pitts Zelle arbeitet mit

einer "Heavy-Side"-Funktion. Das bedeutet,

wenn das Argument x einen Schwellenwert
Uberschreitet, nimmt H(x) den Wert eins an.
Fir komplexere Aufgaben braucht man 0sp

jedoch komplexere Funktionen, um bessere

Ergebnisse zu erzielen. E - .

Abbildung 4



Der Trainer von Pybrain verwendet automatisch eine lineare Funktion. Daher gilt: Je
grolRer die Werte, die das Neuron erhalt, desto mehr sendet das Neuron an das
nachste Neuron. Dies ist fur einfache Problemstellungen sinnvoll, doch bei
komplizierteren braucht man eine der folgenden Funktionen:

out

Tangenshyperbolicus-Funktion: 14
(¢* —e™)

(eX+e™)

tanh(x) =

net

Abbildung 5

Sigmoid-Funktion:
1 1

sig(x) = d+e® ' /‘

-05 1] 0.5

Abbildung 6

Softmax-Funktion: e

e a Z e

Abbildung 7



Funktionale Darstellung eines Netzwerks:

N;... i-tes Neuron
Xi ... Inputwert von N;
z; ... Aktivitatslevel von N; im Hiddenlayer
yi ... Aktivitatslevel von N; im Outputlayer
ai ... Netinput von N; im Hiddenlayer
bi ... Netinput von N; im Outputlayer
h(x) ... Ubertragungsfunktion des Hiddenlayers
g(x) ... Ubertragungsfunktion des Outputlayers
wa© ... Gewicht, wobei: a ... Zielneuron
b ... Ausgangsneuron

C ... Schicht in der es wirkt

Die Werte der Outputneuronen in Abhangigkeit von den Gewichten und der

Inputwerte errechnen sich wie folgt:

D
— (1)
i=1

D
i=1

M
2
b, = z W,Ej)Zj
j=1

M M D
2 2 1
Vi = g(bk) =g Z WI(CJ)Z] =g Z W/(Cj) * N Z W](.l,)xi
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Recurrent Netzwerke

Im Gegensatz zu Feedforward Netzwerken, wo die Ubertragung immer nur in
eine Richtung geschieht, benutzen Recurrent Netze auch Ruckkopplungen. Deshalb
konnen auch Verbindungen zur gleichen Neuronenschicht (direkte Ruckkopplung)
oder zu einer friheren Schicht (indirekte Rickkopplung) des Netzwerks existieren.
Die Anwendungsgebiete von Recurrent Netzwerken liegen bei dem Treffen von
Prognosen Uber zuklnftige Ereignisse und der Simulation von menschlichen
Verhaltensweisen.

Fir die Anwendung im Bereich der Bilderkennung sind Recurrent Netze im
Gegensatz zu Feedforward Netzen weniger gut geeignet. In Bezug auf Leistung und
Ergebnisse haben Feedforward Netze einen entscheidenden Vorteil. Ein Recurrent
Netz mit zwei Layern und drei Hidden Units beispielsweise, versagte bei der
Erkennung von Ziffern: Die Hitrate lag bei unter 40%. Nach einigen Versuchen
konnte allerdings mit einem Recurrent Netz eine akzeptable Leistung von 87% bei
der Erkennung von handschriftichen Ziffern erzielt werden, wenn auch mit
gewaltigem Rechenaufwand.

Da mit einfachen Recurrent Netzen keine brauchbaren Ergebnisse produziert werden

konnten, wurde ein wesentlich komplexeres Netzwerk mit flinf Layern entwickelt:
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Projekt 1: Ziffernerkennung

Unsere erste Problemstellung bestand darin Bilder im Format von 16 x 16
Pixel von handgeschriebenen Ziffern zu erkennen und die Ziffern identifizieren
konnen. Die Bilder wurden in Graustufen umgewandelt um die Erkennung zu
erleichtern.
Das Netzwerk, das wir erstellten, bestand aus 256 Inputneuronen, eines pro Pixel
und zehn Outputneuronen, eines fir jede Ziffer. Die Anzahl der Neuronen im
Hiddenlayer sollte sich erst nach und nach ergeben.
Die weiteren Parameter fur das Netzwerk wurden erst mit der Zeit nach vielen
Testlaufen bestimmt. Wir erkannten, dass die Wahl der Ubertragungsfunktionen der
verschiedenen Schichten essentiell fur das Ergebnis war.
Nach vielen Tests kristallisierten sich einige gute Netzwerke heraus und es wurde
beschlossen, dass die besten sechs Netze Uber Nacht austrainiert werden sollten
und im Anschluss daran das Beste genommen wird.
Es stellte sich heraus, dass ein FeedForward Netzwerk mit sigmoiden Funktionen,
einer Learningrate von 0,1 und neun Neuronen im Hiddenlayer am besten die Bilder
zuweisen konnte.
Dieses Netzwerk erreichte eine Hitrate von 92% fir das Trainingsset und von 90% flr
das Testset. Dabei soll jedoch erwahnt werden, dass die Bilder auch fur uns nicht
immer eindeutig zu erkennen sind. (siehe Abb.: 10)
Zur besseren Veranschaulichung, programmierten wir eine Oberflache, die das Bild
der Ziffer, den Tipp des Computers und das tatsachliche Ergebnis ausgibt. Das
Programm zeigt dabei die Ziffer in griin oder rot an, je nachdem ob das Bild richtig

oder falsch erkannt wurde.

Recognized number:

9
9 9

Abbildung 10

Recognized number:

|

Abbildung 9



Projekt 2: Gesichtserkennung

Nach dem Erfolg beim Erkennen der Ziffern widmeten wir uns einer groReren
Herausforderung, der Gesichtserkennung. Zunachst bendtigten wir ausreichend
Fotos (20.000 Stuck), um ein Trainingsset und ein Testset erstellen zu kdnnen. Dazu
haben wir uns vor einem einheitlichen Hintergrund selbst fotografiert und die Bilder in
Graustufen umgewandelt. Flr das neuronale Netz haben wir ein Feedforward-Netz
mit funf Hiddenunits, sigmoiden Funktionen, Biasunits und einer Learningrate von
0,1 verwendet. Unsere Fotos hatten eine GrofRe von 48 x 64 Pixel, daher betrug die
Anzahl der Neuronen in der Inputebene 3072. Wir bendtigten sechs Neuronen in der
Outputebene, da wir sechs Teammitglieder waren (sechs mdgliche Antworten). Das
Ergebnis sprach fir sich selbst: Die Fotos mit einem einheitlichen Hintergrund
wurden von unserem Netz zu 96% richtig erkannt.

Danach gingen wir noch einen Schritt weiter: Wir fotografierten uns vor
unterschiedlichen Hintergrinden mit teils schwierigen Lichtverhaltnissen (nochmals
mehr als 20.000 Bilder). Es wurden abermals ein Trainingsset und ein Testset erstellt
und wir verwendeten dieselben Netzwerkeinstellungen, wie bei den normierten
Gesichtern mit dem Ergebnis, dass immer noch circa 90% der Bilder von unserem
Netz richtig erkannt wurden.

Nachdem unsere Netzwerke gut funktionierten, interessierte uns noch, welche Hitrate
bei vertauschten Datensatzen erreicht werden kann. Wir lieRen also das Netzwerk,
das auf den einfacheren Datensatz trainiert war, die Bilder mit den standig
wechselnden Hintergrinden auswerten und umgekehrt. Dabei bemerkten wir, dass
sich das Netzwerk, das den schwierigeren Datensatz zum Trainieren hatte viel
besser abschnitt, als das, das mit dem monotonen Hintergrund arbeitete. Ersteres

erreichte eine Trefferauote von Uber 50%, Letzteres eine von circa 35%.

.

Recognized face:

Philipp

Recognized face:

Matthias

Philipp Matthias

Abbildung 11 Abbildung 12
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1 Einfiihrung

Die Woche der Modellierung bot fiir uns die einzigartige Moglichkeit sich
den beiden Verfahren PCA (Principal Component Analysis) und ICA (Inde-
pendent Component Analysis) unter Betreuung von a.o.Univ.Prof. Mag.Dr.
Stephen Keeling in mathematisch interessanter Weise und auf Grundlage
von Schulstoff zu ndhern. Die beiden Verfahren bieten die Moglichkeit - wie
ihr Name bereits verspricht - auf Basis von Matrixalgebra und Statistik die
Hauptkomponenten und die unabhingigen Komponenten einer bzw. meh-
rere Datenmengen zu analysieren und damit die Quellen zu trennen. Als
einfithrendes Beispiel kann hier das ” Cocktail-Party-Problem” genannt wer-
den, welches das Prinzip hinter diesen Verfahren sehr gut veranschaulicht:

Wie die Grafik zeigt fithren mehrere Per-
sonen unkorrelierte Gespréache untereinan-
der. Im Raum befinden sich nun Mikro-
phone, welche die Sprachquellen alS SUM- [ o a uwmoig mer slowing o reover e oignel sures sgnats
me mit verschiedenen Gewichten aufzeich-

net. Nun steht man vor dem hypothetischen ¢ O
Problem nur die Aufnahmen zu besitzen und L] O
stellt sich die Frage, ob es moglich ist, die ¢ .

urspriinglichen Quellen zumindest ungefihr
wieder zu rekonstruieren. Zu beachten ist
dabei, wie spéter klar wird, dass mindes-
tens gleich viele Mischungen (Aufnahmen)
wie Quellen verfiighar sein miissen, um diese
rekunstruieren zu kénnen.

Genau dies ermoglichen PCA und ICA. Anwendung finden die Verfahren
beispielsweise in medizinischer Diagnostik und in der Netzwerk-Tomographie.
Diese Arbeit bietet eine Sammlung des von uns in dieser Woche Gelernten
und Erarbeiteten und somit eine Einfiihrung in die Grundlagen der Verfahren
und in die Arbeitsweise mit jenen.



2 Grundlagen

2.1 Matrixalgebra

Wir wollen uns den Matrizen auf einfachem Weg, zunéchst mit linearen Glei-
chungssystemen nihern: Eine lineare Gleichung ist wohl jedem bekannt (z.B.:
4x + 2y = 3), auch ein Gleichungssystem mit selben Grad, wie:

dr+2y = 3
—4r+2y = -1
Die Losung hier ist leicht ersichtlich (%, %), jene kann man einfach durch

Addition und Einsetzen der beiden Gleichungen erhalten. Nun aber méchten
wir uns dem Problem auf etwas algemeinere Weise nédhern - gesucht sind nun
die Losungen (z1,x2) des folgenden Gleichungssystemes:

111 + a9y = b1 (1)

a21x1+a22x2 = bg (2)

Wir wihlen mo; = ¢ und berechnen (1)-mo;(2):

(a12 - m21a22) To = (bl - m2lb2)
a11by — a1 by
= Ty =
11022 — A210A12
biage — baas
=T =

a11G22 — A21412

Dabei bemerken wir die notwendige Bedingung, dass fiir eindeutige Losungen:
th[A] = 11029 — Q21419 7é 0

gelten muss. Wir bezeichnen das Polynom als det[A], und somit als Determi-
nante einer Matrix A. Das Gleichungssystem kann nédmlich als Matrixmulti-
plikation interpretiert werden. Dies wiirde hier so aussehen:

[an a12] liﬁ}_{lk}
X =
a1 Q22 To ba
In den folgenden beiden Grafiken wird eine Matrix Multiplikation grafisch
veranschaulicht: Dabei wird ersichtlich: eine Matrix Multiplikation entspricht

einer Streckung des Ortvektors eines jeden Punktes in mehrere Richtungen
(hier in 2).



Die Grafik entspricht einer
Multiplikation mit der Ma-
trix: )

2 1
a=1,] 1

2.1.1 Eigenridume

Eigenrdume sind Vektoren, welche sich nach Multiplikation mit der Matrix
als Vielfaches abbilden (siehe Grafik).

Die Grafik entspricht einer 2 ] 2
Multiplikation mit der Ma-

trix: 0 N . ol

12
A:{s 1] 2 2

-2 0 2 -2 0 2

Sie sind fiir jede Matrix eindeutig bestimmt, ndmlich durch Losung der Glei-
chung

Av = \v
2.1.2 Eigenraum-Zerlegung

Es seien die Eigenrdume gegeben mit:

AVl = V1>\1

Ave = Vol

Mit den Matrizen,
V ={v1,va}, A = diag{ 1 X2}

kann die Eigenraum-Zerlegung so umgeschrieben werden:

AV =VA



Ein beliebiger Vektor v kann durch die Losung,
v=Vz,z2=V""'v,z= (2, 2)"
beziiglich der neuen Basis {vy, va} dargestellt werden,
V = 21Vy1 + 29Vg
So wird die Wirkung der Matrix A,
AV = 21Avy + 29AVy = 21\ V1 + 22\ Va

d.h.
Av = (VAV™Y) (Vz) =V (Az)

entkoppelt in 1 dimensionale Wirkungen auf jeder Achse {vy,va} eines neu-
en verzerrten Achsensystems.

Der Einfachheit zuliebe normalisiert man die Eigenvektoren:
V1TV1 = V2TV2 =1
Wenn A symmetrisch ist, sind die Eigenvektoren senkrecht aufeinander.
vilvy =0
Diese Bedingungen koénnen mit Matrizen so umgeschrieben werden:

VIV =1v'=Vv"

Somit ist V' eine Drehungsmatrix. Folgendes Umschreiben entspricht einer
Drehung;:
v=Vd,d=VTy

So wird die Wirkung der Matrix A,
Av = (VAVT) (Vd) =V (Ad)

enkoppelt in 1 dimensionale Wirkungen auf jeder Achse {v1, vy} eines neuen
gedrehten Achsensystems.



2.2 Statistik

Es sei x = {z;}", eine Abtastung, also eine Folge von Messwerten. In der
Statistik sind die folgenden Begriffe definiert, um die Abtastung verniinftig
beschreiben zu koénnen:

o Mittelwert:

p(x) = % Z Li
=1

e Varianz:

Wobei o(x) Standartabweichung heifit.

2.2.1 Zentraler Grenzwertsatz

Sei {x;}, eine Folge von unabhéngigen gleich verteilten Zufallsvariablen,
mit (theoretischem) Mittelwert 1 und Standartabweichung o. Mit

n
_ 1
n <
=1

sei ¢, die Verteilung der Zufallsvariable

Sei ¢ die Verteilung einer Gaufischen (normalverteilten) Zufallsvariable N (0, 1)
mit Mittelwert 0 und Standartabweichung 1. Dann gilt

n—oo

Pn — .

Die praktische Konsequenz aus dem Zentralen Grenzwertsatz ist: Eine lineare
Mischung (Summe) ist normalverteilter als die Quellen. Dies gilt sogar fiir
eine anndhernd gleichméfig verteilte Quellen.

2.2.2 Kovarianz von Abtastungen

Die Varianz o%(x) ldsst sich so umschreiben:



Analog gibt es eine Kovarianz zwischen 2 Abtastungen {x;} ; und {y;},

5(x,y) =~ x — ()]l — ()

Wie in der Grafik ersichtlich: je
hoher k(x,y) ist, desto enger liegen
die Punkte in Richtung des Eigen-
vektors von K mit dem grofiten Ei-
genwert. Je kleiner, desto @hnlicher
k(x,x) = 0.0837 k(x,x)=0.0844 sind die Eigenwerte.

k(x,y) =0.0831 k(x,y) = 0.0026

k(y,y) =0.0910 k(y,y) = 0.0789

Wir definieren die Kovarianzmatriz als:

K(x,x) K(X,y)
K(y,x) K(y,y)

Fiir mehrere Abtastungen ergibt sich analog: Seien m Abtastungen {xy}7,
gegeben, und definiere

[ nta)
X=— : e R™"
NLD
Xy, — (%)

so ist die Kovarianzmatrix:

K =XXT e Rmxm

2.2.3 Korrelation

Die Korrelation zwischen x = {z;}?, und y = {y;}, ist definiert als:

C x =)y - uly)]  k(xy)
oY) = I wmlly =)~ oo ®)

Wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung |aTb| < ||a||||b||, ist:

IX(x,y)] < 1.
Die Korrelationsmatriz ist
_ X(X’X) X(Xa y) :| — |i 1 X<X7Y) (3)
Xy, x) x(v,y) X(x,y) 1



Die Variablen sind unkorreliert wenn x(x,y) = k(x,y) = 0 und damit
X=1

In diesem Fall gilt

und die Kovarianzmatrix ist diagonal.

2.2.4 Unabhingigkeit

Zum besseren Verstandnis wird hier der Begriff iinkorreliert” beziehungsweise
dessen Unterschied zum Begriff iinabhéngig” mit 2 Beispielen veranschaulicht:
Die Zufallsvariablen x und y sind unabhéngig, wenn

Plxe Mundye N)=P(z e M)-P(y € N)
Beispiel: Zwei Miinzen werden geworfen, und fiir

1, Kopf
0, Zahl

1, Kopf

1. Miinze, =z = { 0. Zahl

2. Miinze, y = {

Ein iibliches Modell, das mit Erfahrung iibereinstimmt, ist
Plx=mundy=n)=Plx=m) - Ply=n), m,ne{0,1}

Bemerke: Unabhdingig impliziert Unkorrelliert, aber nicht umgekehrt. Bei-
spiel: Abtastungen x und y sind gleich oft in einem der Punkte {(£1,0), (0, £1)}.
Sie sind unkorreliert:

R(x,y) = S (0) (L) /n = 0.

=1

Sie sind aber nicht unabhéngig:

O:P(leundyzl)#P(x:l)-P(yzl):é.



2.2.5 Gauflianitit

Um in weiterer Folge den gaufischen Charakter einer Verteilung zu mini-
mieren, stellen wir uns die Frage: Welche Eigenschaften hat eine Gaufische
Verteilung, die zu vermeiden sind, um die Gauflianitat zu reduzieren?” Wenn
eine Abtastung n = {n;}" ; nach der Verteilung N(u, o) Gaufl verteilt ist,
erfiillen die Momente,

’ k=2
1 nosop 307 k=4
M, = — i — )t =3 7
k(n) nzzl(n M) (k,1>.(k,3)...1.0'§7 k gerade
= 0, k ungerade

Wélbung oder Kurtosis ist definiert fiir n (z.B. n; = Y'w;) durch

W(n) = My(n) — 3My(n)?

Fiir eine eher gleichméBige Verteilung gilt W (n) < 0. Fiir eine eher spitzige
Verteilung gilt W (n) > 0. Fiir ein Gauf} verteiltes n gilt

W(n) = 30% — 30% = 0.

Um die GauBlianitdt zu minimieren, kénnte man folgende Funktion minimie-
ren:

J(n) = —W?(n).

2.3 Minimierung von Funktionen
2.3.1 Abstiegsverfahren

Im Folgenden wollen wir uns iiberlegen, wie man eine Funktion minimieren
kann, wobei allerdings nur einzelne Funktionswerte, sowie Funktionswerte der
1. Ableitung ausgewertet werden kénnen - die Funktion an und die Ableitung
an sich sind unbekannt.

Sei die zu minimierende Funktion f(z), mit z € R!. Die Ableitung f’(z) an
der Stelle z ist der Limes der Steigungen von Sekantenstrecken:

R - e




0.5

0 . .
-1 -0.5 0 0.5 1

Sei f(z) = 2® mit f'(z) = 2z. An der Stelle z = } gilt f/(3) =1

Da f'(3) > 0 gilt, erfiillen die néichsten verniinftigen Proben zur Minimierung

von f die Ungleichung z < 3.

Das Abstiegsverfahren ist (neues ) z <+ x —af'(x) (altes z)

wobei das neue z das alte z ersetzt, und « wird ausgewéhlt, sodass f(x)

reduziert wird. Verniinftige Proben fiir @ sind empirischer Weise gegeben

durch X
o € {0, 5, 1, 2}

und das « wird gewahlt, wo f am kleinsten ist.

2.3.2 Abstiegsverfahren fiir Systeme

In R? (oder hoher) verwendet man Richtungsableitungen fiir das Abstiegs-
verfahren. Die Richtungsableitung D, f(x) an der Stelle x = (x,y) in der
Richtung u = (u,v) (|lul]| = 1) ist der Limes der Steigungen von Sekanten-
strecken in einer senkrechten Ebene durch: x und x 4 u:

Duf) = tim PEIWZIC) sy i, s

Fiir f(z,y) =2*> +y* xo = (1,1) und u = (\%, \%) gelten
D,f(z) =2z, D,f(z)=2y

und

Dy f(x0) = Dy f(x0)u+ D, f(x0)v 2% + 2% =2v2> 0.

Daher lauft f bergauf an der Stelle x, in der Richtung u.
Die Richtung des steilsten Anstiegs ist

w(x) = (Do f, Dyf) " /ID=f, Dy f)|

und das Abstiegsverfahren ist,
(neues x) x <+ x— au*(x) (altes x)

fiir das minimierende o € {0, 3 5. 1,2}
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3 Principal Component Analysis

Gegeben seien nun m Abtastungen {xy}}",, welche Mischungen von Haupt-
komponenten darstellen. Damit sind die Abtastungen korreliert. Um nun im
ersten Schritt die Hauptkomponenten zu analysieren und zu trennen, kénnte
man die Erkenntnis aus Kapitel 2.2.3 benutzen:

Die Variablen sind unkorreliert wenn x(x,y) = k(x,y) = 0.

Wir haben die Kovarianzmatrix fiir mehrere Abtastungen {x;}7", in Ka-
pitel 2.2.2 definiert als:
K=XXTeRrm™

wobel
x; — p(x1)

X=— : e R™x"
V| o

Xy — (Xim)

Entspriache nun K der Einheitsmatrix, so wiren die Kovarianzen unter den
neuen Abtastungen”null, somit auch die Korrelation von je zweien. Wir su-
chen nun also eine Transformation Y der Matrix X, sodass:

Yyt =1
Die Matrix K ist symmetrisch und positiv definit, d.h.:
VTKv =vIXXTv = (XTV)T(XTv) = [ XTv|? >0, 0+#veR?

Solche Matrizen haben Eigenvektoren mit v v; € {0,1} und positive Eigen-
werte A\; > 0.
Mit der in Kapitel 2.1.2 iiberlegten Eigenraum-Zerlegung,

KV =VA, K=VAVT

folgt
VAV = XX, A=VTXXTV

Da A eine diagonale Matrix ist, ist A2 wohl definiert. Es folgt
[=A2AA"2 = A 2VTXXTVA ™2 = (XTVA™2)T(XTVA2)

Daher ist die gesuchte Transformation ¥ = A2VTX , sie erfiillt YV = I,

11



Wenn m > n gilt, wird die obige Zerlegung leichter durch folgende Eigenraum-
Zerlegung bestimmt: o
X'X =YAY" e R

Y
0

Ao
00
V =XYAz € R™" folgt

wobei A = { ] e RmmY = [ } € R™ und Y'Y = I. Mit
KV =X(XTX)VA2 = XVYAYTYA 2 = (XYA 2)A = VA.
Fiir jede Erginzung V = [V, V] mit VTV = I folgt KV = VA.

Dieser Prozess - also die Erstellung der Transformation - heifit Principal
Component Analysis. Diese Daten werden auch als , whitened* bezeichnet.

3.1 Unsere Arbeit mit PCA

Wir setzten uns intensiv mit der PCA auseinander, die wir zuerst theoretisch
bearbeiteten und durch deren Hilfe es uns auch erméglicht war eine Vide-
odatei stark zu komprimieren.

Als Einstieg in das System der PCA
sollten wir dieses Verfahren zuerst mit
kiinstlichen von uns selbst am Com-
puter erzeugten Daten durchfiihren.
Die knstlichen und gemischten Quellen
stellten wir grafisch dar und ordneten
somit den Werten jeder einzelnen Spal-
te unserer Matrix mit den sogenannten e
rohen Daten einen x- und einen y-Wert o
in einem Streudiagramm zu, was uns zu .|
dem nebenstehenden Resultat fiihrte. o

Unsere Aufgabe war nun diese Daten zu zentrieren, so dass ihr Mittelwert null
ergab und eine Kovarianzmatrix (vgl. Kapitel 3) zu berechnen, die uns an-
gibt wie stark die Daten um eine bestimmte Hauptachse verstreut sind. Man
miisste nun die exakten Eigenrdume, also sozusagen die Hauptachsen der ur-
spriinglichen Achsen und die Eigenwerte, also die Léange dieser Hauptachsen
berechnen, was wir mit einer auf die Kovarianz basierenden Matlab-Funktion
erreicht haben.

Der Sinn dieser Durchfiihrung ist die Normierung der Eigenwerte auf den

12



Wert 1, sodass auch die Varianz um den Koordinatenursprung 1 betrigt. Die
Durchfithrung funktioniert durch die Umformung der urspriinglich in einer

Diagonalmatrix angegeben Eigenwerte

L L L L L L L
008 00E e -2 1] 002 004 G0 008 a1

Somit war die zentrale Frage der PCA

zu einem Vektor, von dem

der Kehrwert der Wurzel berechnet
wird, um diesen danach wieder in eine
Diagonalmatrix umzuwandeln. Durch
die Multiplikation dieser Matrix mit
der auf Eigenrdumen basierenden Dre-
hungsmatrix und den zentrierten Daten
(vgl. Kapitel 3) erhielten wir einen Da-
tensatz, der die von uns erwarteten An-
forderungen erfiillte - die Daten waren
unkorreliert. Diesen stellten wir wieder-
um grafisch dar, wie links zu sehen ist.

geklart und wir waren fiir neue Pro-

blemstellungen offen. Die neue Aufgabe war es alle entstandenen Daten auf
eine Achse zusammenfallen zu lassen. Die Uberlegung dahinter war, dass man
fiir die Speicherung dieser Daten bei einer Matrix mit zwei Zeilen nach dem

Zusammenfallen nur mehr einen Wert

fiir jeden Datensatz, also insgesamt

1001 Werte und zusétzlich dazu eine 2x2 Matrix bendtigt wahrend

es fiir jeden Datensatz vorher zwei al-
so insgesamt 2002 Werte waren. Das
brachten wir zustande indem wir den
schwiicheren Eigenwert der Diagonal-
matrix, die wir vorher bei der Multipli-
kation (vgl. ,A“ Kapitel 3) verwendet
hatten, verniillten und sich alle Wer-
te somit auf dem Eigenraum mit dem
groferen Eigenwert befanden, was in
einem Koordinatensystem eingetragen
eine Strecke von Werten ergibt, wie sie
rechts ersichtlich ist.

13

008 06 D04 D02 0 o0z nos 006 L) a1



In weiterer Folge wurden die erhaltenen
Daten wieder mit der durch Eigenwerte
befiillten Diagonalmatrix multipliziert,
um sie in ihre urspriingliche Dehnung
bzw. Stauchung zu bringen. Dadurch
war es uns moglich das Datenvolumen
fast auf die Halfte des urspriinglichen
Datensatzes zu verringern. Das Ergeb-
nis haben wir wieder in einem Koordi-
natensystem darstellen lassen, wie links
zu sehen ist.

Nun war unsere Vermutung, dass sich dieses Verfahren auch auf andere Da-
tensitze, beispielsweise auf Audio- oder Videodateien anwenden liefle. Wir
versuchten es also mit einem Video einer Magnetresonanztomographie eines
Gehirns, das die Auflésung von 128x128 Pixel und eine Folge von 50 Bildern
enthielt. Dieses stellten wir zuerst als zweidimensionale Matrix mit 50 Zeilen
und 128 Spalten dar, um es mit unserem vorgefertigten Matlab-Code bearbei-
ten zu konnen. Der Unterschied zu unserem theoretischen Code war, dass wir
es statt mit einem zweidimensionalen mit einem fiinfzigdimensionalen Raum
zu tun hatten. Vorher konnten wir nur einen Eigenwert gleich null setzten,
jetzt waren es von den insgesamt fiinfzig 44 Eigenrdume, die unbrauchbar
waren, weil Eigenwerte sehr nahe bei Null besan, somit nahezu nichts zum
ursprnglichen Video betrugen und deswegen vernachléssigt werden konnten.
Wir waren also in der Lage den fiinfzigdimensionalen Raum auf einen sechs-
dimensionalen zu reduzieren, was das Datenvolumen von 806 KB auf 72 KB
verringerte, weil wir mit folgenden sechs Bildern das Video so rekonstruieren
konnten, dass fiir das menschliche Auge kein Unterschied erkennbar ist. Bei
diesem Video gab es keine gro Bewegung innerhalb des Bildes, deswegen wa-
ren die einzelnen Eigenwerte fiir die ersten 43 Einzelbilder so klein und die
anderen Bilder konnten leicht durch die folgenden sechs Hauptkomponenten
ausgedriickt werden.
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Wir vermuteten, dass, wenn wir ein Video mit einer stérkeren Bewegung
verwenden wiirden, die Trennung nicht moglich wére, weil alle Eigenwerte
zu stark sein wiirden, um sie gleich null zu setzen. Wir erzeugten also ein
Video, in dem sich eine Person vom einen zum anderen Bildrand bewegte
und unsere Vermutung erwies sich als richtig. Es lien sich hier nicht alle
Bilder durch nur wenige Hauptkomponenten darstellen. Insgesamt bringt das
Verfahren bei Kontrastvideos also unglaublich gro Einsparungsméglichkeiten,
bei ,normalen® Videos hingegen fast nichts.

4 Independent Component Analysis

Wir haben nun die Korrelation zwischen den Komponenten vernullt. Damit
sind diese schon recht gut getrennt, was auch bei den Grofiteil unserer Arbei-
ten bereits ausreichend war. Man kann aber die Komponenten noch weiter
trennen - und damit das Verfahren fiir spezielle Anwendungen optimieren.
Dabei wird der Zentrale Grenzwertsatz (vgl. Kapitel 2.2.1) ausgeniitzt, denn
es ist namlich:

Eine lineare Mischung (Summe) ist normalverteilter als die Quellen.

Koénnte man nun den Gaufischen Faktor minimieren, so wiirde man in
den meisten Féllen die Komponenten weiter trennen. Im Kapitel 2.2.5 haben
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wir bereits iiberlegt, man kénnte dafiir folgende Funktion minimieren:
J(w)=-W?3*wY) wobei Y ={yi,...,¥m}

Wobei hier Y die whitened Daten (vgl. Kapitel 3 sind und w ein Vektor
mit Koeffizienten fiir die Darstellung der optimierten Komponenten X, als
gewichtete Summe der Y; ist. Das optimierte Ergebnis hétte also die Form:

Xo(i) = WiY
beziehungsweise fiir die Matrix W mit
W(l) = WiT

ergibt sich:
X, =WY.

Gesucht ist nun eine Matrix W dessen Zeilen w; die minimale Gauflianitéat
von X bewirken, somit also Minima der Funktion J(w) sind.

Um diese w zu bestimmen verwendeten wir ein Abstiegsverfahren - wie in
Kapitel 2.3.2 gezeigt.

Die zu minimierende Funktion ist also nun:

J(w) = -W?(Yw) = —[My(Yw) — 3M3(Yw)]?
Der Gradient dieser Funktion ist
Dy J(w) = —2[My(Yw) — 3M3(Yw)]x

(D My(YW) — 6M(Y'W) Dy Mo (Y'W)]

wobel
n

k
Dy My (Yw) = — > (] Vw)F (V)
=1

Die Richtung des steilsten Anstiegs ist
u(x) = DyJ(w)/|| DwJ (w)]|
und das Abstiegsverfahren ist,
(neues w) w <+ w —au’(w) (altes w)
fiir das minimierende « € {0, %, 1,2}, wobei mit

W w/||lw
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normalisiert wird. Auch wenn w* schon fiir eine andere Komponente be-
stimmt worden ist, wird w so projiziert

W w— wH(wiw).

Wir erhalten also nun die Drehungsmatrix W, bei der die Gauflianitat der X,
minimiert wurde. Durch die Drehung werden die unabhéngigen Komponen-
ten voneinander getrennt. Dieses Verfahren heiffit Indepentent Component
Analysis.

4.1 Unsere Arbeit mit ICA

In der Woche wurde uns die Aufgabe gestellt mehrere Videos in ihre Haupt
und unabhige Komponenten zu zerteilen. Dies wiirde es erlauben unerwiinschte
Komponenten (z.B. rauschen) zu entfernen um ein hetischeres Endprodukt zu
erhalten. Grundslich ist diese Problemstellung dieselbe wie bei dem ” Cocktail-
Party-Problem”, mit dem entscheidenden Unterschied, dass wir Komponen-
ten hinauswerfen (Dimensionen entfernen) und anschliend die ICA und PCA
zu reversieren um ein neues vollstiges Bild zu erhalten.

Um dies zu erreichen, stellen wir jedes Bild als einen Vektor dar, wobei
die Zeilen des Bildes hintereinander gereiht werden. Somit erh&lt man ei-
ne xy x t Matrix wobei x und y die Auflésung und t die Bilderzahl des
Videos ist. Unsere verschiedenen Vektorbilder sind somit analog zu vorher
unsere Aufnahmen, wobei wir jetzt fiir den allgemeinen Fall einem Raum R?
erstellen, wo wir jeden Pixel iiber alle t als t-dimensionalen Punkt auffassen.
Diesen t-dimensionalen Datensatz konnen wir zentrieren, und mithilfe der
Eigenvektoren der Kovarianzmatrix so stauchen und dehnen, das die Kova-
rianzmatrix des whitened Datensatzes der Einheitsmatrix entspricht.

Somit haben wir die Hauptkomponenten in unserer zy x ¢t Matrix in ge-
trennter Form. Bei unserer Bearbeitung stellte sich heraus das bei verschie-
denen Filmen sich eine Grenze existiert unter der alle Hauptkomponenten
reines rauschen darstellen. Somit konnen wir die Matrix so umformen das sie
alle Komponenten deren Eigenwerte unter einem gewissen Wert fallen nicht
beinhalten. Jetzt besitzt unsere Matrix eine weitaus geringere Dimension und
somit lasst sich mithilfe des Abstiegsverfahrens effizient und schnell dieselbe
Anzahl and unabhéngigen Komponenten berechnen.

Aus unserer unabhéngigen Komponente (die aus den reduzierten Hauptkom-
ponenten berechnet wurden) konnten wir wiederum eine Menge an Kompo-
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nenten auswéhlen die wir entfernen wollten, und daraus ein Endvideo be-
rechnen. Damit diese Komponenten Zeiteffizient evaluiert werden konnen,
entwickelten wir ein MatLab Programm das es uns einfach ermoglicht Haupt
und unabhéngige Komponenten herauszufiltern.

izl
Optimized Whitened Components PC-Filter |C-Filter
= In  Out In  Out

500 00 150 200 250

&1 100 160 P00 250

250
Independent C ts |
Stop Orig. Stop Opt. 2I ependent Componen

&1 100 1560 A0

Eigenvalues File: | VideoCT.avi
i { L
. | Decompose
5 o
B g Toleranz: 0.07 6
go—

T T 50 100 150 200 250

4.1.1 Optimierung mithilfe einer Drehungsmatrix

Eine unserer weiteren Arbeiten war mithilfe einer ,Brute-Force* Methode
eine Optimierung zur ICA durchzufiihren. Dazu wurden wieder kiinstliche
Aufnahmen erzeugt, mit denen dann durch den bereits bestehenden Code
zwei getrennte Hauptkomponenten berechnet wurden. Die jeweiligen Histo-
gramme der Hauptkomponenten zeigten nun keine gleichmég verteilten Wer-
ten, wie sie bei den rohen Daten ersichtlich waren. Unser Ziel war es diese
Werte moglichst zu verflachen, sie also auf ein ungefihr gleiches Level zu
bekommen. Das gelang uns durch suchen der Stelle in den Werten, bei der
die kleinste Gauanitdt aufzufinden war, die wir durch eine zweidimensionale
Drehungsmatrix auffanden. Somit war es uns moglich, die Quellen wieder zu
trennen. Grafisch dargestellt war das Ergebnis Folgendes.
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In der ersten Zeile befinden sich die kiinstlich erzeugten Quellen, die anschli-
end gemischt wurden, in der zweiten die unkorrelierten Hauptkomponenten
dieser Mischungen und in der dritten die wieder getrennten unabhingigen
Komponenten. Wir wiederholten dieses Beispiel auch mit einer Matrix der
rohen Daten, die statt zwei drei Zeilen aufwies und das Ergebnis war das
gleiche. Mithilfe dieses Codestiicks war es auch moglich tatséichliche Tonauf-
nahmen zu trennen und somit das Cocktail-Party-Problem zu l6sen, wie im
néichsten Kapitel gezeigt wird.

5 ,,Cocktail-Party-Problem*

Hintergrund

Das so genannte ,,Cocktail-Party-Problem® beschéftigt die Wissenschaft schon
seit Jahrzehnten. Eine Grundfrage dabei ist: Wie gelingt es dem Gehirn
wahrend einer Cocktail-Party bestimmte Quellen, z.B. Gerdusche, Stimmen,
Musik, zu erkennen? Man vermutet, dass wir im Laufe unseres Lebens eine
Art Musterbibliothek in unserem Gehirn anlegen.

Bisherige Modelle arbeiten nach folgendem Prinzip: Ein Archiv im mensch-
lichen Gehirn vergleicht die ankommenden Signale einzeln mit bereits vor-
handenen Mustern. Als Ergebnis erhélt es die iibereinstimmungsmenge mit
allen Mustern und schafft es somit die Quellen zu identifizieren.
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Problemstellung

Unser Modell unterscheidet sich im wesentlichen vom oben genannten Ver-
fahren darin, dass wir kein komplexes Nervensystem wie ein menschliches
Gehirn zur Verarbeitung und Signaltrennung der Aufnahmedaten verwen-
den, sondern versuchen einer Maschine, die mit einzelnen Stimmen, Tnen,
etc. nicht viel anzufangen wei beizubringen mehrere Aufnahmemischungen
in ihre einzelnen Ausgangsquellen zu trennen.

Vorbereitung

Nach der Frage der richtigen Arbeitsoberfliche fiel die Entscheidung auf die
Skriptsprache "Matlab’. Sie ermglicht uns einen angenehmen Umgang mit
Matrizen, welcher fiir uns ntig ist, da wir alle unsere Aufnahmen in einer
Matrix speichern wollen. Des weiteren wurde eine kleine Auswahl an Mikro-
fonen zur Verwendung fiir unsere Aufnahmen zusammengestellt.

Planung

Die Idee hinter unserem Vorhaben ist es mit zwei Aufnahmegeriten gleich-
zeitig zwei Quellen aufzunehmen und die Daten in Matlab einzuschreiben.
Da bei den beiden Aufnahmen, aufgrund der verschiedenen Abstéinde zu
den Mikrofonen, jeweils die eine Quelle lauter als die andere ist, sollte es
mglich sein mit Matlab ein Skript zu schreiben, das #dhnliche Daten bzw.
linear abhéngige Entwicklungen in den Matrizen erkennt und die beiden Ur-
sprungsquellen dann wieder trennt. Aufgrund der stark variierenden Qualitét
der Aufnahmegerdate mussten wir die tatséchliche Umsetzung allerdings et-
was verandern, das hei wir haben heben zwei gleichzeitige Aufnahmen zweier
Quellen lediglich simuliert.

Kiinstliche Simulation

Versuch 1: Um uns mit der Durchfiihrung des Cocktail Party Problems ver-
traut zu machen, begannen wir das Grundprinzip unseres Vorhabens in einem
Skript kiinstlich zu simulieren. Anstelle zweier gleichzeitig von zwei Mikro-
fonen aufgenommener Quellen, machten wir zwei voneinander unabhéngige
Aufnahmen zweier unterschiedlicher Gerduschquellen.

e Gerauschquelle 1: Eine etwas tiefere Stimme liest etwas "ha.wav’

e Gerduschquelle 2: Eine etwas hhere Stimme singt ein Lied 'ko.wav’
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Die Daten der beiden Audiospuren werden mit dem Befehl ,, wavread“ einge-
lesen und definiert.

ha = wavread(’ha.wav’);
ko = wavread(’ko.wav’);
ha = ha(:,1);
ko = ko(:,1);

Die Langen werden definiert und angeglichen.

hale
kole

length(ha) ;
length (ko) ;

if (kole>hale)

ha = [ha;zeros(kole-hale,1)];
else

ko = [ko;zeros(hale-kole,1)];
end
n = length(ha);

In Z werden die beiden, nun gleich langen, Audiospuren gespeichert.

Z = [ha’;ko’];

Mit A verwenden wir eine Matrix um die Audiospuren kiinstlich zu mischen.
A= [4,3;2,1];

Wir definieren mit Y die kiinstliche Mischung, also die Ausgangsquellen mit
unserer Matrix A.

Y = AxZ;

Basierend auf dem Befehl ’linspace’, n Werte werden zwischen 0 und 10
gleichmég gestreut, definieren wir t.

t = linspace(0,10,n);

Wir verwenden W, die inverse Matrix von A, um die Mischungsmatrix Y
wieder in X, die vermeintlichen Ausgangswerte zu trennen.

W
X

[-0.5,1.5;1,-2]
reshape (W,2,2)xY;
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Mit ’subplot’ definieren wir die einzelnen Darstellungsfenster fiir unsere Gra-
fik, 'plot’ wiederum definiert die Diagramme und Histogramme der Quell-
werte, Mischungsmatrix und Ausgangwerte.

subplot(3,4,1)

plot(t,Z(1,:),’b’,t,2(2,:),’g’);
subplot(3,4,2)
plot(Z(1,:),Z2(2,:),°k*’);
subplot(3,4,3)

hist(Z(1,:),30)

subplot(3,4,4)

hist(Z(2,:),30)

subplot(3,4,5)
plot(t,Y(1,:),’b’,t,Y(2,:),’g’);
subplot(3,4,6)

plot (Y(1,:),Y(2,:), kx);
subplot(3,4,7)

hist(Y(1,:),30)

subplot(3,4,8)

hist(Y(2,:),30)

subplot(3,4,9)
plot(t,X(1,:),’b’,t,X(2,:),°g’);
subplot(3,4,10)
plot(X(1,:),X(2,:), k*x’);
subplot(3,4,11)

hist(X(1,:),30)

subplot(3,4,12)

hist(X(2,:),30)

Mit dem Befehl 'wavwrite’ geben wir die gemischten und getrennten Audio-
spuren aus.

wavwrite (Y(1,:),45000, ’gemischtl.wav’)
wavwrite (Y(2,:),45000,gemischt2.wav’)
wavwrite (X(1,:),45000, ’getrenntl.wav’)
wavwrite (X(2,:),45000, ’getrennt2.wav’)

Wie erwartet gleichen die getrennten Audiospuren den urspriinglichen Quell-
spuren, haben wir die Mischung doch nur kiinstlich mit einer uns bekannten
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Matrix erzeugt, und dann wieder mit der inversen Matrix getrennt.

Die eigentliche Problemstellung liegt aber darin die Mischung zu trennen
ohne die Matrix A, mit der sie erzeugt wurde, zu wissen. Um uns die Suche
nach einer uns unbekannten inversen Matrix W zu erleichtern, haben wir uns
'Simulink’, einer Erweiterung Matlabs, zugewendet.

Mit der Annahme die Matrix A nicht zu kennen, erstellten wir ein Simulink-
Programm, welches uns beliebig die Parameter unserer inversen Matrix W
verdndern lésst, bis diese ein verwertbares Ergebnis liefert. Angenommen wir
verdndern die Parameter so lange bis diese schlussendlich ein brauchbares
Ergebnis liefern, stimmen diese mit unseren zuvor errechneten Werten der
inversen Matrix {iberein und liefert eine Trennung der Mischung.

Durchfiihrung

Als tatséchliche Losung des "Cocktail-Party-Problems” kann man unsere Durchfithrung
auf Basis einer veréinderten Version des 'Bildkomprimierung’-Skripts unserer
Kollegen betrachten. In diesem Fall verwenden wir (wie bereits im Absatz
'Planung’ erwihnt) zwei Audiospuren von zwei gleichzeitig aufgenommenen
Quellen, die in unserem konkreten Fall nur simuliert werden, da das fiir ein
optimales Ergebnis bentigte Material nicht zur Verfiigung steht. Es wird also
vorab simuliert, dass je eine Schallquelle niéher beim einen Mikrofon ist, als
die andere. Wir mischen also zwei getrennt aufgenommene Schallquellen mit-
einander in insgesamt zwei Audiodateien, wobei in je einer davon, die eine
Quelle lauter als die andere gemacht wird.

Die Daten der beiden simulierten Audiospuren werden mit dem Befehl
'wavread’ eingelesen und definiert. Auch die beiden getrennten Aufnahmen
werden zum nachtriglichen Vergleich eingeschrieben.

glass = wavread(’cocktail.wav’);

joe = wavread(’party.wav’);

glass_single = wavread(’cocktail_single.wav’);
joe_single = wavread(’party_single.wav’);

Die Langen werden angeglichen.

n = min([length(joe),length(glass),length(joe_single),length(glass_single)]);
joe=joe(1l:n);

glass=glass(1l:n);

joe_single=joe_single(1l:n);

glass_single=glass_single(1l:n);

Wir reservieren Platz fiir die rohen Daten. Die Quellen Xr werden mit der
erfundenen Matrix A zur Mischung Yr.
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t = linspace(0,1,n);
nl = sqrt(n);

Xr=zeros(2,n);
Xr(1,:)=glass_single(1:n);
Xr(2,:)=joe_single(1:n);

Yr = zeros(2,n);
Yr(1,:) = glass(1l:n);
Yr(2,:) = joe(l:n);

A= [2,1;1,21/3;
Yr = AxXr;

Mit dem Befehl 'zeros’ wird Platz fiir zentrierte Daten reserviert.
YO = zeros(2,n);

Es werden die Mittelwerte der einzelnen Datensétze von Yr berechnet und
von den Datensétzen abgezogen, damit man zentrierte Daten bekommt. Es
wird der Eigenraum berechnet um spéter beim so genannten Whitening” die
Achsen des Eigenraumes zu stauchen bzw. zu dehnen, sodass die Daten als
Wolke um den Koordinatenursprung dargestellt werden.

Ym(1) = mean(Yr(1,:));
Ym(2) = mean(Yr(2,:));

YO(1,:) = (Yr(1,:) - Ym(1))/n1;
YO(2,:) = (Yr(2,:) - Ym(2))/n1;
K = YOxYO’;

[V,D] = eig(X);

S=sqrt(diag(D));
S=(8 "= 0)./(8 +(8 == 0));

S=diag(S);

Yw = SxV’%YO;

Mithilfe einer 2x2 Drehungsmatrix wird der Datensatz nach der Stelle mit der
kleinsten Gauflianitét abgetastet. Dieser wurde durch eine Matrix dargestellt
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und mit dieser Matrix konnten die unkorrelierten Daten voneinander getrennt
werden.

im = 100;
J=1[1;
J1 = [1;
J2 = [1;

for i=1:im
th = 2% (i-1)*pi/im;
W = [cos(th),sin(th);-sin(th),cos(th)];

Z = WxYw;

M2z1 = sum(Z(1,:).72)/n;
M4z1 = sum(Z(1,:).74)/n;
M2z2 = sum(Z(2,:).72)/n;
M4z2 = sum(Z(2,:).74)/n;

Wzl = M4zl - 3%x(M2z1)"2;

Wz2 = M4z2 - 3%x(M2z2)"2;

J1 = [J1,-Wz1"2];

J2 = [J2,-Wz2"2];

J = [J,J1(end)+J2(end)];
end

Nun berechnet man i, das man zur Berechnung von th, dem Winkel der Dre-
hungsmatrix W, benétigt. Mithilfe von W werden die Datensétze getrennt.

i = find(J==min(J),1);
Ji = J(@i);
th = 2%(i-1)*pi/im;

W = [cos(th),sin(th);-sin(th),cos(th)];

Zn = WxYw;

Zn(1,:) = Zn(1,:)*n1 + Ym(1);
Zn(2,:) = Zn(2,:)*n1 + Ym(2);
Zn = Zn/max(Zn(:));

Die Datensitze werden als Wavesound-Dateien exportiert

wavwrite (Zn(1,:),45000, getrennteins.wav’)
wavwrite (Zn(2,:),45000, getrenntzwei.wav’)

25



Die einzelnen Exportdateien sind bis auf winzige Restgerdusche der jeweils
anderen Quelle getrennt, das heifit das ,, Cocktail-Party-Problem* wurde auf
Basis einer Simulation erfolgreich gelst.

Fehlerdiskussion

Aufgrund der erforderlichen Genauigkeit beim Erstellen einer Mischung kam
es haufig zu unerwiinschten Ergebnissen. Bevor man sich schlussendlich da-
zu entschied die Quellaufnahmen kiinstlich zu erstellen, gab es viele Fehler
mit auf zwei Mikrofonen basierenden durchgefithrten Aufnahmen. Es stellte
sich als ein Problem heraus, dass die beiden Tonaufnahmen nicht synchron
aufgenommen werden konnten und auch nachtréglich war es nicht mglich die
Aufnahmen exakt abzustimmen, da auch nur die kleinsten Abweichungen
verhindern knnen, dass Matlab die Daten richtig nutzt. Des weiteren fiihrten
Qualitatsméngel der Mikrofone dazu, dass die Aufnahmen teilweise durch
ein Rauschen verfélscht wurden. Es besteht die Vermutung, dass Matlab mg-
lichst reineAufnahmen benétigt um brauchbare Ergebnisse zu liefern.

Eine weitere Ursache fiir entstandene Fehler konnte die zu niedrige Lautstérke
mancher Schallquelle in den Audiospuren sein, eine Folgeerscheinung von

falscher Positionierung der Mikrofone.

Auf Basis der oben aufgefiihrten Simulation gelang schlieich die Durchfiithrung
des Experiments.
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