WOCHE DER

MODELLIERUNG MIT
MATHEMATIK

Dokumentationsbroschiire
14. - 20. Jdnner 2007

S—
B

fueres Mark

Inneres Mark

Sammelrohr

SR

T or o e,
o T R e
Iulr H.Ib 1 |\.-1 1 Ibl‘i.|l I_ IUINI'\-']EI.R’_
! PATRYS IFLY :._ QP VERIAT B R W
RERE T E rj J Ig AT ¥ TAE R T
- .;/_ i L Tl

Schlissel ) Schlissel || Schlissel
dffentlich dffentlich privat
r L 4
%@. = =G eheimtext. >@m
Sendar Empféncer

% Das Land
Steiermark

BankSA\ustria
Creditanstalt -%%




Woche der Modellierung mit
Mathematik

Schloss Seggau, 14.01. - 20.01.2007

Weitere Informationen:
http://math.uni-graz.at/modellwoche/2007/

. M BankSN\ustria
LSR ll_- Creditanstalt -%%



Vorwort

Die Idee zu der in der Steiermark durchgefihrten ,, Modellierungswoche* fur Schiler der
7.und 8. Klasse der AHS wurde schon langere Zeit am Institut fuor Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen der Universitée Graz diskutiert. Vorbild waren &hnliche
Vorhaben, die bereits in Kaiserslautern, in Bozen und auch in Linz durchgefiihrt wurden.
Mitglieder des Institutes haben bereits Erfahrungen mit ahnlichen Veranstaltungen fir
Studierende und angehende Wissenschafter. Im Jahre 2005 wurde vom Institut fir
Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen der Karl-Franzens-Universitét erstmals eine
Modellierungswoche durchgefihrt, die bei allen teilnehmenden Schiilerinnen grof3en Anklang
gefunden hat. Ermutigt durch diesen durchschlagenden Erfolg haben wir auch im Jahre 2006
wieder eine Modellierungswoche angeboten. Hauptziel der Modellierungswoche war es,
Schiler mit einem Aspekt der Mathematik zu befassen, der unserer Meinung nach im
Unterricht an den AHS unterreprasentiert ist: Die Rolle der Mathematik als Werkzeug zum
Verstandnis der Welt, die uns in Alltag und Wissenschaft umgibt. Wahrend ihrer gesamten
Geschichte stand die Mathematik immer in Wechselwirkung mit angewandten Bereichen.
Viele mathematische Theorien entstanden in Reaktion auf Anforderungen aus den
verschiedensten Anwendungsbereichen. Die Verflugbarkeit immer leistungsfahigerer
Computer hat neue Moglichkeiten fur die mathematische Behandlung verschiedenster
komplexer Probleme ertffnet. Quantitative Resultate statt qualitativer Aussagen sind immer
wichtiger und erfordern zu ihrer Bewdltigung die mathematische Modellierung komplexer
Systeme in interdisziplinérer Zusammenarbeit.

Den an der Modellierungswoche teilnehmenden Schilerlnnen sollte an Hand sorgféltig
ausgewahlter Projektaufgaben Gelegenheit gegeben werden, den angewandten Aspekt der
Mathematik durch Teamarbeit in Projektgruppen zu erleben. Es wurde versucht, den
Teilnehmenden die wesentlichen Phasen eines Modellierungsprozesses nahe zu bringen:
Einarbeiten in das Anwendungsgebiet, Wahl der Modédlstruktur in Hinblick auf die
Aufgabenstellung, Einsatz numerischer Methoden, Interpretation der Ergebnisse, Présentation
der Resultate.

Treibende Kraft fur die Realisierung der Modellierungswoche war Dr. Stephen Keeling,
dem hier fir seinen grof3en Einsatz gedankt sei. Besonderer Dank gebuihrt dem Landesschulrat
fur Stelermark, und hier insbesondere Frau Landesschulinspektor Hofrat Mag. Marlies
Liebscher. Sie hat die Idee einer gemeinsamen Veranstaltung sofort sehr positiv
aufgenommen und tatkraftig unterstiitzt. Ohne den grofen Einsatiz der direkten
Projektbetreuer, Dr. Sigrid Thaler — Institut fur Sportwissenschaft, Dr. Gunther Lettl, Dr.
Stephen Keeling, Dr. Alfio Borzi — ale Ingtitut fur Mathematik und Wissenschaftliches
Rechnen, und der Betreuerin aus dem Kreis der Lehrerschaft, Mag. Melanie Wogrin, die auch
die Gestaltung dieses Berichtes Ubernommen hat, wéare die Modellierungswoche nicht
durchfihrbar gewesen. Eine wesentliche Rolle im  Organisationsteam  der
Modellierungswoche spielten Gerlinde Krois und Dr. Georg Probst vom Institut for
Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen. Der Bank Austria — Creditanstalt sei fir eine
nicht unbetréchtliche Subvention gedankt. Die Abteilung fir Wissenschaft & Forschung der
Landesregierung Steiermark und das Programm fir Begabungs- und Begabtenférderung des
Zukunftsfonds Steiermark haben Subventionen in Aussicht gestellt.

Fur ihre Unterstitzung sei Vizerektor Martin Polaschek, Vizerektor Ralph Zettl und
Dekan Georg Hoinkes der Universitdt Graz gedankt.

Schloss Seggau, am 20. 1. 2007
F. Kappel
(Leiter des Institutes fir Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen)



Der Gegenstrommechanismus der Niere

Dankwort

Bevor wir IThnen unser Projekt erlautern, mochtenwvis auf das Herzlichste bei unserem Tutor,
Univ. Prof. Dr. Franz Kappel, der uns nicht nur iredkomplexe Materie der Niere sondern auch
in den Modellierungsprozess einfuhrte, bedankeotzTzahlreicher anderer Verpflichtungen ist
es ihm gelungen uns tatkraftig zu unterstitzengnoBe Begeisterung in uns zu wecken.

Vielen Dank!

1. Einfihrung in die
Problematik

Physiologie der Niere

Die Aufgabe unserer Niere besteht
neben der Regelung des Saure-Basen
Haushalts, des Blutdrucks und des
Wasserhaushalts darin, Uberflissige
Stoffe durch Bildung des Harns aus
dem Korper auszuscheiden.

Sie regelt deren Konzentration und somit die Zusammensetzung des
Blutplasmas.

Im Laufe dieser Woche beschéftigten wir uns mit dem Aufbau der
Niere im Allgemeinen und der Konzentration positiv geladener
Natrium-lonen im Blutplasmaim Besonderen.




Die menschliche Niere besteht aus etwa 10° Nephronen, die unter der Nierenrinde zu finden
sind, wobei man oberfléchliche und tiefe Nephronen unterscheidet, die beide Uber ein
Verbindungsstiick in das Nierenbecken muinden. Nierenkorperchen ( ,,Glomerulus®) und die
Nierenkandlchen der Henle-Schleife (,Tubuli“) , wéhrend deren Verlauf die
Natriumkonzentration geregelt wird, sind deren Hauptteile.

Man unterteilt Nephronen in 3
distaler Teile: die Rinde, das aul3ere Mark
Tubuls und das innere Mark

proximaler Tubulus

Glomerulus
Juxtoglomerular

Die Tubuli sind von enem
Gefal3system aus Kapillarien
umgeben, die Wasser und Na’,
, welches von diesen
———————————————————— ausgeschieden wird, aufnehmen.
' / Deswegen nimmt die
. Konzentration in dieser
AuBeres Mark AuRenwelt von oben nach unten
zu. Beim Ubergang der beiden
——————————————————————— v'{ & EEEEEEEEE Asteist sie am héchsten.

Kapillarien
Inneres Mark . ) .

An die Henle-Schleife schlief3 an
deren Ende der distale Tubulus

Henle-Schleife und das Sammelrohr an.

Sammelrohr

Alle diese Strukturen mit ihrer engen raumlichen Beziehung bilden zusammen das
Gegenstromsystem, das der Harnkonzentrierung dient.

Am Anfang dieses komplexen Systems findet sich der Juxtoglomerul&rer Apparat, der zusammen
mit dem Glomerulus den Grad der Filtration der in die Tubuli eintretenden FlUssigkeit durch das
Hormon Renin, dasim Blut zu Angiotensin umgewandelt wird, regelt.

Dieses Hormon bewirkt, dass der Durchmesser der Kapillarien verringert bzw. vergrof3ert wird.
Im Fall der Verengung der Gefél3e wird der Fluss geringer und daher auch die Filtration. Es wird
weniger Salz herausgefiltert. Im Falle der Erweiterung tritt das Gegenteil auf.



Durch den proximalen Tubulus gelangt das Filtrat in die Henle-Schleife, welche aus
absteigendem und aufsteigendem Ast besteht , wobei bei ersterem die Wande durchléssig fur
Wasser und bel letzteren fir Na+ sind.

e Im absteigenden Tubulus der Henle-
Schleife versucht das Wasser den
herrschenden Druckunterschied
zwischen der Natriumkonzentration
innerhalb und auRerhalb ( in den
Kapillarien) des Tubulus auszu-
gleichen. Es herrscht osmotischer
Druck.

e Im aufsteigenden Tubulus wird
Energie aufgewandt um Natrium-
lonen zurlck in das Blutplasma zu
befordern.

Lichtmikroskopische Aufnahme der Nierenrinde
1 Nierenkdrperchen, 2 Hauptstiick, 3 Mittel stiick

proximaler Tubulus = Distaler Tubulus |

' Das entwendete Wasser bzw. Natrium wird jeweils
von den umliegenden KapillargeféRen aufgenommen
und zurilick in die Blutbahn transportiert.

Zwei Hormone konnen auch noch nach dem Austritt
des Filtrats aus den Tubuli die Zusammensetzung von
Blutplasma und Urin  nicht  unbetrachtlich
beeinflussen.



s Im Distalen Tubulus kann Aldosteron einen Austausch von Nat+ gegen Kalium
hervorrufen. Dies senkt die Natriumkonzentration im auszuscheidenden Urin.

+«+ Die Hirnanhangdrise ist in der Lage das Hormon ADH (= antidiuretisches Hormon) zu
produzieren (im Falle von zu viel Salz im Korper)

Dies bewirkt eine grofere Durchléssigkeit der Wande des Sammelrohrs und des distalen
Tubulus gegentiber Wasser. Dem Urin wird dies entzogen und seine Konzentration somit
grofder, alsim Blutplasma, das Volumen daher geringer.

Diesen Vorgang nennt man Diur ese.

Wenn kein ADH vorhanden ist sind die Wande undurchléssig und Volumen und
Konzentration bleiben bestehen.

Man spricht von Antidiurese

Nach der Passierung des Sammelrohrs gelangt der Urin durch ein Verbindungsstiick in das
Nierenbecken, in welches alle Nephronen schlief3lich einminden, um dann Uber den Harnleiter
ausgeschieden zu werden.

Unsere Problemstellung

Eine der Hauptaufgaben der
Niere besteht in der Regelung

der  Zusammensetzung  des
Blutplasmas und so auch des
Natriumhaushalts des Kérpers.
Im Laufe der vergangenen
Woche untersuchten wir welche
Mechanismen von der Niere
genutzt werden um
Schwankungen dieses
Natriumsspiegel s auszugleichen, z.B. Glomerulus

bei der Aufnahme von stark salzhaltigen

Speisen und umgekehrt. Nimmt man eine grof3e Menge an Salz zu sich, hat dies zur Folge, dass
der ausgeschiedene Urin eine hohere Na-Konzentration als im Blutplasma vorhanden ist,
vorzuweisen hat. Wird wenig Salz aufgenommen, bzw. viel Wasser weist der ausgeschiedene
Urin demnach eine geringere Konzentration auf.

Im Zuge dieser Problematik stellten wir einige Uberlegungen an um diese Vorgange des Korpers
mathematisch darzustellen und nachzuvollziehen.



2. Modellierungsprozess

Nach der Einfihrung in die biologischen Ablaufe und zusammenhéngenden
Kontrollmechanismen beschéftigten wir uns mit den allgemeinen Eigenschaften von
Rohrsystemen und Uber unseren Bildungslevel reichende mathematische Methoden. Nach dieser
EinfUhrung betrachteten wir ein Nephron und begannen die Henle-Schleife mathematisch zu
b&hraben'. ) _ Henle sche yehleite
Nach grundlichen Uberlegungen versuchten wir T EE T EmE
nur das Wesentliche herauszufiltern, wobei wir _ . _. a A

das as  nebensichlich Eingeschéatzte U\ U/ LU/~ TUTT
vereinfachten. So nahmen wir an, dass der -
Ubergang vom ab- zum aufsteigenden Tubulus 1
der Henle-Schleife nahtlos verlauft, weshab

QL= QulL) .

Ca(L)=Ca(L) Gyl U [x)
ist. Zur Erlauterung, Q ist der Fluss, C die Na- !
lonen-Konzentration, die tiefgestellten Zahlen ;
& , zeigen die Zugehdrigkeit zu dem T
absteigenden, bzw. dem aufsteigenden Tubulus. ['|"x"| Eg'._x_.'
Der Buchstabe L beschreibt die Position am o

inneren Ende der Henle-Schleife an der die
Werte angelegt sind. v
Weiters setzten wir die Permeabilitét des PR -
absteigenden Tubulus gegeniber H,O as D1_'-. LG l'"l__}{ .Eﬁ; [ ——C, (L0,
unendlich fest, woraus folgt, dass
C(X)=Ci(X) U=Fluss L=Fans. Na+
ist. Die Folge des osmotischen Drucks ist, dass die auRerhalb der |=Ende d. Sehleife
Tubuli  herrschende Konzentration gleich der innerhab des I I":-:"I—D (1]
absteigenden Tubulus herrschenden ist. e
L0 =00 =000
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Nach Uberlegungen stellten wir zudem fest, dass der Fluss im
aufsteigenden Tubulus konstant ist.

Q2(0)=Q2(X)=Qx(L)

AnschlieRend betrachteten wir den Ausfluss von Na'-lonen im aufsteigenden Tubulus, wegen
nicht vorhandener Messdaten nahmen wir diesen as konstant an und verbanden die aul3erhalb
der Tubuli herrschende Na'-Konzentration, den H,O- und Na'-Ausfluss, worauf sich folgende
Formel ergab:

fna=C(X) szo

Aus der logischen Schlussfolgerung, dass nicht mehr ausflief3en kann als vorhanden ist und diese
mit der zuvorkommenden gekoppelt erhdlt man:

Q' (%) +f0'(x)=0

1 fNa+ —_
Q (X)”m =0



Zu beachten ist auch, dass das Verhdtnis der Konzentration und dem Fluss im absteigenden
Tubulus an jeder beliebigen Stelle gleich ist.

C,(x)0Q,(x)=const. = (C(x)0Q,(x))=0
Durch Kombinieren der oberen und der dieser vorhergehenden Formel ergab sich:

f
Na*

c(x)= e(° ) % 0c(o)

Diese Formel von der Konzentration am Ende des absteigenden Tubulus ergibt den Anfangswert
vom aufsteigenden Tubulus und nachdem wir o, die Eintrittrate der Na'-lonen am Anfang der
Henle-Schleife, definiert haben konnten wir auch die Konzentration am Ende der Henle-Schleife
definieren. 13

-
m

o

al]

C,(0F e*DC(0)01-0)

Jedoch mussten wir o und die letzte
Formel noch genauer beschreiben, so dass
sie Bedingungen erflllen. So muss «
zwischen O und 1 liegen, e* grofser 0 und
(1-a) groRer 0, aber kleiner 1 sein.

o
[ny]

_l:l
=N

XKa{l 02
oe”
—_— I:I_ T 17T T T 17T 17T 17T 17T 17T 17 17 17T 17 T 1T T 1T T T T T TT1
O<(1 a)<1 0 e 04 0B n.a N
Im Zuge von Uberlegungen betrachteten alpha o

wir den Ablauf in der Henle-Schleife,
wenn a gegen 1 strebt. So ergab sich nach dem ersetzen von a durch o* folgende Formel:

C,(0F eac(o)dii-o’)
Umgeformt nach a:
o * - 1 _ C 2 (0)
c(@)oe

Wir ersetzten €" durch e, jedoch nicht (1— a) durch 0, da die Gleichung ansonsten ungtiltig wére.

Im nachsten Schritt kombinierten wir dies mit einer Formel, die den Fluss beschreibt, wo wir o
durrch O ersetzt haben.

=~ Frael
QO =2 O

Q(O)[C(0) = fy,. L

Dies zeigt das Verhdtnis von den anfanglichen Bedingungen und den Eigenschaften von der
Henle-Schleife.
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Nachdem wir dies geklart haben, erweiterten
wir das Modell um das Sammelrohr, welches
den Vorurin  sammelt und  dessen
Natriumkonzentration noch einmal, durch
die Wirkung von ADH, regeln kann. So
begannen wir mit einem Zwei-Varianten-
System in dem Fal | ene so hohe
Konzentration ADH gibt, dass die Membran
der Sammelrohre sehr stark durchlé&ssig ist,
wodurch H,O durch den osmotischen Druck
austritt und somit der entstandene Urin eine
hohere Natriumkonzentration, aber ein
geringes Volumen hat. Im Fall 11, bei dem
wir eine sehr geringe ADH-Konzentration
annahmen, ist das Volumen grolker, die
Natriumkonzentration jedoch geringer. In
beiden Félen wird alerdings die gleiche
Menge Natrium ausgeschieden, wenn zu
Beginn die gleichen Bedingungen herrschen
und wir nicht beachten, dass der
Kontrollmechanismus des ADH nicht in

diesen Extremen auftritt. Aufgrund der Tatsache, dass es eine Gemeinsamkeit gibt und wir die
Eigenschaften des Urins im Sammelrohr ohne ADH kennen, weil sie ident mit denen am Ende
des aufsteigenden Tubulus sind, konnten wir die Eigenschaften des Urins im Falle des
Vorhandenseins von ADH feststellen.

L) _c 1
Qs(L)
ohne ADH mit ADH
Cs(L) C,(0) c(0) e
f.CL f.CL
&0 c,(0)re {c.o)mer
- f.. CLCC,(0) f.. CLCC,(0)
Q:(L) c,(0)ce c,(0)Ce

Beim Versuch das Modell insofern zu erweitern, dass wir die ADH-Konzentration variieren
lassen konnen, scheiterten wir an der Tatsache, dass bis jetzt immer nur stationdre Werte
betrachtet wurden. Bei dem Variieren der ADH-Konzentration spielt die Zeit alerdings eine
bedeutende Rolle, da sich Konzentrations- und Widerstandsunterschied durch die zeitlich
Abhangigkeit nicht sofort auf stationdre Gegebenheiten einstellen kdnnen.



3. Modelle und Anwendung

C,(0F e0C(0)0(-a)
Y* fNa+ *
= X

cCO *Q, (U

Wir haben mit Hilfe der oben stehenden Formeln 3 Modédlle statuiert, die sich auf die Henle-
Schleife und damit auf den Teil des Nephrons, der sich vom Ende des proximalen Tubulus bis
hin zum distalen Tubulus erstreckt, beziehen.

¢ Als Erstes untersuchten wir die Auswirkung der Resorption des Natriunfd . |

im aufsteigenden Tubulus auf die Endkonzentration [ C, (O)] vor dem dem Beginn
des distalen Tubulus.

=>Durch das Modell haben wir feststellen kdnnen, dass sich der Fluss des
Natriums aus der fur Natrium permeablen Wand des zweiten Tubulus indirekt
proportional zu der Endkonzentration verhdlt. Dies wiederum heilét, dass mit
zunehmendem Natriumfluss die Konzentration am Ende des aufsteigenden
Tubulus abnimmt.

¢ Als Néchstes beschéftigten wir uns mit der Auswirkung von der
EingangskonzentratiohCl(O)] des Natriums am Beginn der Henle-Schlaufe auf

die Konzentration am Ende des zweiten Tubulus[ C,(0)].

=>lm Laufe unserer Arbeiten kamen wir zum Schluss, dass die
Eingangskonzentration direkt proportional zu der spdteren Natriumskonzentration
vor dem distAlen Tubulus ist, was heif3t, dass um so grofker die
Anfangskonzentration ist, auch die Endkonzentration dementsprechend steigt.

e Als dritte und letzte Bedingung betrachteten wir die Auswirkung etwaiger
Veranderungen des Flussesdurch die beiden Tubuli [ Q, (0)] auf das C,(0).

=>Hier konnten wir ebenfals eine direkte Proportionalitét des
Durchflusses zur letztendlichen Natriumkonzentration feststellen.
Je grofRer der Eingangsfluss, desto héher die Natriumskonzentration am Ende der
beiden Tubuli.
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i | den distalen Tubulus folgende
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ADH Konzentration

Das Hormon ADH steuert den Widerstand und damit auch die Permeabilité der
wasserdurchlassigen Membran der Sammelréhre, was wir in diesem Graphen veranschaulicht
haben.

Die Funktionskurve R(ADH) beschreibt die Relation des Hormons und des Widerstands und
somit der einzelnen Faktoren zueinander.

Man kann sagen, dass mit wachsender und gegen unendlich strebender ADH-Ausstol3ung der
Widerstand der Wand kleiner wird und letztendlich gegen Null strebt, so wie die Permeabilitat
der Membran des Sammelrohres gegentiber Wasser gegen Null strebt, wenn dies auch die ADH-
Ausschuttung tut.



Dieses Modell half uns, die beiden extremen und dadurch einfacheren Annahmen, den Fall, in
dem die enorm hohe Abgabe von ADH bewirkt, dass die Membran permeabel gegeniiber Wasser
wird, und jenen, in dem durch die enorm geringe Abgabe des Hormons der Widerstand héchst
moglich wird, in einen Vergleich zu setzen.

ohne ADH mit ADH
Na’ - Konzentration Cz (O) C(O) Le
W asser ausscheidung T L T B L
c,()0e (c.(0)0e)’
Nt - Ausschadung | Tnar CECC2(0) | 0 CLEG,(0)
C,(0)e C,(0)0e

Die Natriumkonzentration bleibt ohne die Ausschittung von ADH gleich der Konzentration
am oberen Ende des distalen Tubulus [ C, (O)], wogegen sie sich durch die Abgabe des Hormons

der Natriumkonzentration in den umliegenden Kapillarien im Level L [C(O)De] angleicht, dadie

Osmose, die durch das Natriumgefalle nach auf3en hin entsteht, das Wasser zwingt, durch die
Membran zu entweichen, um den Druck auszugleichen.

Die Wasserausscheidung ohne ADH ist gleichbleibend dem Wert vor dem distalen Tubulus,
wobei sie sich durch die Ausschittung des Hormons um das Quadrat verringert, da dieses im
Nenner auftritt.

In der Natriumausscheidung selbst decken sich die Werte der beiden Extrema, da sich ja nur
Wasser durch die permeablen Wénde der Sammelréhre frei bewegen kann und nicht das
Natrium. So wird selbst bei der Abgabe von ADH nur die Konzentration des Natriums gedndert,
nicht aber die Menge.

Zusammenfassend kann man also sagen, dass wéahrend die Natriumausscheidung sténdig
gleichbleibend ist, verandert sich die Natriumkonzentration indirekt proportiona zum
Wasserausfluss.



Wie bereits erwdhnt sind in der Tabelle (siehe oben) nur die beiden vereinfachten Félle, die
Extrema, angefiihrt, die aber teilweise sehr redlitdtsfern sind. Bei der Vereinfachung der oben
angefuhrten Werte haben wir diese Erkenntnisse noch einmal in dem folgenden Diagramm
dargestellt, wobei auch der Fall im Mittel der beiden Extrema miteinbezogen wurde, welcher der
natUrlichen, tglichen Kontrolle durch die Niere am dhnlichsten ist.

100- 1 Na+ - Konz.

80+

B Wasserausfluss

60—/ ]
—

40_ B Na+ -
Ausscheidung
201
0_

0 100 ~50
ADH - Ausschuttung in %

Wahrend die Natriumausscheidung, wie bereits erwdhnt, in den drel Falen standig
gleichbleibend ist, verhdlt sich die Natriumkonzentration im Urin indirekt proportional zum
Wasserausfluss.



Projekt: Sportwissenschaften

Sind Torenur Zufall?
Modellierung von Spielergebnissen bel Sportspielen

Gruppe:
Ramona Koppl, Christine Brandmiiller, Dina Hofer, Basti Wilding, Gregor Fuchs,
Benni Koller

Gruppenleiter:
Sigrid Thaller

Problemstellung

Wegen der geringen Torzahl spielt der Zufall bei Sieg oder Niederlage im Fuf3ball eine
grolere Rolle as bei anderen Sportspielen. Je weniger Torein einer Meisterschaft fallen,
desto mehr unentschiedene Spiele gibt es. Daher wéachst mit sinkender Torzahl die Chance
einer schwécheren Mannschaft, zu punkten. Wenn weniger Tore fallen, ist also die Chance,
dass nicht die spielstarkste Mannschaft die Meisterschaft gewinnt, grof3er.

Wie kann man die Spielstérke einer Mannschaft beschreiben? Welche Unterschiede gibt es zu
anderen Sportspielen, zum Beispiel zu Tennis?

Ziel des Projektesist es, verschiedene Modelle zu entwickeln und mit den Daten vergangener
Meisterschaften zu Uberprifen.

Modellierung der Spielstarke einer Ful3ballmannschaft

Das erstes Problem, mit dem wir konfrontiert wurden, war, eine Definition fur die Spielstarke
zu finden. Es gibt mehrere Ansétze:

Modell 1:

Unsere erste Definition der Spielstérke einer Mannschaft bestand daraus, die Gesamtzahl der
geschossenen Tore durch die Anzahl der gespielten Matches zu dividieren:

Geschossen Tore
Anzahl der gespielten Spiele

Spielstark =

Doch wir erkannten schnell, dass diese Definition noch sehr ausbaufahig war.
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Modell 2:
In unserem né&chsten Ansatz bezogen wir die bekommenen Tore (=Gegentore) mit ein.

Geschossen Tore Gegentore

Spielstark = : :
Anzahl der gespielten Spiele

Dieser Ansatz hat den Nachteil, dass besonders schlechte Mannschaften, die weniger Tore
geschossen al's bekommen haben, eine negative Zahl als Ergebnis fir die Spielstérke haben,
mit der es unmdglich ist, weiter zu rechnen.

Modell 3 a-c:

Eslief?d sich nicht vermeiden andere Faktoren in unsere selbst kreierten Formeln mit einzu-
beziehen, wie die Siege, die Niederlagen, die Unentschieden, den Rang, die Gesamtspiele,
alle geschossenen Tore und die Gegentore.

So ergaben sich fir uns mehr oder minder brauchbare Formeln fur die Spielstarke a.

Modell 3a:

Rang Tore N Siege Niederlagg Unentschiden

RangT- T2)OSpiele 10 30
Modell 3b:
a=[1- Rang@F Rang]ZfDGesamttor(j:+ Siege Niederlagc;lr Unentschigen
10 Spielanzah 10 30
Modell 3c:
a:[l—( RagT Rari[)'l’D elgeneToEeGegentorthr Siege Nlederlagg Unentschigen

10 Gesamtspie 10 30

Definition des Ranges

Der Rang ist die Platzierung einer Mannschaft in der jeweiligen Meisterschaft. Um die kiinftigen

Spi el ausgénge berechnen zu kénnen, bendtigt man Daten von den ersten Spielen einer Meisterschaft,
die Platzierung der Mannschaft nach den Vorrundenspielen bel der Ful3ballweltmei sterschaft oder
ahnliches.

Modell 4. ULTIMEL ©

Beim Durchspielen mehrerer Spiele, Turniere und Meisterschaften erkannten wir, dassdie
Erfolgsquote bei der Vorhersage von ca. 60% noch nicht ausreichend war. Nach vielen
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Versuchen, die Erfolgsquote zu optimieren, kamen wir zur ultimativen Formel (Ultimel), mit
der man den Spielausgang ungeféhr zu 80% vorhersagen kann:

( RangF Rangl)'] DfpigeneTore+ SiegeNiederIagg Unentschigen

a=[1-
10 Gegentore 10 30

Wenn man das Verhdtnis zwischen Sieg und Unentschieden betrachtet, sieht man, dass drei
Unentschieden gleich viele Punkte bringen wie ein Sieg. Daher stehen in der obigen Formel als
Nenner 30 und 10.

Regeln

* T2-T1darf keine negative Zahl ergeben!
* Bei einer negativen Spielstérke eines Teams von O bis -1 wird das erste 1- mit 2- ersetzt!
{1-[(Rang Team2.......... }
{2-[(Rang Team2.......... }
» Sinkt eine Spielstérke unter -1, so addiert man +2 hinzu
... + (Unentschieden / 30) + 2
» Liegt eine Spielstérke Uber 3, so subtrahiert man -1
... + (Unentschieden / 30) -1
» Hat eine Mannschaft 0 Gegentore, werden die Gegentore nur aus ihrer Formel gestrichen

[1_ Rang Rang]]]*( gescﬁ'orej+( e,
pie

10 Spiele
Siege NiederlagepF Unentschiden
10 30

Poissonverteilung

Um weiter zu rechnen und die Wahrscheinlichkeit fir ein gewisses Ergebnis zu ermitteln,
bedienten wir uns der Poissonverteilung.
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Pr’r(a):a L&

a ... Quellstarke (Spielstarke) e... Euler’sche Zahl
m... Anzahl der Tore P... Wahrscheinlichkeit

Durch die Poissonverteilung lasst sich die Wahrscheinlichkeit ermitteln, mit der m Tore bel
vorgegebener Spielstarke a geschossen werden.

Poissonverteilung Argentinien (a= 2,67)

0,3
0,25 1 —
0,2 1
0,15 1 —
0,1

e A ] =
5 6

0 1 2 3 4

Wahrscheinlichkeit

Tore

Diagramm 1: Torwahrscheinlichkeit Argentinien

Das Diagramm 1 zeigt am Beispiel von Argentinien die Torwahrscheinlichkeit bel einer
Spielstarke von 2,67. Die Spielstérke Argentiniens wurde hierbei nach dem ersten Modell und
den Daten der Vorrundenspiele der FIFA- Weltmeisterschaft 2006 ermittelt.

Die Wahrscheinlichkeit fir einen Spielausgang m:n zwischen Mannschaften der Spielstérken
aundbist

m -a n -b
a"le Db [

Rm:n)(a) =

m nl

Veranschaulichung unserer Theorien anhand der Ful3ballweltmeister schaft 2006:

Um die Effektivitéat unserer verschiedenen Definitionen der Spielstérke zu veranschaulichen,
versuchten wir den Weg Italiens bel der Fuf3ballweltmeisterschaft 2006 anhand ihrer
Leistungen in den Vorrundenspi el en vorauszusagen. Die folgenden Tabellen zeigen die
Wahrscheinlichkeit fur einen bestimmten Spielausgang an.
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Modell 1:

Geschossen Tore
Anzahl der gespieltenSpiele

Spielstark =

Achtdfinale: Italien vs Australien

Tore Italien

Tore Australien _
Spielstarke Italien: 1,66666667
Spielstarke Australien: 1,66666667

Die Spielstarken fur Italien und Australien wurden aus den V orrundenergebnissen nach
Modell 1 berechnet und sind gleich grof3. Dadurch sind die Wahrscheinlichkeiten fir einen
Sieg Italiens oder einen Sieg Australiens auch gleich.

Tab 1: Wahrscheinlichkeiten der SpielergebnissAdamtelfinale Italien vs Australien nach Modell 1

0 1 2 3 4 5 6
4% 6% 50 3% 1% 0% 0%
6% 10% 8% 5% 206 1% 0%
5% 8% 7% 4% 2% 1% 0%
3% 5% 4% 2% 1% 0% 0%
1% 2% 2% 1% 0% 0% 0%
0% 1% 1% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wahrscheinlichkeit Sieg Italien 38% o )
Wahrscheinlichkeit Sieg Australien 38% Wahrscheinlichster Spielausgang: 1:1
Wahrscheinlichkeit Unentschieden 23% Wahrer Spielausgang 1:0

Viertelfinale: Italien vs Ukraine

Dadie Spielstarke der Ukraine gleich der Australiens und Italiensist, ergeben sich die
gleichen Ergebniswahrscheinlichkeiten wie fr das Spiel Italien vs Australien und wir haben
die Tabellen weggel assen.

Wabhrscheinlichster Spielausgang: 1:1
Wabhrer Spielausgang 3:0

Halbfinale: Italien vs Deutschland

Tore Italien

Tore Deutschland _
Spielstarke Italien: 1,66666667
Spielstarke Deutschland: 2,66666667
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Tab 2: Wahrscheinlichkeiten der Spielergebnisselaibfinale Italien vs Deutschland

0 1 2 3 4 5 6
1% 2% 2% 1% 0% 0% 0%
3% 6% 5% 3% 1% 0% 0%
5% 8% 6% 1% 2% 1% 0%
1% 7% 6% 3% 1% 0% 0%
3% 5% 4% 2% 1% 0% 0%
0% 2% 2% 1% 0% 0% 0%
1% 1% 1% 1% 0% 0% 0%
Wabhrscheinlichkeit Sieg Italien 23% o )
Wahrscheinlichkeit Sieg Deutschland 56% Wahrschelpllchster Spielausgang: 1:2
Wabhrscheinlichkeit Unentschieden 18% Wahrer Spielausgang 2:0 n.V.

Finale: Italien vs Frankreich

Tore Italien
Tore Frankreich

Spielstarke Italien: 1,66666667
Spielstarke Frankreich: 1
Tab 3: Wahrscheinlichkleiten der Spielergebnissé&inale Italien vs Frankreich
0 1 2 3 4 5 6
7% 12% 10% 5% 2% 1% 0%
7% 12% 10% 5% 2% 1% 0%
3% 6% 5% 3% 1% 0% 0%
1% 2% 2% 1% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wabhrscheinlichkeit Sieg Italien 53% Wabhrscheinlichster Spielausgang: 1:0 oder 1:1
Wabhrscheinlichkeit Sieg Frankreich 23% Wabhrer Spielausgang (1:1)(1:1)(1:1) 6:4 n.E.
Wabhrscheinlichkeit Unentschieden 24%
Tore/Spiele
—e— ltalien Tore Wahr
4
3 * —m— ltalien Tore
g 2 Wabhrscheinlich
- ./ /:>:><:7 Bekommene Tore
o Wahr
—m— Bekommene Tore
! 2 3 4 Wabhrscheinlich
Spiele

Diagramm 2: Vergleich Vorhersage Modell 1 — Spietrungy

Im obigen Diagramm kann man erkennen, wie die Vorhersagen mit den tatsachlichen
Spielausgangen Ubereinstimmen.
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Modell 2:

Geschossen Tore Gegentore
Anzahl der gespielten Spiel

Spielstark =

Achtelfinale: Italien vs Australien

Tore Italien

Tore Australien _
Spielstarke Italien: 1,33333333
Spielstarke Australien: 0

Tab 4: Wahrscheinlichkeiten der SpielergebnissAdamtelfinale Italien vs Australien nach Modell 2

0 1 2 3 4 5 6
26% 35% 23% 10% 3% 1% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wahrscheinlichkeit Sieg Italien 74% Wahrscheinlichster Spielausgang: 1:0
Wahrscheinlichkeit Sieg Australien 0% Wahrer Spielausgang 3:0
Wabhrscheinlichkeit Unentschieden 26%
Viertelfinale: Italien vs Ukraine
Tore Italien
Tore Ukraine _
Spielstarke Italien: 1,33333333
Spielstarke Ukraine: 0,33333333

Tab 5: Wahrscheinlichkeiten der Spielergebniss¥/ientelfinale Italien vs Ukraine nach Modell 2

0 1 2 3 4 5 6
| 19% 25% 17% 7% 2% 1% 0%
\ 6% 8% 6% 2% 1% 0% 0%
\ 1% 1% 1% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
| 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
| 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
\ 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wabhrscheinlichkeit Sieg Italien 63% - . 4.
Wahrscheinlichkeit Sieg Ukraine 9% w:fﬁ:zcr:r;elirl(alllc;tzte;r]sp;:;iusgang. 1:0
Wahrscheinlichkeit Unentschieden 28% P gang <.
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Halbfinale: Italien vs Deutschland

Tore Italien

Tore Deutschland _
Spielstarke Italien: 1,33333333
Spielstarke Deutschland: 2

Tab 6: Wahrscheinlichkeiten der Spielergebnisseélaibfinale Italien vs Deutschland nach Modell 2

0 1 2 4 5 6
4% 5% 3% 1% 0% 0% 0%
7% 10% 6% 3% 1% 0% 0%
7% 10% 6% 3% 1% 0% 0%
5% 6% 4% 2% 1% 0% 0%
2% 3% 2% 1% 0% 0% 0%
0% 1% 1% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wahrscheinlichkeit Sieg Italien 25% Wahrscheinlichster Spielausgang: 1:1 oder 1:2
Wahrscheinlichkeit Sieg Deutschland 52% Wahrer Spielausgang 2:0 n.V.
Wahrscheinlichkeit Unentschieden 22%

Finale: Italien vs Frankreich

Tore Italien

Tore Frankreich

Spielstarke Italien:

Spielstarke Frankreich:

Tab 7: Wahrscheinlichkeiten der Spielergebniss€imale Italien vs Frankreich nach Modell 2

1,33333333
0,66666667

0 1 2 3 4 5 6
\ 14% 18% 12% 5% 2% 0% 0%
\ 9% 12% 8% 4% 1% 0% 0%
\ 3% 4% 3% 1% 0% 0% 0%
1% 1% 1% 0% 0% 0% 0%
| 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
\ 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
\ 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wahrscheinlichkeit Sieg Italien 53% Wahrscheinlichster Spielausgang: 1:0
Wabhrscheinlichkeit Sieg Frankreich 19% Wahrer Spielausgang (1:1)(1:1)(1:1) 6:4 n.E.
Wabhrscheinlichkeit Unentschieden 29%
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Tore- Gegentore / Spiele
—e— Tore ltalien Wahr

4
3 a —m— Tore ltalien

o Wahrscheinlich

o, ]

s Bekommene Tore
1 = = A wahr
O +————= —;— —=— Bekommene Tore

0 0 2 0 Wabhrscheinlich

Spiele

Diagramm 3: Vergleié¢brhersage Modell 2 — Spielausgang

Modell ULTIMEL ©

( RangF Rang]I] D\eigeneTore+ SiegeNiederIagg Unentschiden
10 Gegentore 10 30

a=[1-

Achtelfinale: Italien vs Australien

Tore Italien

Tore Australien _
Spielstarke Italien: 0,23
Spielstarke Australien: 0,03

Tab 8: Wahrscheinlichkeiten der SpielergebnissAdamtelfinale Italien vs Australien nach Modell ULTIMEL

0 1 2 3 4 5 6
77% 18% 2% 0% 0% 0% 0%
2% 1% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wabhrscheinlichkeit Sieg Italien 20%

Wahrscheinlichster Spielausgang: 0:0

Wahrscheinlichkeit Sieg Australien 2% .
g > Wahrer Spielausgang 1:0

Wahrscheinlichkeit Unentschieden 78%

Viertefinale: Italien vs Ukraine

Tore Italien

Tore Ukraine _
Spielstarke Italien: 3,93
Spielstarke Ukraine: 0,88
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Tab 9: Wahrscheinlichkeiten der Spielergebniss¥ientelfinale Italien vs Ukraine nach Modell ULTIMEL

0 1 2 3 4 5 6
1% 3% 6% 8% 8% 6% 4%
1% 3% 6% 7% 7% 6% 4%
0% 1% 2% 3% 3% 2% 2%
0% 0% 1% 1% 1% 1% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wahrscheinlichkeit Sieg Italien 78% Wahrscheinlichster Spielausgang: 3:0
Wabhrscheinlichkeit Sieg Ukraine 4% Wahrer Spielausgang 3:0
Wahrscheinlichkeit Unentschieden 7%

Halbfinale: Italien vs Deutschland

Tore Italien
Tore Deutschland

Spielstarke Italien: 2,53
Spielstarke Deutschland: 1,73

Tab 10: Wahrscheinlichkeiten der Spielergebnisselaibfinale Italien vs Deutschland nach Modell UMHEL

0 1 2 3 4 5 6
\ 1% 4% 5% 4% 2% 1% 1%
\ 2% 6% 8% 7% 4% 2% 1%
\ 2% 5% 7% 6% 1% 2% 1%
1% 3% 4% 3% 2% 1% 0%
| 1% 1% 2% 1% 1% 0% 0%
\ 0% 0% 1% 0% 0% 0% 0%
\ 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wabhrscheinlichkeit Sieg Italien 54% Wahrscheinlich Spiel 91
Wahrscheinlichkeit Sieg Deutschland 26% Wahrscsem IIC ster p|2e.:us\g3ang. '
Wahrscheinlichkeit Unentschieden 19% anrer spielausgang -0 n.v.

Finale: Italien vs Frankreich

Tore ltalien
Tore Frankreich

Spielstarke Italien: 2,57
Spielstarke Frankreich: 2,07
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Tab 11: Wahrscheinlichkeiten der Spielergebniss€imale Italien vs Frankreich nach Modell ULTIMEL

0 1 2 3 4 5 6

1% 2% 3% 3% 2% 1% 0%

2% 5% 7% 6% 1% 2% 1%

2% 5% 7% 6% 1% 2% 1%

1% 4% 5% 1% 3% 1% 1%

1% 2% 2% 2% 1% 1% 0%

0% 1% 1% 1% 1% 0% 0%

0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Wahrscheinlichkeit Sieg Italien 48% Wahrscheinlichster Spielausgang: 2:1 oder 2:2
Wabhrscheinlichkeit Sieg Frankreich 31% Wahrer Spielausgang (1:1)(1:1)(1:1) 6:4 n.E.
Wabhrscheinlichkeit Unentschieden 19%

ULTIMELO

—e— ltalien Tore Wahr

—&— ltalien Tore
- Wahrscheinlich
Bekommene Tore
e i _— Wahr

—&— Bekommene Tore
Wahrscheinlich

Tore
o P N W »

Spiele

Diagramm 4: Vergleich Vorhersage Modell ULTIMEL —&aiisgang

Wie man erkennt, stimmen die Berechnungen in manchen Féllen nicht mit der Realitét
Uberein, dader Zufall unberechenbar ist. Esist moglich das Ergebnis eines Spiels bis zu
einem gewissen Grad vorauszusagen, alerdingsist aufgrund der meist geringen Torzahl der
Zufall ein nicht zu unterschatzender Faktor.

Beispiel Bundedliga:

Tab 12: Bundesliga

Spiel Ergebnis | Berechnung |Wahrscheinlichkeit in %
1:0 1:0 44:14:42
1:2 1:0 49:22:29
0:2 0:2 01:81:18
2:1 0:0 07:48:45
2:0 0:1 17:50:32

Tabelle 12 zeigt das Ergebnis und die Vorhersage nach ULTIMEL fir Bundesligaspiele. Die
rechte Spalte zeigt die berechneten Wahrscheinlichkeiten fir Sieg, Niederlage und
Unentschieden.
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Beispiel Achtelfinale WM 2006

Tab 13 Achtelfinale WM 2006

Spiel Ergebnis|Berechnung ?/r\]/zg/?rscheinlichkeit
2:0 2:0 84:04:12
2:1n.V. |0:0 20:03:77
1:0 2:1 [55:24:20
1:0 2:1 [59:23:17
1:0 0:0 20:03:77
0:3n.E. [0:0 39:29:32
3:0 1:0 65:09:25
1:3 0:1 17:58:25

Wie man an den obigen Tabellen erkennen kann, stimmen die mit ULTIMEL berechneten
Ergebnisse mit einigen wahren Spielergebnissen Uberein. Wer das Spiel fur sich entscheiden
kann, stimmt mit ULTIMEL beinahe immer Uberein, die genaue Toranzahl jedoch nur in
manchen Fallen.

Unentschieden

Je weniger Tore in einer Saison fallen, desto héher ist die Anzahl der Unentschieden.
Um die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer gewissen Toranzahl ein Spiel unentschieden
endet, zu berechnen, formten wir die Poissonverteilung um:

Wahrscheinlichkeit fir m Tore: Pm@a) = a r?
Wahrscheinlichkeit fir Ergebnis m:n: Pm n=PnialPnb)

Wahrscheinlichkeit fir ein Unentschieden: Pu:Z Pnig (Pmb)

Bei einem Unentschieden haben beide Teams die gleiche Toranzahl, also wird m = n gesetzt.

Mit folgenden N&herungen

NCa+b
albC (N/2)[(N/2)

ergibt sich

o (N /2)2”‘

2

Pu ... Wahrscheinlichkeit fir ein Unentschieden m... Toranzahl Team 1
N... Gesamtzahl Tore/Spiel n... Toranzahl Team 2
a... Spielstarke Team 1 e... Euler'sche Zahl

b... Spielstérke Team 2
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Tab 14: Wahrscheinlichkeit fir Unentschieden

N
m 2 21 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
1,0000 1,1025 1,2100 1,3225 1,4400 1,5625 1,6900
0,2500 0,3039 0,3660 0,4373 0,5184 0,6104 0,7140
0,0278 0,0372 0,0492 0,0643 0,0829 0,1060 0,1341
0,0017 0,0026 0,0037 0,0053 0,0075 0,0103 0,0142
0,0001 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0006 0,0010
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
SUMME 2,2796 2,4463 2,6291 2,8296 3,0493 3,2898 3,5533
Pu 31% 30% 29% 28% 28% 27% 26%

Anhand der Tabelle 14 kann man erkennen, dass bei wenigen Toren, also auch einer

geringeren Spielstarke, die Wahrscheinlichkeit auf ein Unentschieden grofer ist.

Pu

34,00% A
32,00%

30,00%

28,00%
26,00%

24,00% A

22,00%
20,00% -

—e— Theorie
= Reale
Mittelwerte

18,00%
1,7

4,2

Diagramm 5: Wahrscheinlichkeit fir Unentschieded\bhangigkeit der Torzahl

Diagramm 5 veranschaulicht, dass bei weniger Toren pro Spiel die Wahrscheinlichkeit fir ein
Unentschieden steigt. Fur das Diagramm wurden Werte aus der deutschen Bundesliga von
1963 bis 2005 verwendet.
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Vergleich Ful3ball — Tennis

Tennis FulRball

. Begrenzte Satzanzahl . Unbegrenzte Toranzahl
. Unbegrenzte Zeit . Begrenzte Zeit

. 2 Spieler . 22 Spieler

Die Wahrscheinlichkeit, einen Satz zu gewinnen, kann man aus der Wahrscheinlichkeit x, das
nachste Spiel zu machen, ausrechnen:

S)x= %+6 % 21 & ¢y +56 R y +126 X y + 252X y* +504x"y®

S...Wahrscheinlichkeit den Satz zu gewinnen
x...Wahrscheinlichkeit Spieler A das néchste Spiel zu machen
y...Wahrscheinlichkeit Spieler B das néchste Spiel zu machen
x+y=1

Die Wahrscheinlichkeit fir den Gewinn eines 3-Satz
Matchesist:

M$S °S+3 ST6 3T = $(10-155+6S?)

S...Satzgewinnwahrscheinlichkeit
T...Gegenwahrscheinlichkeit
M...Wahrscheinlichkeit auf Matchgewinn

Auswirkung der Unterschiede

Beim Tennisist durch die hohe Punktanzahl eine prazisere
Berechnung der Wahrscheinlichkeit flr einen Sieg
moglich. Beim Fuf3ball hingegen ist durch die geringe
Toranzahl eine Berechnung aul3erst diffizil.

Die Wahrscheinlichkeit, den Satz oder das Match zu
gewinnen, ist grof3er als die Wahrscheinlichkeit, den
nachsten Punkt zu machen.
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Wahrscheinlichkeit

1,2

0,8
0,6
0,4
0,2

Wahrscheinlichkeit
Satz/Match

03 04 05 06 07 0,8
Wahrscheinlichkeit Spiel

0,9

= Satzgewinn

Matchgewinn

Diagramm 6: Wahrscheinlichkeiten fir Satz- und Mgtwinn

Diagramm 6 zeigt die Wahrscheinlichkeiten fir einen Satz -und Matchgewinn in
Abhangigkeit von der Wahrscheinlichkeit, ein Spiel zu gewinnen. Mit zunehmender
Wahrscheinlichkeit, das néchste Spiel fir sich entscheiden zu kdnnen, steigt auch die
Wahrscheinlichkeit, den Satz fur sich entscheiden zu konnen und — in noch hdherem Mal3e —

die Wahrscheinlichkeit, das Match gewinnen zu konnen.

Quellenangabe:

Gaston Fischer (1980), Exercise in probability and statistics, or the probability of winning at

tennis, Am. Phys. 48(1)

John Wesson, ,, Ful3ball - Wissenschaft mit Kick® (2006), Verlag: Spektrum

www.wikipedia.org, “ Tennis’ (Zugriff am 18.1.2007)
www.sportl.at (Zugriff am 18.1.2007)
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Neuronale Netze beim Mensch

2.1. Allgemeines

Axon des sendenden Neurons

Nattrliche Neuronale Netze sind
aus Neuronen und Glia aufgebaute
Netze. Zwischen den Zellen und
Zellverbanden neuronaler Netze
findet auf chemischem und
elektrischem Weg ein
Informationsaustausch statt.

Empfanger Zelle

o

Synapse
Eine Neuron (griechisch: ne aron,
der Nerv) ist eine auf Erregungsleitung spezialisie rte Zelle.
Durch ihre elektrische Erregbarkeit und Leitfahigke it sind
Nervenzellen in der Lage Nervenimpulse selektiv wei terzuleiten
und im Verbund befahigt, Informationen zu verarbeit en und
gegebenenfalls zu speichern. Das menschliche Gehirn enthalt
zwischen 30 und 100 Milliarden Neuronen. Sie sind e in
Hauptbestandteil der menschlichen Informationsverar beitung und

des Lernens.



3.2. Aufbau einer Nervenzelle

2.1.1. Die Dendriten

Dendriten sind feine plasmatische Verastelungen am
Soma(Zellkérper). Sie
empfangen
Aktionspotentiale von DENARENES
(Signalaufnahme)
anderen Neuronen und
leiten diese weiter.
Dendriten stehen in
Kontakt mit 100.000
bis 200.000 Fasern
anderer Neuronen

Zellkern

Zellkbrper
[=%5oma)

Axonhiigel
(codiertf verstarkt)

2.1.2. Der
Axonhutgel

Der Axonhugel ist der

Ursprung des Axons und

seine Aufgabe ist es, Myelinschelde
Aktionspotentiale von (u.a. lsnlierung)
Dendriten an Axon

weiterzuleiten

Axon
(Fortleitung)
0,002-0,01 mm
W= 120 mfs

Ranvierscher Schnirring

2. 13 DaS Axon {=Markscheide)

(Aktionspotential-Bildung)

Das Axon ist ein
langer Fortsatz der
Nervenzellen, der
verzweigt ist und in Synapsen mindet. Es kann eine

Lange von 1 um bis zu 1 m aufweisen und dabei zwisc hen
0,5und 10 um dick werden. Weiters dient es zur

Ubertragung innerhalb der Nervenzelle und zur

Weiterleitung zu Synapsen und damit zu anderen

Nervenzellen.




2.1.4. Die Synapse

Die Synapse dient der Ubermittlung zwischen 2

Nervenzellen. Sie stellt somit eine Schnittstelle d ar,
in der eine Information chemisch auf eine andere Ze lle
Ubertragen werden kann. Mehrere Synapsen verschalte n
sich auf diese Weise unter einander zu einem neuron alen

Netzwerk. Je naher eine Synapse am Soma, also am
fremden Zellkérper ansetzt, desto starker ist ihr

Einfluss auf die Nervenzelle, je langer der Weg, de n
die Erregung zuriicklegen muss, desto schwéacher ist der
Einfluss.

2.2. Arbeitsweise einer Nervenzelle

* Input der Dendriten von anderen Synapsen)

* Wenn das Schwellenpotential erreicht wird, erfolgt
die Freisetzung von Aktionspotential

» Dieses wird tber Synapsen an andere Nervenzellen
weitergegeben

3. Modelle:

3.1. Allgemeines

Eine konzeptionelle Abstraktion des

Untersuchungsgegenstandes mit dem Ziel, allgemeine

Prinzipien der neuronalen Informationsverarbeitung in
biologischen Systemen herauszuarbeiten, wird in der

theoretischen Biologie vorgenommen. In der

Neuroinformatik wird versucht, kiinstliche neuronale

Netze computergestitzt zu simulieren.

3.1.1. Binare Inputs:

Obwohl ein Computer auf unterster Ebene mit binéren In-
und Outputs(1,0) arbeitet werden diese weniger héu fig
verwendet als die Bipolaren Inputs(1,-1), da die

resultierenden Programme eine langere Lernphase

aufweisen. Das liegt daran, dass symmetrische Netzw erke
weniger als halb so viele netzwerkunabh&ngige Gewic hte
besitzen wie ein unsymmetrisches Netzwerk(binar).



3.2. McCulloch-
Pitts-Zelle

Dies war das erste Modell
Uberhaupt fiir Kiinstliche
Neuronale Netze. Sie lernt
welche Kombinationen der
Eingange ,richtig” sind und
welche ,falsch”. Dann Liefert
sie entweder 1(richtig) oder -
1(falsch) zurick.

3.3. Hebb-Regel

Je haufiger ein Neuron A gleichzeitig mit Neuron B aktiv ist,
umso bevorzugter werden die beiden Neuronen aufeina nder
reagieren. Dies hat Hebb anhand von Veranderungen d er
synaptischen Ubertragung zwischen Neuronen nachgewi esen.

3.3.1. Erklarung

Die Eingaben (x 1,X 2,...,X i )werden mit Durch Multiplikation mit

Gewichten wichtiger bzw. unwichtiger und tragen ein en grol3en

teil zum Lernprozess bei. In diesem lernt der Compu ter, welche

Eingaben richtig, und Gewichtungen

welche falsch sind. Emngaben _

Und errechnet damit o -—Ju';,-\‘h

die Gewichte. Hat er N \ Akbvierngs-

fertig gelernt so kann T i Netzeingabe

man ihn auch testen. ' RN T ne, .j .
Wenn die Summe dieses o, P 1 ¢ Akrsserune
mit Gewichten Ao Wy // - : Ve
multiplizierten Inputs : U o Ubertragungs.

GroRer ist als ein : I:_\ / J
Schwellenwert, ist die Ay ._{\u-“? b Se el lwpert

Eingabe richtig, sonst -
ist sie falsch.



3.4. Perzeptron-Lernregel

w(neu) = w(alt) + yx
Diese Formel wird dadurch aufgeldst, dass y bekannt
fur w fiktive Werte eingesetzt werden, bis alle x r
qualifiziert wurden - bendotigt Aufsicht beim Lernen.
Ein ungefahres Schema séahe so aus:
» Eingabe des Eingabemusters (Aktivierung der Input-
Neuronen)
» Netz erzeugt einen Output t
» Vergleich der Ausgabe t mit der korrekten Version
Ergibt den Fehlervektor
» Backpropagation oder Fehlerrickfihrung tber die For
E=%* 3t -yi)2,
wobei E = der Fehler, t = die gewtinschte Ausgabe un
gegebene Ausgabe
> Anderung der vorher eingegebenen Werte

3.5. Bias und Schwellwert

» Arbeitet wie ein Gewicht von einer Einheit, deren W
immer +1 betragt
» Erhohter Bias —> erhohter Input auf folgende Einheit
> Ist ein Bias vorhanden:
0 y_in= 1, wenn net> ~ 0
0 y in=-1,wennnet<O
O yin=b+ X W
o kennt man bereits einen Bias, errechnet man die
weiteren Uber b(neu) = b(alt) +
> Ist kein Bias vorhanden, wird ein fixer Schwellwert
fur die Aktivierungsfunktion verwendet:
0 y_in= 1, wenn net > 0
0 yin=-1,wennnet<O
0O yin= 3SX{W

3.5.1. Beispiel anhand der
Trenngerade/Entscheidungsgrenze:

ist und
ichtig

mel

dy =die

ert

von O

» Trenngerade = Grenze flur die Werte von x rund x o, for

welche das Netz eine positive/negative Antwort
gibt(decision regions)
» Mit Bias( z.B. bei der UND — Funktion):
0O b+x 1w +X w=0
= b+ IXxjw =0
= >0 -> positive Antwort
= <0 - negative Antwort

o Wertevonw 1, w » und b werden erstim Laufe des

Trainings ermittelt



o Je nach Anzahl der eingegebenen Daten erhalt man ei ne
Gerade, eine Ebene oder eine Hyperebene
» Ohne Bias:
0 XiW +X »Ww=0

3.5.2. Vorteil des Bias:

> Beeinflusst die
Entscheidung/Antwort aufgrund
vergangener Erfahrungen
o Von Individuum zu
Individuum
verschieden
» Trennlinie flie3t genau durch
den Ursprung
0 ohne Bias fliel3t die
Trennlinie beliebig nahe dem Ursprung

X1 X . P
X ” Ve s X ”
X / X x / (o}
x 7’ s
X P o P A °
#” o ” o
P o ” o
s ° o s
-, -’
Z ”
7 I
/ X2 X2
Liegen also alle richtigen Antworten (+1) auf einer und
alle falschen Antworten (-1) auf der anderen Seite solch
einer Trenngeraden ist das Problem ,linear seperabe I“.
Single-Layer Netze kbnnen nur Probleme l6sen, die | inear

seperabel sind.



3.5.3.

3.5.3.1.

AND (X NX,)

3.5.3.2.

3.5.4.

Erste Beispiele:

Beispiel: AND-Funktion
Liegen bei einem Netz zwei

Input Einheiten vor(x 1, X 2), SO

Input Output

kann man ihm 4 verschiedene

X1 X 2

Eingabemuster vorgeben, worauf
es zwei verschiedene Antworten

t geben kann

(t>0 - positiv/richtig; t<0 >
negativ/falsch):

-1 1

-1 -1

Die Trenngerade dieser
Funktion ware x ,=-X 1+1

Gleichungen:

1=1*w 1 +1*w > +b
-1=1*w 1 +-1*w ,+Db
1=-1*w 1+ 1*w 2+b

b, w ; und w , errechnet das Programm selbst, da
man ihm x 1 und x », sowie t vorgibt. Durch
diese 3 Vorgaben kommt er z.B. zu diesen 3

Uber das Additionsverfahren errechnet sich

das Programm nun:
b= -1
wi=1
wo=1

Beispiel OR Funktion
Die OR Funktion wird auf
die gleiche Art berechnet,
wie die UND Funktion, nur,
dass es hier nur einen
negativen Output gibt, wenn
beide Inputs negativ sind,
wodurch aber auch 3mal so
viele positive Bereiche
entstehen.

Praktische Beispiele

Nachdem uns diese Theorien bekannt waren begannen w
selbst mit der Programmierung von Neuronalen Netzen
Beispiele waren dabei die oben bereits ausfihrlich
beschriebenen AND und OR Funktionen. Nachdem wir di
problemlos gemeistert hatten, machten wir und auf d
Suche nach komplexeren neuronalen Netzen. Da bildet
dann mehrere Gruppen die in verschiedene Richtungen

Input

Output

X1 X 2 t

ir
. Erste

ese
ie

en sich
gingen




4. Programme

4.1. Personenerkennung

4.1.1. Allgemeines
Hierbei wurde ein Programm in C# erstellt,
das in der Lage ist, Gesichter anhand der
Anordnung der Pixel zu erkennen. Das
Bildformat und die Grol3e des Bildes
spielen dabei keine Rolle. Sogar bei
verrauschten, also nahezu unerkenntlichen
Bildern erkennt das Programm die
zugehdrige Person.
Die Anwendung baut auf der oben
beschriebenen Hebb’schen Lernregel w(neu)
= w(alt) + yx.

4.1.2. Funktionsweise

Als Lernmaterialien stehen Bilder der zu

T ImageScan
Audor: Palrick Schwarz

lernenden Personen zur Verfiigung. Diese werden

auch vorher modifiziert damit das
Programm auch lernt auf Fehler
richtig zu reagieren. Die HSB
Farbwerte der Bilder werden
eingelesen, alle Hautfarben auf
schwarz und alles Andere auf weil3
gesetzt. Dadurch bleiben nur die
Gesichtsfarben bestehen

Danach wird der weil3e Rand
weggeschnitten um stdrende Rahmen
loszuwerden. Dieser ist vor allem unnétig wenn die

Gesichtbilder, anschliel3end auf eine Einheitsgrof3e von 50x50
Pixel zurechtgeschnitten werden um zu kleine Gesich tsformen zu
vermeiden. Danach beginnt der eigentliche Lernvorga ng. Hier
werden auch die einzelnen, zum Teil modifizierten, Bilder
gelernt um sie spater dann wiederzuerkennen. Die so
entstandenen Gewichte, werden in einer Datei erneut es lernen
zu ersparen, gespeichert.
Wann man dem Programm jetzt weitere Bilder, auch vo n
schlechter Qualitéat, zeigt erkennt es diese, und
zeigt den Namen der jeweiligen Person an, sofern ih m

diese bekannt ist.



Dies ist Alfio




4.2. Texterkennung

4.2.1. Allgemeines

Das paraIIeI erstellte Learn the alphabet using Meuronal Metworks

Programm ist in der
Lage, Blockbuchstaben
Zzu erkennen und zu
benennen. Weiters kann

Matthias Schlaipfer Florian Andritsch

Number of Letters:

es einzelne Buchstaben Im_ﬂgeﬁf Letter:

aus Texten filtern, Wl'_:lth (x): 15
dadurch werden Height (y):
unbearbeitbare Texte Il C\Modellierungswoched7
bearbeitbar. Dazu wird

dem Programm erst das e = I MODELLERUNGSWOCHE
Alphabet beigebracht

anhand mehrerer
Beispiele der einzelnen
Buchstaben.

Dieses Programm baute
abermals auf der

Heeb’schen Lernregel Modellierungswoche 07 Group: Meuroinfor matik
auf.
4.2.2. Funktionsweise

Zu Beginn werden auch hier die zum
Lernen erstellten Bilder eingelesen.
Diese werden so oft Uber die Hebb Regel
gelernt bis die Abbruchsbedingung
eingetreten ist. Die gelernten Gewichte
und Bias werden im Programm
gespeichert. Damit ist der Lernvorgang
beendet.

Danach konnen Vergleichsbilder
eingelesen werden. Selbst wenn diese
nur ahnlich den gelernten Bildern, aber
noch nicht bekannt sind, ist das
Programm in der Lage diese zu erkennen.




1

4.2.3. Zusatzprogramme

4.3.

a)

b)

Zum Zerschneiden eines
eingescannten,
handgeschriebenen
Textes wurde von den
Teilnehmern ein eigenes
Programm entwickelt. Es
kann aus einem Foto von
einem Text, die
Buchstaben automatisch
nacheinander
herausschneiden und
speichern.

Zuerst wird in diesem
Programm das Foto nach
leeren Pixelzeilen

Separate into letters

Matthias Schlaipfer Flornan Andritsch

Separate image into letters ot

Text was successfully separated

Modellierungswoche 07 | Group: Meursinformatik

durchsucht, in Zeilen zerlegt und intern gespeicher t.
Diese werden dann nach leeren Pixelspalten durchsuc ht
und extern in einer Bilddatei gespeichert. Aus

Zeitmangel haben wir uns auf Blockbuchstaben

beschrankt, obwohl noch viel mdglich gewesen ware.

Weiters wurde ein Programm erstellt, dass uns
automatisch beliebig viele Abwandlungen unserer
ausgeschnittenen Ausgangsbuchstaben generiert,
um einfach Vergleichsmaterial zu erhalten.

XOR

Die dritte Richtung in unserer Entwicklung eines ne uronalen
Netzes bestand darin, ein Programm zu erstellen, da s das
schwierige XOR-Problem(explicit OR) l6sen kann. Das schwierige
an dieser Richtung war, das im Gegensatz zu den and eren beiden
Programmen kein zwei-, sondern ein dreischichtiges Netzwerk
erstellt werden musste. Eine versteckte (hidden)

Zwischenschicht ist notwendig, da die XOR-Funktion nicht

linear seperabel, sondern logisch zu erschlieRen is t.

Aber auch dieses Problem wurde schlief3lich von uns

gelost

nicht intensivieren

konnten.

und damit war das der Einstieg in die Welt d er
komplexeren neuronalen Netze, den wir aber
leider aus Zeitmangel




5. Outtakes

Getrunkene Getranke im Raum:

Maximale Dimensionen von Arrays:

Gearbeitete Zeit:

Chips zum Pokern:

Laptops:

6. Quellcode

Lernen nach HEBB’schen Regel

32 Liter

3-4

360 Stunden( 72h/tag)
(12h/person/tag) in 5

Tagen!!!

500

mind.22

private void Lernen()

{

y_in = new int[anzahly];

weight = new int[anzahly,breite,hoehe];

weighttemp = new int[anzahly,breite,hoe

bias = new int[anzahly];

y = new intfanzahly];

bool abbruch = false;

int abbruchzaehler = 0;
while (‘abbruch)

for (inti = 0; i < anzahlbges; i++)

{
for (int u = 0; u < anzahly; u++)
{

y_in[u] = 0;

for (int b = 0; b < breite; b++)

{

for (int h = 0; h < hoehe;

{

y_infu]l =y_in[u] + (x[i, b
weighttempl[u,b,h]=weight[u,
}

y_in[u]+= biasl[u];
if (y_in[u] >=0) y[u] = 1;

he];

h++)

, h] * weight[u, b, h]);
b,h];




else y[u] = -1;

}
for (int u = 0; u < anzahly; u++)
if (t[u, i] 1= y[ul)
{ for (int b = 0; b < breite;
{ for (int h = 0; h < hoe

bias[u] = bias

weight[u, b, h] = weight[u, b, h] +

for (int u = 0; u < anzahly; u++)
for (int b = 0; b < breite; b++)

for (int h = 0; h < hoehe; h++)
{

b++)
he; h++)
[u] + tfu, i];

(tfu, i * x[i, b, h]);

abbruchzaehler++;

if (weighttemplu, b, h] == weight[u,

}
}

if (abbruchzaehler == anzahly * size) a

else abbruchzaehler = 0;

bbruch = true;

7. Quellen

Neuronale Netze -

Fundamentals of -
Neural Networks

de.wikipedia.org
Alfio Borzi

und viele mehr

Rudiger Brause ISBN#3-519-02247-8

Laurene Fausett

ISBN#81-317 0053-4
DNS 66.230.200.100

DNA nicht bekannt

b, h])
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EINLEITUNG
Definition

Die Kryptologie (vom griechischen kryptos, ,, verborgen”, und logos = Lehre, Kunde) ist die
Wissenschaft, die sich mit dem Ver- und Entschllisseln eines Textes beschaftigt. Unter
Verschlisselung verstent man im Allgemeinen das Verdndern eines Textes, sodass ein
Aul¥enstehender die Botschaft nicht mehr lesen bzw. verstehen kann.

Die Kryptologie nutzt die Erkenntnisse der Mathematik und der theoretischen Informatik um
V erschliisselungsverfahren zu entwickeln und verschllisselte Texte zu entschliisseln. Die
Kryptologie lasst sich in zwei Teilgebiete teilen: Kryptografie und Kryptoanal yse.

Die Kryptografiebeschéaftigt sich mit der Entwicklung von V erschltisselungsverfahren. Man
versucht Informationen, Daten oder Nachrichten so zu verschllisseln, dass sie nur von
berechtigten Personen gelesen werden konnen. In der Kryptografie unterscheidet man
zwischen den Methoden der klassischen Kryptografie und denen der modernen Kryptografie.
Die Methoden der klassischen Kryptologie sind unter anderem Transposition (die Buchstaben
der Botschaft werden einfach anders angeordnet) und Substitution (die Buchstaben der
Botschaft werden durch andere Zeichen oder Symbole ersetzt). Die moderne Kryptografie
nutzt vorwiegend die Hilfe von Computern um Texte zu verschltisseln, wobei die Buchstaben
in Bytes (8 Bits entsprechen einem Buchstaben, also einem Byte) umgewandelt werden.

Als Gegenstiick zur Kryptografie ist das Ziel der Kryptoanalysedie verschiedenen
kryptografischen Verfahren auf ihre Sicherheit zu Gberprifen, indem sie deren
Schwachstellen aufzudecken versuchen.

Man unterscheidet auch zwischen zwei verschiedenen Arten von Kryptosystemen.

Ein symmetrisches Kryptosystem verwendet den gleichen Schliissel zur Ver- und
Entschltsselung. Ein grof3er Nachteil des symmetrischen Verfahrensist der Gebrauch
desselben Schitissals, denn ist dieser einem Angreifer bekannt, kann er an die verschllsselte
Information gelangen und auch Fehlinformationen durch Veranderung der Original nachricht
verbreiten bzw. an den eigentlichen Empfanger der Nachricht weiterleiteten. Ein
asymmetrisches Kryptosystem hingegen arbeitet mit einem Schliisselpaar. Dieses

Schltissel paar besteht aus einem privaten Schliissel (geheimen Schitissel) und einem
oOffentlichen Schliissel. Der offentliche Schitissel ist, wie der Name sagt, 6ffentlich
zuganglich. Jeder Anwender kann diesen Schliissel benutzen, um an den Eigentiimer eine
Nachricht zu versenden. Der private Schliissel wird vom Besitzer geheim gehalten. Er dient
dazu, die an ihn gesendete, verschliisselte Nachricht (Geheimtext) zu entschllisseln.

Schilssal

Giahdmie
Schidssal

itenticher

Klar- Geheim- Geheim- Klar-

Verschid sselurg Emntschli=salung

text _ text text ; text
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Geschichte

In der Antike wurde der Grundstein fur die friihe Kryptologie
gelegt. 500 v. Chr. benutzten die Spartaner die Skytala. Die

Skytalawar ein Zylinder um den ein Band gewickelt wurde, auf L \

den der Klartext 1&ngs geschrieben wurde. Der Empfanger besal? L \

einen Zylinder in der richtigen Gréf3e und konnte somit den Text &

entziffern.

Datierte Funde weisen darauf hin, dass Géius Julius Caesar sowie darauffol genden rémischen
Kaisern diverse Kodierungsverfahren bekannt waren. Das Bekannteste war die so genannte
Caesarverschiebung (siehe Verschl iisselungsmethoden).

Spéter gewann die Substitutionsverschllisselung an Bedeutung. Hier wurden einfach die
Buchstaben der Botschaft durch andere Buchstaben oder Symbole ersetzt. Dieses Verfahren
bot im frihen Mittelater ausreichenden Schutz vor Feinden bis zur Entwicklung der
Haufigkeitsanal yse 900 n.Chr.

Die Haufigkeitsanal yse findet ihren Ursprung im Orient. Man glaubte damals, dass der Koran
versteckte Botschaften beinhalte und aus diesem Grund begannen arabische Gelehrte die
Buchstaben abzuzéhlen, nach ihrer Haufigkeit anzuordnen und diese zu deuten. In jeder
Sprache kommen in einem normalen Text die Buchstaben mit unterschiedlicher Haufigkeit
vor. In der deutschen Spracheist zum Beispiel das,, € der haufigste Buchstabe, der
zweithaufigste das,,n“. (Anwendung der Haufigkeitsanal yse siehe Caesarverschllisselung)

Spéter entwickelte Blaise de Vigenere (1523-1596) ein Verschllisselungsverfahren, das fur
lange Zeit als sicher galt. Das Vigenere-Verfahren ist eine Weiterentwicklung der Caesarsver-
schltisselung, dessen Verschllisselungsmethode durch ein Schlisselwort verbessert wurde.
1854 fand der Brite Charles Babbage (1791-1871) endlich einen Weg die raffinierte
Vigenere-Verschllissel ungsmethode (siehe V erschl tissel ungsmethoden) zu knacken, doch erst
Friedrich Kasiski veroffentlichte 1867 seine LOsung.

Im ersten Weltkrieg wurde die Jefferson-Wal ze, die von Thomas Jefferson 1790 entwickelt
wurde, bel den US-Streitkraften zur Codierung von Nachrichten eingesetzt. Der Zylinder
besteht aus mehreren drehbaren Holzscheiben, auf denen die Buchstaben des Alphabetesin
beliebiger Reihenfol ge aufgetragen waren. Der Klartext wird durch Drehen der einzelnen
Scheiben eingestellt, und a's Chiffretext wird eine beliebige andere Zeile auf der Walze
gewahlt. Die EntschlUisselung wird mit einer vollig identischen Walze durchgefihrt: der
Chiffretext wird eingestellt und in einer der anderen Zeilen erscheint der (sinnvolle) Klartext.

PG

NG SNAVA AN 3
VEAFAG\ZIAW CATATATATVOVAVDAX B \N‘f\
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1P
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Ein weiteres V erschlisselungsverfahren im ersten Weltkrieg war das Checkerboard (eng.

» Schachbrett*) bzw. das ADFGX-Quadrat (siehe V erschltissel ungsverfahren), das von den
Deutschen verwendet wurde. Dieses V erschliisselungsverfahren beruht auf der Idee des
Polybiosquadrates, welches angeblich bereits 100 v.Ch. von Polybios angewendet wurde. Das
ADFGX-Verfahren ist zweistufig aufgebaut und basiert auf dem Prinzip der Substitution
(Ersetzung von Zeichen durch andere) gefolgt von einer Transposition (V ertauschung der
Anordnung der Zeichen).

Wirkliche Fortschritte in der Kryptologie gab es durch mechanische oder elektronische
VerschlUisselungsapparate. Die wohl bekannteste dirfte die ,, Enigma*“ sein: Ein nur
schreibmaschinengrof3es Gerét, welches aber fast wahrend des gesamten zweiten Weltkriegs
ein uniberwindbares Hindernis fur die Abhdrung des deutschen Funks darstellte. In dieser
Zeit wurden die ersten Computer erfunden, die zu einem erheblichen Fortschritt in der
Entschliisselung von Geheimnachrichten fuhrten.

Heutzutage spielt die sichere Ubertragung von Informationen, wie z. B. Passwortern oder

K reditkartennummern, eine besonders grofie Rolle. Um eine sichere Ubertragung von Daten
zu gewdhrleisten, entwickelten Diffie und Hellman 1976 die Idee des ,, Public Key* -
Verfahrens. Dabel handelt es sich um ein asymmetrisches Verfahren, bel dem jeder
Teilnehmer einen 6ffentlichen und einen privaten Schitissel erhdlt. 1977 wurde das RSA-
Verfahren (siehe V erschliissel ungsmethoden), eine Umsetzung des ,, Publik-Key* -Verfahrens,
verwirklicht.
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VERSCHLUSSELUNGSMETHODEN
Caesarverschlisselung
Bel diesem Verschliisselungsverfahren werden die Buchstaben des Alphabetes verschoben.

So wird zum Beispiel bei einer Verschiebung um 3 Positionen aus dem ,,A“ ein,,D“, ausdem
,B" en  E* usw.

,_
<

A|/B|C|D|E|JF|G|H]|IT |J]|K
D E|F|G|IH|IT|J|K|L|M|[NJO]|P

TIUIVIWIX]Y
UV WIX]Y|Z

Q| Z

Beispidl: verschoben
yhuvfkrehq

Methode zur Entschlisselung

Bei ausreichend langen Texten kann zum Entschltisseln die Haufigkeitsanalyse verwendet
werden. Hierbel beachtet man die statistische Wahrscheinlichkeit, die angibt wie haufig die
Buchstaben der (z.B. deutschen) Sprache in einem beliebigen Text aufscheinen.

A B C D E F G
Deutsch6.51% 1.89% 3.06% 5.08% 17.4% 1.66% 3.01%
Englisch7.23% 0.6% 2.82% 4.83% 15.66% 1.67% 2.16%

H I J K L M N
Deutsch4.76% 7.55% 0.27% 1.21% 3.44% 2.53% 9.87%
Englisch4.02% 7.87% 0.06% 0.64% 3.96% 2.36% 8.14%

@) P Q R S T U
Deutsch2.51% 0.79% 0.02% 7.0% 7.27% 6.15% 4.35%
Englisch7.16% 1.61% 0.07% 7.51% 7.15% 7.73% 2.72%

\% w X Y z
Deutsch0.67% 1.89% 0.03% 0.04% 1.68%
Englisch1.17% 0.78% 0.3% 1.13% 0.1%

In der deutschen Sprache ist der Buchstabe ,,€* bel weitem am haufigsten. Wurde also ein
(deutscher) Text mit der Caesarverschliisselung verschltisselt, kann man davon ausgehen, dass
essich bel dem Zeichen mit der gréften Haufigkeit um ein ,,€* handelt. Bel der
Verschliisselung durch Substitution beliebiger Zeichen oder Buchstaben wére es vielleicht
ratsam weiter mit der Haufigkeitsanalyse fortzufahren, doch bei der Caesarverschliisselung ist
bereits der Schltissal (, wie man den Text ver-/entschlisseln muss*) nach dem Auffinden einer
Zuordnung bekannt. (z.B.: aus € wird ,,h* - bei dem Verschlisseln wurde also um 3
Stellen ,, weitergezahit®)

Doch nicht jede V erschlisselung beruht auf dem Prinzip von simpler Substitution allein, wie
dies bei der Caesarverschltisselung der Fall war. So lasst sich das Decodieren bei anderen
VerschlUisselungsarten (wie dem Vigenéere-Verfahren) oft nicht mehr mit Hilfe der
Haufigkeitsanal yse durchfiihren — z.B.: wenn eine ,,geschicktere” Substitution angewendet
wurde, z.B. den Buchstaben , €, ,,n“, etc. wurden mehrere Zeichen zugeordnet, so wéren
andere V orgehenswei sen vorteilhaft. Um nun zu erkennen, ob ein Text mit einem einfachen
Substitutionsverfahren verschliisselt wurde, ist es hilfreich sich der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu bedienen.
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Die Wahrscheinlichkelt, dass 2 zuféllig gewahlte (aus dem Text werde 2 Buchstaben
willkarlich gewahit) Buchstaben gleich sind, lasst sich durch die Formel wie folgt berechnen:

[ T o VO Anzahl der jeweils vorkommenden Zeichen

Beispid:

Verschlisselter Text: giahdrnakdena
ny(Anzahl aler ,a') =4

ny(Anzahl aler ,d“) =2

Nn3...

_nRn-)+n n -D+.+n n, -1
- n{n-1)

In einem durchschnittlichen, unverschllsselten, deutschen Text befindet sich der Wert fir |
ungefahr im Bereich 0,0762. (Englisch: | = 0,0611). Wenn alle Buchstaben in dem Text
gleich haufig aufscheinen wirden, so wéare | = 0,0385.

Je geschickter ein Text durch Zuweisung von neuen Werten verschllisselt wurde (B.: ,,€* wird
zu -|- und ,, 0*) um die Haufigkeit des verwendeten Buchstabens bzw. Zeichens zu senken,
desto eher wird der Wert von | zu 0,0385 tendieren und das Dechiffrieren mit Hilfe von der
Haufigkeitsanal yse fehlschlagen.

Vigenere —Verfahren

Ahnlich wie bei der Caesarverschliisselung wird das Prinzip der Buchstabenverschiebung
angewendet (z.B.: jedem Buchstaben wird der Buchstabe der 3 Stellen danach folgt
zugeordnet). Um die geheime Nachricht gegen Decodierungsverfahren robuster zu machen,
bedient man sich der Hilfe eines so genannten Schilisselwortes. Man wahlt nicht mehr einen
einzigen Grad der Verschiebung (alle Buchstaben 3 weiter), sondern verschliisselt die zu
Ubermittelnde Botschaft mit Hilfe des Schitisselwortes und eines Vigenére-Quadrates.

Ein Text wird in ein Schltisselwort umgewandelt und mithilfe des Vigenére-Quadrates
verschlisselt. Um diesen Text zu dechiffrieren muss dem Empfanger das Schltisselwort
bekannt sein.

Beispid:
zu verschltisselnde Nachricht: Griisse aus Seggau
gewdhltes Schltsselwort: Licht

o Q
N =R
so -
=
EH ~ wn
U
270
Qo »
W e
e~ w0
Ut o
270
—aq
2 5 Q
o
g
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Vigenere-Quadrat
Text
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
BCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZA
CDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZAB
DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC
EFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCD
FGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDE
GHIJKLMINOPQRSTUVWXYZABCDEF
HIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFG
IJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGH

JKLMNORQRSTUVWXYZABCDEFGHI
KLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJ
EMNOPORSTUVWXYZABCDEFGHIJK
K MNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJKL
e NOPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLM
y OPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMN

PQRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMNO
QRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOP
RSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQ
STUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQR
TUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRS
UVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRST
VWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTU
WXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUV
XYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVW
YZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWX
ZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY

X0 ~3 =00 O

N<Xs<CHOWITOTVOZZITACTIOTMOO®>

Bestimmen der L ange des Schllsselwortes mit Hilfe der Mathematik

Die Lange des Schliisselwortes sei | und die Anzahl der Zeichen des Textes sei n. Dann ergibt
sich fur die Lénge des Schltisselwortes die Formel:

_ 0,0377(n
(n -1) 0 +0,0762 - 0,0385

Das Ergebnis dieser Formel sollte lediglich as Richtwert gelten (ganze Zahlen als Ergebnis
werden eher rar sein), da es oft ungenau ist. Weitersist es nur anwendbar, wenn der Text eine
ausreichende Lange besitzt.

Ableitung der Formel:
Dadie Ableitung der Formel auf den ersten Blick eher diffizil erscheinen mag, folgt eine
etwas weitlaufigere Erkléarung:

n sei die Gesamtanzahl der Buchstaben des verschliisselten Textes, | die Lange des
verwendeten Schilisselwortes. Nun ein kleines Gedankenexperiment: das Schitisselwort wird
von seinem ersten Buchstaben bis zu seinem letzten aufgeschrieben.
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In einer Art Tabelle wird dann der Text der verschliisselten Nachricht unter den jeweiligen
Buchstaben des Schlisselwortes geschrieben. Sobald der |-te Buchstabe eingetragen worden
ist, beginnt man wieder in der 1. Zeile.

In jeder Spalte dieser Tabelle sind dann ~ IE Zeichen. Wenn man einen beliebigen
Buchstaben auswahlt (daftr gibt es n Méglichkeiten), so erhdt man fir die Anzahl der
M o6glichkeiten, dass beide Buchstaben aus derselben Spalte sind, n Eﬂlﬂ -1), die Anzahl der

Maoglichkeiten , dass die beiden Buchstaben aus verschiedenen Spalten sind, ist n[{n —Iﬂ) :

Kombiniert man nun diese Aussagen, so erhdlt man:

0,0762 [ E(#‘ -1) +0,0385 (h[{n — T)
ni{n-1)

| ist (wie oben) die Wahrscheinlichkeit, dass 2 zuféllig gewahlte Buchstaben gleich sind.
Innerhalb einer Spalte sind diese Buchstaben (sofern die Anzahl der Buchstaben grof3 genug
ist) etwain den Relationen der Haufigkeitsanal yse vorhanden (sprich: am meisten ,, €, dann
,N*, ...etc.), daher erhdt man auch mit derselben Wahrscheinlichkeit zwei gleiche Buch-
staben wie im Deutschen (ndmlich 0,0762). Bei Buchstaben in verschiedenen Spalten geht
man davon aus, dass sie mehr oder weniger regelmaldig verteilt sind (da nicht mehr
verschltsselter Buchstabe = gleicher Buchstabe in der unverschltisselten Nachricht gilt), aso
nimmt man hier a's Wahrscheinlichkeit 0,0385 an. Dies mit der Anzahl aller wéhlbarer
Buchstabenpaare nl(n-1) kombiniert ergibt die oben genannte Formel.

Nun wird diese Formel mit Hilfe algebraischer Umformungen nach | geldst. Daraus ergibt
sich die Formel mit der |, also die Lange des Schllsselwortes, ausgerechnet werden kann (der
Faktor | kann jederzeit berechnet werden, Formel siehe oben). Voilal:

- 0,0377[n
(n -1) 0 +0,0762 - 0,0385
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Checkerboard

Die Verschlisselung eines Textes erfolgt dadurch, dass Klartextzeichen monoal phabetisch (es
wird fur jedes Zeichen des Klartextes stets dassel be Geheimzei chen verwendet) durch
Zeichenpaare ersetzt werden, die nur aus den Buchstaben ,A*, ,D*, ,F*, ,G* und , X“
bestehen. In eine Tabelle werden jeweils in der ersten Horizontalen und Vertikalen die
Buchstaben ,A“, ,D*, ,F*, ,G" und ,, X" eingetragen. In dierestlichen 25 freien Felder
werden alle Buchstaben des Alphabets eingetragen. Um nun eine Botschaft zu verschllisseln
ersetzt man den gewilinschten Buchstaben der Botschaft durch das zugewiesene
Buchstabenpaar.

Beispiel: ADFGX-QUADRAT

zu verschltissel nde Botschaft: Mathematik

M AT HE MA T | K
AD DD XG DG FA AD DD XG AF GF

X @O Mg >

clomz|r|x»
<M< >»Z0
A XOOT — T
=S| T IO
N| X|Wn|O| T| X

10
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Handyver schllisselung (entworfen von A. Sartory)

Die ,,Handyverschlisselung® wurde im Rahmen der Modellierungswoche entworfen. Sieist
ein Verschlisselungssystem, das sich auf die Verteilung der Buchstaben am Handy
zurtickfuhren 8sst. Dabei wird jeder Buchstabe durch 2 Zahlen ersetzt, die dann anstelle der
Nachricht verschickt werden. Die 2 Zahlen jedes Buchstabens werden fol gendermal3en
gewahlt:

Die erste Zahl gibt die Handytaste an, auf der sich der Buchstabe befindet, an. (z.B.: A:2, also
A liegt auf Taste 2; B:2, D:3, K:5,...). Damehrere Buchstaben dieselbe Taste teilen, wird nun
eine zweite Zahl angehangt, die angibt, an welcher Stelle sich der Buchstabe befindet (z.B.:
A:21 (A:2.Taste, 1.Buchstabe), B:22, C:23,...). Auf Satzzeichen werden bis auf den Punkt
(11), der die Nachricht gliedert, verzichtet.

Dadieses V erschllisselungsverfahren nur ca. 30 der 99 Moglichkeiten benttigt, konnen
Werte, die eigentlich keine Buchstaben ergeben wiirden (z.B.: 29, 67, 38, 12,.....), verwendet
werden, um die Entschllisselung, fir jemanden, der das Verfahren nicht kennt, zu erschweren.

Schltissel *4
1*
%
3*
4*
5*
6*
7*
8*
o*

*
H
*
N
*
w

S| 9 Z|<|0|0>"
xX|clo|Zz|X|T|m|w
<|<|m|Oo|I—|—|TO

Beispiel zur Entschllisselung einer Handyverschl tissel ung:
VerschlUsselte Nachricht:
83153273748823425399823274743253458262417611614381851142162162319336

1. Schritt: In Zweiergruppen anschreiben:
831532737488234253998232747432534582624176116143818511421621
62 3193 36

2. Schritt: Nicht definierte Zahlen entfernen:
833273742342538232747432538262411161438111422162 3193

3. Schritt: Entschltisseln:
VERSCHLUESSELUNG.MIT.HANDY
Nachricht:

Verschliisselung mit Handy

11
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Public Key

Unter ,, Public Key“-Verfahren versteht man eine Verschltissel ungsmethode, die einen
sicheren Datentransfer im Internet ermaoglicht: Selbst wenn der Schltissel und die
verschlisselte Nachricht bekannt sind, sollte es fiir Auf3enstehende unmdglich sein, den
geheimen Text zu entschllisseln.

1976 entwickelten Whitfield Diffie und Martin Hellman die Idee eines neuen Chiffrier-
modells, das erstmals zur Verschliisselung einen asymmetrischen Schitissel benutzen sollte.
Jedem Teilnehmer in einem System ist ein dffentlicher Schltissel (,, Public Key*) zugeordnet,
der in einem Offentlichen Verzeichnis steht. Mit diesem Schllssel kann jeder andere
Teilnehmer dem Besitzer eine Nachricht schicken, welche mit diesem Schltissel chiffriert ist.
Die Botschaft kann von AulRenstehenden nicht gelesen werden, denn nur der Empféanger kann
mit seinem privaten Schltssel (, Private Key*) den verschliisselten Text dechiffrieren. Dazu
muss es fir Aul¥enstehende unmaoglich sein, irgendwie aus dem ,, Public Key“ den , Private
Key" bestimmen zu kénnen.

Schliissel
privat

Schlilssel Schlissel

dffentlich dffentlich

Sandar

Empféngear
Doch es gelang Whitfield Diffie und Martin Hellman nicht, diese Idee in die Praxis umzu-
setzen. 1977 entwickelten Ronald L. Rivest, Adi Shamir und Leonard M. Adleman ein
Verfahren, mit dem die Idee eines Public Keys-Verfahrens verwirklicht werden konnte.
Dieses revolutionadre Verfahren ist heute als das RSA-V erfahren bekannt.

Klartext

= =G eheimtext. Klartext

RSA-Verfahren

Die unverschltsselte Nachricht (Klartext) wird mit m (fur engl.“message®) und die
verschliisselte Nachricht wird mit ¢ (fur engl.” chiffre”) benannt. Der 6ffentliche Schllissel
(Public Key) wird mit e und der private Schltissel (Private Key) mit d bezeichnet.

Um ein RSA-Schltissel system zu entwerfen, verwendet man zwei grof3e Primzahlen p, g und
berechnet n als das Produkt der beiden Primzahlen p*q. Als 6ffentlichen Schllissel wéhlt

man eine Zahl e{1,2,..., o(n)} mit ggT(e, ¢(n)) =1, wobe ¢(n) = (p-1)*(g-1) ist.

Eine zu verschlUisselnde Nachricht muss zuerst in eine Zahl m(J{1,2,3,...,n-1} umgewan-
delt werden. Samtliche Werte muissen ganzzahlig sein. Fur das Verschliisseln benétigt man als
»Public Key* e und n. Die Geheimnachricht ¢ bildet man mit der V erschliisselungs-
vorschrift m®=c mod(n) .

Der ,Private Key" d zum Entschltisseln wird durch e*d=1 mod (e(n)) ermittelt. d ist
also der inverse Rest zu e modulo n, und man kann ihn leicht mit dem Euklidschen

12
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Algorithmus (siehe Zahlentheorie) berechnen. Um die Geheimnachricht ¢ wieder in den
Klartext m zurtickzuverwandeln, muss sie nach der Entschllisselungsvorschrift
c?=mmod(n) berechnet werden.

m unverschliisselte Nachricht (Klartext)
C verschltsselte Nachricht (Chiffre)

e Offentlicher Schlissel

d privater Schliissel

p, g Primzahlen

n Produkt der Primzahlen p und g
Sicher heit

Bis heute sind beim RSA-V erfahren keine grof3en Schwachstellen bekannt. Da es unendlich
viele Primzahlen gibt, gibt es auch unendlich viele Schltissel, die zum Verschliisseln einer
Nachricht verwendet werden kénnen. Das RSA-System gilt derzeit als sehr sicher, da es selbst
fur moderne Rechner unméglich scheint, sehr grof3e Zahlen in deren Primfaktoren zu zerlegen
(n=p*Qq). Das RSA-Verfahren kénnte jedoch geknackt werden, wenn es jemandem gelingen
wiurde einen sehr schnellen Algorithmus zur Primfaktorenzerlegung zu finden.

Beispiel fir RSA

(P,C,K,E,D)
P= plain text, Klartext (Menge der Texte die man verschliisseln will,
Menge der Worter die man mit Buchstaben schreiben kann)
C= chiffretext, Verschllisselungstexte (Menge der V erschllissel ungen)
K= keys = Menge der Schllisseln
E= encryption functions = Verschltissel ung
D= decryption functions = Entschltisselung

E={e& |k OK} eaP > C

D ={dk |k OK} dE > P
e= Schlissel zum Verschlsseln (6ffentlich bekannt)
d= Schlissel zum Entschlisseln

2 Primzahlen p,q; n=p-q;
win) =fp-1)-(g-1)

P=(0,1,2,3,..... n-11 =C
wahle e e § 1,2,..., @ inl) = K
geT (e, pinl) =1

e

Verschlisseln: me P : m® = cmod (n)

13
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m = message , Klartext
c = Chiffretext
c

Empfanger:kennt p, g und
de Kmite-d=1mod @ (n)

v

mmod [n)

Entschlisselung: cd

privat: d, pund g < ¢ (n)
dffentlicher Schliissel: e und n

Obwohl n ein Tell des offentlichen Schltisselsist (also allgemein bekannt ist), gilt dieses
System als sicher, daes bel ausreichend grof3en Zahlen derzeit unméglichist, n inseine
Primfaktoren zu zerlegen. Je grof3er die Primzahlen p und g sind, desto sicherer ist der
Schltussel. Heutzutage sind die Primzahlen mehrere hundert Dezimal stellen lang.

Beispiel:p = 11, g = 23 = n = 253;
@in) = (11 - 1) - (23 - 1) = 10 - 22 = 220

Fublic Key:e = 7, n = 253
Private Key:p =11, g =23, @ in) = 220 und d = &3

7.d=1mod(220)

1+ w220
K
><:1;E » 0 & R
K
H:E;qj—lzﬁa » B3 & B = d = 63

Yerschlissle:m = 101

1#2%4 _yp1.1017 - 101% = 101 - 81 - (-17) = 73 mod (2537

e (101) = 1017 = 101
NR:101% = 10201 = 81 mod (253)

101% =817 = 6561 = - 17 mod (253)

14
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ZAHLENTHEORIE

Kleiner Satz von Fermat
Satz von dem Franzosen Pierre de Fermat (1608- 1665)

ac @ ggTia,p)=1 p ot oa

pelp

a1 = 1mod (p)  nurfirnicht Teiler

a = amod (p) richtig fir dle all Z

Eulersche Phi-Funktion
Funktion von dem Schweizer Leonard Euler (1707-1783)

Euler’ sche Phi-Funktion: n = B pil) =1

w (n) = Anzahl der Zahlen zwischen 1 = a = n fir die ggT (a, n) = 1 gilt

pi2l=1;a=1,2
: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,172

p(12) = a =
geT (a, 12) = 1
peP:ropipl=p-1
zum Bsp: p (13) = 12
ppf)y=pf-p" Tt S = T - 1)
geT (n,m) =1; win-m) =@in) @ im)
n,m = 1
k k k. k k k.
i 1- 2- " J = f 1 s {f 2 " s {f J

P (12) = @ i(2%) .3ty =2

Satz von Euler: n = R
Dann gilt flr jedes a € Z mit ggTi(a,n) =1

2’ = pod(n) = a2 "™ = 4 nod (n)



Kryptologie Modellierungswoche der Mathematik 2007

Kongruenzrechnen

Man nennt zwei Zahlen kongruent eines Moduls (einer weiteren Zahl), wenn sie bel der
Division durch den Modul denselben Rest haben.

16
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1 =27 modi(26)
1 =53 modi26)
B3 = -S3mod (26)

(PB-n+ 1) - (26 -m+3) =26 (n+m) + ¢
Restklasse 1 + Restklasse 3 = Restklasse 4

179 -53=(19+6-26) - (1+2-26) =19 - 1= 18 mod (26)
179553 = (-7} +7-26)-(1+2-26) (=71 -1=-7Tmod(26)

1-7=1mod(26)
1-1=1mod(2A)
2-7=1mod(26): es gibt keine Losung
a-x=1mad(m)

2u jeder Zahl amit ggT (a, m) > 1 gibt es keinw € Z mit a-x = 1 mod (m)

Zu jeder 2ahl amit ggT {a,m) = 1 gibt es eine Zahl a’ mit a-a = 1 mad (m)
das heifit es gibt keine Losung flr a = 2 und mod (26), da der ggT 2 ist.

Euklid’scher Algorithmus

Der Euklid’ sche Algorithmus, benannt nach Euklid von Alexandria (ca. 365 v. Chr.) ist ein
Algorithmus (genau definierte Handlungsvorschrift zur Lésung eines Problems) mit dem man
den grofdten gemeinsamen Teiler zweler nattirlichen Zahlen leicht berechnen kann.

geT (235177982 , 3017562) = d
235177982 = 75 - 3017562 - 191854

geT (3017562, 191854) = d
JO1756Z = 16 - 191854 - 32102

geT (191854, 52102) = d
191854 = 4 . 52102 - 16554

geT (52102, 16554) = d

ggT (16554 , 2440) = d
16554 = 7 - 2440 - 526

ggT (2440, 526) = d
2440 = 5 - 526 - 190

17
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ggT (526, 190) = d
BZB = 3 - 190 - 44
ggT (190, 443 = d
190 = 4 - 44 + 14
ggT (dd, 14) = d
44 =3 - 14 + 2

ggT (14, 2) =2

Erﬂ;sn:hll'_]sselung:d63 (73) = 73%% = gglrerararietas

z
z z
=73t 73 73y a3ty o7t 93¥ = 9301603981 (—17) = 101 mod (253)

NR:73% = 5329 = 16 mad {253)
73% = 167 = 256 = 3 mod (253)
73% = 3% = 9 mod (253)
731° = 92 = g1 mod (253)
739 =812 = -17 mod (253)

Quellen: Wikipedia
» Kryptografie in Theorie und Praxis‘ von Albrecht Beutel spacher
»Einfuhrung in die Kryptographie* von Johannes Buchmann
»Decrypted Secrets* von F.L. Bauer

18



Modellierungswoche der Mathematik 2007

Woche der Modellierung mit Mathematik

im Schloss Seggau
14. — 20. Januar 2007

Projekt: Alternative Energie

Egger Alexander
Grof3 Georg
Hell David
Hierz Martin
Pendl Matthias
Teichtmeister Stephan

Triebl Robert

Projektleiter:

a.0. Univ.-Prof. Mag. Dr. Stephen L. Keeling

Projekt: Alternative Energien Seite 1/19



Modellierungswoche der Mathematik 2007

Inhalt
I. Problemstellung.....cccccoeiiiririnniiiiiinniinniiiirinnniiiiiennnnnnneen 3
1.1 Aufgabenstellung........cccvviiiiniiiininiiiiinicicce 3
1.2 Spezielle ThematiSIErung......ccoceuiiiiiiiniiininiiiiiiciceccses e 3
1.3 Fehler-Chronologie.......cccoviiniieiiiniiiiiiniiciiicceceese s 3
II. Funktionsweise einer Erdwirmeheizung...........ccuuuueeeeeees 5
III. L6sungsansitze und Fehlertheorien............ouuuueeennnnnnnnnn... 7
3.1  Lochin def Leitung ......cccoovvieieieuereieiieiiiirinneeeeeeeieeeseseeeesenens 7
3.2 Die Frage nach Kalkablagerungen.........cccccocovvnniiiiccciniiinnnne, 7
3.3  Kommt es wirklich auf die Lange an?.......cccccevvvveeiecccinininnennnnnn. 7
3.4 Die Anzahl der ROhfe .....ccoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiccccccc, 8
3.5  Problem des Druckabfalls.........ccccoeoiimiiiiiiniiiiiiiiiincnen, 11
3.6  Weitere Vermutungen — Denkansatze .......cccoovevvceivnininccccncnnen 15
IV. SIMulation ....ccieeeuiiiiiiniiiimiiiiiiimiiiiiineeeeene 16
4.1  Erste Versuche mit einem ,,einfachen Modell“ ........c.cccouvvvierrenn. 16
4.2 Komplexeres Modell .........cccoceuiuiiiiiiiinnnininiiiiicccccce 17
V. Fehlerbehebung — Empfehlungen..........cccooevruunnnnnnnnnnne. 19
5.1  Empfohlene LOSUNG ... 19

Projekt: Alternative Energien Seite 2/19



Modellierungswoche der Mathematik 2007

|. Problemstellung

1.1 Aufgabenstellung

Heutzutage ist alternative Energie ein sehr aktuelles Thema, und die neuesten
Heizmethoden werden besonders aktiv im Programm fiir Umweltsystemwissenschaften an der
Karl-Franzens-Universitit Graz untersucht. Viele Leute steigen von einer traditionellen Ol- oder
Erdgasheizung um, und sie installieren nun lieber ein System basierend z.B. auf Biomasse,
Solarenergie oder Erdwirme.

Andererseits haben Konsumenten herausgefunden, dass ein solches System nicht von
Jedermann installiert werden kann. In diesem Projekt wird ein bestimmtes Erdwirmesystem
analysiert, das von einer internationalen Baufirma mit Material von einer internationalen
Erdwirmefirma installiert worden ist. Nachdem gewisse Schwierigkeiten mit dem System
aufgetreten waren, haben Techniker von einer oder der anderen Firma nach und nach ihre

aktuellste Erkliarung fir die Systemfehler gegeben.

Das Ziel dieses Projekts ist, dass die Mitglieder der Gruppe sich an die Stelle des
Konsumenten versetzen und an Hand der von den Firmen gegebenen Information eine
Fehlersuche des Systems durchfiihren und anschlieBend entscheiden was mit dem System getan

werden soll.

1.2 Spezielle Thematisierung

Unsere Aufgabe besteht darin, im speziellen Fall ,,Stephen Keeling™ die Probleme und
Fehler bei der Installation der Heizung zu untersuchen und auf Anderungsvorschlige
hinzuweisen, die die Funktionstiichtigkeit der Heizung wiederherstellen.

Bei Stephens Heizung wurden anstatt der sonst fiir diese HausgroBe iiblichen sechs
Erdwirmekollektoren zu je 100m langen Leitungen, anfangs nur ein Kreis mit 550m Linge
verlegt, welcher aber spiter im Zuge der Bauarbeiten in drei unterschiedlich lange Kollektorkreise

zerteilt wurde.

Ein weiters Problem, das es zu analysieren gilt, stellt die Schriglage, in der die
Kollektoren verlegt wurden (zuriickzufiihren auf die Hangneigung), dar.

AbschlieBend sollte die Gruppe sich in einen Konsumenten versetzen und mogliche

Losungsvorschlige erstellen.

1.3 Fehler-Chronologie

+ Pumpe fillt aus und zeigt Fehler 37 (=Niederdruck)

« Barometer hinter der Pumpe (vermutlich am Pumpeneingang) zeigt beim Pumpen einen
Druckabfall an

 Frage nach einem Loch in einer Leitung

« Fuhrt die unterschiedliche Leitungslinge zu einem Druckabfall?
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« Luft in der Leitung?
+ Leitung wurde mit Hochdruck durchgespiilt

+ Druckverlust von 0,5 Bar in der folgenden Nacht (normalerweise stehen die Leitungen
unter einem Druck von 1,5 Bar)

+ Bei Abschaltung des fehlerhaften Kollektorkreises: kein Druckabfall mehr;
Vermutung eines Lecks im Rohr liegt nahe

+ Keine Druckschwankungen mehr am Barometer; Pumpe zeigt trotzdem noch Fehler 37
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ll. Funktionsweise einer Erdwarmeheizung

Verdampler

Verflissiger

Expansionsventil

Rohre in der Erde

Erde
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Innerhalb der Erdwirmekollektoren, die in einer Tiefe von 1,20m verlegt sind, zirkuliert
unter einem Druck von 1,5 Bar entweder eine Wasser-Frostschutzmittel-Gemisch oder eine Sole-
Losung, die Wirmeenergie von der Erde aufnimmt, und so von -3°C auf ca. 0 bis 1°C erwdrmt
wird. (Die Temperaturdifferenz liegt je nach Wirmepumpe ungefihr bei 4°C)

In der Wirmepumpe gibt die Flissigkeit aus den Kollektorkreisen die Energie tber
Heizspiralen an eine andere Flissigkeit mit extrem niedrigem Siedepunkt ab, welche dann
verdampft.

Durch einen Verdichter wird das Gas komprimiert, wodurch die Temperatur auf Gber
70°C ansteigt. Auf der anderen Seite des Wirmepumpenkreislaufes wird tber weitere
Heizspiralen die Energie wieder entzogen, und an den Pufferspeicher abgegeben. Dieser speist
die Heizung und Warmwasserversorgung des Wohnhauses.
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lll. Losungsansatze und Fehlertheorien

3.1 Loch in der Leitung

Eine erste und naheliegende Theorie war es, dass ein Loch in der Leitung existiert,
welches fiir die abnormale Druckinderung verantwortlich scheint. Grund fiir das Entstehen des
Loches kénnten Baumingel sein, denn die Rohre wurden nicht wie tblich in einem Sandbett
verlegt. Die Loch-Theorie wurde auch von Stephen bestitigt. Er teilte uns jedoch mit den (laut
seinen eigenen Messungen) fehlerhaften Kreis bereits ausgeschalten zu haben.

3.2 Die Frage nach Kalkablagerungen

Wegen dem Druckabfall musste Stephen immer wieder Gber einen eigenen Anschluss an
der Leitung frisches Wasser nachfiillen. Weil es sich dabei nicht um destilliertes, sondern um
normales Leitungswasser handelte, kam die Theorie der Verkalkung wegen ,,verunreinigtem®
Wasser auf. Jedoch mussten wir die Theorie bald wieder verwerfen, da die Simulation aufgrund
der komplizierten Berechnung der turbulenten Stromung zu aufwindig gewesen wire und unser
Zeitkontingent gesprengt hatte.

3.3 Kommt es wirklich auf die Lange an?

Normalerweise werden die Kollektoren fiir Erdwirmeheizungen immer mit derselben
Linge verlegt. Bei Stephen war dies aber nicht der Fall. Urspriinglich wurde nur eine 550 m lange
Leitung verlegt. Da der Widerstand aber so hoch war, entschloss sich die Baufirma spiter diese
lange Leitung in drei unterschiedlich lange Kollektoren zu zerteilen.

Mithilfe des Gesetzes von Poiseuille kénnen wir sagen:

W(L) = Z’;

Daraus kénnen wir ablesen, dass der Widerstand von der Linge der Leitung direkt, und
der GroBe der Querschnittsfliche indirekt proportional abhingig ist.
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3.4 Die Anzahl der Rohre

Die nichste Uberlegung beschiftigt sich mit der Anzahl der Rohre und deren
Abhingigkeit vom Widerstand.

Fir parallel geschaltete Widerstinde gilt das Kirchhoff’sche Stromgesetz:

2 =2k,

1 1 1
Also: = tF— et +—
Ges Wl WZ I/V}l
.. U
Fluss . . . Stromstirke Ohmsches Gesetz: W = 7

Druck . .. Spannung
Im =], +.+I

A A A
Also: —U ——U +—U

RG&‘ Rl R

n

Analogie:
Mp=FIW=FI[IW +.+F [V

Nach Poiseuille gilt folgende Formel fir Widerstinde:

L
= 8,7 . ) =Viskositit

R*

A AprR*
F= Wp =>F= PR gilt fiir laminare Str6mungen
Parallel geschaltete Widerstinde, wobei W =W, =...= W,

Parallelschaltung _
Serienschaltung
W=w +...+w,
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S T

=

Linge der einzelnen Widerstinde

Fluss durch einen einzelnen Widerstand
Gesamtfluss durch die Parallelschaltung
Einzelwiderstand

Anzahl der Widerstinde in Parallelschaltung

Gesamtwiderstand in der Parallelschaltung

Gesamtwiderstand der Serienschaltung bei gleicher Ohmzahl der
FEinzelwiderstinde

Bsgit 1 ==, w= "

n n
Laut Kirchhoff:
F=f+f,+.+f=nlf
W, Ap =, Dp 0. T Lp

1 1 1 1 _n no_n

— = — Lttt T+t — =

W, w, wy W woow oW
n n

=>W =

n

|14
)
”

In Worten: Der Gesamtwiderstand in einer Parallelschaltung ist gleich dem
Gesamtwiderstand in einer Serienschaltung (gleiche Linge) durch die Anzahl der Leiter in
der Parallelschaltung zum Quadrat.

Beispiele:

6 parallel geschaltete Leiter (Widerstinde): 1Widerstand hat 100 Ohm

W, =W 60050
36 36 3
3 parallel geschaltete Leiter:
w, W
9

Parallel geschaltete Widerstinde (Leitungen) mit unterschiedlichen Lingen:

//

Annahme: W, =300Q w, =200Q w, =100Q

Bei keiner Regulation gilt:

Lo_ 1,1, 1 _ 1 :Wf@:%%
W 300 200 100 G6OO ©

ges
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Regulation:

Ziel: Widerstinde in den kiirzeren Roéhren missen vergrofert werden, damit die
Entleerungszeit! in allen drei Rohren gleich ist (d.h. der Fluss muss in allen 3 Rohren
unterschiedlich sein, da sie unterschiedliche Lingen besitzen = die Wasserstrahlen
mussen zum gleichen Zeitpunkt am Endpunkt ankommen). Folglich ist in allen Réhren
eine gleich hohe Temperatur zu messen, ob jedes Teilchen die gleiche Durchlaufzeit hat.
Dies ist deswegen erforderlich, da sonst eine ungleiche Energiegewinnung zu verzeichnen

ware.

Vg Vy < Vg <V

Der Gesamtwiderstand wird vergroflert (Bewies: siche unten) indem ein so genannter
Taco-Setter (hydraulisches Regulierventil) installiert wird. Dieses Gerdt verringert die
Querschnittsfliche fir einen kurzen Rohrabschnitt (d.h. der Radius R wird kleiner).

—) FlUSSrichtung )

111 ll T11

hoher Druck niedriger Druck hoher Druck
niedrige hohe Fliess- niedrige Fliess-
Fliessgeschwin |geschwindigkeit geschwindigkeit
digkeit

Abb. Schema eines Rohres mit einer Engstelle nach Bernoulli

Der Radius im Taco-Setter ist kleiner als im restlichen Rohr. Dadurch ist nach Bernoulli
im Taco-Setter der Druck kleiner, weshalb der Gesamtwiderstand des Rohres steigt.
Dabei gilt folgendes:

|
W= 87

4

Der Gesamtfluss IV wird kleiner, da folgende Beziehung gilt: F = %

Der Taco-Setter ist aber nicht als Losung des Problems geeignet, da die Widerstinde sehr
stark vergroflert werden, was eine zusitzliche Belastung fir die Pumpe bedeutet.
stAa _bp Dplr

Da = konst. gilt W = i.
t /24 A 5

Es gilt namlich F =» 4 =

' Entleerungszeit ist die Zeit, die ein Wassermolekiil bendtigt, um vom Beginn bis zum Ende
eines Rohres zu kommen.
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3.5 Problem des Druckabfalls

Problem: Fehleranzeige 37 = Niederdruck im System.

Alle Kollektoren sind offen; der Blick auf ein Barometer zeigt wihrend des Pumpens
einen Druckfall an.

Vermutung: das Barometer ist am Ende des Kreislaufes angebracht.

1. Fall Pumpe arbeitet nicht: —
p Pl - pz
o

P, ... Anfangsdruck

P, . . . Statischer Druck (Pumpe nicht in Betrieb) o p
h 2

P, ... Bei Wirmepumpe ankommender Druck

Nach Bernoulli gilt:

Gesamtdruck = Statischer Druck + Hydrodynamischer Druck

e

Bes= R+ V = const

Da die Pumpe nicht in Betrieb ist, gibt es keinen hydrodynamischen Druck, also gilt:

pges = pO

2.Fall Pumpe atbeitet, kirzester Kollektor geschlossen = kein Druckabfall
(R =P, <P) v 5 < wegen der Viskositit

3. Fall Pumpe arbeitet, kiirzester Kollektor offen = Druckabfall (p, < p, < p,)
Begriindung:

Der Grund fir den Druckabfall beim Pumpen liegt in den Luftblasen, die sich in den
Leitungen befinden. Durch das Befillen der Kollektoren konnte die Luft nicht
vollstindig verdringt werden, da sie sich aufgrund der Hangneigung in den oberen
Schleifen angesammelt hat und von dort mit dem normalen Pumpdruck nicht mehr zu
entfernen war. Nachdem jedoch eine stirkere Pumpe an das System angeschlossen
worden war, die alle drei Kreise durchgespilt hat, war kein Druckabfall mehr zu
verzeichnen. Wie unten bewiesen, kann jedoch ein moglichst gro3er Druckunterschied
zwischen Anfang und Ende des Rohres die Luftblasen entfernen.

Wir haben die realen Gegebenheiten stark idealisiert, indem wir uns statt einer
Hangneigung von ca. 7° uns die Situation bei einem Rohr das normal auf eine gerade
Ebene steht, betrachtet haben. Auflerdem sind wir statt der etwas unregelmilBigen
Krimmung von exakten Halbkreisen ausgegangen.
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P, = Druck am Beginn der Krimmung
p,= Druck am Ende der Krimmung

Der Gesamtdruck setzt sich aus dem statischen Druck und der Druckdifferenz zwischen
p,und pP,, in Abhingigkeit von den Lingen zusammen. Diese Druckdifferenz wird

wegen der Viskositit verursacht.

p= pogh ... statischer Druck

Die Hohe ist auf der y-Achse aufgetragen, Dichte und Erdbeschleunigung (9,81 m/s?)
sind konstant.

0.8 -

0.6+ A

0.4+ A

0.2

T
—

/ \ \
] (
0 [ | [
-1 -0.5 0 0.5 1

Abb. Druck sinkt mit der Héhe, P, = P, (mit Schwerkraft)
Druckdifferenz Ap bei hydrodynamischem Druck:

Um die Druckverhiltnisse wie beim statischen Druck in Abhingigkeit von der Hohe zu
beschreiben, haben wir auf eine Winkelfunktion zurtckgegriffen.

yA

a X

tana =

% |<

v

|
Bei einem geraden Rohr gilt wegen der Viskositit: p :E( pB-p)+tp

Die Linge | des Rohres beschreibt in diesem Fall einen Kreisbogen fiir p (Druck an
irgendeiner Stelle im System). Daher gilt:

_nma

=——, L =rn (ganzer Halbkreisbogen
180 & ge)
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= p= (R~ P)*+P
p180p2p1 1

tan ‘1(yj
Oder _\XJ

180

(R-p)*p

Abb. Ohne Schwerkraft, p, > p, (wegen Viskositit)

Wenn man die beiden Drucke addiert p(y)+ p(tan_l(zjj, erhilt man die
X

Drucksituation im ,,realen Rohr. Eine mégliche Luftblase hitte ithre Oberfliche bei einer
dieser Linien gleichen Druckes (dieselbe Linie), da der Druck bei Gasen gleichmilig
verteilt wird.

Abb. Niveaukurve; beide Systeme wurden addiert

Wenn Apgro8 genug ist, wird daher aufgrund der Druckverhiltnisse im Rohr

weitergespult.

Ad Abb.: Je dichter die Linien, desto hoher die Druckverinderung.
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Abb. Apist grol3 genug; die Blase wird durchgespiilt.

Ursache des Druckverlustes beim Pumpen:

Vereinfachtes Beispiel:

/

Links befindet sich ein Gefil mit groBerer Hohe (daher herrscht hier ein groBerer
Druck) als im linken Gefid3. In einer kleinen Erhebung im Rohr befindet sich eine
Luftblase. Wegen des ungleichen Drucks zwischen den Gefillen, miissten sich die
Wasserspiegel in beiden Behiltern angleichen. Nach dem Offnen einer ,,Klappe® im
groBBeren Gefil3, fliet das Wasser in den kleinern Behiltern, sodass dieser Gbergeht. In
diesem theoretischen Experiment steht jedoch eine Person mit einem Kiibel neben dem
kleineren Behilter, und transportiert ohne Berticksichtung der Raum- und Zeitgesetze die
tberflieBende Wassermenge zurlick in den hoheren Behilter, damit der Wasserspiegel
dort konstant bleibt.

Durch das Offnen der Klappe steigt der Druck in der Réhre an. Folglich wird der
Luftpolster in der Biegung zusammengedriickt. Aufgrund der Volumsverkleinerung, wird
zusatzlicher ,,Raum® frei, und da vorausgesetzt ist, dass der Wasserspiegel im groflen
Behilter gleich bleibt, sinkt der Spiegel im kleinen Gefal3.
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In unserem System aber kann der Wasserspiegel nicht sinken, weil es ein abgeschlossenes
System ist, und somit das Gesamtvolumen konstant bleiben muss. Es kann daher die

Luftblase nicht komprimiert werden. Folglich sinkt der Druck P, (dies ldsst sich

mathematisch erkliren). Um dies zu veranschaulichen, stelle man sich eine Saugglocke
tber dem kleineren Behalter vor, der den Wasserspiegel wieder in die urspriingliche Lage
zurtickzieht. Dies ist der Grund fiir die angesprochene Senkung des Drucks beim
Pumpen.

Durch das Sinken des Drucks P, wird aber auch die Differenz Ap gréBer, was wegen der

Formel F = %zu einer Erhohung des Flusses fihrt. Bei zu viel Luft jedoch kénnte das

Wasser gar nicht flieBen.

3.6 Weitere Vermutungen — Denkansatze

Ein weiterer Fehler kénnte es sein, dass in der Pumpe keine Verdampfung stattfinden
kann, aufgrund zu niedriger Temperatur der Leitung aus der Erde.

Projekt: Alternative Energien Seite 15/19



Modellierungswoche der Mathematik 2007

V. Simulation

Nach der rechnerischen Auswertung, ist vor allem die Simulation am Computer von
groBBer Bedeutung. Die nétigen Gleichungen wurden zuerst von uns in Matrizen umgewandelt,
um dem verwendete Simulationsprogramm das Rechnen damit zu erméglichen.

4.1 Erste Versuche mit einem ,einfachen Modell”

Zur Simulation verwenden wir das Programm Matlab (Version 7.3.0), das es uns
ermoglicht die Matrizen zu errechnen. Unsere Differentialgleichung besteht aus der Matrix .4
(sieche unten) und einer zweiten Matrix 4. Dieses einfache Gleichungssystem ermdglicht es uns
mit beliebigen Werten die Matrix immer wieder neu zu berechnen. Hier ein Auszug aus dem
Programmcode des vereinfachten Modells:

A = [-h2*sigma2/(rhol*c1*v1),h2*sigma2/(rhol*c1*v1) ,0,0; ..
h2*sigma2/(rho2*c2*v2),-h2*sigma2/(rho2*c2*v2)- a/v2,alv2,0;
0, a/v3,-h3*sigma3/(rho3*c3*v3)-a/v3,h3*sigma3/ (rho3*c3*v3);
0,0,h3*sigma3/(rho4*c4*v4),-h3*sigma3/(rhod*c4* v4)];

Bei diesem Modell handelt es sich um unsere ersten ,,Gehversuche® mit dem fir uns
neuen Programm, bei dem wir eine einfache Art der Warmeiibertragung zwischen zwei Raumen
tber eine Leitung simulieren.

Der untere Bereich in der Grafik (Raum1) stellt sehr vereinfacht die Erde dar, der obere
Raum soll im Laufe der Arbeiten durch das Haus ersetzt werden. Nachdem wir die Simulation
durchlaufen lieBen, hat sich Rawm? schon erwirmt: Die ersten Versuche mit Matlab waren
gegliickt.

armekollektoren
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Den genauen Temperaturverlauf kann .\
man aus der Temperaturkurve auf der rechten

Seite ablesen.

Die rote Kurve stellt die Temperatur der
Leitung (Kollektoren in der Erde) dar, Blau den

Temperaturverlauf in der Erde und von der .

cyanfarbige =~ Kurve  kann  man  den
Temperaturverlauf — innerhalb des  Hauses
(Raum?2) ablesen.

Dass uns dieses einfache Modell schon
bald nicht mehr weiterhilft, erkannten wir als es u

darum ging, die Kompression des Gases

innerhalb der Warmepumpe darzustellen

4.2 Komplexeres Modell

Im Laufe der Woche wuchs unser Gleichungssystem auf eine stattliche GroBe an. Mit

diesem war es uns dann moglich die Wirmepumpe, mitsamt der Gaszirtkulation in ihr,

wiederzugeben. Folgende Formeln haben wir errechnet:

P T,'= ho, (Tz - T1)
P, 1, = b0, (T1 _Tz) t 0,054, (T3 - Tz)
Pyeps 15 =h,0, (Tp _Ts) * Psesa, (Tz - T%)

vy
Psesvs T :b30—.%(T4 _Ts) +40,0, (Te — 1
P Ty =ho (1, =T,)+ pe, (I = T;)
e T = b0 (T, = T.) + presar (T, = T)
Pyegr Ty =b50-5(T7 _Ts) +b60-6(Ta - Ts)

K-1 K-1
p4”4”4(1)—5j 1,'= /720-2(T3 _Tp)p4”4”4( 5] 1,'= /7202( 3
)

Die schon im einfachen Modell kénnen wir auch hier die Anderungen der Energie tiber

lingere Zeitraume beobachten, und haben, damit sich das Haus nicht bis ins unermessliche

erhitzt und sich die Erde regenerieren kann, einen einfaches Thermostat eingebaut:

if (T(8,1)>(20))
al=0;
a2=0;

end
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Beheiztes:Haus

FuBbodenheizung

Pufferspeicher

- Wirmepumpe
Wirmepumpe —(Komprimierung)
(Wirmetausch)

Kollektoren in
det Lirde

> 0 5 10 15 20 2

Hier ist das komplexe Modell am Ende der Simulation zu sehen.
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V. Fehlerbehebung — Empfehlungen

5.1 Empfohlene LOosung

Bei der ,,Taco-Setter-Losung® ist die Belastung fiir die Pumpe sehr hoch (hoher Gesamt-
widerstand), deshalb empfehlen wir, die alten Leitungen zu entfernen und, wie urspringlich
geplant, sechs Leitungen zu je 100m zu verlegen. (siche Konzeptzeichnung unten)
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