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Vorwort

Die Idee zu der in der Steiermark durchgefiihrterog®llierungswoche* fir Schiler der
7.und 8. Klasse der AHS wurde schon langere Zeit lastitut fir Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen der Universitat Grazutiesrt. Vorbild waren &hnliche
Vorhaben, die bereits in Kaiserslautern, in Bozad arstmals im letzten Jahr auch in Linz
durchgefuhrt wurden. Mitglieder des Institutes halb®ereits Erfahrungen mit ahnlichen
Veranstaltungen fir Studierende und angehende Waskafter. Im Jahre 2005 wurde vom
Institut far Mathematik und Wissenschaftliches Resmhnder Karl-Franzens-Universitat
erstmals eine Modellierungswoche durchgefuhrt, ke allen teilnehmenden Schilerinnen
groRen Anklang gefunden hat. Ermutigt durch diederchschlagenden Erfolg haben wir
auch im Jahre 2006 wieder eine Modellierungswochegeloten. Hauptziel der
Modellierungswoche war es, Schiler mit einem Aspit Mathematik zu befassen, der
unserer Meinung nach im Unterricht an den AHS usfeésentiert ist: Die Rolle der
Mathematik als Werkzeug zum Verstandnis der Weé, uhs in Alltag und Wissenschaft
umgibt. Wahrend ihrer gesamten Geschichte stanMdteematik immer in Wechselwirkung
mit angewandten Bereichen. Viele mathematische fémoentstanden in Reaktion auf
Anforderungen aus den verschiedensten Anwendurgishen. Die Verfugbarkeit immer
leistungsfahigerer Computer hat neue Mdglichkeitén die mathematische Behandlung
verschiedenster komplexer Probleme er6ffnet. Qtaivie Resultate statt qualitativer
Aussagen sind immer wichtiger und erfordern zu rirBewaltigung die mathematische
Modellierung komplexer Systeme in interdisziplinaZesammenarbeit.

Den an der Modellierungswoche teilnehmenden Schmilen sollte an Hand sorgfaltig
ausgewahlter Projektaufgaben Gelegenheit gegebedemeden angewandten Aspekt der
Mathematik durch Teamarbeit in Projektgruppen zleben. Es wurde versucht, den
Teilnehmenden die wesentlichen Phasen eines Medelgsprozesses nahe zu bringen:
Einarbeiten in das Anwendungsgebiet, Wahl der Mettaktur in Hinblick auf die
Aufgabenstellung, Einsatz numerischer Methoderrjmetation der Ergebnisse, Prasentation
der Resultate.

Treibende Kraft fur die Realisierung der Modellieggwoche war Dr. Stephen Keeling,
dem hier fur seinen grofRen Einsatz gedankt sebrmkser Dank gebihrt dem Landesschulrat
fur Steiermark, und hier insbesondere Frau Lantedisspektor Hofrat Mag. Marlies
Liebscher. Sie hat die Idee einer gemeinsamen Vealansy sofort sehr positiv
aufgenommen und tatkraftig unterstitzt. Ohne demR@n Einsatz der direkten
Projektbetreuer, Dr. Sigrid Thaller — Institut fBportwissenschaft, Dr. Wolfgang Desch, Dr.
Stephen Keeling, Dr. Georg Propst — alle Institut Mathematik und Wissenschattliches
Rechnen, und der Betreuer aus dem Kreis der Leinalts Mag. Theresa Gradnitzer, Mag.
Erna Hammerl und Mag. Melanie Wogrin, die auch @estaltung dieses Berichtes
Ubernommen haben, sowie Dr. Alfio Borzi vom Institdiir Mathematik und
Wissenschaftliches Rechnen wére die Modellierungbeamicht durchfuhrbar gewesen. Der
Bank Austria — Creditanstalt sei flr eine nicht einéichtliche Subvention gedankt. Dem
Programm fur Begabten- und Begabungsforderung r8taer& sei fir eine wesentliche
Subvention gedankt. Fur seine Unterstlitzung seerdktor Polaschek, Universitat Graz,
gedankt.

Schloss Seggau, am 13. 1. 2006
Kappel
(Leiter des Institutéis Mathematik und
Wissenschaftliches Rezt)

ii— Bank™S\ustria
fliﬁﬁ Creditanstalt -%1%



Gasaustausch in der Lunge

Vorstellung der Fragestellung iddieioniiid biiod
/

Wir beschéftigten uns mit der Frage, wann defonchicle Oxygenated blood
Gasaustausch in einer menschlichen Lunge maximal wird
wovon dieser abhéangig ist und welche mathematischen un
physikalischen Prinzipien diesem zugrunde liegen. Mit den
erhaltenen Erkenntnissen haben wir ein mathematisc

Modell erstellt.

To pulmonary
artery

From pulmonary
anary

Einleitung

Die menschliche Lunge enthalt ca. 300 Mio. kleine
Blaschen, die so genannten Alveoli. In diesen Alveoleh, 5
findet der Kontakt zwischen Blut und Atemluft ine
suffizientem Male statt, sodass eine ausreicher
Versorgung mit Sauerstoff und der Abtransport vore %
diversen Gasen wie z.B. G@Qus dem Blut gewahrleistet £
werden kann. Eine semipermeable Membran bildet di
Grenzflache zwischen Atemluft und Blut, welche durc
ihre sehr dinne Beschaffenheit die Diffusion se
beginstigt. Aufgrund dieser physiologischeh—2

Gegebenheiten kbnnen wir annehmen, dass sich der Gehalt an GaAterdiift und im
Blut im Gleichgewicht befindet.

Das Blut wird von der rechten Herzkammer lber die Arteria pnéiis in die vielfach
verzweigten Lungenkapillaren gepumpt und erreicht auf diesem Viibgg(8ich die Alveolen
— so ist die Perfusion (Durchblutung) dieser gegeben. Hat deusassch stattgefunden,

— Capitlary wall

Decxygenated
booad cell

[ Carbion diaxide

Oygenated
blood cell
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sammelt sich das Blut in der Vena pulmonalis und erreicht so dem Ixkehof und
schlie3lich die linke Kammer von wo es seinen Weg durch den ges&mgislauf nimmt. Es
ist anzunehmen, dass die Summe der Blutflisse durch die Alveolen damtge Blutfluss
der Lunge entspricht.

Die Versorgung der Lunge mit Atemluft wird als Ventilatiorz&ehnet und erfolgt Uber die
Trachea, welche sich in die Bronchien aufspaltet, Gber die dienlatt schlie3lich die
Alveolen erreicht. Die Ausatmung erfolgt auf demselben Weg.

cr,P1 \\l / ce, Fe
VA 1\
Alreolus
ch, PA
cv, Pv — _Q_;_—____ —= ca, FPa

Parameter:

Partialdruck des betrachteten Gasegs
vom Gas eingenommenes Volumer
Anzahl der Gasmolekiile
Boltzmann Konstante
absolute Temperatur
Blutfluss durch den Alveolus
Konzentration des betrachteten Gases
Ldslichkeit des betrachteten Gases
eingeatmete Luft

alveolare Luft
ausgeatmete Luft

venoses Blut

arterielles Blut

> <m> =700 XZ2<|T




Ideales Gasgesetz

PV =nkT
Partialdruck in einem Gasgemisch:
P =ckT

In einem Gasgemisch hat jedes Gas einen eigenen Partialdruck. Detdbaslaches
Gasgemisches ist die Summe der einzelnen Partialdrucke.

Partialdruck in einem gelosten Gas:

=
%]
=
I
=
7]
=}
]
—

Die Konzentration der Losung ist proportional zum Partialdruck. Daher exaitiert
dynamisches Gleichgewicht.

Wenn ein Gageine einfache Lésundz.B.: Sauerstoff im Blut) bildet gilt:

c=C(P)



Hier handelt es sich um keine lineare, sondern um eine streng monoton wachsende Funktion.

Auf Grund dessen gibt es eine Umkehrfunkti®HC™ ¢ )X )

(23

Gastransport in einem Alveolus
V,(c, —¢,) =Q(c, —¢c,)

Dieses Gesetz verdeutlicht das Gleichgewicht zwischen der Anzahl sleo@&ile, die pro
Zeiteinheit, aus der Atemluft entnommen bzw. hinzugeflgt werden und der Anzahl je
Gasmolekile, die pro Zeiteinheit, vom Blut aufgenommen bzw. abgegeben werden.

Ventilations-Perfusions-Verhaltnis:

Das Ventilations-Perfusions-Verhéaltnis beschreibt die Gaskon#entran der alveolaren
Luft und im arteriellen Blut.

Wenn die Q-Konzentration in der Au3enluft absinkt, verlangsamt der Korper reflexartig den
Blutfluss (Q). So kommt es auch zu einem Ruickstau des Blutes aus dem Herzen und einem
Druckanstieg in der Perfusion. Wenn dieser zu grol3 ist, kann es zum Eindringen von Blut in
die Lungenblasschen kommen (=lebensgefahrlich).

Wenn umgekehrt der Partialdruck vonsieigt, wird die Perfusion angekurbelt. Dies kann
allerdings fur den Menschen auch gefahrlich sein.
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Gasfluss

= Anzahl der Molekle, die pro Zeiteinheit aus der alveolarenihsfBlut kommen bzw. aus
dem Blut in die alveolare Luft wechseln:

r+okT r+okT

Der Gasfluss ist wesentlich vorabhangig.

Je grol3er die Temperatur desto kleiner ist f (z.B.: bei Fieber)

Wahrend die maximalen Volumen der Alveoli in der ganzen Lunge fashgsind, besitzen
die Alveoli im unteren Bereich der Lunge, aufgrund des Gewichss Ldmgengewebes,
kleinere minimale Volumen.

Gastransport in der Lunge

Der Blutfluss durch die Lunge ist die Summe der Blutflisselddre Alveoli. Diese sind
parallel geschaltet.

Parameter die fur alle Alveoli gleich sind: k,ol .G, ¢,

Parameter die von Alveoli zu Alveoli verschieden sind:(@a)1, n, (Ca)i

Gesamtgasfluss in der Lunge:

f=o(P -R)QE

E = Effizienz
3x10° e
E: 1 Z QII
Qy = I +oKT
O0<E<1



O2 Transport in der Lunge

Sauerstoff im Blut ist keine einfache Losung und somit auch nidrein@r linearen Funktion
darstellbar.

Partialdruck von Sauerstoff im Blut:
P=C™(c)=H(c)
Die Funktion H(c) ist nur schwer explizit darstellbar und muss abgescteittny

Eigenschaften von H:

H(O) =0 P =H(c}
H'(c) >0 furc>0
H”(c)>0firc>o

ta

O2 Transport f in der Lunge:

f :Z f, :ZQi (c,(r)-c)
V)i
Q

Die @ Funktion ist nicht explizit darstellbar.

ro=

Problem:
Stelle die eFunktion dar!

Uberlegungen:

FUr jedes r gibt es ein ganz bestimmtes ¢ rc, +c, =c, +% H(c,)

Diese Funktion ist beschrankt und streng monoteigeid.



Problembehandlung

1. Problemstellung:

Zeige, dass der Gasfluss (f) bei gegebenem DrugkdPR, maximal ist, wenn das
Ventilations- Perfusions- Verhaltnis fiir alle Aleq (i =1,...,3*1C) gleich g ist, wobei
I, das Ventilations- Perfusions- Verhaltnis der Gehame ist.

Ausgehend von der Gleichung fur die Effizienz dengie bzw. des
Gesamtgasaustausches,

N
f=>fi=QuolP -PR)LE
i=1
wobei der Faktor E fur die Effizienz des Gasflussest,

1 & Qr
E:_ 11
Q, E%:ri + okT

wird zuerst die Funktion E ndher betrachtet. Une lBigenschaften naher zu bestimmen
ohne die Funktion selber genau zu kennen.

Vorhergehensweise:

a. Durch Diskussion der Funktion wird zunéchst inresi@k naher bestimmt.

gi(0)=0
6'(x)>0
1.2+ i
gi"(x)<0 PR
1+ o J
/"///
0.8} /,/"
0.6
p
0.4t ) /
0.2+
///
0 0.5 1 15 2 25 3
Ergebnis: r

Es handelt sich um eine streng monoton steigendktien.

b. Im néchsten Schritt macht man sich zunutze, das&diphen der Funktionen
(gi) unterhalb jeder Tangente an die Kury&egen. Daher konnen wir die
Funktionswerte i¢r;) durch die Werte der Tangente an die Kurve vamg
Punkt § nach oben abschéatzen, d.h. es gitf)g< yi=gi(ro)+g/'(ro)(ri-ro), falls r
# I, ist. Wenn man daher in der Formel fur E die Fuongiverte dr;) durch y
ersetzt, erhalt man eine Abschéatzung von E nach:obe



N N
E<i &+izgil(ro)(ri _ro) = ro - Emax'
QO i=1 I’0 +oKT Qo i=1 ro + okT

Man beachte, dass der zweite Summand auf der reSkbiEnNull ist. Weiters
sieht man, dass E genau dann den Wert Emax anninent fur alle Alveoli
ri=ro gilt.

Ergebnis:

Ein maximaler Gasfluss (f) kann nur erreicht werdeenn das Ventilations-
Perfusions- Verhaltnis in allen Alveoli gleich ist:

r
f =00 -P)—2— = f max
QIR ~RI)F—*r

2. Problemstellung:

Zeige das analoge Resultat fir denT@ansport in der Lunge.

Es ist zu beachten, dass i Blut keine einfache Losung bildet d.h. es findieirch die
Bindung ans Hamoglobin chemische Reaktionen gtatgehend von dieser Formel fir
den Gasaustausch der Gesamtlunge

f :iQi |:tk:a(ri)_cv]

muss man im Fall von Qedoch von einer nichtlinearen Beziehung ausgetiergurch
die Funktion H(c) beschrieben wird, wobei nur e@wgsser Bereich fur den O2
Partialdruck in der Lunge relevant ist¢o>0). Der Partialdruck von O2 im Blut kann
mit einer Umkehrfunktion H{g beschrieben werden, die folgende Eigenschaften ha

H(0)=0
H'(c)>0 wobei gilt €0
H”(c) wobei gilt c>co

Vorhergehensweise:

a. Durch einige Umformungen gingen wir zuerst von éoider Gleichung aus
rc, +c, =c, + H(c,)
KT

um im nachsten Schritt die Funktion B)(bzw. deren Abhangigkeit von der
arteriellen @ Konzentration genauer zu betrachten. Weiters siglnt, dass es
fur ein fixes PO genau eine Losung=e,(r) <L gibt. Man kann jetzt davon
ausgehen, dasgféir alle Alveoli gleich ist, da es sich bei dentlieken



Komponenten in der Gleichung um Konstanten hargleltk, T) die ebenfalls
fur alle Alveoli gleich sind.

Durch anschliel3endes Differenzieren konnten wireatwplizite Darstellung
der Funktion auf bestimmte Eigenschaften schlielferkall von Sauerstoff
konnen wir die Funktionswertg(g) durch die Werte der Tangente an die
Kurve von yim Punkt g abermals nach oben abschétzen. d.h. esfijjt<
Yi=Ca(ro)+ca’(1o)(ri-ro), falls f # ro ist.

Wenn man wieder davon ausgeht, dasis,rdann kommt man durch das
Aufspalten der Summen und anschlieRendes Subsgiture folgendem
Ergebnis:

N
f :ZQi (Ca(ri) _Cv) SQo(Ca(ro) _Cv) = Emax
i=1
was bedeutet, dass wenn ajlgy; dann ist f gleich eine obere Schranke und
damit E-max.
3. Problemstellung:

Aufgabe:

Die Lunge besteht aus 2 Teilen, in denen ri (= Vatiwns-Perfusions-Verhaltnis) fur alle
Alveoli gleich ist. (ri = r0)

Es werden folgende Annahmen getroffen: P1 =0 (esiot Abatmen von
Anestesiegasen)

okT=1

Q1 =2 I/min

Q2 =3 I/min

Q0=Q1+Q2

(VA)O =(VA)1 + (VA)2 =5 I/min

WAl

\ 1
/ Alvech

21

—= QO

/ ]
Q2 “\

Alveolt

8

WAZ



a. Man sucht eir{Va): bei demE (=Effizienz der Lunge) maximal wird (maximaler
Gasaustauschit soll als Funktion vorfVa): dargestellt werden. Der Einfachheit
halber nehmen wir fi{Va)1 = x an

Berechung mit einer einfachen Lésung:

l. Allgemeine Ldsung:

f=0Q,(R -R)E
QI rl NG Qi ri
o(;r |Nzl+1ri +1)

F:(\/A)lzl F‘:(\/A)ZZ(\/A)O_X
Q. Q Q, Q,

E:i( X Q, + (Va)o — X @2]

Qo Q1+X Q2+(VA)0_X

Es handelt sich um ein Extremwertbeispiel. Wir éildlie 1.Ableitung und setzten
diese 0. So erhalt man eine quadratische Gleichndgleshalb 2 mégliche Losungen.

(Qz +(VA)0 _X) [Ql :i(Q1 + X) [Qz
1.Fall ergibt:

Valo

=Q Q,

Im 2.Fall gibt es keine Lésung.

Wie wir bereits bei Problem 1 festgestellt habereieht die Lunge die maximale
Effizienz dann, wenn allge (Ventilations-Perfusions-Verhaltnis) fur alle Able
gleich () ist.

b. Es existiert ein (VA)1 bei dem die maximale E#ézz erreicht werden kann.
Uberraschender Weise kann man bei einer Lungeldrezin Teil schlechter arbeitet,
auch eine maximale Effizienz erreichen.

[. Losung mit oben angegebenen Zahlenwerten:

B =20% 327
5 x+2 5 8-x

2 3_ -3 o
E()_E (><+2)2+§D(8—x)2 - E()=0

X2 + 20k — 44=0

10



X, =-22) (= unmdglich da negativ)

- Maximale Effizienz %

Funktion E((V,},)

0.5 T 1 T T T T T T

0451 i

A/ |
bV

0.35
0.3 \_

O]=2, OE=3, (VA)0=5’ {VA)]=2

0.25 1 1 1 ! 1 1 1 1

Diese Kurve stellt die E(M; Funktion mit den gerechneten Zahlenwerten dar.

wo!

Funktion E¢{(V
05 T T T

045 - \

0.35F
0.3

D26

02 Q,=3,Q,=1, (V,),=3. (V,),=2.25 ]

0 05 1 15 2 25 3
Vs

Hierbei handelt es sich ebenso um eineg{¥unktion mit anderen Zahlenwerten.
Man kann sehr gut erkennen, dass es auch hier @imiMm gibt.

11



2
o ZQI |1(::a)i V
Ersetzt man in folgender GleichuriRy :‘zl—w den Blutfluss ({gdurchTi und

0

die Konzentration im arteriellen Blutaﬁcdurchv', so kurzt sich die Gleichung

$n

— = . \Y ;

folgendermaRenP, = = 57 Qo wird durchT0 ersetzt und man erhalt folgenden
0

2 2
Z& n
— =1 t =1

Doppelbruch:P. =2~ .Durch Kiirzen ergibt sichP, = 22—
Vo Vo
t
2 n
Zni , B ZC‘
Ersetzen von% durchZci folgende Gleichung erhal®. = -=-— (Man beachte
0 i=1 g

, wobei man durch

C.
die Relation zuP, = —-).
g

Interpretiert man die nun erhaltene Gleichungtlgés feststellen, dass der
durchschnittliche Partialdruck der Quotient aus@i@mme der i Teile und der
Loslichkeit ist.

2
B > (V) Hey),
Ersetzt man in der Gleichuriga = kT = A die Ventilationsflisse durch
AJ0
vol,). bzw. vol,)o sowie die Konzentration duchq(M so erhalt man:
t t (Val,);
2 (Vol )i (ny), z

X 3
Pa=1= ATl Gekiirzt ergibt sichP a = KT 1L .

(ol ), (Vol ,),

t
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Projekt: Biomechanik Weitsprung mit Zusatzgewichten

Projekt: Biomechanik

Weitsprung mit Zusatzgewichten

Betreuerin: Dr. Sigrid Thaller
Teilnehmerlnnen: Claudia Andrd, Romana Boiger, Thomas Janisch, Theodora Korkas,
Philipp Prinz und Elias Windisch

Problemstellung

Der Weitsprung aus dem Stand war Teil des antiken olympischen Fiinftkampfes. Die Sportler
verwendeten beim Sprung Zusatzgewichte, so genannte Halteres, die sie in den Hénden
hielten. Diese Gewichte sollten die Sprungweite erh6hen. Wie ldsst sich die Wirkung der
Sprunggewichte erklaren? Welche Grofle der Gewichte wirkt sich gilinstig auf die Bewegung
aus? Sind die Effekte fiir alle Sportler gleich? Mit Hilfe von schon bestehenden Modellen
einfacherer Bewegungen soll die Wirkungsweise der Zusatzgewichte beim Standweitsprung
erklirt und die Bewegung am Computer simuliert werden.

Geschichte

Im antiken Griechenland war der Pentathlon ein
bedeutender Wettkampf. Er bestand aus Laufen,
Diskuswertfen, Speerwerfen, Ringen und
Standweitsprung. Bei diesen Wettbewerben wurden
herausragende  Leistungen erzielt und etliche
Weltrekorde aufgestellt. Besonders stach hier der
Standweitsprung hervor: Im 5. Jh. v. Chr. gelang es
dem  griechischen = Athleten  Phayllos, im
Standweitsprung eine Weite von 16,28 m zu erzielen. Abb.1 © Museum of Fine Arts Boston
Wihrend heute fast alle antiken Rekorde iibertroffen

worden sind, bleibt dieser Weitenrekord noch immer unerreicht und aus verschiedenen
Griinden ein Ritsel. Ein Grund besteht in der Tatsache, dass die Sprungweite keines Sportlers
der Neuzeit 9m im Weitsprung iibertrifft. Aus diesem Grund waren Wissenschaftler umso
mehr {iber jene gewaltige Weite erstaunt. Man nimmt mittlerweile jedoch an, dass die alten
Griechen nicht einen, sondern vermutlich fiinf Spriinge hintereinander tatigten, was allerdings
noch nicht erwiesen ist.

Aufgrund von Sprungdarstellungen auf alten Vasen weill man mittlerweile, dass die Athleten
Gewichte (so genannte ,,Halteres™) zur Verbesserung ihrer Sprungweite zu Hilfe nahmen.
Aber die Art, wie die Spriinge tatsdchlich vollzogen wurden und wie die Gewichte den
Athleten beim Weitsprung wirklich unterstiitzten, stand lange im Mittelpunkt vieler
Diskussionen [1].
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In einem Versuch von M. Lenoir, D. De Clercq und W. Laporte [2] sprangen vier Athleten
mit und ohne Gewichte fiinfmal hintereinander. Die Ergebnisse zeigten, dass Gewichte die
Sprungweite tatsichlich beeinflussen:

Ohne Gewichte Mit Gewichten
13.88 + 0.7m 14,64 £ 0.76 m

Modell fiir den senkrechten Sprung ohne Ausholbewegung

Die Modellgleichungen fiir den senkrechten Sprung haben wir von [3] {ibernommen.

1) Einschaltfunktion s(t)

Jeder Muskel besteht aus mehreren Muskelfasern und ein Nerv versorgt eine Gruppe von
Muskelfasern. Diese bekommt den Befehl zu kontrahieren oder nicht (eine motorische Einheit
kann nicht ,,halb* kontrahieren). Damit eine Bewegung zustande kommt, miissen motorische
Einheiten eingeschaltet werden.

nt)............. Anzahl der schon in Betrieb genommenen motorischen Einheiten

Timaxe e e eevnnnnns max. Anzahl der gleichzeitig einschaltbaren motorischen Einheiten
s(t) = 1-e™

zB.: Aist 7s™.

Herleitung der Formel fiir die Einschaltfunktion s(z) = I-e™"

n(y
% N, —h(t)
dn(t) ~
dt - A'(nmax n(t))

(1) = S(8)1,
n(t)y=n_ (1-e ")

n(t) =-n, e " (-A4)

(_nmax 'e_A'(Z_IO) )(_A) = A-(nmax - nmax (1 - e_A(t_ZO))
M€ 7 =n e

max
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Einschaltung des Muskels

1,2

0,8 -
0,6 -

Faktor

0,4
0,2

t[s]

Abb.2: Einschaltfunktion

2) Muskelkraft f(v)

Die Muskelkraft verhilt sich indirekt proportional zur Kontraktionsgeschwindigkeit. Je groBBer
diese Geschwindigkeit ist, desto geringer ist die Muskelkraft. Die rechteckige Fldche
zwischen der Kurve und der x-Achse gibt die Leistung des Muskels an (siche Abbildung).
Anfangs vergroBert sich die Leistung mit zunehmender Geschwindigkeit, bis sie ein
Maximum erreicht. Eine hohere Geschwindigkeit wirkt sich negativ auf die Leistung aus.

C
= -a
v+b
T Kraft
Ve, Kontraktionsgeschwindigkeit
abc.......... Konstante, Eigenschaften fiir einen speziellen Muskel
z.B.:
a=3069 N
b=0,1074 m/s
c=2478 W
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fIN]

Muskelkraft
25000
20000
15000
10000
5000

0 T T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
v[m/s]

Abb.

3: Kraft im Muskel als Funktion der Geschwindigkeit

Kraft-Geschwindigkeitsrelation

y=1/x skalieren und verschicben >

c
y= —a 20000 +
x+b k
10000 -
X 15 0 ols
y2f
c
v+b

v Abb.4

Diese Kraft-Geschwindigkeitsrelation gilt nur flir

konzentrische Bewegungen (v grofer oder gleich 0).

a...Reibungseffekt im Muskel [N]
b...Geschwindigkeit der chem.
Prozesse [m/s]

c...chem. Leistung im Muskel [W]
f... Kraft

v ... Kontraktionsgeschwindigkeit

C
f;SU = a
b fso -..maximale Kraft (bei v=0)
b =S_p V... ... maximale Geschwindigkeit (bei /=0)
max a
w
p= 7 = f -V
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p=fv
25000 cv
= —av
v+b
20000 - . be
(v+b)
15000
bc
Y- —_— =
10000 - (v+by
/bc
vupt = - b
5000 - a
ac
0 w ‘ : Jop = \/7 —a
0 0,2 0,4 0,6 0,8
v pmax = f;7pt 'Vopt
Poax = ab + ¢ —2~/abc
Abb. 5

3) Geometriefunktion G(X)

Es wird das Verhiltnis zwischen der Kraft im Muskel und der Kraft, die aullen wirkt,
beschrieben. Dabei spielen bestimmte Faktoren, die bei jedem Menschen unterschiedlich sind,
ein Rolle: Linge des Ober- und Unterschenkels, der Knieradius, die Muskelansétze und die
verschiedenen Winkel.

Geometriefunktion

0,8
0,7 -
0,6 -
0,5 -
0,4 -
0,3
0,2 -
0,1 1
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

X[m]

G[X]

Abb.6: Geometriefunktion mit Anfangsort = 0,65 m
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I
X?=10>+u*-2lolu.coso

II.

o=20+ arcsin(L sin )+ arcsin(L sin f3)
ko ku

ML
r.sin 3

o.lu.simmo

Abb.7 Skizze eines Beines: lo...Oberschenkel, lu...Unterschenkel, o...Kniewinkel, ko,ku... Ursprung und
Ansatz des Muskels, r...Knieradius.

Beweis der Gleichungen:

e AdL

Kosinussatz

o AdIL
ko r ku  r
sinff siny sinff  sina
}/=arcsin(r'smﬂ ) a=arcsin(r'smﬁ )

ko ku

oc=2p+y+a <«

0=180—-p-y

w=180-f-«a

360-2 -y —a+o =360

o=2p+y+a P —
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o AdIL

Mit Hilfe des Drehmoments
D= ‘;7 X 17“‘ = |17|.‘1:“‘.sin a

Weitsprung mit Zusatzgewichten

Bei Geschwindigkeit 0 muss die Summe aller im Knie wirkenden Drehmomente gleich 0 sein.

lo.sin @

D = |l5”F‘sm Q@ G(X) : =0
- - r.sin
b= |77|.‘f‘.sin,8 G(X) = r.sin B
|I6|.‘13‘.sin Q= |F|.m.sin p lo.sin ¢

- u  x
G(X) = H sing  sino

J? sing = lu.sino

X
G(X) = r.sin
lo.lu.sin o

4) Bewegungsgleichung

Laut Newton bewirkt die Summe aller Kréfte die Beschleunigung des Korpers. Die Krifte
setzen sich zusammen aus dem Gewicht des Korpers und die vom Muskel verursachte Kraft.
Dabei miissen die Einschaltfunktion und ein Faktor fiir die Geometrie beriicksichtigt werden.

m-a=x-F=-m-g+F =-m-g+s()-f(v)-G(X)

X = Ort des Schwerpunkts G(X) = Geometriefunktion
Fm=vom Muskel erzeugte Krifte s(t) = Einschaltfunktion

g = Gravitationsbeschleunigung t =Zeit

v = Kontraktionsgeschwindigkeit

Wie wirkt eine Armbewegung?

a. Ohne Gewichte
b. Mit Gewichten

Versuchsautbau: Waage (analog), Gewichte (zweimal 1 kg)
Aufgabe: Die Arme so schnell wie moglich in die Luft reiBen und die Gewichtsdnderung auf

der Waage feststellen

a = Beschleunigung
f=Muskelkraft
m = Masse
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Eigengewicht | Zusatzgewicht | Kraft erzeugt durch | Gewichtsanderung
Name (N) (N) Armbewegung (N) (N)
Philipp 667,08 0 784,8 117,72
Philipp 667,08 19,62 882,9 235,44
Theo 470,88 0 588,6 117,72
Theo 470,88 19,62 657,27 206,01
Elias 735,75 0 981 245,25
Elias 735,75 19,62 981 264,87
Romana 568,98 0 686,7 117,72
Romana 568,98 19,62 686,7 137,34
Thomas 676,89 0 833,85 156,96
Thomas 676,89 19,62 931,95 274,68
Claudia 549,36 0 686,7 137,34
Claudia 549,36 19,62 716,13 166,77

Claudia wurde im Durchschnitt nicht beriicksichtigt

a) Ohne Hanteln:
Im Durchschnitt gab es eine Gewichtsanderung von 151,074 N bei einer
Armbewegung nach oben bei maximaler Geschwindigkeit.

b) Mit Hanteln:
Durchschnittlich gab es eine Gewichtsdnderung von 223,668 N bei einer
Armbewegung nach oben mit jeweils einem Gewicht von 1kg bei maximaler
Geschwindigkeit.

Simulationsprogramm

Die folgenden Simulationen des senkrechten Sprunges wurden mit [4] durchgefiihrt.

% hWuskeleigenschaften; " Muskeleigenschaften (Hillsche Parameter);
Isornetrische Kraft [] (20000 Hillszher Pararmetera W] |2069.04
Maxirnal mogliche Kontraktionsgeschwindigkeit [rfs] (0.7 HillzzherPararmeter b)) (01074
Maxirnal mogliche Leistung (] |1000 Hillsoher Pararmeter e ] | 2473
Masse [kg] |30 Lange des Oberschenkels [m] |0.52
Parameter der Schaltfunktion [1/g] |200 Lange des Unterschenkels [m]  |0.44
Gravitationsheschleunigung [mis*2] |9.81 Abstand Muskelursprung - Kniespalt [m]  [0.52
Anfangsort m]  |0.87364 Abstand Muskelansatz - Kniespalt [rn]  |0.06
Anfangsgeschwindigkeit [ris] |2.56121 Knieradius [rm] | 0.06

Defaults |

Abb.8 Eingabefenster des Simulationsprogramms

Bei den folgenden Ergebnissen bezeichnet tend die Zeit beim Absprung, Vend die
Geschwindigkeit des Schwerpunkts beim Absprung, max(V) die groBite Geschwindigkeit
wihrend des Sprunges, max(F) die grofte auftretende Bodenreaktionskraft, max(P) die grofite
auftretende mechanische Leistung und h die groBte Hohe des Schwerpunkts.
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Weitsprung mit Zusatzgewichten

Standardwerte:

Masse: 80 kg
Gravitationsbeschleunigung 9,81 m/s"2
Anfangsort: 0,65 m

Ergebnisse:

tend=0.5s

Vend = 1.05 m/s
max(V)=1.11 m/s
max(F)=1027.79 N
max(P)=974.44 W
h=1.01m

Simulation1:
Anderung: 40 kg

Ergebnisse:

tend=0.32s

Vend = 1.59 m/s
max(V) = 1.64 m/s
max(F) = 687.63 N
max(P) = 862.74 W
h=1.07m

Da die Masse geringer ist, bendtigt man
weniger Kraft zum Springen. Sowohl die
Hoéhe als auch die Geschwindigkeit des
Sprungs vergroBern sich.

Simulation2:
Anderung: 110 kg

Ergebnisse:

tend=0.7 s

Vend = 0.77 m/s
max(V) =0.86 m/s
max(F) =1244.32 N
max(P) =996.3 W
h=0.99 m

Aufgrund der groBBeren Masse benétigt man
mehr Kraft zum Springen. Dadurch
verringern sich die Sprunghdhe und die
Absprungszeit.

Simulation3:

Anderung: 0,45m Anfangsort

Ergebnisse:

tend=1.12s
Vend=1.1 m/s
max(V)=1.16 m/s
max(F) =939.54 N
max(P) =999.73 W
h=1.01m

Wegen des tieferen Schwerpunkts am
Anfang kann man eine hohere
Geschwindigkeit aufbringen und erreicht
somit eine groflere Sprunghdhe.

Simulation4:

Anderung: 0,95 m Anfangsort

Ergebnisse:

tend =0.08 s

Vend = 0.39 m/s
max(V)=0.39 m/s
max(F)=1318.79 N
max(P)=391.91 W
h=097m

Durch den hoheren Schwerpunkt am Anfang
ist die Hocke nicht so tief und man kann
somit nicht die gleiche Geschwindigkeit
aufbringen, um dieselbe Hohe zu erreichen.
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Weitsprung mit Zusatzgewichten

Simulation5:

Anderung: Gravitation auf 1/6: 1,635 m/s?

Ergebnisse:

tend=0.33 s

Vend = 1.74 m/s
max(V)=1.74 m/s
max(F) =673.22 N
max(P) =852.89 W
h=1.85m

Da die Gravitation und damit das Gewicht
verringert wird, ist es leichter, mit weniger
Kraft in kiirzerer Zeit hoher zu springen.

Simulation6:

Anderung: Gravitation auf das 1,5 fache:
14,715 m/s”

Ergebnisse:

tend =0.74 s

Vend = 0.66 m/s
max(V)=0.82 m/s
max(F) =1288.8 N
max(P) =997.85 W
h=0.98 m

Da die Gravitation erhoht wird, ist es
schwieriger hoch zu springen. Man benotigt
daher mehr Zeit und man springt niedriger.

Zerlegung der Simulation in einzelne Zeitabschnitte

Wir wollen mit dem Simulationsprogramm wihrend einer Bewegung verschiedene Gewichte
beriicksichtigen. Daher untersuchten wir, ob es moglich ist, die Rechnung in verschiedene
Zeitabschnitte zu unterteilen. Das Programm rechnet allerdings fiir jeden neu begonnen
Zeitabschnitt die Einschaltfunktion von neuem, obwohl der Muskel in der Realitdt schon mehr
aktiviert ist, was zu Ungenauigkeiten fiihren kann. Daher untersuchten wir, unter welchen
Bedingungen sich diese Fehler gering auswirken.

Durch einen geringeren Anfangsort (tiefere Hocke)und ein hoheres Gewicht ist eine grof3ere
Kraft erforderlich und dadurch wird die Einschaltungszeit verkiirzt. Der Faktor wandert gegen
1, was bedeutet, dass der Muskel fast eingeschaltet ist. Je mehr Zeit vergeht, desto ndher
wandert der Faktor gegen 1.

Beispiel: Masse = 110 kg
Anfangsort = 0.45 m
Anfangsgeschwindigkeit = 0 m/s

Nach 0.05 sek : Ort = 0,45005 m

V= 0,00297 m/s
F= 1090,87969 N

Absprung mit diesen Werten > F =1079,1 N

Vergleich eines Sprunges ohne Armbewegung und mit Armbewegung

a) Mit Hilfe des Simulationsprogramms [4]
b) Mit Hilfe von Matlab

10




Projekt: Biomechanik Weitsprung mit Zusatzgewichten

a) Simulationsprogramm [4]

Die aufgrund der Armbewegung vergroBBert auftretende Kraft und Gewichtsédnderung kann
man nur dann berticksichtigen, wenn man die Gravitation dementsprechend verédndert und die
Masse konstant bleibt. Die Bewegunsgleichung lautet:

ma=-mg+F, +s).f(v).G(X)
=-m.g'+s(t).f (v).G(x)

Wenn man die Formel fiir den senkrechten Sprung betrachtet, siecht man, dass sowohl auf der
rechten als auch auf der linken Seite Masse vorkommt, daher ist es nicht zielfithrend, diese zu
verdndern, da sie sich sonst nicht mehr eliminieren l4sst. Daher muss man einen anderen Weg
finden, um die Gewichtsdnderung zu beriicksichtigen. Die zweite Grofe, die neben der Masse
in der Formel vorkommt, ist die der Gravitation. Wenn man die Gravitation dndert, dndert
man somit auch das Gewicht. Das beste Beispiel dafiir ist die Tatsache, dass man am Mond
weniger Gewicht als auf der Erde hat, da die Gravitation niedriger ist. Die Masse bleibt dabei
aber gleich.

Wenn die Gewichtsinderung nun beispielsweise 13 kg betrdgt, so muss man diese zur
Korpermasse addieren und durch die Korpermasse dividieren. Der dabei errechnete Wert wird
mit der Erdgravitation von 9,81 m/s> multipliziert und man erhdlt die Gravitation mit
Beriicksichtigung der Kraftinderung:

Masse: 40 kg 53 5
Gewichtsidnderung: 13 kg — =1,325——1,325%x9,81 =12,99 m/s
Gravitation: 9,81 m/s"2 40
Ohne Armbewegung: Mit Armbewegung:
Ergebnisse: Ergebnis:
tend=0.3 s h=149m
Vend =2.31 m/s
max(V) =2.37 m/s Rechenweg: Teilung des Sprunges in 7
max(F) =800.09 N Teilstiicke und, um die Gewichtsdnderung
max(P) =999.78 W durch die Armbewegung zu beriicksichtigen,
Integral Fdt = 157.88 Ns haben wir die Gravitation dementsprechend
Integral Pdt =217.32J gedndert (Masse Dbleibt gleich, nur
h=1.19m Gravitation wird verdndert).
Begriindung: Durch mehr Gewicht arbeitet
man langsamer und kann dadurch mehr Kraft
einsetzen und somit hoher springen.
Mit Gewichten
h=1,8m

Begriindung: Durch zusitzliche Gewichte arbeitet der Muskel langsamer und kann dadurch
mehr Kraft einsetzen und somit hoher springen. Es gibt allerdings eine Gewichtsgrenze, ab
der die Sprungh6he wieder abnimmt, weil man die Arme nicht mehr so schnell bzw.
iiberhaupt nicht mehr nach oben reiflen kann.

11
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b) Matlab

Durch das Heben der Arme wirkt eine Kraft nach unten, wodurch das Gewicht grofler wird.
Diese Kraft wird in diesem Modell durch eine Sinusfunktion dargestellt (siche Abb.9)

y=-151.074sin(207/3*x)

200
123 N
50

-50 { : : . 4
gl

-200

FN]
N
d

t [s]

Abb. 9 : Kraft aufgrund der Armbewegung

Da die Armbewegung aber ca. ab der Hélfte wieder abgebremst wird, wirkt die Kraft in die
entgegengesetzte Richtung, wodurch das Gewicht wieder abnimmt. Beim Absprung ist man
dadurch leichter.

Die Abbildungen 10, 11 und 12 zeigen einen Vergleich der Schwerpunktsgeschwindigkeit V,
Muskelkraft fim und Bodenreaktionskraft F eines senkrechten Sprunges mit und ohne
Armbewegungen.

2
1,5 —
E — Mt
é 1 Armbewegung
> = (0Ohne
O, 5 Armbewegung
0 ‘ ‘ ‘
0 0,1 0,2 0,3 0,4
t[s]

Abb. 10: Vergleich der Schwerpunktsgeschwindigkeit beim Sprung mit und ohne Armbewegung.
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Zu Beginn eines Sprungs ohne Armbewegung ist die Geschwindigkeit gegentiber eines
Sprungs mit Armbewegung hoher, gegen Ende wird sie aber kleiner, weil man mit
Armbewegung zuerst mehr Gewicht (weniger Beschleunigung) und spiter weniger Gewicht
hat.

25000
20000
15000 A |
E / e Mit Armbewegung
Y= === (Ohne Armbewegung
10000
5000 \
0 ‘
0 0,2 0,4
t

Abb. 11: Vergleich der Muskelkraft beim Sprung mit und ohne Armbewegung.

Da man bei einem Sprung mit Armbewegung am Anfang mehr Gewicht hat, kann man den
Muskel nur langsamer bewegen und mehr Kraft einsetzen als bei einem Sprung ohne
Armbewegung.

2000
1500
w 1000 § O Armbowegng
500
0 : \ \

0 0,1 0,2 0,3 0,4
t

Abb. 12: Vergleich der Bodenreaktionskraft beim Sprung mit und ohne Armbewegung

Durch das Heben der Arme wirkt mehr Kraft auf den Boden, als ohne Armbewegung.

13
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Versuch: Standweitsprung mit bzw. ohne Halteres

In einem praktischen Versuch wollten wir die Wirkung von Halteres feststellen. Zundchst
sprang jeder von uns sowohl ohne Gewichte als auch ohne Armbewegung. Mit Armbewegung
zeigte sich bei allen eine deutliche Erh6hung der Sprungweite, die teilweise sogar bis zu 33cm
betrug.

Im Zuge des dritten Sprunges, bei dem beide Arme mit je 1 kg beschwert waren, stellte sich
heraus, dass diese zusitzlichen Gewichte nicht fiir jeden eine Hilfe darstellten. So vergroBerte
sich die Sprungweite bei einigen zwar (um bis zu 22 cm), bei anderen blieb sie jedoch etwa
gleich oder verringerte sich sogar ein wenig.

Bei einem zusétzlichen Gewicht von 2 kg pro Arm wurde dieser
Effekt noch deutlicher sichtbar. Einige sprangen weiter als zuvor,
fiir andere war dieses Gewicht allerdings zu schwer, sodass sich
ihre Sprungweite um bis zu 20 cm verkiirzte.

Zwischen der Armbewegung und der Sprungweite lésst sich ein
Zusammenhang feststellen: Durch das Zurlickschwingen der
Arme wihrend des Sprunges wird der Schwerpunkt nach hinten
verlagert und die Weite so erhdht. Sind die Gewichte allerdings
zu schwer, gelingt dieses Zuriickschwingen der Arme nicht mehr
so gut oder gar nicht mehr und die Gewichte haben einen negativen Effekt. Dieser
»Knackpunkt“ der zusidtzlichen Gewichte ist nur individuell festlegbar, es gibt keinen
,»allgemeinen Grenzwert".

1 2 3 4
Ohne Mit
Armbewegung Armbewegung 1 kg/Arm 2 kg/Arm
Romana 1,21m 1,47m 1,48m 1,32m
Thomas 1,71m 2,23m 2,29m 2,23m
Elias 1,18m 1,50m 1,70m 2,00m
Philipp 1,19m 1,55m 1,63m 1,73m
Theo 1,30m 1,68m 1,65m 1,40m
Claudia 1,11m 1,35m 1,30m 1,24m
2,50
F\
2,00 / R
—_ omana
£ / ™
2 1,50 = ~ o
3 S | ‘ —Elias
g 1,00 — Philipp
S —— Theodora
? 050 Claudia
0,00
0 1 2 3 4 5
Sprungart

Abb. 14: Vergleich der Sprungweiten bei unterschiedlichen Sprungarten
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Abb. 15: Sprungsequenz eines Standweitsprungs mit Armbewegung

Erhohung der Sprungweite durch Wegwerfen der Halteres im Laufe des
Sprungs

In manchen Quellen wird behauptet, dass die alten Griechen, um ihre Sprungweite zu
erhohen, im Laufe des Sprungs die Halteres nach hinten warfen. Wir stellten zu dieser
Behauptung folgende Uberlegungen an:

Durch das nach hinten Werfen der Gewichte bekommt der Springer einen zusétzlichen
Impuls. Dieser erhoht den Eigenimpuls des Springers und somit auch seine Geschwindigkeit.
Der Ort, an dem die Gewichte weggeworfen werden, ist leider nicht genau feststellbar. Ideal
wire es natlirlich, wenn man sie gleich zu Beginn von sich stoBen wiirde. Da dies allerdings
nicht moglich ist, nahmen wir an, dass dies nach % der Strecke der Fall ist. Rechnerisch
wurde nachgewiesen, dass das Wegwerfen der Gewichte an diesem Punkt eine Erh6hung der
Sprungweite von ca. 2 cm je nach Weite (=s;) bewirkt. Dies ist allerdings nur ein Richtwert,
da die Sprungweite auch stark von den jeweiligen Muskeleigenschaften des Springers
abhédngt, die wir leider nicht messen konnten. Die Dauer des Sprunges wird durch den
zusitzlichen Impuls aber nicht gedndert.

Abb. 16
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Weitsprung mit Zusatzgewichten

Ist es sinnvoll, die Halteres wihrend des Sprunges nach hinten zu werfen?

Wir verwendeten die Werte eines Sprunges unseres Probanden mit 2 kg Gewichten in jeder
Hand, um zu errechnen, um wie viel sich seine Sprungweite erhoht, wenn er die Gewichte
nach drei Vierteln der Zeit nach hinten wegwirft.

Gemessene Werte

$=2,23 . In einer Zeit von 0,65 Sekunden sprang unser
t=0,65 . Proband 2,23 Meter. Der gemessene
h=0,3m £ Absprungwinkel betrug 45°.
hi1=1,2m | @ Die Hanteln warf er aus einer Hohe von 1,2
hz =1,5m . Meter weg, wobei die Hanteln zuerst 0,3
MHantein= 4Kg ¢ Meter nach oben und dann erst zu Boden
Mperson=09Kg > \ fielen. Die Flugweite der Hanteln betrug 1,5
o=45° Abb.17 Meter.
x=1,5m
o 2" Rechenschritte:
===
g 1. Zeit, die die Gewichte nach dem
t, =0,25s Abwurf bis zum héchsten Punkt
o7 bendtigen: ¢,
t, = |—* 2. Zeit vom hochsten Punkt bis zum
& Boden: ¢,
t, =0,55s 3. Gesamtzeit vom Abwurf bis zum
L =1 +1, Bodenkontakt: 7,
=0,80s 4. waagrechte Geschwindigkeit der
Gewichte: v,
v, =
ges
=187m/s
1 ¢
hg = —g(—)
hy =0,52m
5. hochster Punkt des Schwerpunkts in
der Sprungparabel: /g
2ghg 6. vertikale Komponente der
v, =3,19m/s Geschwindigkeit: v,
7. horizontale Komponente der
Geschwindigkeit: v_,
bt
t
v, =343m/s
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Weitsprung mit Zusatzgewichten

p = mHante In vh

p =T7,50Ns

Vi = P
mPerson

v, =0,11m/s

vend = V~> + vk

Voa =3,54m/s

1
tend = tZ
t, =0,16s
Send = vend tend
S, =0,58m
S = 3 S

anf 4

Suy =1,67m
Sges = Sanf + Send
S ges = 2,25m
s, =0,02m

10.

11

12.
13.

14.
15.

Impuls, der durch den Abwurf
erzeugt wird: p
Geschwindigkeit, die durch den
Abwurf gewonnen wird: v,

Geschwindigkeit im letzten Viertel
der Zeit: v,

. letztes Viertel der Zeit: ¢, ,

Weg im letzten Viertel der Zeit: s, ,

Weg in den ersten drei Vierteln der
Zeit: s,

gesamter Weg: s,

gewonnener Weg durch Abwurf: s,

Ergebnis: Es ist sinnvoll, da durch den
Abwurf nach drei Vierteln der Zeit ca. 2 cm
gewonnen werden.

Uberpriifen des gemessenen Absprungwinkels o,

v
tana = X

v—)
a =4292°

Der gemessene und der errechnete Wert stimmen néherungsweise iiberein.

Abb. 18_:—§t-eindweﬁsprung mit We

N

gwerfen der Gewichte
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Weitsprung mit Zusatzgewichten

Ist es sinnvoll, Halteres zu verwenden und diese wiihrend des Sprunges nach

hinten zu werfen?

Zu Beginn haben wir die Absprunggeschwindigkeit durch die Armbewegung mit Gewichten
simuliert und mit Matlab berrechnet und anschlieBend im letzten Viertel der Zeit die
horizontale Geschwindigkeit durch das Wegwerfen der Gewichte erhoht.

t=0,7s Die Zeit und die Lange wurden bei einem
s =235m Sprung mit Armbewegung unseres Probanden
i gemessen (Thomas Janisch).
s
Vo> =7 Aufgabenstellung: Um wie viel springt er bei
v =336m/s einem Sprung mit Zusatzgewichten von 2 kg
R je Arm weiter?
I t, Rechenschritte:
h= 58 (5)
h=0.6m 1. horizontale Komponente der
— Geschwindigkeit: v,
vy =+2gh 2. hochster Punkt der Sprungparabel: /4
vy =3,43m/s 3. vertikale Komponente der
Geschwindigkeit: v,
Vs ‘
tana = — 4. Absprungwinkel: o
Vo 5. Anfangsgeschwindigkeit: v
tan o = 45,64°

2 2
V=avy v,

6. Da wir die Muskeleigenschaften
unseres Probanden nicht kennen, haben

neu—

v=4.80m/s wir mit Hilfe von Matlab die Prozente p
1004 ausgerechnet, um die ein
- G computermodellierter Mensch mit 2kg-
Hanteln schneller abspringt als ohne.
— o
p=10371% (Verfilschung, da die
Absprungsgeschwindigkeit von den
Muskeleigenschaften abhédngt)
N :
View = 100 7. Erhohung von v um die errechneten
v =498m/s Prozent
pow 8. neue horizontale Komponente der
Voieuss = Cos a'vneu GeSChWindigkeit: Voeuss
v =3,48m/s 9. neue vertikale Komponente der

v, =sinawv,,

neu

Vo =356m/s

Geschwindigkeit: v, .
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Weitsprung mit Zusatzgewichten

10. neuer hochster Punkt der

neuT
T og Sprungparabel: 7,
h  =0,65m 11. neue Dauer des Sprungs: ¢,
T 12. neue Weite des Sprungs: s,,,
< = tneu
g
t,., =0,73s
Spen = Vit
S 0y =2,93m
¢ _g—g Ergebnis: Er springt mit Zusatzgewichten von
mew ST+ 2 kg pro Arm 2, 53m weit, d.h. dic Weite
s, =0,18m wurde um 18 c¢m (s;) vergrofert.
h=15m Aufgabenstellung: Um wie viel springt er bei
s=15m ginem Sprt}ng mit Zusatzgewichten von 2 kg
3 je Arm weiter, wenn er die Zusatzgewichte
m = 4kg nach % der Zeit wegwirft?
m, = 69kg
7 Abwurfhohe: 4
= |— Wurfweite: s
g Masse der Gewichte: m
t, =0,25s Masse des Probanden: m,
t, =0,55s
Rechenschritte:
L =4+ 13. Zeit, die die Zusatzgewichte brauchen,
t, = 0,80s bis sie am Boden aufkommen: t;
14. Geschwindigkeit, die die Gewichte
v, = s haben: v,
ti
v, =187m/s
p=mv, 15. Impuls, den der Proband durch das
p=7,50Ns Wegwerfen der Zusatzgewichte
bekommt: p
v, = P 16. Geschwindigkeit, die durch den
m, Impuls gewonnen wird: v,
v, =0,11m/s
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Projekt: Biomechanik Weitsprung mit Zusatzgewichten

v, =V, +V, 17. Geschwindigkeit, die er nach dem
_ Wegwerfen im letzten Viertel der Zeit
v, =3,59m/s
E— hat: v,
s =v.t,. l 18. Weg, den er im letzten Viertel der Zeit
4 zurlicklegt: s
s, =0,66m 19. Weg in den ersten drei Vierteln der
3 Zeit: a,
Sa = Sneu T
4 20. gesamter Weg: s,
s =1,90m

S ges = 2,95M Ergebnis: Er springt mit Zusatzgewichten von
¢ =g _g 2 kg pro Arm, wenn er diese nach drei

I+ ges  “neu Vierteln der Zeit wegwirft, um ca. 2,27 cm
s, =0,02m (s1+) weiter.
Zusammenfassung:

Anhand unserer Simulationen sieht man, dass die Auswirkungen der Halteres fiir jede Person
unterschiedlich sind. Thre Effekte hingen von den individuellen Muskeleigenschaften, vom
Korperbau, von der Armbewegung, von der Masse, usw. ab. Deshalb kann man keinen
allgemein giiltigen Wert fiir das optimale Gewicht der Halteres festlegen.

Quellenverzeichnis:

[1] Alberto E. Minetti, Luca P. Ardigo (2002): Halteres used in ancient Olympic long jump;
Nature 420: 141-142.

[2] Matthieu Lenoir, Dirk de Clercq, & Willy Laporte (2005): The ,,how* and ,,why* of the
ancient Greek long jump with weights: A five-fold symmetric jump in a row; Journal of
Sports Sciences 23(10): 1033-1043.

[3] http://www.uni-graz.at/~sthaller/Model.htm (Zugriff: 13.01.2006).

[4] http://www .uni-graz.at/~sthaller/muskelapplet.html (Zugrift: 13.01.2006).
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Dokumentation der Woche der mathematischen Modellierung

Arbeitsgruppe Mechanik unter der Leitung von Prof. Desch
Rita Ambach, Iris Bardel, Matthias Haselmann, Caroline Neuray, Hataas, Btefan
Sorger

Modellierung einer
SEILBRUCKE

DIE PROBLEMSTELLUNG

k! [’

Eine Seilbriitke besteht i Pnnz%gus zwei, durch’ﬁéngenden fTeagseelehe
Ufer verankert sihd '|-Aﬂ' o ) S._: e senkrétiiten Sa{eh .Qdeilalitgehan

eitere Fixierungen .yg e : -dle Qtlej,paw LS TR mgen konn
(z.B. ein Seil, dad; #ig S T ""’\/erblndé.t) gerQdierbalkd
konnen, daoyiiidise Iéj ‘ BIRETOeIe aiverden,

esuchiglsys : de,r AEich T Kortsiriing
einfac 10Ty 50N, hkistatisch; wenBrié&
untg g |sch gwenn sitlastieerteilu
At iy ko bsch gt Wenbléﬂﬂt koni

£ versalbeWegung der, , Briiok

Bliigl@ewioht 0
fdie. Anzahl ¥
nstruktio

DE LOSUNG

Ein Balken in 2D

Das erste Problem, mit dem wir uns bei der Modellierung unseithri®@ke auseinander
setzen mussten, war der Zusammenhang zwischen den Gro3en, die auf diese Wirken.
Dazu haben wir ein vereinfachtes Modell einer Briicke herangazatas aus einer Masse,
die einen Querbalken einer Bricke darstellt, und aus zwei Fedediedieile, an denen der
Querbalken hangt, besteht.

In diesem Modell haben wir uns die wichtigsten Begriffe und Zusarhérge Uberlegt, mit
Hilfe derer wir dann die Daten fur die Bricke errechnen konnten.iDeten wir zwei
Losungswege entdeckt. Der erste ist uns durch die Winkel und Winketfoen gelungen,
die man von einem Punkt berechnen kann.
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Feder links (fl) - Feder rechts (fr)

Aufhdngepunkt A Aufhéngepunkt B

Fy1 = kasin(wl)

Fy2 = —kx2sin(wr)
Fx1 = kacosiwl)

Feder-" :

Fx2 = k2 COS(AT) i ‘ e
Balken mit der

Z Fx = ma Masse m
-Fa+Fe=ma/m

Fxl FXZ

-+
m m
tanivl )= ¥ w=atan—2
fl — zx fl — zx

Z Fy = may 2y
Fy1 +(—Fy2) —mg = may tanfvr )= fr_ZX:>wr =atan P

a =2 P2 x1 =/ (fl = 202+ 22

m m
X2 =/ (fr —2x)2+ 2y2

Zwei Balken in 2D

Als wir uns demselben Problem mit zwei Balken zugewandt haben, habeitlerdings
festgestellt, dass der LOosungsweg mit Vektoren um einiges @reragfwendig und
kompliziert ist.

Fur diese Rechnung haben wir uns tberlegt, welche Krafte auf die einzelnenBiakesn

Aufhangepunkt A autmangepunitE - Auf den ersten Massepunkt wirken
. . die Krafte der beiden Federn, die nach
o i links und rechts oben ziehen (f1,f2)
fmikn ] e Masee 2.\ otk und die Schwerkraft
o o o %)
-9

Die Formel fUr die Kraft der ersten Feder lautet: f1=KYA-Z)

Die Formel fir die Kraft der zweiten Feder lautet: { 2= 2(Z1-Z2)

Auf den zweiten Massepunkt wirkt die negative Kraft f2, die Schwerkraft und dfe dar
dritten Feder.

Die Formel fir die Kraft der dritten Feder Iautetf' 3= k3D(B _ 22)

Aus diesen Formeln kann man sich die Beschleunigung der Kdrper ausrechnen, bei der
sowohl die Richtung, als auch die Starke der Kraft miteinbezogen sind.
-1 O(f 2+ f1+ fg2)
ml
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a2= i O(f 3- f 2+ fg2)
m2

Wenn man mit diesen Formeln das Bild im MATLAB pragimiert, erhalt man bereits das
erste 2-dimensionale Modell einer Seilbriicke:

2D - Briucke in Ruhelage

Nachdem das Programm bereits dynamisch funktiohigtt haben wir uns rechnerisch mit
dem Problem der Briicke, wenn sie sich in 2D in Rageebefindet, auseinandergesetzt.
In Ruhelage heben sich alle Krafte auf. Die Gesainttler Krafte, die auf einen Balken

jvom Balken. Alle anderen

X
wirken, muss null ergeben. Gesucht sind die Koméin(y

Werte sind bekannt.

Eckpunkt Eckpunkt

Auf Grund dieser Voraussetzung
. haben wir folgende Formel gefunden,

die vorerst nur fur einen Balken gilt.

N O e, )

< . kib —kuy kod —k2y -gm

Massel Masse l
© @) Diese Formel haben wir anschlieRend
in zwei Teile zerlegt, damit wir fur die zwei Unlaglnten x und y zwei Formeln haben.

l. ka—-kx+kxc—-kox=0
Il. kb -kiy+kad —koy—gm=0

Bei jeder der beiden Formeln haben wir jetzt nuhnegne Unbekannte und kénnen beide
durch uns bekannte Zahlen ausdrticken.
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_ kia—kaC
Ki+ k2

_ kib +ka2d — gm
ki+ k2

Als n&chstes haben wir angenommen, dass die BrayegeQuerbalken hat und dafur die
Formeln gefunden> Skizze?

kia — kix kiw — k2x 0
+ + =0
kib - kiy k2z—-kzay - gm
Kax — kaw ksc — kaw 0
+ + =0
kay —kaz kad — ksz - gme
Auch diese Formeln haben wir in vier Teile geteilt.
l. ka - kx+kow+kox=0
Il. kb-kiy+koz—kay—-gm=0
I, k2x—kaw+ksc—ksw=0
V. koy—kz2z+kad +ksz—gmz=0
Wirden wir diese vier Formeln auf die Weise umfanmeie wir es mit den zwei Formeln

gemacht haben, bekamen wir lange und kompliziegehRungen. Deshalb haben wir eine
Methode kennen gelernt, mit der das Umformen elr@ageht.

X w y z =
Kok K 0 ka

0 0 -ki-ks k, -k,bgm,

K, Kyka 0 0 Kee

0 0 ka -Ko-Ks -kgd+gm,

Es gibt funf Spalten, die fir die vier Unbekannt@md fir die Terme, in denen keine
Unbekannten vorkommen, stehen. Die Zeilen stehediéivier Formeln. In jeder der Zeilen
stehen unter den Unbekannten die Faktoren, dieomden Unbekannten stehen. In der
funften Spalte steht der Rest, wobei die Vorzeichergedreht werden, da die Faktoren auf
die andere Seite gebracht werden.

Diese Formeln lassen sich auf Grund ihrer Gleidhtiei Formeln in zwei Teile teilen: eine
Tabelle mit x und w, eine Tabelle mit y und z, dieschlieBend wieder extra angeschrieben
werden.

Im Endzustand sollten in jeder Spalte mit Unbekanrgine 1 und sonst nur O stehen, alle
Zahlen sollten in der Spalte mit = stehen. Das wiurcth Umformen erreicht.

X W =

kka+kkx +kakac
kk2+kks+ kikz
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1 0 a(k k 2+ kk k2) + c(k2ks)
kK 2+ kks+ kiks

Die Losungen fur die Unbekannten stehen unter deBie=gelten immer fiir die Unbekannte,
unter der die 1 steht.

Dasselbe haben wir auch fir y und z gemacht.

Um das System hinter dieser Methode herauszufintmen wir dasselbe noch einmal mit
vier Querbalken, also acht Unbekannten versucht.

X1 Y1 X2 \Z X3 Y3 X4 Ya =
-k1-k; 0 k2 0 0 0 0 0 -k,a

0 |-ki-ka| O K> 0 0 0 0 |[-kib+g*m,

ks 0 |-ks-kz] O ks 0 0 0 0

0 ko -ko-ks| O Ks 0 0 g*m;

0 0 ks 0 -k3-Kq4 0 Ky 0 0

0 0 0 ks 0 |-ks-ka] O Ka g*ms

0 0 0 0 ks 0 |-ksks| O -ksc

0 0 0 0 0 K4 0 |-ksks|-ksd+g*my,

Durch diese Tabelle konnten wir das System henadsifi und die Rechnung leicht auch fir
mehr Balken wiederholen, was vor allem firs Progréenen von Vorteil war.

Beim Programmieren unc g
der Berechnung det
statischen Briicke ist uns
aufgefallen, dass, wenr
alle k-Werte und alle m-
Werte gleich sind, die x-
Werte immer im gleichen
Abstand und die y-Werte

A3
(%3/y3)

in ganzzahligen
Verhéltnissen zueinande
liegen.

Das haben wir an-
schlieRend mathematiscl!.
erklart.

l. K(Xi-1—Xi)+k(X+1—xi)=0
Il. kK(yi-1i—yi)+k(yi+1—yi)=0

K(Xi-1—x) = k(Xi = Xi +1)

Xi-1=XI =X — X +1

Bei diesen Formeln sieht man, dass alle x-Wertegtlinhen Abstand zueinander haben. Das
ergibt sich, weil auf jeden Punkt die gleichen Keafirken, die ausgeglichen sind.
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(-2 =y) =k(yi -y o) + 55

I Mﬂ-w=w—wn+%?

i -yi—1=>ﬁ+1-yi-%

Aus dieser Formel

geht hervor, dass sich
die Abstande zwischen
den y-Werten nur um

% unterscheiden.
Deshalb stehen sie
immer in ganzzahligen
Verhéltnissen zuein-
ander.

Das Problem eines Balkens in 3D

Um das Modell zu

vereinfachen, haben wil

als erstes die Masse at Auangepunkt A Auéingepunkt B
die zwei Eckpunkte
verteilt. Die Eckpunkte
heiRen E1 und E2. Urr
ihre Positionen Aufiéingspunkt D
feststellen zu kénnen
mussen wir alle
wirkenden Krafte in
Form von Vektoren
addieren. Auf jeden del
beiden Eckpunkte
wirken vier Krafte. Die
der Seile, die die Eckpunkte in Richtung der Auflgpunkte ziehen, die Schwerkraft und
eine uns unbekannte Kraft, die verhindert, dassHtikpunkte auseinander wandern. Sie
Ubernimmt die Aufgabe des Stabs (wir haben ja dsdé aus rechnerischen Griinden auf die
Eckpunkte konzentriert).

Was wir sicher wissen ist, dass der Abstand zwisaen Eckpunkten immer gleich ist (der
Stab &ndert seine Lange nie). Das bedeutet:

Authangepunkt C

| E1-E2 | = const

L = &1-x27 + (y1-y2)® + (zZ1- z2)* = const
AL =0

[(x1-x2)2+ (yl-y2)2+ (x1 —x2)3] =0

Seite6von 12



Jetzt haben wir nach einer Formel gesucht, dieediesrmel mit der Beschleunigung in
Verbindung bringt. Also haben wir die Formel abgele Die erste Ableitung gibt uns die
Geschwindigkeit und die zweite Ableitung die Bescinligung. Von der zweiten Ableitung
haben wir das skalare Produkt gebildet (wir werdgmach weiteren Rechenschritten wieder
brauchen):

Skalarprodukt der 2. Ableitungé +E 2 E1-E2")+ E1-E2)* (E1 -EZ2)
Wir wissen aber noch immer nicht, wie stark diefKmdie die Eckpunkte zusammenhalt (=h),
ist. Diese unbekannte Starke nennen wir

h=y(El-E2)

Hier kommt die Beschleunigung ins Spiel.

=£ F=F1,2+h
m

fur E1: F1=Summe aller Kréfte, die auf E1 wirtke

=%{ F1+[y(E1- E2)| } > Beschleunigung von E1

fur E2: F2=Summe aller Kréfte, die auf E2 witke
a :3{ F 2-[y(E1- E2)] } & Beschleunigung von E2
m

Bis jetzt yist noch immer unbekannt. Um es auszudriicken misseers in das skalare
Produkt der zweiten Ableitung einsetzen. Das gilgende Gleichung:

2 EL-E2)eF1+2yELE2) (E1-E2)-2 E1-E2)+F2+
m m m

+%y!€ tE 2y ELE ¢ ELE2) E1-E2)=0

Um zu vereinfachen ungauszudriicken:
L2=(E1-E2)*(E1-E2)
__[E1-E2)- F1+ (E1-E2)+F2 EI-E2)s (E1-E2)
2L.2 212 2

2+ 5|2
m

Sobald wiry ausgedrtickt haben, sind uns alle Faktoren bekimmww haben eine Formel,
die alles tber den Balken in 3 : -

aussagt und somit kdnnen wir eine
erste 3D Bricke programmieren.

Allgemein ist es das Ziel de
Balken so viel Freiheit wie
mdglich zu lassen. Deshalb hab¢gn @ .
wir im néachsten Schritt versuchf, .-

waagrechte Drehung
Kippdrehung,  Tragheitsmoment
und Drehmoment mit ;
einzubeziehen. Dafiir muss m n.

weitere Faktoren erklaren: i

#Y
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@ ... Drehwinkel der waagrechten o R
2

Drehung &3
Y ... Drehwinkel der Kippdrehung

u...Position des Schwerpunktes

Z-Achse .

F... Summe aller angreifender Kréfte
F=ma a=u"
'F=mu”  F=fl+f2+mg

.";(-Achse
Drehimpuls = Tragheitsmoment * ;
Winkelgeschwindigkeit (erste
Ableitung)

A Drehimpuls = Drehmoment

_ml?
12

T...TrAgheitsmoment wenn sich der Balken quer zuresdidngsachse dreht

Tragheitsmomenf(T cos?(/ )
- Je ndhery an der senkrechten Position ist, desto kleined aér Tragheitsmoment

weil der Abstand zur Drehachse kleiner ist
- wenn cos = 90, ist die Tragheit null, weil derlgal senkrecht steht

Drehmoment Kraft * Kraftarm—> bestimmt, wie stark sich der Balken dreht

Anderung des Drehimpuls van :

Die Anderung des Drehimpulses der Kippdrehung gtfalf Grund der
Drehmomente durch die Seilkrafte und der Zentrilkrgdt der waagrechten Drehung.

Ty” =G3— (T coxy sing ¢’?)

(T cosy sing ¢ ) = Zentrifugalkraft> versuchty zu verkleinern

Anderung des Drehimpulses v

! Herleitung mit Hilfe des Lagrangeprinzips
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Die Anderung der waagrechten Drehung: Der Drehisides waagrechten Drehung
hangt vom Tragheitsmoment und von der Winkelgesatigkeit ab. Weil sich das
Tragheitsmoment migy andert, tritt auch hier eine Wechselwirkung zwestly und

@ auf.

cos(¢) Tg¢” =Glcosy +2T¢’ ¢’ siny

G1...Drehmoment, der auyf wirkt = versuchtg zu andern

G2...hat keine Auswirkung
G3...Drehmoment, der ay wirkt—> versuchty zu andern

G...Gesamtdrehmoment

G :E f1—§f2 fl1... Seilkrafte an E1
f2... Seilkrafte an E2
- Ccos ¢
Gl=G <e| —-sin ¢
0
siny sing
G3=G | — siny cosy
cosy

Das statische Problem

Eckpunkt Ekpunkt Um die Brucke mdglichst
naturgetreu darzustellen,

muss man bertcksichtigen,
dass Seile ja keine Federn

| sind. Federn wirden wenn

! ' sie  rissen auf  null
\ / zuriickstellen  was ~ Seile
nicht tun da sie durchhangen

—_— kénnen. Um diese

o S Verbesserung zu simulieren,
haben wir angenommen,
dass vor der Feder ein
unelastisches ungespanntes

(@) (G) Stick Seil ist. Von diesem

Seil kennen wir die Lange u. Wir wollen berechnemw, sich der Massepunkt (= Balken)
befindet, wenn das Seil gespannt ist und die FeideRuhe sind.
Sobald das Seil gespannt ist, wirken drei Krafté,-die von P zu dem unbekannten Punkt C
zieht, 2, die von P zum Aufhé@ngepunkt B zieht whel Schwerkraft s, die die Masse nach
unten zieht. Gesucht ist die Ruhelage, woflr wir Bankt C ausrechnen mussen.

Masse Masse
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Dafur nehmen wir an, dass uns die Koordinaten de&tes C bekannt sind. Wir wissen, dass
der Punkt C die gleiche Richtung hat wie der VelBr. Zur Berechnung der Lange nehmen
wir den Einheitsvektor von AX und multiplizieremitmit u. Das ergibt Folgendes:

XC: XA+AC = XA-—2 XA

x4
xA=n

XC :(1—E]XA - davon sind uns jetzt alle Vektoren bekannt
n

Im n&chsten Schritt missen wir die Kréafte berechdenn eine Ruhelage ist dann gegeben,
wenn alle wirkenden Krafte aus null summieren.
Federkrafte: f1l =k XC

f2 =k XB

0
s:( ] fl+f2+s=0
-mg
Nach einigen Berechnungen kénnen wir x und y awseri

_ _mng
chn+an—au :(ﬂ u)b+nd

2n—-u 2n—-u

Das Problem, das sich jetzt ergibt ist, dass umsch immer unbekannt ist, und dass in n x
und y enthalten sind. Das fihrt uns zum n&chsténitse namlich n berechnen.

n=J@-x2+b-yP

Erst kimmern wir uns um (a-x):

a_X:a_(n—u)a+cn N n (a-c)
2n—u 2n—u
Teilschritt (b-y):
(n —u)b +dn - 19" ) _
b-y=b- K > (b—d+g—j
2n—u 2n-u k

Wenn man das jetzt in die Formel von n einsetabedas nach Berechnung Folgendes:

K [ J(a o+ b”lm

- 2

a—X C—X
XA= , XB= ,  S=gm
(b- y] (d - y]
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Sobald man n kennt, kann man alles zu einer Fazoslmmenfiigen und somit in das
Programm einfiigen

Programmtechnische Entwicklung

Um den Grundstein fur die Programmierung zu lebekRamen wir gleich am ersten Tag eine
Einfihrung in das Programm Matlab, das uns die &itiwn von Seilbricken erméglichen
sollite. Am Abend konnten wir bereits die erste mgtreue 2D-Simulation eines
Massepunktes, welcher an zwei Federn befestigtvistweisen. Am nachsten Morgen
erweiterten wir diese Simulation auf zwei Massepenkdie durch eine dritte Feder
untereinander verbunden waren, was uns in gewi®geise fur die Simulation einer
Seilbriicke vorbereiten sollte, welche wir am sp&eachmittag fertig stellten.

Der nachste Schritt war die Simulation einer 3Dd&g) fir die einige weiterfihrende
Informationen in Matlab notwendig waren. Die Eneeiing auf drei Dimensionen erforderte
wesentlich mehr Parameter, die bericksichtigt werdassten. Deshalb brauchten wir einen
ganzen Tag um die Brucke lediglich ohne Transveese¢gungen zu programmieren. Da wir
aber in dieser Version alles dafur miteinbezogebeha konnten wir unser Modell am
nachsten Tag modifizieren, sodass wir auch diesMensalbewegungen bewundern konnten.
Als wir jedoch versuchten die bis jetzt verwenddtedern, die die Brickenbalken verbunden
hatten, durch Seile mit einer sehr hohen Federkatestzu ersetzen, ergaben sich schwer zu
Iosende Probleme. Durch die hohen FederkonstanéenSdile, entstehen &uf3erst hohe
Frequenzen, die mit der niedrigen Frequenz desygesaSystems, also der Seilbriicke, eine
steife Funktion kombiniert sind, sodass sich eitegfes Differentialgleichung ergibt, welche
mit unseren Methoden nur schwer auf akzeptable &Veis l6sen ist. Den bis dahin
verwendeten Zeitschritt von einer Millisekunde mess wir auf eine Mikrosekunde
erniedrigen, um Uberhaupt Simulationen zu erhaltie, nicht nach mehreren Sekunden
kollabieren. Das ware an sich kein Problem gewesemn die Rechenzeit nicht enorm
vergroRert worden ware. Urspringlich konnten unggomgramme in den Simulationen alle

notigen Daten in Echtzeit berechnen, wahrend naeled Modifikation die Computer
mehrere Stunden(!) rechnen mussten um die gespinh®aten nachher abspielen zu
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konnen. Dass wir unter diesen Umstanden unsere maedifizierte Simulation nicht
ausreichend testen und verbessern konnten istméigth. Doch im GroRen und Ganzen kam
unsere simulierte Seilbriicke der Realitat sehr nahe

———
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Themenbeschreibung

Infektiose Krankheiten kdnnen durch den Kontakt von ansteckbaren und ansteckenden
Individuen Ubertragen werden. Je nach dem Verhalten der Gruppe, den individuellen
Eigenschaften der Krankheit und den MalRnahmen, ethgeleitet werden, verlauft die
Ausbreitung unterschiedh.

Modell 1

Hierbei wird gezeigt, welche Auswirkungen der Ausbruch einer ansteckendekhert auf
eine gut durchmischte Gruppe beweglicher Individuen (z.B.: Fischteich, Htdihers
Kindergarten, etc) hat.

Am Beginn besteht die Population aeer grof3en, konstanten Grupp&)( die in zwei

Untergruppende gesunden Ansteckbare8 { susceptible) und dimfizierten Ansteckenden
(I —infectioug, unterteilt wird.

S +1 =G

fur allen =1,2,3,..,n

Solange fur§,> 0 und §, + I, < G gilt, werden zwischem und (n+1) S, angesteckt und
werden zup.

Man muss nun zwei Falle unterscheiden:

1)S 21, 2)S <l
| . =2] | ..=S +1
Sn 2 In n+1 n Sn < In n+1 (0] 0
Sn+1:(':"_2|n:Sn_|n Sn+1:0
Beweis: Beweis:
In-i_Sn:|0_|_SO Sn—i_In:Sn+]:+|n+1:SO+IO
U

In+1+Sn+1:2|n+Sn_|n:
:In+Sn:|0+SO

Das Modell wd anschlie3end folgendermal3en verallgemeinert:
Jeder Infizierte steckt pro Zeiteinheit (zwischeand (n+ 1)) x Ansteckbare afx>0).



Man unterscheidet auch hierbei zwei Falle:
1.)S, =>x* |, 2.) S, <x*I,

SEXEL =@+ T

| =1
x*| <S¢ ™
" n{ Sn+1 = Sn - Xln " )

Die Uberlegung ist, dass ein Individuum sich nicht selbst infizieren.Kaaher wird von der
Gesamtheit, die infiziert werden kann, eins abgezogen.

Diese Uberlegung ist zwar riéht aber fiimicht ganzzahligeGruppengréRenngeeignet, weil
sonst die Mdglichkeit besteht, daSs 1 ist undso dieAnzahl der Infiziertemegativ wird. |
Deshalb wird die Gesamtheit nicht um 1 verringert. Das hat zur Folged@a&leichung im
positivenBereich bleibt, aber fur kleine Gruppaexakt wird. LI
Bei groRen Gruppen kann dies vernachlassigt werden, da das abgezogene Individ
Verhaltnis zur gesamten Gruppieht ins Gewicht fallt. |

Fur den vereinfachten Term kdnnen wir die mdgliche Negativitat durch folgendeeisBe
ausschliel3en:

S,>0A1,20

Annahme=S +1>0

S —z%—h | <0
S +1

S(S,+1,) <2, *S,
S,+z*I1,<0

Dieser ist beim Einsetzen von positiven Werten sicher positiv. DamdtesAnnahme, dass
der gegebene Term, nicht negativ werten kann, bewiesen.

Dasx wird in weiterer Folge durch einen Term, der die Kontaktaufnahme darstelljeind
Parameter der Ansteckungswahrscheinlichkd(iEta, in der Physik der Wirkungsgrad), der
die Aggressivitat der Krankheit angibt, ersetzt.

S S
| ,=np* ——*1 +| S.,=S —np*—D—*|
n+1 77 Sn + In n n n+1 n 77 Sn n In n



Daraufhin werden als neue Klasse Merituri (M) eingefuhrt. Bei diesen ist die Krankheit
bereits ausgebrochen und sie befinden sich deshalb in Quaranténe, woeieditarers,
anstecken konnen und geheilt werden.

Die Inkubationszeit (Ubergang vérzu M) wird alsm bezéchnet.

nun gilt: G=M_+S +1,

S S
=1, + L L B
n+1 n 77\— Sn+|n n 77 Sn,m+|nm n-m

S
Sy =S, —7* —
n+1 n 77 Sn+|n n

S

Mn+1:Mn+77*$*ln—m

Sn—m + I n-m

Weiterswerden dem Modell noch folgende Klasseigefid: C (die Toten, von latcapulus
— Friedhof), P (die zwischenzeitlich Immunen, von lgirohibere — abhalten) und~ (die
Immunen, von latfelix — glicklich)

Ein Individuum kommt nach der Quarantdaeg p von der M-Klasse mit der
Wahrscheinlichkeite (Sigma, vonlat. spes — Hoffnung) in die P-Klasse und mit der
Wabhrscheinlichkeif1- o) zu C.

Ein P, kommt nach der Immunitatszestmit der Wahrscheinlichkeit (Phi, von lat. felix —
glucklich) in die KlasseF, in der es fur immer immun bleibt. Es gehért zwar noch zur
Gesamtpopulation und hat mit anderen Mitgliedern der Gesamtgruppe Konttkabéil
dank seiner Immunitat aus dem KrankheitszykiMig.der Wahrscheinlichkeitl- ¢) kehrt das
Individuum wiederin die KlasseS zurtick



Zur Vervollstandigung werden noch eine Zuwanderungs- beziehungsweisete@ediewm
(Alpha: erster Buchstabe im griech. Alphabet,der Anfandg) und ein natirlicher
Sterbefaktorw (Omega: letzter Buchstabe,das End€) hinzugefugt.

Um eine Fehlerquelle beim Programmieren ausschlielen zu koénnen, wird dere exte

Ubertrager X eingefiihrt. X infiziert mit der Wahrscheinlichkeit; ein ansteckbares
Individuum.

Formeln desModells

Klassen Parameter Zeitspannen
X Ausloser der Krankheit n Anzahl der vergangenen
S  Ansteckbare n  Aggressionsfaktor Zeitpunkte
I Ansteckende o Hoffnungsfaktor m |->M —Inkubationszeit
M Morituri (in Quarantdne) | ¢  Glucksfaktor p M->P bzw. M>C -
P Zeitweise Immune a  Geburtenrate Quarantanezeit
F Immune o Sterberate s P->S bzw. P>F —voriber-
C Tote gehende Immunitétszeit
g — = — Sn—m—p—s * I
n n n-m-p-s
Sn—mfpfs + Infmfp—s + I:)nfm— p-s + anm— p-s
= > *|
" S+l +P+F, "
I\W — Sn—m *
n n-m
Sn m + In—m + Pnfm + Fn—m
_ Sim
I:)n:(:n: o p *In—m—p
Sn—m—p + In—m—p + I:)n—m—p + I:n—m—p



Erklarung der Formeln:
Die Krankheit wird durch den externen Ubertra§erusgeldst, der zur Klasseaddiert wird.

Die Anzahl derer, die die Klasseechselnwurde als nicht linearer Ausdrudk modelliert,
welcher die Kontakte von Ansteckenden und Ansteckbaren ausdruckt.

Die ansteckbaren Individud®,.1) zur Zeitn+1 setzen sich aus den Ansteckbaren der letzten
Messung(S,), den Neugeborenengf (S, +1,+M_ +P, +F,)) und denen, die aus der

Klasse der zeitweise Immunen dazu sto@end * o* »* S) zusammen, werden aber um die
Anzahl derer verringert, die in die Klassewechseln(I ) oder eines natirlichen Todes
sterben, @s* S).

S .,S . 4 -y & 7Sl -w*S +a*(S +I,+M_+P +F)

Die infizierten Individuen(ln+1) zur Zeit n+1 setzen sich aus den Infizierten der letzten

Messungn) und denen zusammen, die aus der Kl&$azu stol3efy; * | ), werden aber um
die Anzahl derer verringert, die in die Klagglewechseln(;* M) oder eines natirlichen
Todes sterber{w; * 1,)).

In+1: In +77* I_n _77* I\W

*
n @ In

Die Individuen in Quarantan@i,.1) zur Zeitn+1 setzen sich aus den Isolierten der letzten
Messung(M;) und den Infizierten, die vom Messungen zu gestol3en sind;* M ),

zusammen, werden aber um die Anzahl derer verringert, die in die Rgsser, * P,) oder
durch die Krankheit in die Klassé (1 - ) * »*C,) wechseln oder eines nattrlichen Todes
sterben(w,, * M ).

Mn+1:Mn+77 I\Wn_ﬁk o* ISn_(l_@* 77* Cn_a)M*Mn

Die zeitweise Immnen (P.+1) zur Zeitn+1 setzen sich aus den zeitweise Immunen der
letzten Messung@P,) und denen zusammen, die vo#p Messungen infiziert worden sind
(o* »* P,), verringert um die Anzahl, derer, die in die Klas§1 - ¢ * o* * S,) oderF

(¢* o* n* F,) wechseln, oder eines natlrlichen Todes steifagy, P ).

Pu=P+t § R@ W & o S—¢ o 1" F -0, "R,

n+l —

Die ewig ImmunenF.1) zur Zeitn+1 setzen sich aus den ewig Immur(&n) der letzten
Messung und denen, die vom+p+s Messungen infiziert worden sinfly* o* * F,),

zusammen, werden aber um die Anzahl derer verringert, die eines naturledhessterben,
(o *F))

I:n+1:|:n+<ﬁ.c o~ 77* Ifn_a)F * I:n

Die Anzahl der ToteiC,+1) zur Zeitn+1 entspricht der Anzahl der sich schon in der letzten

Messung inC Befindenden(C,), addiert mit der Menge aller krankheitsbedingten Tode
(@ - * »*C,) und natlrlichen Todesfalleor S +w* I, +®.* P +o,* M, +w. *F,).

Cu=G& Y} # G+t S+ |,+a* R+a,* M, +a*F



Beispiek
1. Influenza

Die "echteGrippe' kann unbehandelt eine todliche Virusinfektion sein. Glucklicherweise gibt
es einen Impfstoff gegen diese Infektion.

Das Virus wird entweder Ubertragen

e perTropfcheninfektion d.h. direktes Einatmen von Expirationstropfchen
(Ausatmungstromhen) infizierter Personen.

e Uber dadlrinkwasser (Viren werden bei Kalte tlber mehrere Wochen konserviert)
e durchKotpartikel erkrankter Wirte
« mechanischauf Haaren, Haut und Gefieder

Es gibt unterschiedliche Schatzungen, nach welcher Zeit ein infeled&iduum seinerseits
in der Lage ist, das Virus auf andere Individuen zu Ubertragen.
Es dauert 2 Tage bis ein gerade angesteckter Mensch weitere infizieren kann.

Influenza in einer Schulklasse

Influenza

Bei diesem Modell wird ein niedriger *

Aggressivitatsfator gewahlt und somit

verbreitet sich die Infektion nur

langsam. Alle Schulkinder, bei denen
die Krankheit ausgebrochen ist, werden™|
behandelt (kommen nach M) und:
sterben deshalb niclg=1). In weiterer =
Folge werden alle immuifp=1), d.h.,
dass es in diesem geschlossenen Systerfi
keine Neuerkrankungen gibt.
Da uns Kkeine genauen Daten zur °f
Verfigung standen, sind die Ergebnisse v :
unserer Simulationen als qualitativ zu % 2 10 &0 = 0 1
interpretieren.

28

S=MNormalsterbliche

=Ansteckende
h=kranke
P=Genesene
C=Tote

F=Ewig Imrmune
A=Anweszende

a8

[ ndivi

2. Windpocken

Windpocken ist eine hoch ansteckende Infektionskrank
von der vor allem Kinder im Vorschulalter betroffen si
Bei 90% der Infizierten kommt es zu einer lebenslang
Immunitat.
Die Inkubationszeit bei Windpocken liegt zwischen ze
und 21 Tagen. Die Krankheit bleibt ca. 7-10 Tage n
Bildung der ersten Blaschen auf der Haut ansteckend
dieser Zeit sollte die erkrankte Person nicht in Kontakt
anderen kommen, vor allem nicht mit alteren Mensc
oder Schwangeren, da bei diesen Personen die Kran
schwerwiegendere Folgen haben kann.



Individuen

a) Windpocken im Kindergarten

In einem Kindergarten befinden sich 2n
gesunde, nicht gegen Windpocke *
immune Kinder (S). Es kommt zu
Infektion eines einzelnen Kindes, das ¢
Epidemie ins Rollen bringt. Da noc .|
keines der anderen Kinder bereits zuvor
Windpocken erkrankt war, kommt es ir
Laufe der Zeit bei allen zur Infektion.

Im Modell wird auf Grund von statistisch = 5|
Daten von einer stdndigen Immunitat b
90% der Erkrankungen ausgegang
(9=0,9). Die Sterberate liegt bei 0%=1). oL
Weiters werden die Parameter fur d
Inkubationszeit  (m=15) und die o —— - - g = =
Krankheitsdauer (p=8) angeglichen. L[ Zeit

Windpocken eine sehr ansteckende

Krankheit ist wurde der Aggressionsfaktor extrem hoch angeted),4). Geburten- und
natirliche Sterberate werden ganz ignoriert.

Ergebnis: Nach einem einmaligen starken Ausbruch der Epidemie, vandetwiie
Krankheit vollkommen.

Windpocken im Kindergarten
T T T

nicht immune Gesunde
Infizierte

Kranke
— Imnrnune
Tote
Gesamt

b
=
T

dividuen

b) Windpocken im Altersheim

In einem Altersheim befinden sich 30
Personen, von denen 15 bereits gegen
Windpocken immun sind. Es beginnt wieder

Windpocken im Altersheim
30 T T T

%r o 1 mit einer Infektion, die eine Epidemie
" auslost. Da Windpocken bei Aalteren
=l et mmune Besnce | 1 vielleicht kranken— Personen eine groRere
Kranke Gefahr darstellt als bei Kindern, wikd mit
— 1 0,75 festgelegt.
Gesamt Ein weiterer Unterschied liegt noch bei der

natdrlich Sterberatew) vor, die hier nicht

ignoriert wird, sondern zwischen 0,02 und

0,05 schwankt.

Die Parameter m, p, & undn werden im

0 20 0 60 @ w1z Vergleich zum Kindergartenmodell nicht
e verandert.




Individuen

Individuen
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Weitere Beispiele
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Abbildung 1: Zwei Epidemien hintereinander
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Programm

Zeit=lOOO;:F

1,zeit+1
1,zeit+1
1,zeit+1
1,zeit+1
1,zeit+1
1,zeit+1

S=zeros
I=zeros
M=zeros
P=zeros
C=zeros
F=zeros

o~ o~ o~~~ —~

G=zeros (1, zeit+1l);
X=zeros (1, zeit+1);

)7
)7
)7
) ; —> Klassen
)7
)7

» | Beobachtungszeitraum

G: alle Lebenden (S, I, M, P, F)
X: Ausloser der Epidemie

S(n): Anzahl der Gesunden nach der Zeiteinheit n
X(n): Anzahl der Ausloser nach der Zeiteinheit n

S(1)=100; }
X(1)=1;

| Startwerte

eta=0.8;
sigma=0.6;
phi=0.03;

alpha=0.001;
omegaS=0.005;
omegal=0.05;
omegaP=0.003;
omegaM=0.004;
omegakF=0.002;

m=10;
p=20; >
s=30;

| Parameter

t o (Geburtenrate)
o (Sterberate)

Zeitspannen m: [ > M

p: M > P/C

L_’> s: P> S/F

Parameter

1 (Aggressionsfaktor)
o (Hoffnungsfaktor)
¢ (Gliicksfaktor)




for n=(1l:zeit)

Tw=eta*S (n) * (I (n)+X (1)) /(S (n)+I (n)+P (n) +F (n)) ; T Auslose'r der Epldemle
kommt ins Spiel
Mw=0; . ..
Pw=0; Als I, My, Py, Cy, Sy und Fy, werden jene Individuen
Cw=0; ———» | bezeichnet, die in die jeweilige Gruppe wechseln. Alle auer I, (wegen X, dem
Sw=0; —>» .
—0s ) ) o ersten Infizierten) haben als
Fw=0; z.B. besteht die Klasse I nach einer Zeiteinheit aus folgenden Startwert 0.
Elementen:

if 1(n+1)>0 \ I,.,=1+1,6-M,_ - Sterbefaktor

I(n+tl)=I(n+l)-omegal*I(n);

C(n+1)=C(n+1l)+omegal*I (n);
end
, I,: Individuen, die bereits zuvor in I waren
if S(n+1)>0 .. .

S(n+1)=5 (n+1) -omegaS*s (n) ; I: Individuen, die nach I wechseln

C(n+1)=C(n+1l) +omegaS*S (n) ; M,,: Individuen, die aus I nach M wechseln
end

if P(n+1)>0 )
P(n+1)=P (n+1) -omegaP*P (n) ; Sterberaten (w) werden erst anschlieSend

C(n+1)=C (n+1) +omegaP*P (n) ; > berechnet, um die Stabilitit des Programms zu
end garantieren und zwar nur dann, wenn sich
Individuen in einer Klasse befinden.

if M(n+1)>0
M(n+l)=M(n+l)-omegaM*M(n) ;
C(n+l)=C(n+l)+omegaM*M (n) ;
end

if F(n+1)>0
F(n+l)=F(n+l)-omegaF*F (n) ;
C(n+1)=C(n+1l)+omegaF*F (n) ; //

end



if n>m
Mw=eta*S (n-m) * (I (n-m)+X(n-m))/ (S (n-m)+I (n-m)+P(n-m)+F(n-m));
end

if n>m+p
Pw=sigma*eta*S (n-m-p) * (I (n-m-p) +X (n-m-p) )/ (S (n-m-p) +I (n-m-p) +P (n-m-p) +F (n-m-p) ) ;
Cw=(l-sigma) *eta*S (n-m-p) * (I (n-m-p) +X (n-m-p) ) / (S (n-m-p) +I (n-m-p) +P (n—-m-p) +F (n-m-p) ) ;
end

if n>m+p+s
Sw= (1-phi) *sigma*eta*S (n-m-p-s)* (I (n-m-p-s)+X (n-m-p-s) )/ (S (n-m-p-s)+I (n-m-p-s)+P (n-m-p-s) +F (n-m-p-s) ) ;
Fw=phi*sigma*eta*S (n-m-p-s)* (I (n-m-p-s)+X (n-m-p-s) )/ (S (n-m-p-s)+I (n-m-p-s) +P (n-m-p-s) +F (n-m-p-s) ) ;

end
N
I(n+l)=I(n)+Iw-Mw;
M(n+1l)=M(n) +Mw—-Pw-Cw;
P (n+1) =P (n) +Pw-Sw-Fw; i
(nc(;ﬂ)(i)c(n‘;]mx; ! \ Definition der Klassen und des
S (n+1)=S (n) +Sw-Iw+alpha* (S (n)+I (n)+M(n)+P (n) +F (n)) ; Krankheitskreislaufes
F(n+l)=F(n)+Fw; “~— —— _
G=T+M+P+S+F; )

end

Geburtenrate

plot([l:zeit+1],S,[l:zeit+1],I,[l:zeit+1],M, [l:zeit+1],P,[l:zeit+1],C, [l:izeit+1l],F, [l:zeit+1],G)
legend('s','I’,'M','P','C','F','G')



Modell 2: ,,Der kranke Wald*“

Dieses Modell ist imGegensatzum ersten eines mit unbeweglichen Individuen, das mit
Hilfe eines Zellularautomaten simuliert wird.

Es wird die flachenmallige Ausbreitung einer Baumkrankheit in einem Wald
(abgeschlossenes Systerajgestellt.

In jeder Zelle kann entweder ein gesunder (0), kranker (1) oder-tbt&gum stehen.

Zu Beginn sind fast alle Ba&ume gesund, und nur einige wenige infiziert, diermne unter
bestimmten Bedingungen (genugend kranke Nachbarn) gesunde Bdizragen.

Die kranken kénnen zu toten Baumen
werden, wenn (g (eine zuféallige Zahl

. zwischen 1 und 0) groRer als die
. festgelegte Wahrscheinlichkeit (T) ist,
[ Gesund "-I d.h. nicht alle erkrankten Baume sterben
zwangslaufig nach einer Zeiteinheit (n).
o255 G / — \ d(z.5>K Nachdem ein Baum gestorben ist, kann
wenn g>G — ein neuer, gesunder Baum
nachwachsen.
Die Mdglichkeit, dass ein gesunder Baum
-1 1 erkrankt, steigt mit der Anzahl der
kranken Nachbarbaunfg* Anzahl>K).
iz, 5)=T

Unser Simulationsprogramm berechnet
die Zustande O, 1, -1 als Eintragenesi
grol3en rechteckigen Matrix zu jedem diskreten Zeitpunkt. Das Update gegma@i® den
angegebenen Regeln. Die dynamische Entwicklung der Epidemie wird in einer mewegte
dreifarbigen Grafik dargestellt, ndmlich als griine, gesunde Zellen, krateke Zellen und
schwarze, tote Zellen.

Durch Veradndern der Parameter und Berlcksichtigung des Zufallsgeneratorsn konne
verschiedenste Szenarien simuliert werden, z. B. das Aussterben dkhditaoder diverse
Ausbreitungsarten der Krankheit.

Abbildung 1 und 2

Harmlose Krankheit, die in der
Simulation nicht ausstirbt; Baume
werden nur geschadigt.

20 40 &0 a0 o0 1200 140 180 180 200

Abbildung 1

20 40 B0 -‘ 120 140 160 180 200
1C
Abbildung 1



Abbildung 3
Waldbrand
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Abbildung 4
Insektenplage (z.B. Borkenkafer)
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Abbildung 3

Abbildung 4
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ProgrammbeschreibungWaldmodell

colormap([0.2 0.2 0.2; 00.7 0; 1 0.6 0.4]);

sg=200;
zg=200;

g=zer o0s(zg, sQ)
Val di=zer os(zg, sg);
Wal d=zer os(zg, sg);

Val d(round(sg/2)-1, round(zg/2))=1; Drei Zellen in der Mitte der Matrix werden
Wal d(round(sg/ 2), round(zg/2))=1

Wal d(round(sg/ 2)+1, round(zg/ 2)) =1

K=1;
T=0. 96;
G=0. 999;

Lange und Breite des Waldes

Es werdendrei Matrizen (Wald, Waldl und q) mit
der angegebenen Grol3e gebildet.

als,,Infizier te Baume* festgelegi

Parameter: K - Infektionswahrscheinlichkeit
T - Sterbewahrscheinlichkeit
G - Nachwuchswahrscheinlichkeit

for n=[1:200]
g=rand(zg, sqg);
Val d1=Wal d;

Hier werden 200 Durchgange dfiniert. In die Matrix q werden
Zufallswerte geschrieben, Waldl erhélt alle Werte von Wald.

for z=[2:zg-1]
for s=[2:sg-1]

Alle Zellen der Matrix, aul3er die am Rand, werden der Reihe nach aufgerufe

anz=max(0, Val d(z-1,s)) +max(0, WAl d(z+1,s))...

+max( 0, Wl d(z, s-1)) + max(0, Wal d(z, s+1)). . . Bei allen Baumen werden deren
+max (0, Wal d(z-1, s-1)) +max(0, Wal d(z-1, s+1)). .. benachbarte infizierte Baume gezahilt.

+max(0, Val d(z+1, s-1) ) +max(0, al d(z+1, s+1));

if wald(z, s)==0 & anz*q(z,s)>K GesundeBaume weden mit Wahrscheinlichkeit

Wal d1( z, s) =1;
end

if wald(z,s)==1 & q(z,s)>T

wal d1(z, s) =-1;
end

if Wald(z,s)==-1 & q(z,s)>G

wal d1(z,s) =0
end

end
end

Wal d=Wal di;

i mge(Wal d+2) ;
dr awnow

end

infiziert, wenn infizierte Nachbarn vorhanden sind.

Kranke Baume sterben mit Wahrscheinlichkeit ab

Tote Baumewachsen mit Wahrscheinlichkeit nach.

Alle Informationen Uber den nachfolgenden
Zustand wurden in der Matrix ,,Wald1¢
gespeichert. Nun werden diese
Informationen auf die Matrix ,,Wald“
Ubertragen. Diese wird danach graphisch
dargestellt.
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1 Teilnehmer

Michael Hsieh, Daniel Kraft, Sara Kropf, Christoph Planitzer, Stefan Reisinger, Christoph Triebl

2 Leitung

Mag. Dr. Stephen Keeling

3 Problem

3.1 Problemstellung

Zeitreihen von medizinischen Bildern werden oft aufgenommen, um physiologische Prozesse dynamisch
zu untersuchen. Damit solche Prozesse immer detaillierter untersucht werden kénnen, wird der Bedarf fiir
hohe zeitliche Auflésung immer gréfler, d. h. die Anzahl von aufgenommenen Bildern pro Zeiteinheit muss
immer groffer werden. Andererseits verlangt die Aufnahme eines einzigen Bildes eine gewisse Zeitdauer.
Wenn diese Zeitdauer relativ grof ist, wird die dynamische Untersuchung verhindert. Es stellt sich dann
die Frage, ob man zwischen Bildern der aufgenommenen Zeitreihe interpolieren kann, um die dynamische
Untersuchung zu erleichtern. Das Ziel dieses Projekts ist es, ein Verfahren zu entwickeln, mit dem fehlende
Bilder zwischen zwei gegebenen Bildern interpoliert werden kénnen.

3.2 Uberlegungen

Schon am Anfang stellten sich groie Hiirden: Das erste Problem war, Objekte vom Hintergrund der Fotos
zu segmentiere und einander zuzuordnen. Ein groBer Meilenstein war die Uberlegung, den Schwerpunkt
eines Objektes als Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems zu nutzen. Ein weiteres Problem war
die Antwort auf die Frage, ob der Zeitunterschied zwischen den Bildern linear ist, sprich der Zeitabstand
zwischen Anfangs- und eingefiigtem Bild gleich grofl ist wie der Zeitabstand zwischen eingefiigtem Bild
und Endbild. Schwierig war es fiir uns auch, das von Keeling gezeigte Programm, welches die Annédherung
einer Geraden an eine andere zeigte, fiir unsere Bilder zu verwenden. Ein anderes Problem war die
Bewiltigung des Ubergangs von einfachen linearen Funktionen, sprich 1D, auf komplexe Bilder (2D).

3.3 Verwendete Programme
e Matlab
o C++
e Freeimage Library
e gce
o gtk
e gtkmm

Lunterscheiden



4 Probleml6sungsversuche

Eingesperrt im letzten Kellerloch, diister, die Fenster mit Jacken abgedunkelt, die Seiten des Flipcharts
noch vollig unbeschrieben, nur mit wenig Mineralwasser, welches wir Zwecks Kiihlung mit dem Stromka-
bel unsers verwahrlosten Overheadprojektors am Fenstergitter herabhingen lieflen, fiir das Aufrechter-
halten unseres Kreislaufsystems versorgt, stolz auf unser Raumnetzwerk und ausgestattet mit 5 Laptops
und einem iBook, gingen wir nach diesen reichlich durchdachten Uberlegungen an die eigentliche Ar-
beit. Wir befassten uns mit dem Problem, wie ein Korper sich bewegen und verdndern muss, um vom
Anfangs- zum Endbild zu gelangen. Wir versuchten, ein links oben liegendes Quadrat nach rechts unten
zu transformieren. Hierfiir verwendeten wir parallele Vektoren, die das Quadrat an die gewiinschte Stelle
brachten. Wir stieen auf das Problem, dass bei komplizierten Koérpern die Mo6glichkeit bei einer Dre-
hung besteht, dass sich alle diese Vektoren im Extremfall in einem Punkt schneiden und so der Korper
zu einem Punkt deformiert wird.

Danach suchten wir einen Weg, die Position eines Randpunktes eines Korpers im eingefiigten Bild
genau zwischen Ausgangs- und Endposition zu platzieren. Doch leider beachteten wir nicht, dass der
Computer nicht erkennen kann, wo sich sich ein beliebiger Punkt des Ausgangsbild in den anderen
Bildern befindet.

Als wir auf die Idee kamen, dass der Computer bestimmte Farbunterschiede erkennen und mit dem
Endbild vergleichen kénnte, haben wir nicht in Erwégung gebracht, dass sich Kérper auch drehen kénnen
und somit die dunklen Flichen am oberen Rand des ersten Bildes nicht den dunklen Flichen am oberen
Rand des zweiten Bildes entsprechen miissen.

F(p) = / (To(u(p) — I (x)?)

Mit dieser Formel versuchten wir die Abweichung zweier Bilder zu berechnen.
So ratselten wir einige Zeit weiter...

5 Problemlésung

5.1 Vorarbeit
5.1.1 JGP2Matrix

Um Bilder bearbeiten zu kénnen, miissen sie in Form einer Matrix dargestellt werden. Wir schrieben ein
Programm in C++4, welches uns dies ermdoglicht.

5.1.2 Berechnung des Schwerpunktes

Der Schwerpunkt im Zwischenbild wird durch das gewichtete Mittel der zwei urspriinglichen Schwer-
punktkoordinaten berechnet. Analog dazu berechnen wir den Radius eines Punktes des Zwischenbildes
im Polarkoordinatensystem. Auf diese Weise ermitteln wir einander zugeordnete Punkte der Bilder.

S -z - dx)dyy
S -y - dx)dy

T =

5.1.3 Segmentierung

Die Segmentierung dient zur Identifikation von einander entsprechenden Objekten. Hierfiir machten wir
Gebrauch von der Level-Set-Methode.

Level Sets Die Level-Set-Methode oder Niveaumengenmethode ist ein mathematisches Verfahren um
geometrische Objekte und deren Bewegung numerisch zu berechnen. Der Vorteil der Level-Set-Methode
liegt darin, dass man Kurven und Oberflichen auf einem rdumlich festen (Eulerschen) Koordinaten-
system berechnen kann, ohne Parametrisierungen dieser Objekte verwenden zu miissen. Insbesondere
muss bei der Level-Set-Methode die Topologie (zum Beispiel die Anzahl der zusammenhiingenden Ge-
biete) nicht bekannt sein, und sie kann sich withrend der Berechnung éndern. Dies erlaubt die einfache
Verfolgung der Rénder beweglicher Objekte, beispielsweise eines Airbags oder eines Tropfens Ol, der in
Wasser schwimmt. Bei der Level-Set-Methode wird im n-dimensionalen Raum ein (n-1)-dimensionaler
Rand I" (etwa eine Kurve fiir n=2) als Nullstellenmenge (level-set) einer n-dimensionalen Hilfsfunktion
¢ beschrieben:



I'(7) = {#|¢(7) = 0}

Flatfill-Algorithmus Dabei handelt es sich um ein anderes, sehr einfaches Segmentierungsverfahren,
dass zusammenh#ngende Flichen von Pixeln mit &hnlichen Farbwerten findet. Von einem Anfangspunkt
ausgehend wird das Verfahren rekursiv auf die 4 Nachbarpixel angewendet, bis der gesamte Inhalt des
Objekts identifiziert wurde.

5.1.4 Registrierung

Die Registrierung erkennt einander zugeordnete Objekte in den beiden Bildern und berechnet die Koor-
dinatentransformationen.

5.2 Probleml6sung
5.2.1 Methode 1: Uhrzeiger-Algorithmus

Der Umriss der Bilder ist als Funktion in Polarkoordinatelﬂ gegeben. Der Ursprung des Koordinaten-
systems liegt im Schwerpunkt des Objektes. Durch das PCA-Verfahren (s.u.) ist der Winkel 6 gegeben.
Die folgende Funktion liefert das interpolierte Bild im Polarkoordinatensystem.

r(@+t-0)=1—1)-r1(¢) +1-r2(p+0)

Der Radius in Abhéngigkeit des Winkels ist gegeben als das gewichtete arithmetische Mittel der entspre-
chenden Radien der Ausgangsbilder.

Subfunktionen

winkel() berechnet den Winkel mit Hilfe von Schwerpunkt(), Covariance() und trans().

procObj() Hauptfunktion, fithrt Abtasten fiir ein Objekt durch

radius() berechnet den Abstand vom Schwerpunkt bis zum Rand fiir einen bestimmten Winkel.

radialSchnitt() berechnet ein eindimensionales Bild entlang einer Schnittlinie

radiusInterpol() liefert das 1D-Bild fiir das interpolierte Bild.

schreibeSchnitt() fiigt das errechnete 1D-Bild ins Zielbild ein.

PCA-Verfahren Mit Hilfe des PCA-Verfahrens kénnen wir die Richtung der Koordinatenachsen so
bestimmen, dass eine der Achsen eine maximale Lénge innerhalb der Figur aufweist. Damit kann eine
Drehung der Figur dargestellt werden.

Wikipedia: Principal Component Analysis: In diesem Verfahren versucht man, aus Daten
mit vielen Eigenschaften einige wenige latente Faktoren zu extrahieren, die fiir diese Eigenschaften be-
stimmend sind. Mathematisch wird eine Hauptachsentransformation durchgefiithrt: Man minimiert die
Korrelation mehrdimensionaler Merkmale durch Uberfithrung in einen Vektorraum mit neuer Basis. Die
Hauptachsentransformation liasst sich durch eine Matrix angeben, die aus den Eigenvektoren der Ko-

varianzmatrix gebildet wird. Die Hauptkomponentananalyse ist damit problemabhéingig, weil fiir jeden
Datensatz eine eigene Transformationsmatrix berechnet werden muss.

2Radius und Winkel



5.2.2 Methode 2: Thin-Plate Spline Algorithmus

Eine weitere Problemlosung stellt der Thin-Plate Spline Algorithmus dar. Ein selbstprogrammiertes
Punktzuordnungsverfahren, das in Start- und Endbildern markante Punkte erkennt, tibergibt diese zu-
geordneten Punkte an den Algorithmus, um eine Interpolation zwischen den Bildern durchzufiithren.
Auflerdem programmierten wir ein GU]E| mit GTK+E| und gtkmnﬂ um die Punkterkennung manuell zu
ermoglichen.

Subfunktionen

spliceLord() Lotst die Bildteile durch einen Registrierungsprozess, um anschliefend eine Interpo-
lation durchzufiihren.

cronLord()

identify() hat die Aufgabe, Flichen einander zuzuordnen

getSignificantPoints() findet Punkte, nach denen interpoliert werden kann und nutzt die Funktion
getCrossingPoints() die die Kreuzungspunkte von Flichen berechnet.

getAccess() wendet das PCA-Verfahren auf die einzelnen Flichen an, um ihre Identitét zu verifi-
zieren. Wird von identify() aufgerufen.

morph() {ibernimmt schlussendlich die eigentliche Interpolation. Die Unterfunktionen transform(),
getParams() und getAccess() vollziehen den von uns erarbeiteten Algorithmus.

6 Epilog

Erschopft von einer Woche reiner mathematischer Probleme, mit denen wir unsere Gehirne stark bean-
spruchten, alle zur Verfiigung gestellten Blocken bis auf die letzte Seite mit Formeln und Skizzen bekriz-
zelt, das Flipchart beschmiert bis aufs letzte Blatt, miide von zahlreichen durchgearbeiteten Néchten,
blickten wir eingesperrt hinter dicken Kellermauern am letzten Abend sehnsiichtig nach Freiheit aus
den zwei kleinen, vergitterten Luken der Sonne, die mit RGB(0xFF0000) hinter dem Horizont versank,
entgegen.

3 Graphical User Interface
4 Gimp ToolKit

5 C++ Interface zu GTK
5Registrierung



6.1 Fakten

o Geleerte Mineralwasserflaschen: 30

e Netzwerktraffic (geschiitzt): 3GB

e Beschriebene A4-Seiten: 100

e Beschriebene Flipchart-Seiten: 27

o Geloste mathematische Rétsel: 10

e Vorbereitete Doktorarbeiten: 1

e Notendurchschnitt unserer Gruppe: 1.1
e Anzahl getippter Codezeichen: 57.361
e Wachgekiisste Apple: 1

e Gegessene Apple: 5

¢ Am hiufigsten gesagte Worter:

1. Apple-Taste
2. Freak
3. Windows ist ...

4. asozial
e Programmabstiirze

— Windoof: 21 (was war zu erwarten?)
— Apple: 2 (Anwenderfehler /falscher Anwender)

— Linux: 0 (was war zu erwarten?)
¢ GIMP-Installationen unter Windows: 8
e Endlosschleifen: 5
e Verhiltnis benttigte Rechenzeit Matlab:C = 30:1
e Hohe der Kellertiir: 3 Meter
e Vorhandene Netzwerksteckdosen: 6
e Funktionierende Netzwerksteckdosen: 1
e Laptops im Netz: 5
o Uber Kabel gestolperte Personen: 14
e Eingefrorene Kabel: 3
¢ Raumtemperatur in der Friih: 30°C

e Durschnittl. Arbeitszeit pro Tag und Person: 13 Stunden

7 Quellcode

Der gesamte Quellcode ist frei unter der GPL-Lizenz verfiigbar und kann unter folgender Adresse abge-
rufen werden: http://bgweiz.at /reisi/interpol-quellcode/



