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Uber dieses Skriptum

Dieses Vorlesungsskriptum lehnt sich in seiner Vorgehensweise weitgehend an das Buch " Mathematische
Methoden in der Physik” (Kapitel 7-10 und 19) von Christian B. Lang und Norbert Pucker an (siehe auch
http://physik.uni-graz.at/~cbl/mm). Eine weitere Grundlage bilden auch die Vorlesungsskripten von
Prof. Walter Papousek "Vektor-Tensorrechnung 1" und " Vektor-Tensorrechnung 2" herausgegeben vom
Skriptenreferat der Hochschiilerschaft der TU Graz sowie handschriftliche Unterlagen von Prof. Wolfgang

Schweiger.
Zum Inhalt der Vorlesung

Die Vektoranalysis beschiaftigt sich mit Funktionen, deren Funktionswerte Vektoren sind. Denken Sie etwa
an die Bewegung eines Teilchens im Raum. Die Bahn des Teilchens wird dann durch einen Vektor 7°

beschrieben der von der Zeit t abhangt, ?’(t), mathematisch also eine Abbildung

R — R3

Tt — T(t)

In der Physik interessieren wir uns dafiir welche Strecke das Teilchen zuriickgelegt hat, welche Geschwin-
digkeit und Beschleunigung es an einem bestimmten Ort oder zu einer bestimmten Zeit hat. Wie wir diese
GroBen berechnen, namlich durch Aufintegrieren von Wegelementen bzw. durch Ableiten der vektorwer-
tigen Funktion (Bahnkurve) werden wir im ersten Kapitel (1) lernen. Wir werden auch den Begriff eines
Tensors n-ter Stufe kennenlernen. Tensoren 0. Stufe identifizieren wir mit Skalaren, Tensoren 1. Stufe sind
die bereits wohlbekannten Vektoren, Tensoren 2. Stufe sind dann 3 x 3 Matrizen, die beim Ubergang in
ein anderes Koordinatensystem ein bestimmten Transformationsverhalten zeigen. Physikalische Beispiele fiir
Tensoren 2. Stufe waren etwa der Tragheitstensor oder der elektrische Leitfahigkeitstensor in einem Kristall.
Tensoren n-ter Stufe sind dann entsprechend GroBen, die durch je 3™ Zahlen in einem Koordinatensystem
gegeben sind, beispielsweise ist der Elastizitatstensor ein Tensor 4. Stufe.

Ein zentrales Kapitel dieser Vorlesung (2) beschéftigt sich mit den Integralsatzen von GauB, Stokes und
Green. Diese treten in der Physik sehr oft auf und verkniipfen etwa Integrale iiber ein Volumen mit dem
Integral iiber die Oberfliche dieses Volumens, oder ein Integral iiber eine Flache mit dem Integral iber
den geschlossenen Weg um diese Flache. Eine wichtige Konsequenz solcher Integralsdtze ist etwa die, dass
in der Elektrostatik der elektrische Fluss durch eine geschlossene Flache proportional der eingeschlossenen

Ladung ist.

/ divE dV = j{ E-7dA  (GauB'scher Satz)
v ov

Aber auch in anderen Bereichen der Physik resultieren aus solchen Integralsatzen wichtige Erhaltungssatze.
Zum Beispiel die Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik, die besagt, dass der Fluss in bzw. aus einem ge-

geben Volumen gleich ist abziiglich (zuziiglich) etwaiger Quellen oder Senken in dem betrachteten Volumen.


http://physik.uni-graz.at/~cbl/mm
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Der Satz von Stokes
7ot B dA = j{ B-d7  (Satz von Stokes).

F oF

verkniipft das Integral eines Vektorfeldes B iiber die Fliche F' mit dem Linienintegral iiber den Rand OF
der Flache. In der Elektrodynamik (Ampere'sches Gesetz) setzt dieser Integralsatz das Kurvenintegral des
magnetischen Feldes um eine geschlossene Kurve in Verbindung mit dem Strom, der durch die von dieser

Kurve eingeschlossene Flache flieBt.

Bevor wir allerdings diese wichtigen Integralsdtze mathematisch formulieren konnen, sind noch einige Vor-
arbeiten notwendig. Zum einen lernen wir die Darstellung von Flachen im Raum kennen, die wir als zwei-

parametrige Abbildung der Form

R? —» R?
7o) = f(uw)

einfiihren. Insbesondere behandeln wir die Darstellung von Flachenelementen, was uns die Berechnung von
Integralen iiber Oberflaichen ermdglichen wird. Zum anderen fiihren wir wichtige Vektoroperatoren ein, wie
den Gradienten, die Divergenz oder die Rotation. Damit kdnnen wir dann definieren, was wir unter einem
konservativen Kraftfeld verstehen, und den Satz von Poincare formulieren: Die Rotation eines Vektorfeldes
verschwindet genau dann, wenn es lokal ein Gradientenfeld ist, und die Divergenz eines Vektorfeldes ver-
schwindet genau dann, wenn es lokal die Rotation eines anderen Feldes ist. Diese Aussagen sind liberaus

wichtig zum Verstandnis vieler physikalischer Phanomene etwa in der Elektrodynamik.

In Kapitel 3 beschaftigen wir uns ausfiihrlich mit der Verwendung von krummlinigen Koordinatensystemen,
also etwa Zylinder- und Kugelkoordinaten. Bei Verwendung solcher, an die Symmetrie einer physikalischen
Fragestellung angepasster, Koordinaten werden wir uns iiberlegen, wie die Linien-, Flachen- und Volums-
elemente in krummlinigen Koordintensystemen aussehen bzw. die Darstellung von Vektoroperation wie
Gradient, Divergenz und Rotation in orthogonalen krummlinigen Koordinatensystemen kennenlernen. Nach
der Behandlung der Rechenregeln fiir algebraische bzw. Differenzialoperation fiir Tensoren beschlieBen wir
dieses Kapitel mit den Begriffen ko- bzw. kontravariante Darstellung von Vektoren, Begriffe die etwa in der
mathematischen Beschreibung der (allgemeinen) Relativitatstheorie sehr wichtig sind.

Das letzte Kapitel dieses Skriptums (Kapitel 4) ist nicht direkt dem Themengebiet der Vektoranalysis
zuzuordnen. Hier soll ein erster Einblick in die Funktionentheorie gegeben werden, also der Theorie dif-
ferenzierbarer komplexwertiger Funktionen mit einer komplexen Variablen. Insbesondere lernen wir den
Cauchy'schen Integralsatz kennen, der Aussagen iiber Kurvenintegrale in der komplexen Ebene macht.
Ausgehend von diesem Satz gewinnen wir die Cauchy’sche Integralformel sowie den Residuensatz, die fiir

die praktische Berechnung von Integrale von groBer Bedeutung sind.
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Kapitel 1

Grundlagen der Vektoranalysis

1.1 Skalare, Vektoren, Tensoren

Tensoren sind Groéflen, mit deren Hilfe man Skalare, Vektoren und weitere Groflen analoger Struktur
in ein einheitliches Schema zur Beschreibung mathematischer und physikalischer Zusammenhinge ein-
ordnen kann. In diesem Kapitel werden wir Tensoren verschiedener Stufe als mathematische Gréfien
einfithren, die iiber ihr Transformationsverhalten beim Ubergang von einem orthogonalen Koordina-

tensystem zu einem anderen, gedrehten Koordinatensystem definiert werden.
1.1.1 Schreibweisen und Definitionen

Definition. (vorldufige Definition) Unter einem Vektor verstehen wir eine orientierte Strecke, also
eine Strecke zwischen zwei Punkten P,Q € R3, auf der eine Orientierung (Durchlaufsinn) festgelegt

ist.

Diese Definition ist deshalb nur vorldufig, weil wir an spéterer Stelle prézisieren wollen, dass die
Koordinaten von Vektoren einem bestimmten Transformationsverhalten folgen, wenn diese von einem
Koordinatensystem in ein anderes transformiert werden. Wir werden dann auch die Bezeichnung
Tensor 1. Stufe als Synonym fiir Vektoren einfithren. Dementsprechend bezeichnen wir Skalare, also
Grofen, die in jedem Koordinatensystem die gleiche Darstellung haben, als Tensoren 0. Stufe. Des
weiteren werden wir dann Tensoren n-ter Stufe als Gréflen einfiithren, deren Transformationsverhalten
bestimmten Gesetzen folgt. Beispiele fiir Skalare in der Physik sind etwa die potentielle Energie oder
die Temperatur. Vektorielle GroBen (Tensoren 1. Stufe) sind zum Beispiel die Geschwindigkeit, die
Kraft, oder der magnetische Feldvektor. Typische Beispiele fiir Tensoren 2. Stufe, also Groflen die

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTORANALYSIS

durch 3% = 9 Zahlen in einer 3 x 3-Matrix ausgedriickt werden, sind etwa der Trigheitstensor, oder
der elektrische Leitfidhigkeitstensor in einem Kristall. Es gibt durchaus auch physikalische Gréflen, die
durch Tensoren hoherer Stufe beschrieben werden miissen, z.B. der Elastizitétstensor, ein Tensor 4.
Stufe mit 3* = 81 Eintrigen, der in einer Verallgemeinerung des Hook’schen Gesetzes fiir Kristalle die

Verkniipfung zwischen den Spannungs- und Dehnungstensoren herstellt.

Namen und Darstellung von Vektoren. Als symbolischen Namen fiir Vektoren verwenden wir
in diesem Skriptum Buchstaben mit einem dariiberliegenden Pfeil, z.B. Z, B , C oder @, Z), T usw.
Hierbei ist zu beachten, dass in vielen Biichern, wie auch in dem Buch ”Mathematische Methoden in
der Physik” von Lang und Pucker, die Namen von Vektoren durch fettgedruckte Buchstaben gekenn-
zeichnet werden, also A, B, C oder a, b, c. Wenn wir konkret die Koordinaten eines Vektors angeben,
also die Darstellung eines Vektors in einem bestimmten Koordinatensystem, dann verwenden wird

denselben Buchstaben, allerdings mit einem Index, der die Werte 1, 2, oder 3 annehmen kann:
{Z} — A, k=1,2,3
k

Die geschwungene Klammer mit dem Index auf der linken Seite soll ausdriicken, dass wir von dem
symbolischen Ausdruck A in die Koordinatendarstellung {ibergehen. Es ist zu beachten, dass der-
selbe Vektor verschiedene Darstellungen in unterschiedlichen Koordinatensystemen haben kann. Das

driicken wir dann wie folgt aus (vgl. Abbildung):

{Z}k — A k=123

{Z}k - A, k=123

Die drei Zahlen Ay, Ay, A3 (=Koordinaten) im ”ungestrichenen” Koordinatensystem mit den Achsen
1,2, 3 unterscheiden sich von den Koordinaten A;, Ay, As im ”gestrichenen” Koordinatensystem mit
den Achsen 1,2, 3.

=]

|



1.1. SKALARE, VEKTOREN, TENSOREN 3

Betrag und Norm von Vektoren. Die Ldinge oder den Betrag eines Vektors A bezeichnen wir
mit |Z | oder einfach A und es gilt:

A=A = A2+ A2+ A2 (1.1)
= A+ A+ 4. (1.2)

Wir sehen, dass die Lange (Betrag) eines Vektors ein Skalar ist, das heifit nicht von der Wahl des

Koordinatensystems abhéngt.

Einstein’sche Summenkonvention. Das hidufige Auftreten von bestimmten Summationen in der
Vektor-Tensorrechnung hat zur Aufstellung des so genannten Summationsiibereinkommens gefiihrt.
Diese Konvention macht das Schreiben von Summenzeichen iiberfliissig. Es besteht in der Festsetzung,
dass tiber jeden Index, der in einem Produkt zweimal vorkommt, von 1 bis 8 zu summieren ist. Als

Beispiel geben wir nochmals das Betragsquadrat eines Vektors nach dieser Konvention an:

3
|Z‘2 - AZAl - ZAlAZ - AlAl —|— AQAQ —l— A3A3.

i=1

Es ist zu beachten, dass die Wahl des Summationsindex beliebig ist, also folgende Ausdriicke identisch

A = VAA = JAA; = /AL A,

Nicht zuldssig wére jedoch, obigen Ausdruck in folgender Weise zu schreiben:

|A| = /A2, (falsch!),

weil der Summationsindex ¢ nur einmal auftaucht, und somit nicht klar ist, woriiber zu summieren

sind:

1st.

1.1.2 Rechnen mit Vektoren

Hier fassen wir einfache Rechenregeln fiir das Addieren und Subtrahieren von Vektoren sowie die
Multiplikation von Vektoren mit Skalaren zusammen. Es ist zu beachten, dass fiir die konkrete Rech-

nung von der symbolischen Schreibweise, z.B. A+B , immer auf die Darstellung des Vektors in einem



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTORANALYSIS
Koordinatensystem iibergegangen wird, also:

{Z+§}k = Ay + B, (1.3)

{Z—E’}k — Ay — By (1.4)

Weiters lésst sich leicht zeigen, dass die Vektoraddition kommutativ und assoziativ ist:

A+B = B+ 4 (1.5)
(Z+§>+5 = Z+(§+5). (1.6)

Unter dem Produkt eines Vektors A mit einem Skalar A, symbolisch schreiben wir /\Z, verstehen wir
jenen Vektor, dessen Koordinaten sich durch die Multiplikation der entsprechenden Koordinaten von
A mit A ergeben:

{/\Z}k = A\ (1.7)

1.1.3 Das Skalarprodukt

Wir suchen zunachst den Winkel 6 zwischen zwei Vektoren Z und E und verwenden dazu das aus
den Vektoren Z, B , und D=4-B gebildete Dreieck (siehe Abbildung).

E D=A—B A

|

Aus dem Cosinussatz folgt:
D?* = A% + B> — 2ABcosf.

—

Andererseits folgt aus der Bildung des Betragsquadrats von D= A — B in einem Koordinatensystem
1,2,3:

= A+ B?-2A;B;.



1.1. SKALARE, VEKTOREN, TENSOREN 5
Der Vergleich der obigen beiden Gleichungen zeigt, dass gilt

A;B; = ABcosf, (Summenkonvention!)
In symbolischer Schreibweise fithren wir fiir das sogenannte skalare Produkt folgende Schreibweise ein:

Z-E):ABCOSH, (1.8)

7N

wobei der auch manchmal weggelassen wird, also z.B. AB = AB cosf. Das skalare Produkt zweier
Vektoren AB ist, wie der Name schon nahelegt, ein Skalar, d.h. invariant in Bezug auf Anderung des
Koordinatensystems. Diese Tatsache sieht man einerseits daran, dass die rechte Seite von Gl. 1.8 das
Produkt der Léngen A und B der Vektoren und des Cosinus des eingeschlossenen Winkel 6 ist. Alle
diese Groflen sind unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems. Die skalare Eigenschaft von

AB wird auch ersichtlich, wenn wir die obige Rechnung in einem anderen Koordinatensystem mit den
Achsen 1,2, 3 ausfiihren:

Das heifit die Darstellung des skalaren Produkts mit Hilfe der Koordinaten der Vektoren sieht wie
folgt aus:

Das skalare Produkt ist kommutativ, distributiv, aber nicht assoziativ:

AB = BA (1.10)
Z(B’Jré’) — AB+ AC (1.11)
Z(E@) ” (ZE) . (1.12)

Dass die Gleichheit in 1.12 nicht gilt, ist unmittelbar einsichtig, weil die linke Seite ja einen Vektor
parallel zu A darstellt, wihrend die rechte Seite ein Vektor parallel zu C ist. Fiir beliebige Vektoren A
und C kann somit 1.12 nicht gelten. Das sieht man auch, wenn man von der symbolsichen Schreibweise

zur Koordinatenschreibweise wechselt:

Bei Verwendung der Summenkonvention ist zu beachten, dass in einem Produkt mit mehreren Fakto-
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ren der gleiche Buchstabe als Index nicht 6fter als zweimal vorkommen darf. Wenn man diese Regel
einhalt, ergibt sich immer eine eindeutige Schreibweise. Falsch wére dementsprechend folgender Aus-
druck

D; = A;B;C; (falsch!),

weil ja nicht klar ist, {iber welche Indices zu summieren ist.

Aus 1.8 folgt, dass das skalare Produkt verschwindet, wenn entweder A oder B der Nullvektor ist
(Vektor mit Lange Null), oder der cosf = 0, das heiflt der Winkel § = 7, gleichbedeutend mit der
Aussage, dass A senkrecht auf B steht.

Bsp. 1 In einem Koordinatensystem mit den Achsen 1,2,3 sind die Koordinaten der Vektoren
A, B,C gegeben durch A; = (1,2,3), B; = (=2,0,4), C; = (1,1,1). Wie lautet die Darstellung
der Vektoren 74’(135) und (ZE)@”

Bsp. 2 Was bedeuten die folgenden symbolischen Gleichungen in einem Koordinatensystem mit den
Achsen 1,2,3? (i) AB = CD, (ii) (AB)C = AV, (iii) (4 — B)C = D.

Bsp. 3 Schreibe die folgenden Gleichungen in symbolischer Form: (i) (4; + B;)(C; — D;) = a, (ii)
ApBiCy, = D,

1.1.4 Darstellung von Vektoren

Mithilfe des Skalarprodukts konnen wir die Koordinate und die Komponente eines Vektors A in

Richtung eines Einheitsvektors € berechnen, wobei | €| = 1.

Unter der Koordinate des Vektors A in Richtung eines Einheitsvektors € verstehen wir das skalare
Produkt (die Zahl)
Z?:AcosﬁzAiei (1.13)

Unter der Komponente des Vektors A in Richtung eines Einheitsvektors € verstehen wir den Vektor

A = (Ae)e (1.14)
{A }k = Aweer. (1.15)

Jeder Vektor A ldsst sich in eindeutiger Weise als Summe von zwei Vektoren A’ und A” darstellen,
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von denen der erste parallel und der zweite senkrecht zu einem gegebenen Einheitsvektor € ist:

A = A+ A (1.16)
A = (Ae)e (1.17)
AT = A (A@)z. (1.18)

Definition. Wir bezeichnen eine orthogonale Basis als ein System von drei Einheitsvektoren €?,
€2 und €3, die paarweise aufeinander senkrecht stehen

et = 6. (1.19)
Hierbei haben wir das so genannte Kronecker’sche Delta verwendet, das 1 ist wenn die Indizes i = k
und 0 ist, wenn ¢ # k. Zu beachten ist auch, dass die hochgestellten Indizes zum Namen des Vektors

gehoren. Schreibt man die Gleichung 1.19 ausfiihrlicher, dann sind das die folgenden 9 Gleichungen:

elel =1 ele?=0 eied =0
el =0 ere? =1 e =0
—>3—> —3 > —3 >

e3el =0 e3e? =0 e3ed =1

Eine rechtsorientierte orthogonale Basis liegt vor, wenn €', €2, und €? eine orthogonale Basis bilden,
und wenn eine Drehung von €' in Richtung €2 verbunden mit einem Fortschreiten in Richtung der

Orientierung von €2 die Bewegung einer Rechtsschraube ergibt.

Stimmen die Richtungen und Orientierungen der Einheitsvektoren einer orthogonalen Basis mit den
Richtungen und Koordinatenachsen 1,2,3 eines Koordinatensystems iiberein, dann gilt:

el = . (1.20)

Bei dieser Gleichung in Koordinatenschreibweise ist zu beachten, dass der hochgestellte Index & den

Namen des Einheitsvektors bezeichnet, wihrend der tiefgestellte Index ¢ die i-te Koordinate anzeigt.

Satz. Die skalaren Produkte eines Vektors A mit den Einheitsvektoren €* in Richtung der Koordi-

natenachsen liefern die Koordinaten Ay des Vektors A beziiglich des gegebenen Koordinatensystems:

ATk = Ajek = Aibip = Ay (1.21)

Somit lidsst sich jeder Vektor als Summe seiner drei Komponenten in Richtung der Achsen eines
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Koordinatensystems darstellen:

A = Ay AL A3 = A 4+ AT+ A8 (1.22)
At = @Aher=4,71 (1.23)
A2 = (Aeyer= 4,2 (1.24)
A3 = (AehH)ed = 4,20 (1.25)

Bsp. Gegeben sind zwei Koordinatensysteme mit den Achsen 1,2,3 und 1,2, 3 (siehe Abbildung).
1,

Die Koordinaten der Einheitsvektoren €', €2, und €2 entlang der Achsen 1,2,3 seien im System

1,2,3:
1 1 1 1
ol _ (_,_,o> e = (__,—,o) e = (0,0,1
! \/§ \/§ ! \/§ \/§ ’ ( )

Ein Vektor A habe im System 1,2,3 die Koordinaten A; = (2,2,3). Wie lauten die Koordinaten des
Vektors A im System 1,2, 37?

A

1.1.5 Orthogonale Transformationen

Wir betrachten zwei kartesische Koordinatensysteme mit den Achsen 1, 2,3 und das System mit den

Achsen 1,2, 3.
A
3
B 31
2\%
1
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Die normierten Einheitsvektoren in Richtung 1,2, 3 bezeichnen wir mit d ', d2, d® und die normierten
Einheitsvektoren in Richtung der Achsen 1,2,3 mit €', €2, €3. Da die Einheitsvektoren ¢!, €2, €3

bzw. d', d2, d? eine orthogonale Basis bilden, gilt:

et = eef =ele) = o (1.26)
di-dF = did" =dd =5y (1.27)
Hierbei bezeichnet e} bzw. € die [-te Koordinate des Vektors €’ in dem Koordinatensystem 1,2, 3
bzw. 1,2,3. Und entsprechend bezeichnet di bzw. d; die I-te Koordinate des Vektors d’ in dem
Koordinatensystem 1, 2,3 bzw. 1,2, 3. Die Skalarprodukte zwischen den Vektoren €* und d* nennen
WIr 75

—. ) —i
rin=d'- e =dief = djef = cosay;. (1.28)

Die Elemente der Matrix r;;, sind also die ”Kosiniisse” der Winkel zwischen Koordinatenachsen der

beiden Koordinatensysteme. Des weiteren gilt
d; = 51,’ und éf = 5kl> (129)

= (17070)7 dl2 = (07 170)
3 ebenso die Darstellung

und d} = (0,0, 1) haben bzw. die Vektoren €', €2, €3 in dem System 1,2
el =(1,0,0), e = (0,1,0) und & = (0,0, 1) haben. Damit folgt aus 1.28

weil ja die Vektoren :i)l, 32, d?% in dem System 1,2, 3 die Darstellung d}

T = eF = 32 (1.30)

Das heifit: In den Spalten der Transformationsmatrix r;, stehen die Koordinaten der Einheitsvektoren

et €2, €3 im System 1, 2,3, und in den Zeilen der Transformationsmatrix 7, stehen die Koordinaten

der Einheitsvektoren d!, d2, d° in dem System 1,2, 3:

-1 =1 =1
1,2 3
1 Ti2 T3 €1 €1 € dy dy d
—2 -2 —2
_ _ 1 .2 3 _

Tig=| ro1 122 T3 | = | €3 €5 e | =| dy dy dj (1.31)

1,2 .3 v e

T3y T32 T33 €3 €3 €3 dy dy dy

Beriicksichtigen wir 1.30 in 1.26 bzw. 1.27, so erhalten wir die wichtigen Orthogonalititsrelationen der
Transformationsmatriz

Tl = Oik und TiuTki = Ok, (1.32)

die zeigen, dass es sich bei r;;, um eine orthogonale Matrix handelt. Fiir die Determinante der Trans-
formationsmatrix gilt
detr;, = 1. (1.33)
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Diese Erkenntnis folgt aus 1.32 und der Tatsache, dass das Produkt der Determinanten von zwei
Matrizen A und B gleich der Determinante des Matrixprodukts A - B ist, also

det Adet B=det A- B.

Wenn wir 1.32 als Matrix-Matrix Multiplikation verstehen wollen, so miissen wir eine der beiden

Matrizen transponieren, also r;; = ) und erhalten

detrl detry = detr)ry
(det le)2 = det 5ik /\/
det T = +1.

Fiir Transformationsmatrizen, die eine Drehung des Koordinatensystems beschreiben gilt das positive

Vorzeichen. Fiir Spiegelungen gilt das negative Vorzeichen.

Wir betrachten nun die Darstellung eines Vektors A in den beiden Koordinatensystemen 1,2, 3 und
123

A = Ad 4 A d2+ Asd® = A dF (1.34)
A = A+ A2+ A, 3= A, et (1.35)
Schreiben wir diese beiden symbolischen Gleichungen in Koordinatenschreibweise fiir das System 1, 2, 3
bzw. 1,2, 3, so erhalten wir

A, = Ad + Ad + Asd = Ayd, (1.36)
Ai = Zleg + ZQ@? + 236? = Zkef (137)

Setzen wir nun 1.30 ein, so gelangen wir zu dem Transformationsgesetz fiir Vektorkoordinaten:
A = rud (1.38)

Diese Gleichungen beschreiben den Zusammenhang zwischen den auf zwei verschiedenen Koordina-

tensysteme bezogenen Koordinaten ein und desselben Vektors.
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1.1.6 Endgiiltige Definition eines Vektors

Wir verwenden die Transformationsgleichungen 1.38 und 1.39, um den Vektorbegriff endgiiltig zu

definieren.

Als Vektor bezeichnen wir eine physikalische oder mathematische Gréfle dann und nur dann, wenn

sie folgende Eigenschaften besitzt:

(a) In jedem Koordinatensystem sind drei Zahlen definiert (Koordinaten), durch deren Angabe die

physikalische oder mathematische Grofle eindeutig bestimmt ist.

(b) Zwischen den in zwei beliebigen Koordinatensystemen definierten Koordinaten A4; und A; besteht

die Beziehung

A = ridy (1.40)

o
|

Als Skalar bezeichnen wir eine physikalische oder mathematische Gréfle dann und nur dann, wenn sie

folgende Eigenschaften besitzt:

(a) In jedem Koordinatensystem ist eine Zahl definiert, durch deren Angabe die physikalische oder

mathematische Grofle eindeutig bestimmt ist.

(b) Zwischen den in zwei beliebigen Koordinatensystemen definierten Koordinaten A und A besteht

die Beziehung
A=A (1.42)

Das skalare Produkt ist ein Skalar. Wir wollen zeigen, dass A - B formal die obige Definition

eines Skalars erfiillt.
Z : E =A,B;, = rikaTimEm = rikrimZkEm = 5kmzk§m = Zkgk-

Unter Ausnutzung der Transformationseigenschaft von Vektoren 1.40 und der Orthogonalitéitsrelation
1.32 ist somit gezeigt, dass das Skalarprodukt von zwei Vektoren invariant in Bezug auf Koordinaten-

transformationen ist und somit die Bezeichnung ”Skalar” tatséchlich verdient.
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1.1.7 Definition von Tensoren 2. und hoherer Stufe

Analog zu Skalaren und Vektoren definieren wir einen Tensoren zweiter Stufe und hoherer Stufe iiber

das Transformationsverhalten ihrer Koordinaten beim Ubergang von einem Koordinatensystem in ein

anderes.

Als Tensor zweiter Stufe bezeichnen wir eine physikalische oder mathematische Gréfle dann und nur

dann, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(a) In jedem Koordinatensystem sind 32 = 9 Zahlen definiert (Koordinaten), durch deren Angabe

die physikalische oder mathematische Grofle eindeutig bestimmt ist.

(b) Zwischen den in zwei beliebigen Koordinatensystemen definierten Koordinaten Tj;, und Ty be-

steht die Beziehung

T;k — Tinrkanm (143)

Das so genannte tensorielle oder direkte Produkt zweier Vektoren A und B wird symbolisch mit A®B
bezeichnet und ist definiert durch
(A0 B} —aB
ik
Das tensorielle Produkt der Vektoren A und B ist in jedem Koordinatensystem durch 3? = 9 Zahlen

definiert. Auflerdem gilt:

T;k: = Asz = 7“7,’7%4717016771Bm - TinrkmAan - 7“7,’nrkrmT‘n'rn-

Wir sehen somit, dass sich das tensorielle Produkt zweier Vektoren A ® B transformiert wie in
1.43 definiert. Anders ausgedriickt konnen wir auch sagen, dass Tensoren zweiter Stufe das gleiche

Transformationsverhalten aufweisen wie das tensorielle Produkt zweier Vektoren.

Bsp. Gegeben sind zwei Koordinatensysteme mit den Achsen 1,2,3 und 1,2, 3, wobei die Transfor-

mationsmatrix folgende Form hat

Tik =

O Nl wl&
S ol
(@]
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Ein Vektor ¥ und ein Tensor zweiter Stufe T';; haben im System 1, 2,3 die Koordinaten:

Wie lauten die Koordinaten des Vektors ¥ und des Tensors T}, im System 1,2,3 ?

Antwort: Gleichung 1.40 ergibt

V3 1 1

2 2 0 0 3
’l}i:ﬁk@k: % \/73 O —1 = —\/73

0 0 1 3 3

Gleichung 1.43 ergibt fiir die Transformation des Tensors

Ek - TankaTLm - rinTnmrﬁk
V3 V3
] }% 0 1 -1 0 3 é 0
— 1 3 1 3
0 0 1 -1 0 1 0 0 1
PR L\ (L0 (ieeve 4
— 1 1 3 3 1 3 _ 1 3
= 3 —at% % -3 % 0 ]= 1 1=
-1 0 1 0 0 1 —3 -1

—_ N[
ot
w

Das Kronecker ¢ ist ein Tensor 2. Stufe. Die Koordinaten des Kronecker d;. sind in allen

Koordinatensystemen definiert durch

— 1 ) —
S =Ta=q
0 ,i#k.

Wir zeigen das Transformationsverhalten und somit die Aussage, dass d;; ein Tensor 2. Stufe ist:

(5ik - rnirmk(snm = TmiT"mk = 5zk
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Als Tensor dritter Stufe bezeichnen wir eine physikalische oder mathematische Grofle dann und nur

dann, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(a) In jedem Koordinatensystem sind 3% = 27 Zahlen definiert (Koordinaten), durch deren Angabe

die physikalische oder mathematische Grofle eindeutig bestimmt ist.

(b) Zwischen den in zwei beliebigen Koordinatensystemen definierten Koordinaten 7;;;, und Tijk
besteht die Beziehung

ﬂjk - TilrjmrknTlmn (145)

T'L’jk - 7ali7amj7ﬁnkT’lmn (146)

Als Tensor m—ter Stufe bezeichnen wir eine physikalische oder mathematische Grofle dann und nur

dann, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(a) In jedem Koordinatensystem sind 3™ Zahlen definiert (Koordinaten), durch deren Angabe die

physikalische oder mathematische Grofle eindeutig bestimmt ist.

(b) Zwischen den in zwei beliebigen Koordinatensystemen definierten Koordinaten T;,;,..;,, und

T iyi,, besteht die Beziehung
E1i2"'im TirkiTigks = * Timkak1k2'"km (147)
Ti1i2~~im = TkyirThoio TkmimTkle'“km (148)

1.1.8 Das Vektorprodukt

Vermutlich kennen Sie das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) zweier Vektoren nach folgender Defi-

nition:
Al Bl AZB3 - A3BQ
Ax B = AQ X BQ = AgBl — AlBg
As Bs A1 By — Ay By

Wir lernen hier eine alternative Definition kennen, die von dem sogenannten e-Tensor Gebrauch macht,

und die sich besser dafiir eignet, gewisse Eigenschaften des Vektorprodukts zu beweisen.
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Unter dem e-Tensor (”Epsilon—Tensor”) verstehen wir jenen Tensor dritter Stufe, dessen Koordi-

naten in jedem Koordinatensystem durch folgende Vorschrift festgelegt sind:

Eijk = 0 wenn zwei oder alle drei Indizes gleich sind
S = L fiir lauter verschiedene Indizes in gerader Permutation (1.49)
Eoiy = =l fiir lauter verschiedene Indizes in ungerader Permutation

Mit der Grundreihenfolge 1, 2,3 und €193 = +1 ergeben sich nach obiger Definition folgende Werte fiir

die insgesamt 3* = 27 Koordinaten des e-Tensors:

€123 = €231 = €312 = +1
€132 = €321 = €213 = —1

alle anderen &5, = 0.

Der e-Tensor ist ein Tensor 3. Stufe. Wir iiberpriifen, ob so eingefiihrte e-Tensor tatséchlich ein
Tensor dritter Stufe ist. Dazu testen wir, ob das Transformationsgesetz 1.46 mit der obigen Definition
fir ;5. erfiillt ist.

gpqr = TipTjqTkrEijk

Setzen wir die Werte fiir ;5 in obige Gleichung ein, so erhalten wir

gpqr = 741p702q7a3r + 702p7ﬁ3q7n1r + 7n3p741q7021" - rlpr3qr2r - T3pr2qur - r2p7n1qr3r
Tip T2p T3p
Cpar = | Tig T2q T3q (1.50)

T1r Tor T3¢

Im letzten Schritt haben wir den transformierten e-Tensor als dreireihige Determinante geschrieben.
Hieraus sehen, wir (i) dass €, verschwindet, wenn zwei oder mehr Indizes gleich sind (Eine Deter-
minante mit zwei gleichen Zeilen ist Null), (ii) dass g,, das Vorzeichen #éndert, wenn zwei Indizes
vertauscht werden (eine Determinante dndert ihr Vorzeichen beim Vertauschen von zwei Zeilen), und

(111) dass €103 = 1 gllt

i1 To1 T31 1 Ti2 T3
€123 = | T2 To2 T32 | = | To1 Too T3 | = +1
T3 T23 T33 31 T32 T33

Mit (i)—(iii) ist bewiesen, dass der e-Tensor tatséchlich ein Tensor dritter Stufe ist. Aus dem obigem

Beweis gewinnen wir auch die Erkenntnis, dass sich die Koordinaten des e-Tensors in jedem Koor-
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dinatensystem durch die Elemente einer beliebigen orthogonalen Transformationsmatrix r;, wie folgt

darstellen lassen:

Ty T2 T3 Ti1 T2 T3
Eijk = Eijk = | T1; T2 T35 | = | Tjn Tj2 T3 |- (1-51)
Tk Tor T3k Tt Tk2 Tk3

Mithilfe des e-Tensors konnen wir nun das Vektorprodukt wie folgt definieren:

Definition. Unter dem vektoriellen Produkt des Vektors Z mit dem Vektor E verstehen wir einen

Vektor, den wir symbolisch mit A x B bezeichnen und dessen Koordinaten definiert sind durch:

{Z x B’} = cinA,; By (1.52)

i

Ausfiihrlich geschrieben bedeutet Gl. 1.52 unter Beriicksichtigung von 1.49

3 3

{A X B}l = Z Z5ljkAjBk = €193A2B3 + €130A3 8y = Ay B3 — A3By
j=1 k=1
N 3 3
{A X B}2 = Z Z&ngkAjBk = 821314133 + 823114331 = —AlBg + AgBl
j=1 k=1
{A X 3}3 = Z Z€3jkAjBk = 31041 By + €391 A2 By = A1 By — A3 By
j=1 k=1

Somit sehen wir, dass die Definition 1.52 fiir das Vektorprodukt natiirlich zu den bereits bekannten

Koordinaten des Vektorprodukts fiihrt.

Bsp 1. Schreibe die folgenden symbolischen Gleichungen in Koordinatenschreibweise:
DxC=2A4x8, EFZ(ZXE)(@XZ_)))
Bsp 2. Schreibe die folgenden Gleichungen in symbolischer Form:

ErimA1C = €im;B;D;, EiF; = €nj€imnA;C Dy, By,

Wie der Name schon suggeriert, liefert das Vektorprodukt einen Vektor. Um diese Aussage zu beweisen,
muss gezeigt werden, dass sich die Koordinaten des Vektorprodukts beim Wechsel von einem in ein
anderes Koordinatensystem wie wie ein Vektor transformieren. Diesen Beweis liefern wir ein wenig

spéter nach.
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Zunéichst geben wir hier einige wichtige Eigenschaften des Vektorprodukts an.

Satz. Bei Vertauschen der Reihenfolge der Vektoren édndert das vektorielle Produkt sein Vorzeichen
(d.h. das vektorielle Produkt ist nicht kommutativ)

AxB=-Bx4 (1.53)

Satz. Das vektorielle Produkt Z X E der Vektoren Z und § steht senkrecht auf beide Vektoren Z
und E, d.h. es gilt:
(Zx§>Z20 und (Zx§)§=0 (1.54)

Satz. Der Betrag des vektoriellen Produkts A x B der Vektoren A und B ist gegeben durch:

7% B| - \/A2B2 _ (AB)’ (1.55)

Der Betrag des vektoriellen Produkts A x B der Vektoren A und B ist gleich der Flache des von A

und B gebildeten Parallelogramms
‘Zxﬂ:ABmﬂ (1.56)

Wir wollen die Eigenschaften 1.53—1.56 des vektoriellen Produkts beweisen. Die Eigenschaft 1.53 folgt
unmittelbar aus der Antisymmetrie des e-Tensors bei Vertauschung zweier Indizes:

{Z X E} = 5ijkAjBk = _EiijkAj = — {E X Z}
Um die Aussagen 1.54-1.56 zu zeigen, bemerken wir, dass wir in der Darstellung von €;j; in 1.51 auch

die einfachst mogliche Transformationsmatrix, nédmlich die Einheitsmatrix, also r,, = d,,, wéhlen

kénnen. Dann finden wir die folgende sehr hilfreiche Darstellung des e-Tensors:

01 iz i 01; 02 O3
€ijk = | 01 Oj2 Oj3 | =| 01 05 O3 (1.57)
Okt Ok2 Og3 01k Oz O3k

Dass diese Darstellung identisch ist mit unserer urspriinglichen Definition (1.49) ist leicht zu iiberpriifen.

Wenn zwei (oder mehr) Indizes gleich sind, also z.B. ¢ = j, dann sind zwei Zeilen bzw. Spalten in der
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Determinante gleich, wodurch diese verschwindet. Wenn ¢, j, k verschieden sind, dann entspricht dem
paarweisen Vertauschen von Indizes dem Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten in der Determinante,
wodurch sich das Vorzeichen wie gewiinscht &ndert. Schliefllich rechnen wir die Determinante explizit

aus und finden:
Eijk = 0i10j20k3 + 0i20;30k1 + 0i3010k2 — 0k10;20i3 — 0203011 — Ok30;1042
Durch explizites Einsetzen der Indizes, z.B. fiir (ijk) = (123), finden wir
€13=14+0+0—-0—-0—-0=+1 usw. fiir andere Indizes.

Damit ist die Darstellung als Determinante verifiziert, und wir kénnen mit deren Hilfe die Aussage

1.54 leicht iiberpriifen.

611' 52i 53i 511/42 527/47, 631*’41
(ZxB’)Z = e ABRA = | 8y 8y Oy | ABRAi = | SyA; 0yA; GyA,
01k Oax O3 01 By OBy 03By
Ay Ay Az
= | A Ay A3 |=0.
By By Bs

Was wir hier benutzt haben, ist die Eigenschaft, dass Determinanten zeilenweise mit einer Zahl mul-
tipliziert werden konnen, und schliellich, dass die Determinante verschwindet, wenn 2 Zeilen gleich
sind. Damit ist also gezeigt, dass das Vektorprodukt senkrecht auf die beiden Vektoren steht.

Schliellich zeigen wir noch die Gleichungen 1.55 und 1.56 fiir den Betrag des Vektorprodukts. Zunéchst

schreiben wir in Koordinatenschreibweise

- 5|2

‘A X B‘ = 5ijkAjBk5imnAmBn- (158)
Wir haben es hier also mit dem Produkt zweier e-Tensoren (genauer mit der Uberschiebung, siehe

spater in Kapitel 1.1.9) zu tun. Mit Hilfe der Darstellung als Determinante finden wir fiir ein solches

Produkt zweier e-Tensoren:

0i1  Oi2 i3 011 O1m Oin di 0 Oin
€ijk * €lmn = 53' 5j 5j | O 02 O2pp | = 5j 5j 5jn (1-59)
(5k1 5k2 5k3 63[ 53m 63n 6kl 5km 6kn

Hier haben wir verwendet, dass das Produkt der Determinanten von zwei Matrizen A und B gleich
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der Determinante des Matrixprodukts A B ist, also det A det B = det AB, und die Tatsache dass wir
das Produkt aus Zeilenvektor und Spaltenvektor schreiben kénnen als (zB. fiir die 1. Zeile der ersten
und 1. Spalte der 2. Matrix)

051011 + 032091 + 033031 = 0ip0p1 = Oy

Fiir die Auswertung von 1.58 bendtigen wir die Uberschiebung €ijkEilm, d.h. wir setzen in 1.59 [ = 7 und

beachten, dass iiber zweifach auftretende Indizes zu summieren ist. Das fithrt mit d;; = 011 +d20+033 = 3

auf
Eijk€imn = 5]“ 5j 5j
5ki 5km 5kn

30mOkn + 0im0jndki + 0in0ji0km — OkiOjmOin — 30km0jn — Okndjilim
SimBim — Gin i (1.60)

Setzen wir nun 1.60 in 1.58 ein, so konnen wir schliellich 1.55 verifizieren:

2

= €ijkAjBk€imnAmBn = (5]m5kn - 5]n5km)AjBkAmBn
= (A(B) - (4B

’Zxﬁ

Die Gleichung 1.56 folgt unmittelbar aus 1.55 unter Verwendung der Eigenschaften des Skalarprodukts
1.8 zu

2 —>—>
Ax B = A2B% — (AB)? = 2B - A% cos® 0 = A*B%sin®0,

Bsp 1. Es ist die Fliche des durch die Punkte A; = (1,2,1), B; = (2,7,5), und C; = (5,4,2)

bestimmten Dreiecks zu berechnen.

Bsp 2. Wir untersuchen, ob die folgenden drei Vektoren in einer Ebene liegen: A; = (4,5,2), B; =
(2,-2,1), C; = (~1,0,2)
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Das gemischte Produkt (oder auch Spatprodukt). Das gemischte Produkt der Vektoren
Z, B , C wird symbolisch mit (Z, B , 5) bezeichnet und ist definiert durch

A Ay A
(A,B.C)=(AxB)C=| B, B, By (1.61)
Ci Cy Cs

Das Spatprodukt ist ein Skalar, der das Volumen des durch die Vektoren Z, B , c aufgespannten
Parallelepipeds angibt.

Bsp. Berechne das Volumen des von den Vektoren A; = (0,3,0), B; = (—2,1,0), und C; = (0,2,4)

aufgespannten Parallelepipeds.

Zum Abschluss dieses Kapitels noch eine kleine Sammlung an niitzlichen Beziehungen zum e-Tensor,
die fiir die Vereinfachung von Ausdriicken, in denen das vektorielle Produkt vorkommt, niitzlich sind.
Die ersten beiden kennen wir schon, die weiteren folgen durch zwei- bzw. dreifaches Uberschieben der

e-Tensoren:

it Oim Oin
Eijk * Etmn = | 01 Ojm  Ojn (1.62)
Okt Okm  Okn
EijkEimn = OjmOkn — OjnOkm (einfache Uberschiebung) (1.63)
Eijk€ijn = 0;i0kn — OjnOkj = 20k (zweifache Uberschiebung) (1.64)
EijkEijk = 20kx = 6 (dreifache Uberschiebung) (1.65)

1.1.9 Tensoroperationen

Gleichheit von Tensoren. Zwei Tensoren m-ter Stufe A und B heiflen gleich, wenn sie in allen

entsprechenden Koordinaten {ibereinstimmen, d.h. wenn gilt

A=B <~ Akle...km = Bkle...km. (166)

Summe (Differenz) von Tensoren. Unter der Summe (Differenz) zweier Tensoren m-ter Stufe A
und B versteht man jenen Tensor m-ter Stufe, dessen Koordinaten gleich der Summe (Differenz) der

entsprechenden Koordinaten der Tensoren A und B sind.

{A + B}k1k2~~km = Ak1k2-~-km + Bk1k2-~-km- (167)
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Allgemeines Tensorprodukt. Unter dem allgemeinen (oder direkten) Produkt eines Tensors m-
ter Stufe A mit einem Tensor n-ter Stufe B versteht man jenen Tensor (m + n)-ter Stufe C' = A® B,

dessen Koordinaten die 3™*" Produkte aller Koordinaten von A mit allen Koordinaten von B sind:

Ci1i2"'imk1k2"'kn - Ai1i2'"imBk1k2"'kn' (168)

Verjiingung eines Tensors. Unter Verjiingung eines Tensors m-ter Stufe A nach den Indizes
k1 und ko versteht man den Tensor (m — 2)-ter Stufe B mit folgenden Koordinaten (Beachte die

Summenkonvention: iiber doppelt auftretende Indizes wird summiert!)

Bk3k4~~~km = Ajjk3k4~~~km~ (1.69)

Wir zeigen, dass die Verjiingung eines Tensors m-ter Stufe tatsichlich auf einen Tensor (m — 2)-ter

Stufe fithrt, indem wir das Transformationsverhalten des verjiingten Tensors untersuchen.

N

Bk3k4"'k7n - AJ]k3k4k7n - TZIJTzZJ T7f‘3k3 e ri'mknL 11124384 Im = /r.7f3k3 e ri'mknLAi1i1i3i4"'i7n'
——

=0iyig

Da doppelt vorkommende Indizes (iiber die summiert wird) beliebig benannt werden diirfen, spiegelt
die obige Zeile das Transformationsverhalten eines Tensors (m — 2)-ter Stufe wider. Eine Konsequenz

aus 1.69 ist die Tatsache, dass die Spur eines Tensors zweiter Stufe ein Skalar ist, also

Ty =Ty

Uberschiebung von Tensoren. Unter einfacher Uberschiebung eines Tensors m — ter Stufe A
mit einem Tensor n-ter Stufe B nach den Indizes i; und k; versteht man jenen Tensor C' der Stufe

(m 4+ n — 2) mit den Koordinaten
Cl'2i3-"imk2k3-"kn = Ajizis-"imBjkzks-"kn' (170)

Wir zeigen, dass die so definierte Uberschiebung eines Tensors m-ter Stufe mit einem Tensor n-ter

Stufe tatséchlich auf einen Tensor (m+mn—2)-ter Stufe fithrt, indem wir das Transformationsverhalten
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des tiiberschobenen Tensors untersuchen.

Cigigoimhakskn = Ajiniginm Bikoks---kn

Tip1TiapsTisps = Timpm Ap1paps-—pm * Tiar ThaaeThsgs " Thnan Bara2as-an
Tip1Tjqr TiopaTisps * " " Timpm T kageTksqs *° 'TknqnAp1p2p3"'PmBq1q2q3“'qn
~——

é-qul

TigpsTisps " Viepm "kagoTkags ** * Tkngn Ajpaps-—pm Bigags—an

P2P3-Pmq243 - dn

Q

VigpaTizps " " Vimpm Tkag2Tkaqs " * " Thngn
Wir sehen, dass sich Ciyiy...ip koksk, Wie ein Tensor der Stufe (m + n — 2) transformiert.

. . . = -2 -2 .
Bsp. Wir betrachten das Vektorprodukt zwischen zwei Vektoren C' = A x B, dessen Koordina-

tendarstellung C; = €;;,A; B, wir als direktes Vektorprodukt eines Tensors dritter Stufe mit zwei

Vektoren und anschlieBender 2-maliger Uberschiebung auffassen koénnen:

Tijkpg = €ijuApBy —— — Tijkjq = €ijAj By —— Ci = Tijrjr. = €ijuA; By
Uberschiebung (jp) Uberschiebung (kq)

Diese Uberlegung zeigt, dass es sich bei C; um einen Tensor der Stufe 5—2—2 = 1 (also einen Vektor)

handeln muss.

1.1.10 Tensoren zweiter Stufe

Die Tensoren zweiter Stufe sind fiir die Anwendungen in der Physik von besonderer Bedeutung. Wir
wollen daher die wichtigsten Eigenschaften von Tensoren zweiter Stufe hier zusammenfassen. Ein
Tensor Ty, in R? ist in jedem Koordinatensystem durch die Angabe von 3% = Koordinaten festgelegt.
Zwischen den in zwei beliebigen Koordinatensystemen definierten Koordinaten T}, und T, besteht

die Beziehung

CTik’ = rinrkanm (171)

Tik - rnirkanma (]- . 72)

wobei die r;, orthogonale Drehmatrizen sind. Als Namen fiir Tensoren zweiter Stufe wird manchmal
ein Buchstaben mit einem dariiberliegenden Doppelpfeil, also z.B. 71, E, 8’ usw. verwendet, manchmal
findet man auch die Schreibweise mit einem doppelt iiberstrichenen Buchstaben, also j, ?, C usw. Die
Koordinaten eines Tensors zweiter Stufe bezeichnen wir im allgemeinen mit demselben Buchstaben,

den wir fiir den Namen des Tensors gewihlt haben, also z.B. A;;, B;;, Cjj, usw.
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Spur eines Tensors. Die Verjiingung eines Tensors A;; zweiter Stufe heiit Spur des Tensors
s
Sp A= Ay

Wie Gleichung 1.69 zeigt, ist die Spur eins Tensors zweiter Stufe ein Skalar (eine Invariante).

Transponierter Tensor. Vertauschen wir bei einem Tensor A;; die Zeilen mit den Spalten, so

nennen wir diesen Tensor den zu Ay, transponierten Tensor, den wir mit A} bezeichnen, und es gilt

AL = A (1.73)

Symmetrische und Antisymmetrische Tensoren. Wir bezeichnen einen Tensor als symme-

trisch, wenn er gleich dem transponierten Tensor ist, also es gilt
Afy = A, — Aiyy = Api- (1.74)
Einen Tensor A;; nennen wir anti-symmetrisch oder schief-symmetrisch, wenn gilt:
Afy = — Ay, — Aig = —Api. (1.75)
Es ist klar, dass fiir anti-symmetrische Tensoren die Diagonalterme (i # k) verschwinden miissen.

Jeder beliebige Tensor zweiter Stufe B;; kann in einen symmetrischen S;; und anti-symmetrischen

Anteil A;;. wie folgt zerlegt werden

(Bix + B,) und Ay, = = (Bi, — Bj) (1.76)

N =
DN | —

Bip = Six + Aj, mit Sy, =

Orthogonale Tensoren. Bezeichnen wir mit E;, = ;. den Einheitstensor, dann nennen wir einen

Tensor R;; orthogonal, wenn gilt:
RyRp; = E;j und R} Ry = Eyj. (1.77)

Anders ausgedriickt gilt also fiir orthogonale Tensoren, dass der transponierte Tensor gleich dem

inversen Tensor ist

Rl = R;'. (1.78)
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. .. <>
Uberschiebung mit einem Vektor. Die Uberschiebung des Tensors zweiter Stufe A mit dem

Vektor 7 wird symbolisch mit ‘A @ bezeichnet und ist definiert durch
= —>

Wie 1.70 zeigt, ist :1) 7 ein Vektor.

Uberschiebung mit einem Tensor 2. Stufe. Die Uberschiebung des Tensors zweiter Stufe Z mit

dem Tensor zweiter Stufe E wird symbolisch mit ZE bezeichnet und ist definiert durch
>
{AB}, = Ay B (1.80)

Wie 1.70 zeigt, ist ZE ein Tensor zweiter Stufe. Im allgemeinen gilt

> o

AB#BA

< <
Gilt fiir zwel Tensoren zweiter Stufe A und B

A ud A xaud

AB=BA,
g x4
so nennt man A und B vertauschbar (kommutativ).

<>
Determinante eines Tensors 2. Stufe. Unter der Determinante des Tensors zweiter Stufe A

verstehen wir die Determinante seiner Koordinatenmatrix:

All A12 A13
det Azk = A21 AQQ A23 . (181)
A31 A32 A33

Wir lernen zwei hilfreiche Darstellungen fiir die Determinante eines Tensors kennen:

det Azk = gijkAilAjZAkii (182)
1
det Azk = égijkgpqrAiijqu’r (183)

Die Bedeutung von 1.83 ist unter anderem darin begriindet, dass wir anhand von 1.83 erkennen, dass
die Determinante eines Tensors zweiter Stufe ein Skalar (Invariante) ist. Warum? Gleichung 1.83
driickt die dreifache Uberschiebung eines Tensors sechster Stufe (¢;;4€,4,) mit einem weiteren Tensor
sechster Stufe (A;,A;qAk-) aus, die nach 1.70 einen Tensor der Stufe 6 — 3 x 2 = 0, also einen Skalar,
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liefert. Bleibt noch zu zeigen, dass die Gleichungen 1.82 und 1.83 fiir die Determinante tatsédchlich mit
der Definition aus 1.81 {ibereinstimmen. Wir beginnen mit 1.82 und verwenden die Darstellung des

e-Tensors als Determinante (1.57)

01 51j Otk 01iAn 51jAj1 01 A A A A
5ijkAi1Aj2Ak;3 = | dy 52j dok AilAjQAkS = | 02;Ain 52jAj1 OokApr | = | Aoar Agy Aoz | = det Ay
03; 035 O3 03iAi1 53jAj1 03k Aga Azp Asy Asg

Zum Beweis von 1.83 gehen wir zunéchst analog vor:

1 Op1 Op2 Op3 A A Ai
6€ijk€pqrA¢ijqur = gézjk 01 Og2 Og3 | AipAjqArr = égijk Ajp Ajp Ajs
67"1 57‘2 57‘3 Akl Ak2 Ak3

Nun berechnen wir die dreireihige Determinante explizit und beriicksichtigen die Definition des e-
Tensors und die Tatsache, dass die Summenindizes i, j, k beliebig bezeichnet werden kénnen, ohne

das Ergebnis der Summe zu éndern:

1 1
ggz‘jkqurAiijqur = EEijk: (AilAjZAk3 + AiQAj3Ak1 + AiSAlekQ - Ak:lAjQAi3 - AkQAjSAil - AkSAleiQ)
1
6 (€ijk + €kij + €jki — Ekji — Eiky — Ejik) AirAjoAs
= 5ijk’Ai1Aj2Ak3 1:82 det A’Lk (184)

Eigenwerte und Eigenvektoren von symmetrischen Tensoren 2. Stufe Die Eigenwerte a

und Eigenvektoren 7 eines Tensors Z sind durch folgende Gleichung definiert:

7{ T =aZ & A = ax;. (1.85)

Bringen den Term a @ auf die linke Seite, indem wir die Einheitsmatrix E definiert durch {E’} . = 0

einfithren, so sehen wir, dass 1.85 ein homogenes lineares Gleichungssystem darstellt.
<> < — —>
(A —a E) 7=0 o  (Ag—ady)zs =0, (1.86)
oder ausfiihrlich geschrieben:

(All — a)xl -+ Alzfﬂg + A13£L’3 = 0
Agizy + (A2 — a)zg + Agzzz = 0 (1.87)
A31[L’1 + Aggl’g + (A33 — a)l’g = 0
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Die Bedingung fiir die Existenz einer nicht trivialen (d.h. 7 # 0) Losung dieses linearen, homogenen

Gleichungssystems ist das Verschwinden der Koeffizientendeterminante:

o o AH —a A12 A13
det (A —a E) = Agl A22 —a A23 (188)
Az Asp Asg —a

Gleichung 1.88 fiihrt auf eine kubische Gleichung fiir @ und heift charakteristische Gleichung des
Tensors Z Ihre drei Losungen a = aq, a = as und a = a3 heiflen Eigenwerte des Tensors Z Das
Gleichungssystem 1.85 bzw. 1.87 fiir die Koordinaten w1, xo, 23 des Eigenvektors Z besitzt also nicht
fiir jeden beliebigen Wert von a eine Losung, sondern nur dann, wenn a einer der drei Eigenwerte
a1, ap oder as ist. Fiir jeden dieser drei Eigenwerte liefert dann das Gleichungssystem 1.85 bzw.
1.87 einen Eigenvektor. Zu einem Tensor zweiter Stufe gibt es also im allgemeinen drei verschiedene
Eigenvektoren. Die Lénge und Orientierung dieser Eigenvektoren ist unbestimmt. Man spricht daher

auch von Eigenrichtungen oder Hauptachsen eines Tensors zweiter Stufe.

Die Eigenwerte eines Tensors zweiter Stufe sind Skalare (Invariante). Diese Aussage folgt
aus der Tatsache, dass die Determinante eines Tensors eine Invariante ist (vgl. 1.83) und damit auch
die charakteristische Gleichung 1.88, aus der ja die Eigenwerte bestimmt werden. Wertet man die
charakteristische Gleichung det(A; — ad;) = 0 mit Hilfe von 1.83 explizit aus, so findet man nach

kurzer Rechnung

1
det(Aik — a51k> = ggijkgpqr(Aip — aéip)(qu — CL(qu)(AkT — aékr)
1 1
= BgijkgpqrAiijqur —a- éfijkgiqrquAkr + CLQAkk — CL3.

Weil séimtliche Koeffizienten von a°, a', a® und a® Tensoren 0-ter Stufe (also Skalare) sind, sind auch
die Losungen von det(A;; — ady) = 0 Invariante, d.h. unabhéngig von dem Koordinatensystem, in
welchem wir die Koordinaten des Tensors A;, angeben. Damit sind auch die Eigenwerte von Aj

invariant in Bezug auf Koordinatentransformationen.

Besonders interessant fiir die theoretische Physik sind die symmetrischen Tensoren zweiter Stufe, da

man iiber deren Eigenwerte und Eigenvektoren weitere Aussagen machen kann.

Die Eigenwerte eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe sind stets reell. Wir bewei-
sen diesen Sachverhalt, indem wir zunéichst annehmen, dass der Eigenwert a einen Realteil o und

Imaginirteil 8 besitzt, und auch der Eigenvektor 7 in Real und Imaginirteil aufgespalten werden
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kann:

a = a+i-p (a, B € R)

—

7 = P+i-q¢ (P.7ER)
Trennen wir die Eigenwertgleichung

in Real- und Imaginérteil auf, so erhalten wir die zwei Gleichungen

Anmpm = Oépn_/gqn
Aanm = achL"’ﬁPn

Die skalare Multiplikation der ersten Gleichung mit g, bzw. der zweiten Gleichung mit p,, liefert

Anmmen = aann_BQnQn
Aanmpn = CKann_Fﬁpnpn

Weil fiir einen symmetrischen Tensor A,,, = A, gilt, ergibt die Subtraktion der ersten von der

zweiten Gleichung
0=0+28(pmpm + Gmam) = B-®"+¢°)=0.

Da der Betrag des Vektors @ # 0 ist, gilt sicher auch p? 4+ ¢ > 0, und damit folglich, dass 3 = 0 sein
muss. Damit ist gezeigt, dass der Imaginérteil des Eigenwerts verschwindet, und der Eigenwert somit

rein reell sein muss.

Die zu verschiedenen Eigenwerten gehorigen Eigenvektoren eines symmetrischen Tensors
zweiter Stufe sind stets orthogonal. Zum Beweis dieses Satzes nehmen wir an, a; und as seien
zwei verschiedene Eigenwerte (a; # ap) und 7' und 72 seien die zugehorigen Eigenvektoren eines

symmetrischen Tensors A,,,,. Dann gilt

Anmx}n = Wz

Anmxfn = QT
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Multiplizieren wir die erste dieser Eigenwertgleichungen skalar mit 72 und die zweite Gleichung mit

N .
21, so erhalten wir

= (a1 —a)ZT" - T*=0.

Da wir vorausgesetzt haben, dass a; # as ist, muss daher 7! - 72 = 0 sein, was gleichbedeutend mit

der zu beweisenden Aussage ist, dass 7! orthogonal auf 7’2 steht.

Sind alle drei Eigenwerte eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe verschieden, so bilden die Eigen-

vektoren ein orthogonales Dreibein.

g
Bsp. In einem Koordinatensystem 1,2, 3 seien die Koordinaten des Tensor A gegeben durch

Ay =

— =N
—_ O =
O =

Bestimme die Eigenvektoren und Eigenvektoren des Tensors. Bestimme weiters die Koordinaten des
nd
Tensors A in dem Koordinatensystem, das durch das orthogonale Dreibein der Eigenvektoren gegeben

ist (A-Darstellung des Tensors).

Die charakteristische Gleichung liefert die drei Eigenwerte
det(Agy, —ady,) =0 = —a®+2a*>+3a =0,

= CL1:3, CLQI—L CL3:O
Die dazugehorigen, auf die Léange 1 normierten Eigenvektoren lauten

1 1 1
i =—(2,1,1), 22=-—2(0,-1,1), z3=—=(1,
= @D, el = 501, al =

Wie leicht zu iiberpriifen ist, bilden diese drei Vektoren in der Reihenfolge 7', @2 und 2 ein or-

~1,-1).

<>
thonormales Dreibein mit Rechtsorientierung. Um den Tensor A in dieses Koordinatensystem zu

transformieren, stellen wir die Transformationsmatrix r;, auf, indem wir nach Gleichung 1.30 bzw.
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1.31 die Einheitsvektoren 7!, 72 und 72 spaltenweise in die Matrix r;; eintragen:

Tik =

S-S5
S

Wir benutzen die Transformationsgleichung 1.72 und erhalten fiir die Darstellung A;, des Tensors Z

in seinem KEigensystem

zik = 7anirmkf4nm :TgLAnmrmk
2 1 1 2 1
% % T 2 1 1 % 0 & 3 0 0
= 0 % 101 % 3w | =10 10
1 1 1 1 1 1
v R v 110 VIR 000

Wir sehen, dass A;;, diagonal ist, und dass die Diagonalelemente gleich den zuvor berechneten Eigen-

werten sind. Das ist natiirlich kein zufélliges Ergebnis, sondern gilt ganz allgemein:

Die Darstellung eines symmetrischen Tensors in seinem eigenen Hauptachsensystem ist
eine Diagonalmatrix, in deren Hauptdiagonale die Eigenwerte des Tensors stehen. Seien
A, die Koordinaten des Tensors in einem Koordinatensystem 1,2, 3, und aq, as, as die Eigenwerte
des Tensors. Die normierten Eigenvektoren dargestellt in dem System 1,2,3 haben die Koordinaten

er, 2 und €. Nach Gleichung 1.72 gilt dann fiir die Koordinaten des Tensors im seinem Eigensystem
Zik = rnirmkAnmu

wobei nach Gleichung 1.30 bzw. 1.31 die Transformationsmatrix spaltenweise durch die Einheitsvek-
1

toren e}, e? und e} gegeben ist. Wir kénnen also schreiben

)
Tni = €, 'mk = €

wodurch wir die Transformationsgleichung mit Hilfe der Eigenwertgleichungen A,,,e* = ape® folgen-

dermaflen auswerten konnen:

Aik’ = TnirmkAnm = enemAnm = en(Anmem) =age e, = akdik-
—— ~

apek dik

Damit ist die obige Aussage bewiesen: A;, ist eine Diagonalmatrix, in dessen Hauptdiagonale die

Eigenwerte a1, as und az stehen.



30 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTORANALYSIS

Der Tragheitstensor Der Tréagheitstensor ;; tritt in der Physik bei der Beschreibung von Drehbe-
wegungen auf. Er beschreibt die Tragheitseigenschaften eines massiven, ausgedehnten Korpers. Seine
Definition folgt aus dem Drehimpulsvektor T eines mit der Winkelgeschwindigkeit & rotierenden

Korpers:

Li = Iijwj = /Vde (7’252']‘ - J?Z‘.Cl}j) Wy

Hierbei ist p(xq,zs, x3) die Massendichte und r? = x,x, das Abstandsquadrat des differenziellen
Massenelements vom Ursprung des Koordinatensystems. Aus der obigen Gleichung lesen wir also die

Definition des Tragheitstensors I;; ab:

Die Tatsache, dass die obige Definition tatsidchlich einen Tensor zweiter Stufe liefert, sieht man daran,
dass sowohl 724,; ein Tensor 2. Stufe ist (der Skalar ? multipliziert mit dem Tensor d;; ist wieder ein
Tensor), als auch das direkte Produkt der beiden Vektoren z;x; einen Tensor 2. Stufe darstellt. Des
weiteren stellen wir fest, dass der Trégheitstensor ein symmetrischer Tensor ist, also I;; = I;; wie man
unmittelbar sieht. Daraus folgt, dass der Trégheitstensor auf Hauptachsenform transformiert werden
kann und durch drei Haupttriagheitsmomente (seine Eigenwerte) und die dazugehérigen Richtungen

(Hauptachsen) charakterisiert werden kann.

Kennen wir den Trégheitstensor [;; eines Kérpers, so konnen wir das Tragheitsmoment /7 in Bezug

auf eine beliebige Drehachse 7 (mit |77| = 1) wie folgt berechnen:

Quader. Wir berechnen den Trégheitstensor fiir einen Quader mit den Abmessungen a - b - ¢ und
der konstanten Massendichte p. Wihlen wir den Ursprung des Koordinatensystems im Schwerpunkt

des Quaders liefert die Rechnung fiir I1;:

o

I, = /dV,o(r2511 — ) = / AV p (x5 + z3) :p/2 dm/ d:172/2 dxs(v3 + x3)
\% \% x T x

__a —_c
1=73 3=72

c b
x3]2 3 c 3 x3 2 2
= 4 d 2pg + 23 =4 / d 24— ) = 272 4
pa /xzo To |:.T}2:E'3 5 } . pa - To 256'2 o pac 5 5 To

r3= 2= z2=0

2 2
= pabc(b——l—C):%(bz—l—cQ).

o=—

Nl

o

12 12 12
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Eine analoge Rechnung kann auch fiir I, und I33 durchgefiihrt werden, die Nichtdiagonalterme hin-

gegen verschwinden. Der Tragheitstensor eines Quaders nimmt dann folgende Gestalt an:

b? + 0 0
M
Iik = E 0 a2 + 62 0 . (191)
0 0 a4

Wir berechnen noch nach Gleichung 1.90 das Tragheitsmoment des Quaders in Bezug auf eine Drehung
um die Achse definiert durch n; = ==(1,1,0). Wir erhalten

V2
b? + 2 0 0 1
1 M 1 M 242
L= L0350 @+t 0 fop | Iﬁ(a§ +)
0 0 a? + b2 0

Kugel. Wir berechnen den Trégheitstensor fiir eine Kugel mit dem Radius R und der konstanten
Massendichte p. Wir kénnen die Rechnung vereinfachen, indem wir benutzen, dass aufgrund der

Symmetrie des Problems [1; = I55 = I35 gilt und damit z.B. I;; ein Drittel der Spur des Tensor ist:

1 1 ) 1 , 1 S 2 4 .
Ihn=<Iiy=< | dVp(r*6; —zm) = sp | dV 2r* = —pan 2ridr = — p-m R’ R”.
3 3Jv 3" Jv 3 0 5.3
——

=M
Die Nichtdiagonalterme des Tensors verschwinden aufgrund der Symmetrie wie man auch durch ex-

plizites Ausrechnen leicht sieht, z.B.:

R T 27
Iis = / avp (7“2512 — xlxg) = —p/ dV xi1x9 = —,0/ r4d7‘/ dy sin319/ dp cos psing = 0.
\%4 14 r=0 9¥=0 =0

N J/
-~

=0

Der Tragheitstensor einer Kugel hat also die besonders einfache Form

) 100
Il-j:gMRQ 010
001

Wie man ebenfalls leicht bemerkt (und wie aufgrund der Kugelsymmetrie zu erwarten ist), ist daher

das Trégheitsmoment unabhéngig von einer beliebig gewihlten Richtung n; = (sin 9 cos ¢, sin 9 sin ¢, cos 9)

2 2 2
IT{ = ni[ijnj = EMRQni&-jnj = gMR%”LﬂlZ = g]\jR2
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Zylinder. Wir berechnen den Trégheitstensor fiir einen Kreiszylinder mit dem Radius R und der
Hohe h und der konstanten Massendichte p. Die Achse des Zylinders soll gleich der z-Achse sein, und
der Schwerpunkt des Zylinders liege im Koordinatenursprung. Wir berechnen zunéchst /33, indem wir

fiir die Berechnung des Integrals in Zylinderkoordinaten iibergehen!

133 = / dV,O (7“2533 — 513'3%3)
Vv

27 ZZ% R R4 1 1
= p/ d(p/ dz/ ridry (13 + 2% — 2%) = 2rhp— = = pR*th R* = M R
— —_h - 4 2 —— 2
p=0 z 5 r; =0
=M
Als néchstes berechnen wir die Komponenten I1; und I also die Tragheitsmomente fiir Drehungen

um die z-Achse bzw. y-Achse, die aufgrund der Symmetrie gleich sein werden (I1; = I59)

27 z:% R
I, = / dv p (7‘2511 = xlxl) = p/ dgo/ dz/ ridri (r1 + 2% — 13 cos® p)
1% =0 z:—% r; =0

R z=f R 2 R
= 27rph/ r3dry +27rp/ z2dz/ rodry —ph/ cos? <,0d90/ ridry
T r1 =0 T

h

N J'ZO / R Z:7§ N\ 1= / N\ =0 J\G J'ZO /
_R4 h3 _\;2 ;r’ﬂ' _\1;1
=T =3 =75 =T
g (2 + L LR (3R* 4+ h?) M (3R* 4+ h?)
= T _— _—— — = — T = — .
p 2 "2 1 plt 12
=M

Wir zeigen noch anhand von I3, dass die Nicht-Diagonalterme I, I;3 und I3 verschwinden

[13 = / de (7"2513 - 1'11173)

v
2m z:% R R3 h2 2m
= p/ dgp/ dz/ riodri(—ricosp-z)=—p—— cospdp = 0.
=0 Z:—% r, =0 3 4 S0:0
~—— ——

=0

Der Trigheitstensor eines homogenen Zylinders nimmt also folgende Gestalt an?

R2 | B2
Tt+t5 20 ] 0
I’lj:M 0 RT‘F}IZ_Q 0
0 0 i

1Um eine Verwechslung mit der Massendichte p zu vermeiden, withlen wir diesmal ausnahmswesie fiir den Abstand
von der z-Achse das Symbol " ” und nicht ”p” wie wir es bei Zylinderkoordinaten bisher immer gemacht haben.

2Handelt es sich um einen diinnen Stab, also R < h, dann inkludiert dieses Resultat das bekannte Ergebnis fiir das
Trigheitsmoment eines Stabs I = 1—12M h2.
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1.2 Raumkurven

Mathematisch gesehen handelt es sich bei Raumkurven um Abbildungen der Art

R — R?
At = A@

Das heifit der Vektor A ist nicht konstant, sondern hingt von einem Parameter ¢ ab. Ein in der Physik
sehr haufig vorkommender Fall ist, dass dieser verdnderlicher Vektor den Ortsvektor eines Teilchens
beschreibt, und der Parameter ¢ die Zeit darstellt.

1.2.1 Veranderliche Vektoren

Wenn wir nach der Bedeutung der Ableitung eines Vektors %Z =1 fragen, dann kénnen wir das am

besten in Koordinatendarstellung beantworten:

d— d .

Das heifit, die Ableitung eines Vektors nach einem Parameter ergibt wieder einen Vektor, dessen
Koordinaten die Ableitungen der Koordinaten darstellen %Ai, die wir — wie in der Physik iiblich —
auch mit A; abkiirzen wollen. In einer gleichwertigen Schreibweise kénnen wir diesen Sachverhalt auch

so ausdriicken

1 22

wobei die drei Vektoren €1, €2, €3, die zeitlich nicht verénderlichen Einheitsvektoren sind, und nach

der Summenkonvention iiber ¢ zu summieren ist.

Von besonderem Interesse in der Physik sind zeitliche Ableitungen des Ortsvektors
Tt)=21(t) €+ 22(t) €%+ 23(1) €% = 25(t) €.

Bekanntermafien ergibt ja die erste Ableitung nach der Zeit die Geschwindigkeit U (¢), die zweite

Ableitung die Beschleunigung @ (t).

v(t) = %?’(t)::éi(t)?i:vi(t)?i (1.92)
at) = %?(t):jfi(t)?i (1.93)
d——>
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Beispiel: Die Bewegung eines Massenpunktes entlang einer Bahn werde durch folgenden Ortsvektor
beschrieben (Welche Art von Bahn ist das?)

T (t) = 2cos(3t) €' + 2sin(3t) €% + 5t €°.
Wir berechnen die Geschwindigkeit und die Beschleunigung zu

v(t) = —6sin(3t)€" +6cos(3t)e* +5¢°
a(t) = —18cos(3t)€" — 18sin(3t) €.

Was verstehen wir unter folgenden Ausdriicken: £ <c(t)Z(t)> und 4 <Z(t)§ (t)) ? Das heifit, die Ab-

leitung eines Produkts eines Skalars ¢(t) mit einem verdnderlichen Vektor Z(t) bzw. die Ableitung
des Skalarprodukts von zwei verdnderlichen Vektoren Z(t) und B (t). Dazu gehen wir am besten in
Koordinatenschreibweise iiber und wenden die bekannten Rechenregeln fiir Differenziation an (Pro-
duktregel)

{Glodo]} = Geoan=aan +din = {{do +dnio} o
ClA0BO] = 2 AWBM) = AB) + AWBL) = A0 B + A0B() (1.95)
Wenden wir Gleichung 1.95 auf eine Raumkurve an fiir die gilt |Z(t)| = const, das heifit fiir eine

Kurve, die einen konstanten Abstand vom Ursprung hat, so finden wir:

— — d
A)A(t) = t —
(t)A(t) cons pr
AAt)+ Andw) = o
ADA@) = o,
und somit die sehr niitzliche Aussage: ein in seiner Richtung verdnderlicher, aber dem Betrag nach

konstanter Vektor liefert bei der Ableitung einen zum urspriinglichen Vektor senkrechten Vektor.

Beispiel: Die klassische Anwendung dieses Zusammenhangs ist die Bewegung eines Massenpunktes

auf einer Kreisbahn |7 (¢)| = 7 mit dem Radius r. Es gilt also

—-> - 2 —>
rT-r

=r*=const = T -0 =0 undsomit 7 1L .
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Handelt es sich zusétzlich um eine Bewegung mit konstantem Betrag der Geschwindigkeit v, also

|7 ()| = v, so gilt auch

—

=v’=const = T-d=0 undsomit U L a.
Des Weiteren finden wir wegen 7 - ¥ = 0 auch

d—>—> - - - - - -
E(r~v):v-v+r~a20 oder 7.7 =—0v

Bei einer ebenen Bewegung liegen alle beteiligten Vektoren 7, ¥, und @ in einer Ebene und es folgt
aus 7 L v und U L @, dass @ entweder parallel oder antiparallel auf 7 steht. Aus 7 - @ =
|7]|'@| cos aw = —v? sehen wir, dass o = 7 sein muss, also @ in die entgegengesetzte Richtung weist wie
7. Schliellich gewinnen wir die bekannte Beziehung, dass fiir den Betrag der Zentralbeschleunigung

bei einer Kreisbahn mit konstantem Betrag der Umlaufgeschwindigkeit gilt

1.2.2 Parametrisierung von Raumkurven

Oft sind Kurven 7°(¢) nicht bereits explizit in dieser Form gegeben, sondern sind etwa durch den
Schnitt zweier Fliachen im Raum gegeben. Beispielsweise ergibt der Schnitt zweier nicht-paralleler
Ebenen ein Gerade, deren Parameterdarstellung leicht gefunden werden kann, wie aus folgendem

Beispiel ersichtlich wird.

Beispiel: Die zwei Ebenen
1+ 229 + 3w3 =4 und T1+ 2o —x3=1

sind nicht parallel und besitzen daher eine Schnittgerade. Setzen wir z; = ¢ und berechnen anschlie-

Bend z9(t) und 23(t) durch Elimination von 3 bzw. x5 aus den beiden Gleichungen, so erhalten wir

7 4t 2t
7 (t) e—l—(5 5)6 —|—(5+5>e

Natiirlich hétten wir auch xo = u oder x3 = v als Parameter wiahlen kénnen, und wére dann zu einer

die Parameterdarstellung

gleichwertige Parameterdarstellung der Form 7 (u) = (z1(u), u, x3(u)) bzw. 7 (v) = (21(v), 22(v),v)

gelangt.
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Verlauft die gesuchte Kurve in einer Ebene normal zu einer der Koordinatenachsen, ist zu beachten,
dass dann die Wahl der entsprechenden Koordinate als Parameter nicht moglich ist. Verlduft etwa eine
Schnittkurve parallel zur z;xo-Ebene, also in einer Ebene x3 = const., dann scheidet die Wahl z3 = ¢
als Parameter natiirlich aus. Liefert der Schnitt zweier nicht-ebener Fldchen mehrere Schnittkurven,

so miissen diese getrennt parametrisiert werden.

Beispiel. Wir betrachten den Schnitt der Kugel x? +
5+ x5 = 4 (orange) mit dem Hyperboloid #} — 25 = —1 2
(grin). Wéhlen wir z; = ¢, so finden wir die insgesamt

vier Schnittkurven

7HY) = tel+VI+1rer+ V3 - 22¢e? ‘
7Ht) = tel+V1+12¢? — V3 - 22¢?
3t = tet —V1+ 122+ V3 —22¢3
7)) = tel —V1+1282 — V3 - 212¢?

1.2.3 Bogenelement

Das vektorielle Bogenelement d7 ist, wie der Name schon sagt, ein Vektor, den wir als totales Diffe-
renzial auffassen kénnen N
J7 dr di d [
r = — = —
dt dt

Das skalare Wegelement ds erhalten wir, indem wir den Betrag von d7 bilden

(ds)* =d7 - d7 = (z;€'dt) - (2;€7dt) = 2;2;(dt)*€" - €7 = @;2;6;;(dt)? = @ya;(dt)? (1.97)

bzw.

d
ds = \/Z;x;dt oder d—j = \/2;T; = 0. (1.98)

Beispiel: Wir berechnen das vektorielle und skalare Bogenelement fiir folgende Raumkurve

Tt)=te+ -1+ (t—1)*e.
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Damit erhalten wir
d7 = dte' + 2tdte? + 2(t — 1)dte?,

und somit

ds = /1 + 4t2 + 4(t — 1)2dt = /5 — 8t + 8t2dL.

1.2.4 Tangentenvektor, Kriimmung, Torsion

In diesem Abschnitt charakterisieren wir Raumkurven, indem wir an jedem Punkt der Kurve ein
orthogonales Dreibein definieren, das die Richtung der Tangente, der Kriimmung, und der Torsion
(ein Maf fiir die Abweichung von einer ebenen Kurve) angibt. Wir beginnen mit der Definition des

Tangentenvektors T an eine Raumkurve 7(t). Er ist ein Einheitsvektor in Richtung der Tangente:

s
ST

> T g 4
T=-2 =—=— oder Tj=—x==". (1.99)
’dd—ﬂ yis |7 B2

Schreiben wir den Vektor der Geschwindigkeit in der Form o = v?, so liefert die Differenziation

Ausdriicke fiir die Tangentialbeschleunigung @ und Zentripetalbeschleunigung a@?.

4T dvg dT
0 =—=— ——
adt U

Da die Ableitung % senkrecht auf T steht gilt also

> dv = : :
al = d_: T (Tangentialbeschleunigung) (1.100)
Ly dT , .

= v (Zentripetalbeschleunigung) (1.101)

Mit ds = vdt konnen wir fiir den Tangentenvektor auch schreiben

1dx; dx; - dr
= — ¢ = ¢ d T = —.
v dt ds odet ds

; (1.102)
Da der Tangentenvektor ein Einheitsvektor ist (also eine konstante Linge hat), steht die Ableitung
des Tangentenvektors normal auf die Tangente, und stellt ein Maf3 fiir die Krimmung der Kurve in
dem betrachteten Punkt dar. Definieren wir den sogenannten Hauptnormalenvektor H (oder auch
Kriimmungsvektor) als Einheitsvektor, so konnen wir die Kriimmung ~ einer Kurve folgendermaflen
charakterisieren N
aT

dT T T
ds

bzw. k= : (1.103)
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Driicken wir 7' durch T = ¥ /v aus und beniitzen wieder ds = vdt, so kénnen wir den Hauptnorma-
lenvektor H auch schreiben als

- 1(7 b 1/a@ (T-3)_,
HIE(WW):E(V " ) (1.104)

Eine weitere niitzliche Darstellung fiir die Kriitmmung einer Kurve gewinnen wir, indem wir Gleichung

1.103 von links vektoriell mit T x multiplizieren und anschliefend den Betrag bilden

AT
T _
de

TxH-Tx% T o -
ds

—
Verwenden wir nun 7' = ¥ /v und ds = vdt, so finden wir einen weiteren Ausdruck fiir die Kriimmung

N ’
_|v><a]_

K (1.105)

v3 v3
SchlieBlich benutzen wir die beiden Einheitsvektoren T und H , um einen dritten Einheitsvektor, den

Binormalenvektor B , aufzustellen, der dann zusammen mit T und H ein orthogonales Dreibein liefert

- @ > >

B=TxH oder B= (1.106)

SV
8y =l

X
X

Bilden wir nun die Ableitung nach ds von Gleichung 1.106, so sehen wir, dass % parallel zum Haupt-

normalenvektor ist. Die Proportionalitdtskonstante bezeichnen wir als Torsion und verwenden das

Symbol 7.
dB dT - - dH
- @ Hr T
_ GHx BT g,
ds ds

Da somit % normal auf T steht und % auch normal auf B stehen muss, weil ja ]§ | = const., ist die
obige Aussage bewiesen. Wir schreiben N
dB —
— =—7H. 1.107
=T (1.107)

Schreiben wir nun weiters GL. 1.106 um in B x 7' = H und leiten diese nach % ab, so finden wir unter

Verwendung der Definitionen fiir Kriimmung und Torsion und der Beziehungen der Vektoren ?, J7i
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und B im orthogonalen Dreibein

9
se1)

dH

>
Il

=
X
Nl
+
se1
X

=

I

\]

sl
|

=

(1.108)

Wir fassen die Beziehungen zwischen den Vektoren ?, Hund B , sowie die Definitionen von Kriimmung

k und Torsion 7 als sogenannte Frenet’sche Formeln zusammen:

—_ = IiH, E = —TH, E =7B —&T. (1109)

ds

Bsp: Kreisbahn. Als erstes Beispiel betrachten wir die Bewegung auf einer Kreisbahn in der xy-

Ebene mit dem Radius R und der Kreisfrequenz w
7(t) = Rcos(wt) €' 4+ Rsin(wt) 2.

Zunichst schreiben wir 7 (¢) in 7(s) um, indem wir ds = V dr - dr = Rwdt berechnen, und somit
finden
7(s) = Rcos (i) €'+ Rsin <i> €2
R R '

Gleichung 1.102 liefert dann

und die Ableitung % ergibt

dT 1 ( s ) 5 1 < s > -2 dT 1
— =——cos(=)€' —=sin(=) ¢ k= |—|=—.
ds R R R R ds R
Mit dem Hauptnormalenvektor H = — cos (%) €' —sin (%) €? finden wir schlieflich fiir den Binor-

malenvektor den konstanten Vektor in z-Richtung

B=TxH="2"
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Damit ist % = 0 und die Torsion 7 verschwindet fiir diese ebene Bahn. Wir iiberpriifen noch die

Konsistenzbedingung der Frenet’schen Formeln (rechte Gleichung in 1.109) und finden

%Sin (%) el — %cos (%) e = 0— % <— sin <%> et + cos (%) E’Q> v

Bsp: Schraubenlinie. Wir betrachten hier die Schraubenlinie gegeben durch
7(t) = 3cos(t) €' + 3sin(t) € + 4t €°.

Zunichst schreiben wir wieder 7 (¢) in 7 (s) um, indem wir ds = V dr - dr = 5dt berechnen, und somit
finden

4
7(s) = 3cos (g) €'+ 3sin (g) e+ 536’3.

Gleichung 1.102 liefert dann

- a7 3 5 3 oy 4
T:d—Z:—gsin(§> el—l—gcos<f> 62—{—563.

und die Ableitung % ergibt

dT 3 <s> 5 3 . ( ) 22 dT 3
— =——cos(=)€' ——sin(=) ¢ K=|—]|=—.
ds 25 5 25 5 ds 25
Mit dem Hauptnormalenvektor H = — cos (£) €' —sin (£) €? finden wir schlieBlich fiir den Binorma-

lenvektor den Vektor

5 5 5
Damit ist N
dB 4 <5) - 4 . (5) N dB 4
[ — — S1 — = |— = —
ds 25 °%\5/) ¢ T \5) € T s | 25
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und die Torsion 7 ist dieses Mal nicht gleich

41

Null fiir diese nicht ebene Bahn. Wir {iberpriifen noch

die Konsistenzbedingung der Frenet’schen Formeln (rechte Gleichung in 1.109) und finden

dH
ds
1
—sin(§> el—lcos<f)?2 =
5 5 5 5

7B —&T

4
— | =sin (§> el—écos (f) _6’2—1-%?3
25 |5 5 5 5 5
3 3 . <s> _,1+3 <s> _,2+4_,3
— |—Zsin(=) ¢ —cos(=)¢ —¢
25 5 5 5 5 5
1 1
—sin <§) el — Zcos <§> ey
5 5 5 5

of the Frenet frames) may be displayed.

CDF 1. Kriimmung und Torsion CurvatureAndTorsion.cdf
Choose among several curves and see the rotation of the Frenet-Serret frame as you move

the slider. From this you can perceive the curvature and torsion of the curve. Associated

objects (such as the circle of curvature, evolute, and osculating sphere, as well as two views

curvature « = 2.

Nr

1.2.5 Linienintegrale

Das Kurven-, Linien-, oder Wegintegral erweitert den gewohnlichen Integralbegriff fiir die Integration

im mehrdimensionalen Raum. Es beschreibt die Integration entlang einer Kurve und fiihrt auf ein Ein-

fachintegral. Ein typisches Anwendungsbeispiel aus der Physik liefert einen Zusammenhang zwischen


http://physik.uni-graz.at/~pep/VA/CurvatureAndTorsion.cdf
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der Kraft F , die entlang eines Weges C' integriert, die geleistete Arbeit W ergibt
W= / Flar, 02, 13) - AT, (1.110)
c

Durch Einsetzen des vektoriellen Wegelements d7° wird das Integral in ein Einfachintegral {ibergefiihrt,
fiir dessen Losung die aus der Vorlesung Differenzial- und Integralrechnung bekannten Verfahren an-
gewendet werden konnen. Das Ergebnis des obigen Integrals ist ein Skalar, da der Integrand das
Skalarprodukt eines Vektorfeldes F mit dem vektoriellen Wegelement ist. Andere Beispiele fiir We-

gintegrale wiren etwa

A = /q)(xl,xQ,xg,)ds (1.111)
c

B = /@(xl,x2,x3)d? (1.112)
c

D = /ﬁ(.%l,l'g,l'g)ds (1.113)
c

Hier ist ®(x1, 29, x3) ein skalares Feld wihrend F (x1, x2, x3) ein Vektorfeld darstellt. Dementsprechend
fithrt 1.111 auf einen Skalar wéhrend 1.112 und 1.113 einen Vektoren als Ergebnis der Integration
liefern. Als Spezialfall der Kategorie 1.111 berechnet sich die Léange L einer Kurve C' aus:

L:/Cds. (1.114)

Ausfiihrlicher geschrieben bedeutet Gleichung 1.110

- — t2 dZCZ
W:/CF(xl,xg,x;;)-dr :/ Fi(x1(t), zo(t), 23(t)) pm dt. (1.115)

t1

Die Kurve C wird also durch die Parameterdarstellung z;(t) beschrieben. Der Anfangspunkt der Kurve

ist bei t = t;, der Endpunkt bei ¢ = t5, und das Vektorfeld F; wird entlang der Kurve ausgewertet.

Beispiel. Wir berechnen die Lénge eines Viertelkreises L mit dem Radius r. Mit

7(t) =rcoste! +rsinte?, dr = %dt: —rsinte +rcoste?

ds = Vd7 -d7 = rv\/ cos?t + sin® tdt = rdt
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erhalten wir fiir die gesuchte Lange der Kurve das bekannte Ergebnis

w/2
L:/ds:/ rdt = -~
. 0 2

Linge einer Wurfparabel. Als weiteres Anwendungsbeispiel wollen wir die Bahnlédnge einer Wurf-
parabel berechnen. Wir nehmen an, dass eine Masse horizontal mit der Geschwindigkeit v in z-
Richtung aus einer Hohe h abgeworfen wird. Vernachléssigen wir den Luftwiderstand, so ergibt sich
die bekannte Wurfparabel:

dr

7(t) = vt + (h - gtz) @, AV = —dt = vdi @ — gldt T,

ds = VAT - d7 = \/v2 + g2t2dt.

Hierbei haben wir auch gleich nach den bereits bekannten Regeln das Wegelements ds berechnet. Um
die Lange L der Parabel bis zum Aufschlagen der Masse bei z = 0 zu berechnen, benttigen wir noch
die Zeit tq, die wir aus der Forderung z(t) = 0 gewinnen, also to = 4 /%, und damit gilt:

to
= / v? + g2t2dt.
0

Dieses Integral konnen wir auflésen, indem wir die Eigenschaft der hyperbolischen Winkelfunktionen,
cosh? z —sinh? x = 1, dazu benutzen um die Wurzel ”loszuwerden”. Dazu miissen wir zuerst geeignete
Variablentransformationen (Substitutionen) durchfiithren. Das erledigen wir in zwei Schritten:

t=2%u
g

t2 dt = 2du 2 puz
:/ V2 + 242t = 9 = U—/ V1 + u?du.
0 g9 Jo

t1=0=u; =0
_ |z _ g [
ty = g:>u2_v g

In der zweiten Substitution kommen nun die erwéhnten hyperbolischen Winkelfunktionen ins Spiel,

u = sinh w

du = cosh wdw 02 w2 - e R ,
L= :—/ v 1+ sinh w-coshwdw:—/ cosh” w dw.
g Jo g Jo

up=0=w; =0

2gh .
Uy = /& = wy = arsinhuy
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Das verbleibende Integrals l6sen wir am einfachsten, wenn wir folgende Eigenschaft der hyperbolischen

Cosinusfunktion beniitzen, cosh’w = 1 (1 + cosh(2w)]. Damit erhalten wir fiir das gesuchte Integral

02 1 w2 2 1

Und mit

12

2gh
wy = arsinh [ i] )

und der Tatasche, dass sich Funktion und Umkehrfunktion ”aufheben”, also sinh(arsinh(z)) = =z,

allgemein gilt ja f(f~'(z)) = x, gelangen wir schlieBlich zu dem gewiinschten Ausdruck fiir die Léinge
der Wurfparabel
v | [2¢gh _ [2gh
L:% [ F—i—arsmh |

Mittelwert von Funktionen entlang von Kurven. Sei f(z,y) eine Funktion R* — R, und C
eine Kurve in R? mit der Lange L, dann ist der Mittelwert f entlang der Kurve C' durch folgendes

Integral gegeben
- 1
= Z/Cf(%y)ds-

In einem Beispiel nehmen wir an, dass T'(z,y) = 1+ x +y? die Temperaturverteilung in der zy-Ebene
beschreibt, und dass wir die mittlere Temperatur 7" entlang einer Bahn C gegeben als Viertelkreis von
(xz,y) = (0,2) bis (z,y) = (2,0) berechnen wollen, also L = 2rr/4 = m. Mit dem bereits bekannten
Wegelement fiir y(z) = v/4 — 22 fiir eine Kreishewegung (siche oben)

4
ds = ﬁd:c, und T(z,y(x))=1+2+4—2*=5+z— 27
—x

erhalten wir fiir die mittlere Temperatur

— 1 4 4
T:—/(5+x—x2) dor=---=3+ —.
™

T 4 — g2

Das obige Integral lésst sich mit der Substitution z = 2sint in den Griff bekommen.

Beispiel: Bewegung im homogenen Gravitationsfeld. Nahe der Erdoberfliche wirkt die kon-
stante Gravitationskraft

F=—mges.
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Wir berechnen die Arbeit W fiir eine Bewegung senkrecht nach oben, in positive z Richtung mit der
Geschwindigkeit v auf die Hohe h. Diesen Integrationsweg 7°(¢) kénnen wir als in eine nach der Zeit
t parametrisierten Form

7(t) =vte?
ausdriicken. Das vektorielle Wegelement d7° ist das totale Differenzial

07 = g — are®,
dt

womit wir fiir die Arbeit erhalten

N h/v
W = / F-d7r = /(—mgvdt) :/ (—mgv)dt = —mgvt|g/v = —mgh.
C C 0

Wenn wir statt einer Bewegung senkrecht nach oben, eine spiralférmige Bahn der Masse nach oben
annehmen, also
7(t) = Rcos(wt) €' + Rsin(wt)€? + vt €2,

wobei R den Radius der Spirale und w die Kreisfrequenz bedeutet, so konnen wir mithilfe des totalen
Differenzials o
— r . — — —
dr = Edt = —Rwsin(wt)dt €' 4+ Rw cos(wt)dt €2 + vdt €?,
wiederum die geleistete Arbeit berechnen. Wie zu erwarten, erhalten wir das gleiche Ergebnis wie
wir es bereits weiter oben fiir die senkrechte Bewegung nach oben erhalten haben. Mit € - €7 = d;,

erhalten wir

N h/v
W = / F-dr = / (—mgv)dt = —mgvt|g/v = —mgh.
c 0

Eine tiefere Begriindung dafiir werden wir etwas spéter geben (siehe Kapitel 2.1.2). Kurz gesagt hingt
das Ergebnis solcher Wegintegrale W = | o F - d7 nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges ab,
wenn es sich bei dem Kraftfeld F um ein konservatives Kraftfeld handelt, das heifft, um ein Feld, das

sich als Gradient eines skalaren Feldes (eines Potentials) ausdriicken ldsst.

Wir wollen noch die Lange der oben verwendeten Spiralbahn berechnen. Dazu miissen wir die Léange
des entsprechenden Wegelements, also ds = |d7| = vV/d7 - d7 iiber den Weg C' aufintegrieren. Damit
erhalten wir fiir die Lange L des Weges

12) to
L = / ds = / Vd7 - d7 = / V R2w? sin? + R2w? cos? +v2dt = v R%? + 02 / dt = vV R?w? + v2(ta—11).
C C t1 31
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CDF 2. Linienintegral IntegratingAVectorFieldAlongACurve.cdf
The line integral [, F - d7 of the vector field F along the curve C' gives the work done by
the field on an object moving along the curve through the field. A field is called conservative
if only the starting and ending points matter; in a conservative field the work done around

a closed curve is zero. The first two fields in the popup menu are conservative.
field 1x, ¥l -

path line segment ' circle | sinusoid

line integral = 0.

FRANNAANN trr /777
SNNN AN fSSS S
SR N NN ;S ST
TN N N N N Y A A A
B T T | A A A
L:‘ t s~ -
B —_ - = —
- N T T T
1k
NN T T
- NN N ™
73’7 \a\«\\
\\\\\A\
||I|w|w\lh_x
TN U AT

1.3 Flachen im Raum

1.3.1 Parameterdarstellung einer Fliche

Wir gehen von der Annahme aus, dass die Koordinaten eines Punktes (Ortsvektor) z; Funktionen von

zwer Parametern v und v sind

1 = x1(u,v)
T="7uv) + xi=x(u,v) <  zy=1x9(u,v) (1.116)

T3 = LU3(U, U)

Die Gleichungen 1.116 besagen, dass jedem Wertepaar (u,v) ein Punkt x; = (z1, 22, z3) zugeordnet
wird. Es handelt sich also um eine Abbildung R? — R3.


http://physik.uni-graz.at/~pep/VA/IntegratingAVectorFieldAlongACurve.cdf
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Halten wir einen der Parameter, beispielsweise v, fest, setzten also v = v; = const., so beschreiben die
Punkte x; = x;(u,v;) eine Kurve auf der Fldche. Der Schar von parallelen Geraden v = const. in der
(u,v)-Ebene wird durch die Abbildung 1.116 eine Schar von Raumkurven zugeordnet (u-Kurven).

Ganz entsprechend wird der Schar von parallelen Geraden u = const. in der (u,v)-Ebene durch die

Abbildung 1.116 eine Schar von Raumkurven zugeordnet (v-Kurven). Dieser Sachverhalt ist in der

Abbildung unten illustriert.

\% 3!\
—X = X (UV) —) ; u - Kurven
u = konst, / (V = konst_)
" /
W
c
2
: AN 2
> \\ >
- v = Kurven
u 1 (u-= konst.)

Wir wollen im folgenden voraussetzen, dass die Zuordnung z; = x;(u,v) umkehrbar eindeutig ist, d.h.
jedem Punkt der (u,v)-Ebene soll ein Punkt x; zugeordnet sein und umgekehrt. Dann folgt, dass jede
u-Kurve jede v-Kurve nur in einem Punkt schneidet, und dass die beiden Kurvenscharen (u-Kurven

und v-Kurven) ein geometrisches Gebilde iiberdecken, das wir Fliche nennen.

1.3.2 Tangentialebene, Normalenvektor und Flachenelement

Wir wollen nun die Tangentialebene, den Normalenvektor und schliefSlich das differentielle Fldchenelement
einer Fliache x;(u, v) bestimmen. Kurz gesagt bedienen wir uns der bereits bekannten Berechnung von

Tangentenvektoren, und stellen Tangentenvektoren entlang der u-Kurven und der v-Kurven der Fléache

auf.

Ganz analog zu Gleichung 1.99 fiir die Tangente an Raumkurven berechnen wir den Tangentenvektor

T entlang der u-Kurven indem wir die partielle Ableitung von 7 nach u bilden

oder T} = Ouci (1.117)

" (0u))(Ouy)
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Beachte, dass wir hier in der Koordinatenschreibweise (rechte Gleichung) die verkiirzte Notation 0,
fiir die partielle Ableitung verwendet haben. Es ist auch klar, dass die Summenkonvention nur auf
die Koordinate ¢ angewendet wird und natiirlich nicht auf die Variable u, die zwar auch als Index
auftaucht, aber eben keine Koordinate ist. Ganz analog berechnen wir den Tangentenvektor T entlang

der v-Kurven indem wir die partielle Ableitung von 7 nach v bilden

o7
=t rn 81) i
TV = 9% oder T = SN (1.118)
|5 | V (0vz5)(005)
= - o “re,
X = x(u|v)...- --._.- u usu,
3L L e
X = ;(up",'. .‘.'-_
Uy, v, N
x1={;(um) >
0 2 ax
/ 7 ° u= u,
V= V.'

Beispiel. Wir wollen die Berechnung der Tangentenvektoren T und T mittels Gleichungen 1.117

und 1.118 anhand der Fliche z;(u,v) = (u + v,u — v, uv) verdeutlichen.

(1,1,v)
Nt
(1, —1,u)
V2+u2

Die durch die Vektoren 1.117 und 1.118 bestimmte Ebene nennen wir Tangentialebene der Flache

7 = 7(u,v) in einem Punkt (u,v) — (x1(u,v), x2(u,v), x3(u,v)). Schneiden sich die u-Kurve und die

Our; = (1,1,0),  (0,2;)(0yz;) =24+ 0%, T/ =

vy = (1, =1, u), (8u2:)(0yz;) =2+ 0>, TP =

v-Kurve in einem Punkt (u,v) rechtwinkelig, dann verschwindet das Skalarprodukt

T". T = 0. (1.119)



1.3. FLACHEN IM RAUM 49

Gilt 1.119 auf der ganzen Fliche, so schneiden sich die u-Kurven und die v-Kurven tiberall rechtwin-

kelig und man nennt u und v orthogonale Parameter.

Die zur Tangentialebene, oder kurz Fliche, senkrechte Richtung 7 (der Normalenvektor) ist gegeben
durch das Vektorprodukt von 0,27 mit 9,2

8|28
5| |8)

=+

Wir sehen, dass 7 ein Einheitsvektor ist. Durch die Wahl des Vorzeichens wird die Orientierung des

(1.120)

[S1ISH B ISH
N
Q||
e

Normalenvektors und damit auch der Fliche festgelegt.

Beispiel. Wir wollen die Tangentialebene und den Normalenvektor an eine Kugelfliche mit dem
Radius R aufstellen. Als Parametrisierung verwenden wir zunédchst die aus der Behandlung von Ku-

gelkoordinaten bereits bekannte Form mit den zwei Parametern 6 und ¢.

z;(0, ¢) = R(sin 0 cos ¢, sin § sin ¢, cos 0) (1.121)

Fiir die Auswertung von 1.120 benétigen wir zunéchst die partiellen Ableitungen

%521 = R(cos 0 cos ¢, cos @ sin ¢, —sinf) und 883 = R(—sinfsin ¢, sin f cos ¢, 0). (1.122)

Wir bemerken, dass das Skalarprodukt %@i . %—”;; = 0 fiir alle 8 und ¢, das heif}t, die gewahlte Parame-

trisierung ist orthogonal. Die Auswertung des Vektorprodukts ergibt

%—z X g—; = R?(sin’fcos¢€' +sin®fsinge” +sinfcosfe?),
or 07 9 .
% X % = R“siné.

Somit erhalten wir fiir den Normalenvektor
7 =sinfcospe' +sinfsingpe? + coshe>.

Dieses Ergebnis ist nicht sonderlich {iberraschend, ist 7 doch der Einheitsvektor in Richtung des
Ortsvektors, der — bei einer Kugelfliche — ja normal auf die Fliache steht. Des Weiteren bemerken
wir, dass wir durch unsere Wahl des Vorzeichens fiir 7 einen von der Fliche nach aufien gerichteten

Normalenvektor festgelegt haben.
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Beispiel. Wir bleiben bei der Kugeloberfliche, wiederholen nun die Rechnung allerdings fiir eine
andere Parametrisierung. Und zwar kénnen wir die Kugeloberfliche ja auch durch folgende Gleichung

ausdriicken

2 2 2 2

Um zu einer Parameterdarstellung zu kommen, driicken wir beispielsweise x3 durch z; und x5 aus
x3 = z(x1, ), und wihlen fiir 1 und x5 zwei beliebige Funktionen x4 (u, v) und z5(u, v) der Parameter
u und v

zi(u,v) = (x1(u,v), x2(u,v), 2(z1(u, v), x2(u, v))).

In unserem Beispiel haben wir also

x3 = 2(x1,x9) = £/ R — 23 — 23

Wihlen wir etwa z;(u,v) = Rsinucosv und zs(u,v) = Rsinusinv, dann erhalten wir genau die
Parametrisierung nach Polarwinkel v = # und Azimuthalwinkel v = ¢. Wir wollen aber die einfache
Wahl 24 (u,v) = v und z2(u,v) = v treffen. Dann lautet die Parameterdarstellung der Kugelfldche wie

folgt (genauer gesagt beschrianken wir uns auf die obere Hilfte der Kugelfliche x3 > 0)
xi(ua U) = (U,U, Z(U,U)) = (U, U,V R? —u? — UQ)'

Wir konnen nun wieder die Tangentialvektoren und den Normalenvektor fiir diese Parametrisierung

ox; 0z U
ou ( ’O’au) ( 0, RQ—uQ—v2>

ox; 0z v
= 1, — ) = 1, — .
v (07 ) (91)) (07 ) RZ _ 42 _ 1}2)

Wir bemerken, dass das Skalarprodukt % . % fiir allgemeine (u,v) nicht verschwindet, das heifit,

aufstellen

die gewédhlte Parametrisierung ist dieses Mal nicht orthogonal. Die Auswertung des Vektorprodukts

ergibt

a_?xa_? — _%5’14__%‘6’2_’_?3
ou v ou ov

_ u —1 =2 | =3

R2_u2_v2€ T R2 u2_vze e
a_z)xa_i? — 1_|_ % 2_|_ % ’
ou ov ou ov
R
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Mit 1.120 erhalten wir somit fiir den Normalenvektor

U v R2 —y?2 — 92
n=—-¢'4+=¢*+ es.

R R R

Mit diesen Vorarbeiten konnen wir nun das differenzielle Flachenelement einer Fliache aufstellen,
das wir fiir die Integration iiber Fldchen benétigen. Analog zur Behandlung des Wegelements fiir
Raumkurven (siehe Kapitel 1.2.3) erhalten wir das Flachenelement mit Hilfe des Vektorprodukts der
vektoriellen Bogenelemente entlang der u-Kurven bzw. der v-Kurven. Das skalare Flichenelement dA
gibt die Flédche des durch die Vektoren %—fdu und %dv aufgespannten Parallelogramms an (schraffierte
Fliache in der Abbildung unten). Das vektorielle Flichenelement ist definiert durch dA = TdA ist also

ein Vektor der Liange dA, der in Richtung des Normalenvektors weist.

;(u“v)

X (u,+ du, v)

;(u.v1+dv)

X (U, vy)
— or 07 -
or 07
oT\* (oT\?> (0T o7\’
a4 = |2Z]12Z | guav (orthogonale Parameter?) (1.126)
au a’U u av ortnogonale rarameter! .

Beachte, dass der Ausdruck fiir dA nach Gleichung 1.125 aus der Beziehung 1.55 fiir den Betrag des
Vektorprodukts folgt. Die vereinfachte Form von dA in Gleichung 1.126 gilt nur fiir eine orthogonale

Parametrisierung der Fléche!
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1.3.3 Flichenintegrale

Das Flichenintegral beschreibt die Integration entlang einer Fliche gegeben durch @ = 7 (u,v) und
fithrt auf ein Zweifachintegral. Ein typisches Anwendungsbeispiel aus der Physik ist Flachenintegral

cines Vektorfeldes F' (1, e, z3) liber eine Fliche S, das man auch als Flussintegral bezeichnet.
o = / F(zy, 29, 23) - dA. (1.127)
S

Hierbei bezeichnet dA das vektorielle Flichenelement (Gl. 1.123). Das Ergebnis dieser Integrati-
on ist ein Skalar, weil der Integrand das Skalarprodukt eines Vektorfeldes mit dem vektoriellen
Flichenelement darstellt. Andere Beispiele fiir Flachenintegrale iiber ein skalares Feld ®(xq,xs,3)

bzw. ein Vektorfeld F (21, T2, x3) Wiren etwa

I = /@(l‘l,ﬂfz,iﬁg) dA (1128)
S

7 = /(I)(xl,l’g,xg)dz (1129)
S

K = /F(xl,xQ,xg)dA. (1.130)
S

Beispiel. Als erstes, einfaches Beispiel wollen wir die Oberfléiche S einer Kugel berechnen. Das heifit

S = / dA.
Kugel

Dazu benétigen wir zunédchst das Flachenelement dA in einer geeigneten Parametrisierung der Ku-

wir berechnen folgendes Integral

gelfliche. Dazu verwenden wir die bekannte Parametrisierung in Polar- und Azimuthalwinkel # und
¢ aus Gleichung 1.121. Mit den partiellen Ableitungen nach 6 und ¢ aus Gleichung 1.122 und der
Beziehung 1.126 fiir orthogonale Parameterdarstellungen einer Fléiche erhalten wir

or

99

o7

=158 dfdp =R - Rsinfdf dp = R*sin 6 df de.

Damit berechnen wir

27 ™
S = / do R?*sinfdf = 2n R? [— cos 0]j = 4m R*.
¢=0  Jo=0

Beispiel. Gegeben sei ein Vektorfeld

Fi(z1, 9, x3) = (2 + w3, 21 + T3, 21 + 2).
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Gesucht ist das Fléchenintegral ® = [ Z_T)(xl, T, .Z'g)'dZ, wobei S ein Rechteck in der (z;25)-Ebene mit
den Kanten parallel zu den Koordinatenachsen x; und xo darstellt, dessen vier Eckpunkte bei (2,2, 0),
(3,2,0), (3,4,0), und (2,4,0) liegen. Die Orientierung des Normalenvektors weist in die positive z3-
Richtung. Diese Flache wird durch x5 = 0 beschrieben, daher ist ihre naheliegende Parametrisierung

zi(u,v) = (u,v,0). Damit wird

813-
ou

— (1,0,0) und %f} — (0,1,0),

wodurch wir mit Gleichung 1.123 fiir das vektorielle Flachenelement finden
dA = 2*dudv.

Damit erhalten wir fiir das Flussintegral

4

3 4 3 02 3
@:/ du/ (u+v)dv:/ du[uv—i——] :2/ du(u+ 3) = 11.
u=2 v=2 u=2 2 =2 u=2

Beispiel. Zum Abschluss dieses Kapitels wenden wir uns der Berechnung der Oberfliche eines
Drehkérpers zu. Wir betrachten eine Flidche, die durch Rotation einer Kurve x3 = f(x1) in der
(x1,23)-Ebene um die x1-Achse entsteht. Eine solche Fldche hat die folgende Parametrisierung (mit
Ty =u)

zi(u, @) = (u, f(u)sin, f(u) cos ¢).

Daraus erhalten wir

83177;
ou

al‘i
99

= (1, f'(u)sin ¢, f'(u) cos) und

= (0, f(u) cos ¢, = f (u) sin @),

woraus wir das Flachenelement dA berechnen.

o7 07

= | f'(w)f(u)€" + f(u)sin(¢) € + f(u) cos(¢) €*| du do
= [\ 1+ [f ()] dudo

Weil der Integrand nicht von ¢ abhéngt, ergibt die Integration {iber ¢ einfach den Faktor 27, und die

Oberflache S eines Drehkorpers errechnet sich aus

S =2r /u F)\/1+ [f'(w)du. (1.131)
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Kapitel 2

Integralsitze

2.1 Differenzialoperatoren

In der Physik spielen klassische Feldtheorien eine grofie Rolle. Diese haben sich zunéchst aus der
Potentialtheorie des Erdschwerefeldes entwickelt und sind die mathematische Grundlage fiir die Be-
schreibung all jener physikalischen Effekte, die durch Kréfte bzw. Wechselwirkungen hervorgerufen
werden. Als solche sind sie ein zentraler Bestandteil der theoretischen Physik, der Geophysik und auch
anderer Naturwissenschaften. Man unterscheidet bei Feldern zwischen so genannten Skalarfeldern und
Vektorfeldern: Ein Skalarfeld ordnet jedem Raumpunkt einen Skalar, also eine reelle Zahl zu wie im
Fall der Temperatur, des elektrischen Potentials, oder des Gravitationspotentials. Felder dagegen, die
jedem Raumpunkt einen Vektor zuordnen, bezeichnet man als Vektorfelder wie etwa beim elektrischen

Feld oder dem Geschwindigkeitsfeld einer Stromung.

Zwischen diesen einzelnen Feldern existieren diverse Querbeziehungen. Das Gravitationsfeld (Kraft-
feld) beispielsweise ist die Ableitung (Gradient) des Gravitationspotentials, das elektrische Feld ist der
Gradient des elektrischen Potentials. Umgekehrt konnen aus bestimmten Vektorfeldern mittels der so-
genannten Divergenz wieder Skalarfelder abgeleitet werden, oder schliefflich mittels einer Rotation aus

bestimmten Vektorfeldern (Vektorpotential) andere Vektorfelder, etwa die magnetische Flussdichte.

2.1.1 Der Nabla-Operator

Gegenstand dieses Kapitels ist Definition und Anwendung dieser sogenannten Differenzialoperatoren
Gradient, Divergenz, Rotation bzw. zusammengesetzter Operatoren wie dem Laplace-Operator auf

Skalar- bzw. Vektorfelder. Der fundamentale Differentialoperator ist dabei der sogenannte Nabla-

95
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Operator!
= — 0 —
Vel —+e?—+4¢°—. (2.1)

Der Nablaoperator ist ein Vektor. Wir wollen zeigen, dass der Nablaoperator V formal die obige
Definition eines Vektors erfiillt. Verwenden wir die Abkiirzungen 0; = 8%1 und 0; = 8%1-’ so miissen

wir also folgende Identitédten beweisen:

81 = Tikgk (2'2)
51‘ = T]m'ak (23)

Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten des Ortsvektors im System 1, 2,3, x;, und den Koor-
dinaten im und System 1,2, 3, Ty, ist nach 1.40 und 1.41

Tk = Tkili, Tk = Tipl;- (2.4)

Ist eine Funktion f = f(x1, 2, x3) gegeben, dann gilt mit 2.4 und unter Anwendung der Kettenregel

of  ofom. df
or. 0z 0r, Oz, "
of Of dv _ Of

= Oif = rinOkf

= O0if = T4i0Ok f,

womit gezeigt ist, dass der Nablaoperator die Eigenschaften eines Vektors besitzt.

Das heifit seine Anwendung auf (”Multiplikation mit”) einem Skalarfeld ®(z1,x9,x3) ergibt einen
Vektor, genauer ein Vektorfeld, das man als den Gradienten von ® bezeichnet
P00 00 00

€®($17$2,1‘3) = grad ®(xy, 29, 13) = € 17

. 2.
8$1 ¢ 8332 ('3;1:3 ( 5)

Bilden wir das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit einem Vektorfeld Z(xl, T, x3), so erhalten wir

ein Skalarfeld, das wir als die Diwvergenz von A bezeichnen

0A; n 0A, . 0A;
Oxry Oxy  Oxg

V- Z(:pl,xg,xg) = div Z(xl,xg,xg) =

(2.6)

Bilden wir schliellich das Vektorprodukt des Nabla-Operators mit einem Vektorfeld Z(ml, To,X3), SO

1Sein Name stammt von der Bezeichnung eines harfenihnlichen hebriischen Saiteninstruments, das in etwa die Form
dieses Zeichens hatte.
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erhalten wir ein Vektorfeld, das wir als die Rotation von A bezeichnen

=2>1 22 23

(& (& (&
[ S— —
— — 0 o) o)
V X A(x1,29,73) = 1ot A(21, 72, 73) = 91 9z Dz
Ar Ay Az

57

_ gl<%_%)+gz(%_%>+gs(%_%). (2.7)

8x2 8.1‘3 81’3 8x1 al‘l

3@

Weil der Nablaoperator sehr hiufig verwendet wird, fithren wir noch eine kompaktere Schreibweise

0
ox;

von Gleichung 2.1 ein, indem wir fiir einfach 0; schreiben
V = 210, + 220, + 30, = €0,

Die Koordinaten des symbolischen Nabla-Vektors schreiben wir dann also einfach als

{6}1 - 8ax,; =0

Beispiel. Wir berechnen die Anwendung des Nabla-Operators auf die Funktion
1 1
Dz, 20, 3) = = = (z;x;) 2.

o) = g e )

Das heifit, wir finden fiir

N[

1 _3
= —g(@525)72 (0 + 205) = — 5
(zjz;)2

Z;

N

8Z(I) = &(mjmj)_

(2.8)

(2.9)

Wechseln wir von der Koordinatenschreibweise in die symbolische Darstellung dieses Vektors, so finden

wir mit dem Ortsvektor {7}, = (21, 22, x3)

2.1.2 Gradient

In dem vorangegangenen Beispiel haben wir soeben den Gradienten der Funktion ® = % berechnet. Wir

stellen uns nun die Frage, nach der geometrischen Bedeutung des Gradienten und welche besondere

Eigenschaften Gradientenfelder haben.
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Betrachten wir fiir ein Skalarfeld ®(z1, z9, x3) eine sogenannte Aquipotentialfliche
O (21,29, 23) = ¢ = const, (2.10)

so beschreibt diese Gleichung eine Fliche konstanten Potentials, also eine Fliche in R3, auf der sich der
Wert von ® nicht dndert. Das heifit, das totale Differenzial d® verschwindet so lange die Anderungen
d7 in dieser Fliche stattfinden. Da wir das totale Differenzial aber mit Hilfe des Gradienten aus-

driicken konnen, gilt

i = (Vd) - dZ =0 <« V& L d7. (2.11)

Diese Gleichung besagt somit, dass der Gradientenvektor V® normal auf die Aquipotentialfliche
® = const steht, da ja d7 in der Tangentialebene an diese Fliche liegt. Mit anderen Worten gibt der

Gradientenvektor die Richtung der stéirksten Anderung der Funktion ® an.

Die Anwendung des Nabla-Operators auf das Skalarfeld ® generiert ein Vektorfeld F
1_7)(331,:62,1:3) = 6@(1‘1,%’2,%3). (212)

An jedem Punkt (zq, 29, z3) des Raumes weist der Vektor F (21, T2, x3) in eine Richtung normal zu einer
Aquipotentialfliche von ® durch diesen Punkt. Vektorfelder, die sich als Gradient eines Skalarfeldes
angeben lassen, nennen wir konservative Vektorfelder. Ein Beispiel aus der Physik ist die elektrische
Feldstiirke E , die der Gradient des elektrischen Potenzials ist, oder die Gravitationskraft ]—5, die als
Gradient des Gravitationspotenzials geschrieben werden kann. Der Name konservative Kraft kommt
daher, dass die entlang eines Weges geleistete Arbeit nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
abhéngen, nicht aber von seiner speziellen Form. Ist die Kraft F konservativ, also F = 6@, dann

konnen wir fiir das Differenzial dW der Arbeit schreiben

— — (6}
AW =F - d7 = (V®) - dT = g—d:vi = do. (2.13)

%

Damit lautet das Wegintegral von einem Punkt 1 zu einem Punkt 2

/12dW:/12F.d?:/12d<I>:CI>(2)—(I)(l). (2.14)

Ist der Weg geschlossen, also der Anfangspunkt gleich dem Endpunkt des Weges, so folgt unmittelbar,
dass Arbeitsintegral verschwindet. Fiir solche Linienintegrale iiber geschlossene Wege fiithren wir das

Integralsymbol ¢ und schreiben

j{dW = 7{ F.d7 =0  (fiir konservative Krifte). (2.15)
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Die Energie bleibt also erhalten (conserved) wenn man nach Durchlaufen eines beliebigen Weges wieder
an den Ausgangspunkt zuriickkehrt. Wie wir in Kapitel 2.1.4 sehen, ist eine weitere Eigenschaft von

konservativen Feldern, dass ihre Rotation verschwindet.

Beispiel. Wir betrachten das Kraftfeld F; = (221 +x2, z; —3,0). Zunichst iiberlegen wir, ob wir ein

Potenzial finden, dessen Gradient F ergibt? Mit ®(xy, 29, 73) = 73 + 1179 — x—f finden wir tatséchlich
0, ® = (01D, 0,P, 05®) = (221 + 29, 21 — 23,0) = F.

Damit ist gezeigt, dass F eine konservative Kraft ist, und somit jedes Arbeitsintegral iiber einen
geschlossenen Weg verschwinden muss. Als Ubung zeigen wir das explizit fiir eine geschlossene Kurve
C', wobei C' das Quadrat in der (z7,x2)-Ebene mit den Eckpunkte (0,0), (1,0), (1,1), und (0,1)

bezeichnet. Als Richtung der Integration entscheiden wir uns gegen den Uhrzeigersinn. Damit gilt

1 1 0 0
j{F AT = / 2x1dxy + / (1 — x3)dxy + / (2x1 + 1)dzy — / w3dry = 0.
0 0 1 1

Beispiel. Wir berechnen den Gradienten einer Funktion f(r), die nur vom Betrag des Ortsvektors

r = | 7| abhéngt. Die Anwendung der Kettenregel % = %% fithrt mit r = (:ijj)% auf

O f(r) = %&-(zfsm) = f’(r)%(xjwj)é(%% +aj0i) = £(r) (,7)

€

D=

[N

Wir finden also das wichtige Resultat, dass der Gradient einer Funktion, die nur vom Betrag des

Ortsvektors abhéngt, immer parallel oder antiparallel zum Ortsvektor orientiert ist

V) = f(r) (2.16)

>
r
T

2.1.3 Divergenz

Interpretiert man ein Vektorfeld Z(:cl, Tg,x3) als Stromungsfeld, so gibt die Divergenz

- > - 0A;  0Ay O0A
div A(zq, 29, 23) =V - A(21, 29, 23) = 8:161 + 8:622 + &E;j = 0;A,. (2.17)
1

fiir jeden Raumpunkt an, wie viel mehr aus einer Umgebung dieses Punkts hinausflieBt als in sie
hineinfliefit. Mithilfe der Divergenz lidsst sich also herausfinden, ob und wo das Vektorfeld Quellen
(Divergenz grofer als Null) oder Senken (Divergenz kleiner als Null) hat. Ist die Divergenz iiberall
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gleich Null, so bezeichnet man das Feld A =0als quellenfrei. In der Physik wird die Divergenz zum

Beispiel bei der Formulierung der Maxwell-Gleichungen oder der Kontinuitédtsgleichung verwendet.

Beispiel. Gegeben ist das Vektorfeld A; = (x1, 22, x3), von dem wir die Divergenz berechnen wollen.

- 0A; 04, O0A
1, 942 04

divA = =1+1+1=3.

X1 81'2 8.1'3

Unter Zuhilfenahme der Summenkonvention und mit A; = x; kénnen wir die gleiche Rechnung auch

ein wenig eleganter bewerkstelligen

Das Feld A hat also die réumlich konstante Quellendichte von 3.

Beispiel. Wir berechnen die Divergenz fiir das Feld der Gravitationsbeschleunigung ¢ (7), die von

einer Punktmasse M im Ursprung unseres Koordinatensystems verursacht wird. Nach Newton gilt ja

Die Kraft I auf eine Masse m am Ort 7 wire dann eben F = m¢g. Unter Verwendung der Koordi-
natenschreibweise und der Ableitungsregeln (Quotientenregel, Kettenregel) finden wir fiir Divergenz

-
von ¢

3 1
0ii(wy)? — wig(wm;)2 (0w, + 2;03)

(z;x;)2 ()
3rd — 3ra;z; 3r3 — 33
T a2 0 fir o #£0. (2.18)

76 76

= —-GM

Das heifit das Gravitationsfeld einer Punktmasse ist quellenfrei fiir alle  # 0, weil die Quelle des Feldes
ja nur im Ursprung sitzt und nirgendwo sonst. Mit unseren Mitteln konnen wir die Quellendichte fiir
r = 0, die dort singulér wird, noch nicht angeben, da wir dazu die Theorie der Distributionen benotigen

(Stichwort: Dirac’sche Deltafunktion oder genauer Deltadistribution).
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2.1.4 Rotation

Als Rotation bezeichnet man das Vektorprodukt des Nabla-Operators mit einem Vektorfeld

rot Z = 6 X Z
{rot 1—4)}Z = €;jk0;Ax (2.19)
Wenn 4 ein Stromungsfeld ist, dann gibt die Rotation von A fiir jeden Ort das Doppelte der Win-
kelgeschwindigkeit an, mit der ein mitschwimmender Korper rotiert, also wie schnell und um welche
Achse er sich dreht. Dieser Zusammenhang ist namensgebend, obwohl es sich aber nicht immer um
ein Geschwindigkeitsfeld und eine Drehbewegung handeln muss. Beispielsweise betrifft das Indukti-
onsgesetz der Elektrodynamik die Rotation des elektrischen Feldes. Ein Vektorfeld, dessen Rotation

in einem Gebiet iiberall gleich null ist, nennt man wirbelfres.

Beispiel: Wir berechnen die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes ¥

T=Tx T,
das eine Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit || um eine Drehachse durch den Ursprung
in Richtung w beschreibt. Hierzu benutzen wir die Koordinatenschreibweise und die Definition des

Vektorprodukts mit Hilfe des e-Tensors
—
{rot v}, = €;jk0;vk = €ijk0jERimWITm = EijkEkimWi0jm = EijkEkijwi = 205w = 2w;.

Hierbei haben wir benutzt, dass w; konstant ist, die Ableitung 0;,, ein Kronecker d;,, ergibt, und die
zweifache Uberschiebung des e-Tensors 20y liefert (siehe Kapitel 1.1.8). Damit haben wir die obige
Aussage bewiesen, dass die Rotation eines Stromungsfeldes das Doppelte der Winkelgeschwindigkeit

ergibt.

Beispiel: Wir berechnen die Rotation des Einheitsvektors € in Richtung des Ortsvektors

N
=_ oder {€}, = o
r ,/.ij[’j
1
T S — Trm (T@m) "2 (20jmT )
{I“Ot E’}l — Eijk:ajek’ :gijkaj k T = Eijk J 2 \&m 2m jmTm
T Tim)? "

1 1
= ;&‘jkéjk - T—ggijkxjxk =0—-0=0.
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Gradient eines Tensorfeldes. Die partiellen Ableitungen der Koordinaten eines Tensors n-ter
Stufe T},,...i,, (€1, T2, £3) nach den Ortskoordinaten (x;,xo, x3) bilden einen Tensor Gj;,;,...;, der Stufe
n + 1 (Fundamentalsatz der Feldtheorie). Der durch die Differenziation entstehende Tensor heifit
Gradiententensor oder kurz Gradient des Feldes. Der Gradient eines Tensors n-ter Stufe ist also ein
Tensor der Stufe n + 1.

Giivigein = 0515 1igein - (2.20)

Diese Aussage folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass sich der Nablaoperator wie ein Tensor 1. Stufe

(Vektor) transformiert (vgl. 2.2 und 2.3). Einfache Folgerungen daraus sind:

e Der Gradient eines skalaren Feldes ® ist ein Vektor: F; = 0;®.

Der Gradient eines Vektorfeldes A; ist ein Tensor 2. Stufe: T;; = 0;A;.

Die Divergenz eines Vektorfeldes A; ist ein Skalar: p = T;; = 0; A;.

Die Rotation eines Vektorfeldes By, ist ein Vektor: A; = €;;,0; By,

Die Divergenz vom Gradienten eines Skalarfeldes @ ist ein Skalar: p = 0,0;,®

Der Gradient eines Tensorfeldes 7}y, ist ein Tensor dritter Stufe: Gy, = 0,1}y

2.1.5 Zusammengesetzte Differentialoperatoren

In diesem Unterkapitel beschéftigen wir uns mit der mehrfachen Anwendung des Nabla-Operators bzw.
der Anwendung des Nabla-Operators auf zusammengesetzte Felder, die das skalare bzw. vektorielle
Produkt von Teilfeldern darstellen. Eine besondere Bedeutung in der Physik hat die Divergenz eines

Gradienten.

Der Laplace-Operator. Die Divergenz eines Gradienten nennen wir auch den Laplace-Operator,
den wir mit dem ”A”-Symbol abkiirzen bzw. manchmal auch als V2 (”Nabla-Quadrat”) notieren

wollen

divgrad® =V -V & = AQ. (2.21)

In Koordinatenschreibweise lautet Gleichung 2.21, somit

?d 9’ 9*d
ox? 0z 03
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Der Laplace-Operator findet in sehr vielen Gebieten der Physik Verwendung, unter anderem in der

Wellengleichung, in der Wirmeleitungsgleichung, oder in der Schrodingergleichung.

Beispiel. Wir berechnen divgrad ® = A® fiir das Skalarfeld ®(zy, 29, v3) = 3zirirs

A® = 18z 2575 + 62513 + 362515735,

Eine weitere héufig auftretende Kombination des Nabla-Operators ist die Berechnung der Rotation

einer Rotation eines Vektorfeldes

rotrot A = V x (6 X Z) (2.23)

Wir werten den Ausdruck rot rot A weiter aus?, indem wir die Eigenschaften des e-Tensors bei einfacher

Uberschiebung benutzen (€ijkEimn = OjmOkn — OjnOkm)

—

{6’ % (V x 74’)} Ei03E kmnOm An = ki kmn0;0m An = (GimOin — Oinjm) ;O An

1

0,0,A; — 0,0, A; = {%’(6’- A) - AZ}' . (2.24)

7

Zum Unterschied von 2.21 wirkt der Laplace-Operator auf der rechten Seite dieser Gleichung auf ein

Vektorfeld! Wir bemerken also den Unterschied zwischen A® und AZ:

AP div grad @ (2.25)
AA = grad div A — rotrot A. (2.26)

Beispiel. Gegeben sei das Vektorfeld A; = (2229, —2x123, 27973). Berechne a) grad div Z, b) rot rot Z,
und ¢) AA. Uberpriife die Giiltigkeit von 2.26.

a) div A =220, + 0+ 2, grad div A =2z, + 2(zy +2)¢7,
b) rot A= 2(xy +23) €t — (27 + 213) €3, rotrot A = 2(x; +2)€2.

C) AZ = 25132?1,

2In der Elektrodynamik fiihrt man analog zum elektrischen Potenzial ein Vektorpotential A ein, dessen Rotation die
magnetische Flussdichte B ergibt, B =V x A. Die vierte Maxwellgleichung VxDB= 1o (7 + %—?) fithrt dann eben

auf die Rotation der Rotation des Vektorpotentials A.
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wodurch die Gleichung 2.26 erfiillt ist.

Wir betrachten die Wirkung des Nabla-Operators auf zusammengesetzte Felder. Seien ® und W skalare
Felder, und Aund B Vektorfelder, dann gelten folgende Identitédten

grad(®V) = Wgrad® + ¢ grad ¥ (2.27)
div(®dA) = A-grad®+ ddivA (2.28)
rot(q)Z) — drotA— A x grad ® (2.29)

div(Z X E) = B-rotA— A 10t B (2.30)
rot(A x B) = AdivB- BdivA+(B-V)4A— (4-V)B (2.31)
grad(;l)-ﬁ) — AxrotB+ B x rotZ+(§-$)Z+(Z-€)§ (2.32)

Um die Gleichungen 2.27-2.32 zu beweisen, schreiben wir die Identitdten in Koordinatenschreibweise

und benutzten die Produktregel der Differenzialrechnung. Beispielsweise lautet Gleichung 2.27
{grad(®V)}, = 0,9V = V0,0 + 0, ¥ = {V grad ® + P grad U}, .

Beachte: Alle Ausdriicke, die rechts vom Operator 0; stehen werden differenziert, alle Groflen, die
links von 0; stehen werden nicht differenziert. Auf d&hnliche Weise kénnen wir zum Beispiel auch die

Identitat 2.30 zeigen

—

le(Z X §) = aieijkAjBk = gijk(BkraiAj + A]&Bk) = Bkskij@-Aj - Aj(’fjikain == E - rot Z - Z -rot B.

2.1.6 Satz von Poincaré

Die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet. Ist das Vektorfeld £ der Gradient eines
skalaren Feldes ®, gilt also E = 6@, so verschwindet die Rotation von E. Oder anderes ausgedriickt:

Ein konservatives Vektorfeld ist wirbelfrei.
rot grad ® = V x (6@) = 0. (2.33)

Es gilt sogar die wichtige Umkehrung: Die Rotation eines Vektorfeldes verschwindet dann und nur

dann, wenn das Vektorfeld ein Gradientenfeld ist

rotE =0 <+ E =grad®. (2.34)
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Wir zeigen den ersten Teil der obigen Aussage (Schluss von rechts nach links) und verwenden als
Voraussetzung die Vertauschbarkeit der gemischten zweiten partiellen Ableitungen im Falle der zwei-
fachen stetigen Differenzierbarkeit der Funktion ® (vgl. Satz von Schwarz, Vorlesung Differenzial- und
Integralrechnung), und die Tatsache, dass der e-Tensor das Vorzeichen wechselt, wenn zwei Indizes

vertauscht werden.

7

> o 2P ‘P
{V X V(I)} = 5ijk8j8k<1> 4 4

. = Sijkm = gijkm = siﬂﬁk@jq) = —5ikj8k8jq) = — {V X Vq)}

Die obige Gleichung ist nur fiir V x V& = 0 erfiillt.

Wollen wir die Quellen g = div E fiir das wirbelfreie Vektorfeld E = —grad ®® berechnen, so gelangen

wir zur sogenannten Poisson’schen Gleichung
divgrad® = A® = —q. (2.35)

Ist auch ¢ = 0, das heifit liegen keine Quellen und Senken fiir das Vektorfeld E vor, so erhalten wir

die Laplace’sche Gleichung fiir das skalare Potential
Ad = 0. (2.36)

Alle Losungen der partiellen Differenzialgleichungen 2.35 fithren auf wirbelfreie Felder, wéhrend Losungen
von 2.36 immer quellen- und wirbelfreie Felder liefern. Bei den in den physikalischen Anwendungen
auftretenden Problemen handelt es sich immer darum, in einem gegebenen rdaumlichen Bereich B
eine partikuldre Losung von 2.35 oder 2.36 zu ermitteln, die durch gewisse zusétzliche Bedingungen
eindeutig festgelegt ist. Diese Bedingungen sind in der Regel Randbedingungen, bei denen entweder
die Wetrte von ® auf der Randfléiche F' des betrachteten Bereichs B vorgeschrieben sind (Randwert-
problem erster Art), oder die Werte der Normalableitung (d.h. die Projektion des Feldvektors auf die
Fléchennormale (Randwertproblem zweiter Art). Die Losung solcher Randwertprobleme wird in der

Theorie der partiellen Differentialgleichungen behandelt und sprengt den Rahmen dieser Vorlesung.

Wir betrachten nun ein quellenfreies Vektorfeld E, dessen Wirbeldichte nicht verschwindet. Wir
schreiben also

divB =0 und rot B = w,

wobei das Vektorfeld i die Wirbeln des Feldes B bezeichnet. Die Form von @ ist nicht beliebig, da

W quellenfrei sein muss, oder anders ausgedriickt:

3Das Minuszeichen entspricht der in der Physik gingigen Konvention.
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Die Divergenz einer Rotation verschwindet. Die Rotation eines Vektorfeldes A st quellenfrei
diviot A =V - (6 X Z) =0. (2.37)

Weiters gilt der wichtige Satz: Die Divergenz eines Vektorfeldes verschwindet dann und nur dann,

wenn das Vektorfeld die Rotation eines Feldes ist.

divB=0 <=  B=rotA. (2.38)

Wir zeigen 2.37 ebenfalls unter der Voraussetzung der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit von B

und der Antisymmetrie des e-Tensors

6' (6 X Z) = &-eijk&jAk = €ijkaiajz4k = 5,-jk8j8iAk = —8jejik81Ak = —6' (6 X Z)

Wir nennen das Feld A , aus dem sich das gesuchte quellenfreie Feld B durch Bildung der Rotation er-
gibt, B=r1ot A , das Vektorpotential des Vektorfeldes B. Wir sehen also, dass sich das Vektorpotenzial
A aus den Wirbeln @ des Feldes B wie folgt berechnet

rotrot A = 0.
Diese Gleichung konnen wir mit 2.26 auch schreiben als
“AA 4 grad div A=

Da wir iiber die Divergenz des Feldes A frei verfiigen konnen — bei der Berechnung des gesuchten
Feldes B nach B = rot A fallen etwaige Quellen in A ohnehin heraus — setzen wir div A = 0. Wir

erhalten dann folgende, einfachere, Differenzialgleichung fiir das Vektorpotential
AA = -, (2.39)
die uns erlaubt das Vektorpotential A aus Kenntnis der Wirbeldichte @ abzuleiten.

Die beiden Eigenschaften 2.33 und 2.37 werden auch Satz von Poincaré oder Poincaré-Lemma ge-
nannt. Wir haben diese Aussagen hier fiir den R? kennengelernt. Es sei nur erwihnt, dass sich diese
Aussagen auch hoherdimensionale Raume verallgemeinern lassen (siehe z.B. Kapitel 11 im Buch ”Ma-

thematische Methoden” von Lang und Pucker).
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2.2 Der Satz von Gaufl

Der Integralsatz von Gaufl stellt einen Zusammenhang zwischen einem Volumsintegral und einem
Fléachenintegral langs der das Volumen V' berandenden Fliche 0V dar. Fiir ein skalares Feld lautet

der Gaufy’sche Satz in seiner allgemeinsten Form

/ O, FdV = j[ FdA; (2.40)
Vv oV

Der Satz von Gauf gilt auch, wenn wir in der obigen Gleichung das skalare Feld F' durch ein Vektorfeld
F

; (oder auch durch ein Tensorfeld Fjj, ersetzen)

/ O, FydV — ]f FldA, (2.41)
1% ov

Bilden wir von diesem Ausdruck die Spur der Matrix (anders gesagt: verjiingen wir den Tensor zweiter
Stufe), so erhalten wir eine Form des Gaufl’schen Satzes, der in der physikalischen Anwendung wohl

am héaufigsten auftritt:

/ O FdV = 7{ FdA; (2.42)
14 °1%

/divﬁdv = }'{ F-dA (2.43)
\% oV

Die Gleichungen 2.40-2.43 gelten unter folgenden Voraussetzungen:

e Die Fliache 0V (die Berandung des Volumens V') sei stiickweise glatt. Das heifit sie besteht aus
endlich vielen Flachenstiicken, die jeweils eine stetig partiell differenzierbare Parameterdarstel-
lung aufweisen. Daraus folgt, dass auf diesen Flachenstiicken ein Normalvektor existiert, der

definitionsgeméaf nach auflen gerichtet ist.

e Das Feld F(xy,x2,23) sei in V und auf der ganzen Fliche 0V definiert und stetig differenzier-
bar. Punkte in V', wo das nicht gilt, miissen durch geeignete ”Lochdefinitionen” ausgeschlossen

werden.

e Falls es im umschlossenen Gebiet solche Locher gibt, miissen diese bei der Bestimmung des

Randes beriicksichtigt werden.

Beispiel. Wir wollen die Gleichung 2.43 auf das Feld F = —ng anwenden, also (bis auf die fehlenden

Konstanten G M m) das Gravitationsfeld einer Punktmasse M, die im Ursprung des Koordinatensy-
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stems sitzt. Als Bereich V' wéhlen wir eine Kugel mit dem Radius R, das heifit, die Berandung oV
ist dementsprechend die Kugeloberfliche mit dem Radius R. Wir werten zunéchst die rechte Seite
von 2.43, also das Fldchenintegral aus, und erhalten unter Verwendung von Kugelkoordinaten (siehe
1.3.2)
dA; = (sin @ cos ¢, sin § sin ¢, cos §) R* sin 0 dfd¢
und
1

(Rsin 6 cos ¢, Rsinfsin ¢, R cos ).

Damit erhalten wir

27 s T
]{ FidAi:/ d¢/ R2sin9d6£31:27r/ sinf df = 4n.
oV 0 0 R 0

Wir wenden uns nun der linken Seite von 2.43 zu und berechnen das Volumnsintegral. Dazu benétigen
wir die Divergenz des Feldes F , von der wir bereits gezeigt haben (2.18), dass sie verschwindet:

—

div F = —div — = 0,
T

Damit verschwindet auch das Integral
/ div E dV =0,
v

und der Gaufi’sche Satz stimmt damit scheinbar nicht?! Was wir in unserer Rechnung falsch gemacht
haben ist, dass die Divergenz nur fiir alle » # 0 verschwindet, aber im Punkt r = 0 ist das Feld
Fi(x1, z9, x3) nicht stetig differenzierbar, weil r = 0 ein singulérer Punkt des Feldes ist. Um den Satz
von Gauf} trotzdem anwenden zu konnen, miissen wir den Punkt » = 0 also aus dem betrachteten
Volumen herausnehmen, zum Beispiel indem wir ein kugelférmigens Loch um den Ursprung mit dem
Radius € aus der Kugel herausschneiden. Dieses neue Gebiet V'’ hat nun 2 Randflichen, ndmlich die
innere Kugelschale K, mit dem Radius € und die &uflere Kugelschale Kz mit dem Radius R, und der

Satz von Gaufl nimmt folgende Gestalt an:
/ div F dV = / FidA; +/ FidA; = —47 + 47 = 0.
! ¢ KR

Die linke Seite ist nun tatséchlich 0, und fiir die rechte Seite ist zu beachten, dass der Normalvektor
im Bezug auf das betrachtete Volumen nach auflen gerichtet ist, also fiir die innere Kugelschale zum
Ursprung bzw. fiir die duflere Kugelschale vom Ursprung weg zeigt. Somit ist die Giiltigkeit des

GauB’schen Satzes wieder hergestellt!
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2.2.1 Beweis des Gauf3’schen Integralsatzes

Wir wollen den Beweis von Gleichung 2.43 hier nur skizzieren. Zunéchst bemerken wir, dass die
zentrale Aussage des GauB’schen Satzes eine Bilanzgleichung ist: Was hinein geht, kommt auch wieder
hinaus. Wenn wir ein betrachtetes Volumen V' in zwei Teilvolumina V; und V5 mit der gemeinsamen
Trennflache A zerlegen, so trigt diese gemeinsame Fldche A nichts zum Fluss durch die Berandung
von V bei, weil der Fluss, der von V; nach V; geht, gleich dem negativen Fluss im umgekehrter
Richtung ist (die Normalenvektoren zeigen ja immer vom Volumen nach aufien). Damit konnen wir

jedes betrachtete Volumen in beliebig viele kleinere Teilvolumina zerlegen.

Wir zeigen den Satz von Gaufl daher hier nur fiir ein quaderférmiges Volumen V = Az Az Axs.
Der Mittelpunkt dieses Quaders habe die Koordinaten (z1,z,x3). Das Integral {iber den Rand des
Quaders setzt sich somit aus den 6 Begrenzungsflichen des Quaders zusammen, das wir fiir kleine

GroBlen Axy, Azs, Axs folgendermaflen anndhern kénnen

A

=
QU
=
2
=
>
<

Die 6 Flichen AA‘ sind dabei

AAY = ApAzs@ AA? = AzyAxy (—€7)
AR = AnAz @ AAX = Az Az (-2?)
AR = AmAz, @ AL = Az Az, (—2P)

Den Wert des Feldes F; an den Flichenmitten dieser Quaderflichen erhalten wir aus einer Taylorrei-

henentwicklung, um den Punkt (xy, 5, x3) im Mittelpunkt des Quaders, wobei wir nur den linearen
Term bertiicksichtigen

Fy(z) + %,m,:@,) —  Fi(x1,72,73) + g_i% N
Fi(zy — %,xg,xs) = Fi(x1, 29, 23) — g—i%
FQ(£171’£24‘%,$3) = Fg(xl,xQ,x3)+g_$%+
Fy(z1, 290 — %,xg) = Fy(z1, 19, 73) — g_fz%
F3($173527373+%) = Fg(a;l,:cg,:cg)jug—i%jL
Fy(21, 02, 03 — %) = F3(z1, 79, 73) — g_i% +
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Setzen wir diese Taylorentwicklungen zusammen mit den Darstellungen der Fliachenvektoren ein, so
erhalten wir fiir das Integral {iber die Quaderflichen

6
3 F.-AA = @Aazm2ax3 + a—AxleZAxg + a—AxleQAxg
- O D Os
_ (divF) AV.

Somit haben wir die Giiltigkeit des Gaufi’schen Satzes fiir das betrachtete Quadervolumen gezeigt. Da
wir uns ein beliebig geformtes Volumen aus lauter kleinen Quadern zusammengesetzt denken kénnen,
gilt der Gauf’sche Satz auch fiir beliebig geformte Volumen. Fiir einen genaueren Beweis sei auf die

mathematische Literatur verwiesen (siche Buch Lang, Pucker bzw. Referenzen darin).

2.2.2 Weitere Anwendungen des (Gaufy’schen Integralsatzes

Beispiel 1. Wir verifizieren den Gaufi’schen Satz in der Form 2.43 fiir das Vektorfeld F; = z;, wenn
V' das Volumen eines Quaders mit den Kantenléngen a, b, und ¢ bedeutet, dessen Mittelpunkt mit

dem Koordinatenursprung zusammenfllt.

Wir werten zunéchst das Volumsintegral auf der linken Seite von 2.43 aus. Mit 0;A; = 0;z; = 0;; = 3

/divfdvzg/dvzzaabc.
174 1%

Das Flachenintegral auf der rechten Seite von 2.43 zerlegen wir in insgesamt 6 Teilintegrale iiber die

erhalten wir

Begrenzungsflachen des Quaders

fﬁ-dZ:/gdx/Qdy C /d:c +1)
ov — — 2 %

b 3 3
dx/ dz (—§> (—1) + d:):/ ( ) (+1)

—a
2

L fla gy e [ e () o

= 3abc. (2.44)

w\m

Beispiel 2. FEine Anwendung des Gaufy’schen Satzes in der Form 2.40 findet sich in dem Beweis des
archimedischen Prinzips. Das archimedische Prinzip wurde vor iiber 2000 Jahren von dem griechischen
Gelehrten Archimedes formuliert, und lautet bekanntermafien: Der statische Auftrieb eines Korpers

in einem Medium ist genauso grofl wie die Gewichtskraft des vom Koérper verdriangten Mediums.
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Die gesamte Auftriebskraft F kann dadurch erklirt werden, indem wir die durch den hydrostatischen

Druck p verursachten Kréfte dF iiber die Berandung 0V des eingetauchten Korpers aufsummieren:

f:_]{ pdA.
oV

Das Minuszeichen riihrt daher, dass die Kraft dF = —p dA ja nach ”innen” wirkt, wahrend die
Fliichennormale d A definitionsgeméaf nach ”auflen” weist. Nach dem Gauf3’schen Satz kann das Inte-
gral iiber den Rand des Volumens 9V iibergefiithrt werden in ein Volumsintegral iiber das Volumen
V:
F= —/ gradpdV = —/ grad (pg 2z)dV = —ng’?’/ dV = —pVge?.
v v v

Hierbei haben wir benutzt, dass der hydrostatische Druck (fiir inkompressible Fliissigkeiten) linear
mit der Tiefe z ansteigt, also p(z) = p gz, wobei p die Dichte, und g die Erdbeschleunigung darstellt.
Das Ergebnis F=— pV g €3 spiegelt somit genau das Archimedische Prinzip wider, wobei das negative

Vorzeichen, die nach oben gerichtete Kraft angibt (positive z Richtung nach unten gewihlt).

Aus dieser Herleitung sehen wir also, dass das archimedische Prinzip streng genommen nur gilt,
wenn der Druck linear mit der Tiefe zunimmt. An Luft gilt etwa die barometrische Hohenformel
p(z) = p(0)e” =, und somit das archimedische Prinzip nur niherungsweise. Allerdings in sehr guter
Naherung, weil die charakteristische Léange z, = % (Gaskonstante R, absolute Temperatur 7', molare
Gasmasse M, und Erdbeschleunigung ¢) mit z; &~ 8.4 km deutlich gréfler ist, als typische Objekte,

deren Auftrieb uns interessieren konnte ...

Beispiel 3. Wir betrachten eine homogene, kugelformige Massenverteilung mit der Gesamtmasse
M und der Dichte p(r) in der Form

(T’)* Lo, TSR
P = 0, >R

Wir zeigen mit Hilfe des Gauf’schen Satzes, dass auf eine Masse m im Abstand r vom Zentrum der

Massenverteilung die Gravitationskraft F= m’g wirkt, wobei (G ist die Gravitationskonstante)
7(7) = —-GM %, r<R
-GM75, r>R.

Wir berechnen zunéchst die Divergenz des Kraftfeldes zu (vgl. 2.18)

—GM=2, = —4nGpy, "< R

R® —

di >0
wam={,
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Wihlen wir als Integrationsbereich V' eine Kugel mit dem Radius r, dann liefert das Volumsintegral

/ div 7 dV = —47TGM;—?; — —4nGM(r), r <R
v —4ArGM, r> R.

Das Integral liefert also die in der Kugelschale eingeschlossene Masse als Quelle des Feldes.* Fiir r > R
ist das die Gesamtmasse M, withrend fiir r < R die Masse M (1) = M ;—z entsprechend des Verhéltnisses
]’;—?;, relevant ist. Das negative Vorzeichen driickt aus, dass es sich um eine anziehende Kraft handelt,
das heifit die Feldlinien verlaufen in Richtung der Masse. Fiir die Auswertung des Fldchenintegrals
iiber die Kugelschale 0V mit dem Radius r beriicksichtigen wir, dass aufgrund der Kugelsymmetrie
und der anziehenden Natur der Gravitation, die Gravitationsbeschleunigung eine Zentralkraft ist, also

—
T

in der Form ¢ (7) = —g(r)? geschrieben werden kann. Damit liefert der Gaufi’sche Satz:

j{ .y —4mr?g(r) = —4rGM %, r <R
ov g | —4nrig(r) = —4nGM,  r> R,

womit wir unsere urspriingliche Annahme bewiesen haben

| OMgs r<
IO (e) VE SRy )

2.2.3 Modifikationen des Gauf3’schen Satzes

Ersetzen wir im GauB’schen Satz 2.43 das Vektorfeld ' durch das Produkt F = a®, wobei @ ein
beliebiger aber konstanter Vektor (ungleich dem Nullvektor) ist, und ® ein skalares Feld darstellt,
dann erhalten wir mit div(@®) = @ - V® (vgl. 2.28)

@ - U 6’@&/—?{ CDdZ] — 0.
1% oV

Und da der Vektor @ beliebig war, muss jede Komponente des Vektors in eckigen Klammern ver-

schwinden, also
/ Vodv = 7{ DdA. (2.45)
v oV

Analog dazu konnen wir fiir das Vektorfeld F im GauB’schen Satz 2.43 auch folgende Form wihlen:

F = B x @. Hierbei ist @ wiederum ein beliebiger aber konstanter Vektor (ungleich dem Nullvektor),

4Bis auf eine numerische Konstante 47G, deren Wahl im Prinzip willkiirlich ist und historisch so entstanden ist.



2.2. DER SATZ VON GAUSS 73
und E ein Vektorfeld. Mit 2.30 erhalten wir

/divfdvz/divﬁxa’dvza’-/rotﬁdv
1% 1% 1%

und
j{ mz:j{ (Ex@.dz:a.j{ iAx B
ov oV oV

Weil der Vektor @ beliebig war, muss also gelten:

/ ot BdV — f iAx B (2.46)
1% oV

Ein weiterer Integralsatz kann aus dem Gauf3’schen Satz abgeleitet werden. Dazu betrachten wir zwei

zumindest zweimal differenzierbare skalare Felder v und v. Wir berechnen zunéchst
V. <u€v> = 0;(udv) = (Oju)(0;v) + u0;0v = (%’u)(%) + uAv

bzw.

—>

V- (v?u) = 0;(vOju) = (O;v)(0u) + vO;Opu = (61})(6@ + vAu.
Die Subtraktion dieser Gleichungen liefert
V- <u€v — vﬁu) = ulAv — vAu.

Einsetzen dieser Beziehung in den Gauf’schen Satz 2.43 fithrt auf die folgende Gleichung, die auch

als Integralsatz von Green bezeichnet wird.

/ (uAv — vAu)dV = 7{ (u?v — veu) -dA (2.47)
1% av
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CDF 3. Der Satz von GauBB TheDivergenceGaussTheorem.cdf
This educational Demonstration presents a surface whose parametric equations are very similar to

those of the unit sphere (but differ by a factor of 2 in sin(2w)). The divergence (Gauss) theorem
holds for the initial settings, but fails when you increase the range value because the surface is no
longer closed on the bottom. It becomes closed again for the terminal range value, but the divergence
theorem fails again because the surface is no longer simple, which you can easily check by applying a

cut.

v cut [}

w range [

10 -05 00 05 10

=]
IA
g
IA
oA

surface
{cos(v) sin(2w), sin(v) sin(w), cos(w)}

vector field
F(x,y,z)=(x,0,0)

[[[div(F) av = 1.5708
flux = [ [F-n dS = 1.5708

2.3 Der Satz von Stokes

Der Integralsatz von Stokes stellt einen Zusammenhang zwischen einem Fléchenintegral {iber eine
Flache F und einem Kurvenintegral ldngs der geschlossenen Kurve OF dar, die den Rand der Fliche

bildet. Fiir ein skalares Feld ® (x4, xq, x3) lautet der Stokes’sche Satz in seiner allgemeinsten Form

F oF

Dabei ist vorausgesetzt, dass das skalare Feld ®(xy, 29, x3) eine im Integrationsgebiet stetig differen-

zierbare Funktion darstellt. Der Umlaufsinn der Integration entlang der Kurve 0F und die Orientie-


http://physik.uni-graz.at/~pep/VA/TheDivergenceGaussTheorem.cdf
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rung des Flachenelement dA ist so festzulegen, dass sie zusammen die Bewegung einer Rechts-schraube

ergeben.

Ersetzen wir in 2.48 das skalare Feld ® durch die Koordinate B; eines Vektorfeldes B (21, T2, x3), dann

erhalten wir eine Variante des Stokes’schen Satzes, die in der Physik am haufigsten vorkommt.

/5ijdej8kBi :% Bldl’Z
F oF

In symbolsicher Schreibweise lautet diese Gleichung also

/@m’ﬁ).ﬁ:]{ B.dz,
F oF

die wir wegen (dZ X 6) -B=dA- (6} X E) auch in folgender Form schreiben kénnen:

/ dA -rot B = j{ B-dZ  (Satz von Stokes) (2.49)
F oF

Mithilfe des Satzes von Stokes konnen wir auch eine bereits bekannte Tatsache in einem anderen Licht
betrachten: Das Wegintegral eines Vektorfeldes B iiber einen geschlossenen Weg verschwindet, falls
das Vektorfeld I wirbelfrei ist (rot B = 0). Und das bedeutet ja nichts anderes als, dass das Feld B
konservativ ist (vgl. Kapitel 2.1.6)

Beispiel. Wir verifizieren den Stokes’schen Satz in der Form 2.49 fiir das Vektorfeld B; = (—2x2, 3x1,0)

fiir eine Fliche F', die ein Rechteck in der (z1, 25)-Ebene mit den Seitenldngen a und b darstellt.

Wir berechnen zunéchst das linke Integral iiber die Fliche. Das Flichenelement lautet dA = dxdye?,
und fiir die Rotation des Feldes finden wir den konstanten Term rot B = 5¢3. Damit ergibt die

Integration iiber die das Rechteck ganz einfach zu

a b
/dA~rotB:5/ da:l/ dxy = bab.
F 0 0
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Das Wegintegral iiber den Rand des Rechtecks zerlegen wir in 4 Teilstrecken C bis Cj, die wir einzeln

berechnen miissen:
1
Cy:xz; = (at,0,0), dz;=(a,0,0)dt, Bdr; = —2xadt, / Odt =0
0
1
Cy:x; = (a,bt,0), dx;=(0,b0,0)dt, B;dx; = 3x1bdt, / 3abdt = 3ab
0
1
Cs:z; = (a—at,b0), dr;=(—a,0,0)dt, Bdr;=—2xsadt, / 2abdt = 2ab
0
1
04 LTy = (O, b— bt, O), d%z = (O, —b, O)dt, Bldilfz = —3xlbdt, / 0dt =0
0
Und somit haben wir den Stokes’schen Satz fiir dieses Beispiel verifiziert:

f{ B-dZ = 0+ 3ab + 2ab + 0 = 5ab.
OF

2.3.1 Beweisfiihrung zum Satz von Stokes

Wir wollen den Satz von Stokes in seiner allgemeinen Form 2.48 beweisen

F oF

Dazu fithren wir das Fliachenintegral und das Linienintegral in obiger Gleichung auf gewohnliche

einfache Integrale zuriick und zeigen deren Gleichheit.

Die Fldche F sei gegeben durch die Parameterdarstellung x; = z;(u, v) gegeben, wodurch das Flachenelement

wie folgt ausgedriickt werden kann:

0z, 0
dA; = squ%%dudv.

Nach Einsetzen in das Integral und Uberschiebung der e-Tensoren €;;,€jpq = Okpdiq — Okqdip €rhalten

wir fiir die Koordinate S; des Integrals

B 0® Oxy 0r;, 0P Ox; Oxy
% = /qu dv [(‘hk Ou Ov Oz, Ou Ov }

Unter Beachtung der Kettenregel kénnen wir diesen Ausdruck noch vereinfachen

00 dx; 0P Ox;
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Fiir die weitere Rechnung der Koordinaten .S; verwenden wir nun verschiedene Parameterdarstellung
der Fldche F'. Fiir S (also i = 1) zum Beispiel wihlen wir u = x1, v = z3, so dass die Fliche F' durch

x3(r1, x2) dargestellt wird, wie in der Abbildung unten skizziert.

3

c=cC'+C"

5 "
Xy = Xg (%)7 | Xy = xg (%)

O e e X'gb

Damit gilt dann % =0 und % = 1, und die Koordinate S; vereinfacht sich zu

// dxy d:cg—q)(xl,xg,xg(xl,:cg)) (2.51)

Der Integrationsbereich B ist also jetzt die Normalprojektion der Fliche F' auf die (z1,x9)-Ebene,
wie in der Skizze angedeutet. Wir setzen hier voraus, dass diese Projektion eine umkehrbar eindeutige
Abbildung von F' auf B ergibt.

Nun denken wir uns die geschlossene Kurve C' = 0F aus zwei Kurvenstiicken C’ und C” zusammen-
gesetzt. C’ sei das Kurvenstiick P — @ und C” das Kurvenstiick  — P. P und @ sind diejenigen
Punkte der Randkurve, deren Koordinaten den kleinsten (z; = a) bzw. den grofiten Wert (z, = b)

besitzt. Die Parameterdarstellung der Kurvenstiicke C’ und C” sei nun:

Tt T
C': P(ay) = | ah(zy) |, C": P(x)=| 25(x) |,
25Ty (1)

Wir fiihren jetzt die Integration {iber x5 in 2.51 aus

b 26/2(331) a b "
S1 = —/ dxy [/ d$2—¢(I17$27$3(I17$2))] = —/ dxy (I)($1,$2,$3($1,$2))|zz((;1))
a ( a

ah(x1) a'T2

_ /dml@(xl,x;(xl),x?,(g;l,xgm)))—/ dan® (a1, 2 (21, wa(21, 2 (21)) (2.52)
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Wir wenden uns nun dem Linienintegral auf der rechten Seite von 2.50 und berechnen ebenfalls die
1. Koordinate L,

L1 = % q)d.fl:/ (I)d$1+/ (Ddxl
8F ! "
b

_ /dxltb(xl,xg(xl),xg(xl))+/adm@(xl,a:g(xl),xg(xl))

a b

b b
= /dw1¢>($1,x’2(x1),a:g(x1))—/ dxy ®(x1, 29 (x1), x5 (1)) (2.53)

Weil die Parameterdarstellung der Kurven C” und C”, also (z1, x4 (x1), 25(x1)) baw. (21, 24 (x1), 25 (z1))
entlang der Berandung O F mit der Parameterdarstellung der Fliache F', also (21, x2, x3(x1, 1)), tiberein-

stimmen miissen, sind die Ausdriicke fiir S; und L; in Gleichungen 2.52 gleich 2.53 identisch.

Damit haben wir den Satz von Stokes fiir die 1. Koordinate gezeigt: S; = L;. Ganz analog kénnen
wir auch zeigen, dass S; = Ly und S3 = L3 gilt. Um Sy = Ly zu zeigen, wihlen wir fiir die Parameter-
darstellung der Flache F' x5 und x3 als Parameter, die Kurvenstiicke C' und C” parametrisiert man
mit x5. Und fiir den Beweis von S3 = L3 wéhlen wir x3 und z; als Parameter fiir die Flache F' und

parametrisieren die Kurvenstiicke ¢’ und C” mit x3.

In dem obigen Beweis konnen wir das skalare Feld ® auch durch ein beliebige Koordinate eines
Vektorfeldes B, oder eines Tensorfeldes 7T},, austauschen. Somit ist der Satz von Stokes auch in der

Form 2.49 bewiesen.

2.3.2 Anwendungen des Stokes’schen Satzes

Beispiel. Wir {iberpriifen die Giiltigkeit des Stokes’schen Satzes 2.49 fiir das Vektorfeld B; =
(32, —x123, T223) und fiir die Fliche F gebildet aus dem Paraboloid x3(xy,22) = 3(xf + #3) fiir

Wir berechnen zunéchst das Integral iiber den Rand 0F', der durch den Kreis x;(t) = (2 cost, 2sint, 2),
0 <t < 2w gegeben ist. Damit erhalten wir

2m 2m
?{ B-d7 = / Bi(Z(t))z:(t) dt = / (—12sin*t — 8cos® t)dt = —20m.
oF 0 0

Nun bestimmen wir das Fldchenintegral, wobei zu beachten ist, dass mit unserer Wahl des Um-
laufsinnes der Wegintegration (namlich gegen den Uhrzeigersinn), der Normalvektor nach ”oben”

(in die positive x3-Richtung) weisen muss. Als Parameterdarstellung wéhlen wir Zylinderkoordinaten
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Ty = pcos @, ro = psin @, und rs = x3 wodurch die Flache F' gegeben ist durch

p Cos ¢ cos ¢ —psin ¢
xz(p7¢) - p81n¢ ) B) - Sln¢ ’ a¢ - pCOqu
1.2 P 0
14 P

Damit erhalten wir fiir das Flachenelement dZ, und berechnen fiir die Rotation von B folgende
Ausdriicke

—pCcos ¢ 1 + 3 PCOS¢+§
dA; = | —psing | pdpdo, {rot B}, = 0 = 0
1 —3— a4 3£

Wir berechnen schliefilich

2

= = 2 2 5
/dA-rotB:/ dgb/ pdp|:—p2COSQ¢—pZCOS¢—3—%:|:—47T—0—127T—47T:—207T.
F 0 0

Beispiel. Die magnetische Feldstéirke eines geraden, in z3-Richtung orientierten, und mit dem Strom
I durchflossenen Leiter ist gegeben durch
I _,

! =1 =2\ _
2(2? 1 22) (—:1:26 + € )_27rp6 .

H=
Hierbei wurden fiir die erste Darstellung kartesische Koordinaten, und fiir die zweite Zylinderkoordi-
naten mit p? = z? + 22 und €% = —sin¢ €' + cos €' verwendet. Wir werten den Satz von Stokes
fiir eine Kreisscheibe mit dem Radius R aus, und berechnen zunéchst das Wegintegral iiber den Kreis

oF
5(6) = Rleoso,sing,0), G = R(-sing,c0s,0),

und erhalten

_ 2 I
H.d?c’:/ dép——R = 1.
OF 0 27TR

Nun berechnen wir die Rotation des Feldes

(91 - 2$2 2 0 0
- I Ti+x5
{rot B} — o | x| = |= 0 —| o (2.54)
7 27T z1+T) 224a2—222 22422 —222
83 0 11725 14 5iTr 2 0

VR V)
Tit; Ti+;
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Mit dem Verschwinden der Rotation wird auch das Integral
/ dA 1ot B =0
F

und der Satz von Stokes gilt scheinbar nicht? Wie schon in Kapitel 2.2.2 fiir den Gaufl’schen Satz
gezeigt, hat auch dieser scheinbare Widerspruch mit der Tatsache zu tun, dass das Feld o fiir p—0
divergiert. Damit ist die Rotation im Punkt p = 0 nicht definiert® und der Punkt p = 0 muss bei der
Anwendung des Stokes’schen Satzes ausgespart werden. Das Ergebnis 2.54 gilt also nur fiir p # 0.

Um den Satz von Stokes auf dieses Problem anwenden zu koénnen, wahlen wir als Fliche F’ eine
Kreisscheibe mit dem Radius R mit einem Loch in der Mitte mit dem Radius € (siche Abbildung
unten). Innerhalb dieser Fliche ist die Rotation identisch null und das Integral [, dA -rot B = 0
verschwindet. Um das entsprechende Wegintegral entlang der Berandung von F” berechnen zu konnen,
miissen wir die Kreisscheibe entlang der Achse ”aufschneiden” und den Weg entlang der 4 Kurven Cf,

Cs, C3, und C4 berechnen.

C

H-dz+ | Hdaz+ | H-dz+ | H-dz

ng’ C Ca Cs Cy

oI < I-0 0 I BoT1-0
- Ao ——R+ [ doy——+ | dp——c— | d
/0 ¢ 2R +/R “ 2ma? - /QTF ¢ e’ /6 o 2m?

= I4+0-1+0=0. (2.55)

=
.

8|
I

2.3.3 Der Integralsatz von Green in der Ebene

Einen wichtigen Spezialfall des Satzes von Stokes erhilt man, indem man eine Kurve betrachtet, die

vollig in der (z1, z2)-Ebene liegt. Dann kann auch die eingeschlossene Fliche in dieser Ebene gewihlt

Spiter werden Sie dann lernen, dass man mithilfe der Dirac’schen Deltadistribution auch fiir p = 0 die Rotation
angeben kann.
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werden, und man erhélt folgenden Integralsatz fiir den (je nach Quelle) verschiedene Bezeichnungen
in Verwendung sind: Satz von Green-Riemann, Satz von Green-Gaufl, Satz von Green in der Ebene,

Satz von Stokes in der Ebene, oder Satz von Gaufl in der Ebene.

Sei C' = OF eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve in der Ebene, die mathematisch positiv

durchlaufen wird und einen Bereich F' begrenzt, dann gilt fiir die stetig differenzierbaren Funktio-

ﬁ(fdxl + gdzy) = //F (;—i — c‘f_xfg) dzxy dxg (2.56)

Dass 2.56 ein Spezialfall des allgemeineren Stokes’schen Satzes 2.49 darstellt, sehen wir ganz einfach,

nen f(x1,22) und g(z1,xs):

indem wir fiir das Vektorfeld in 2.49 ansetzen

Bz’ = (f($1,l‘2),g(1'1,l‘2),0).

Damit wird

{rot E} =10,0, @ — ﬁ ,  dA; =(0,0,dzdxsy), B-7= fdxy + gdx,,
7 8;101 3x2

und die Gleichung 2.56 ist somit bewiesen.

Der Satz von Green in der Ebene kann beispielsweise dazu benutzt werden um Flécheninhalte zu

berechnen. Wihlen wir die Funktionen f und g zu f(z1,29) = —x2 und g(x1,z2) = 21, erhalten wir
aus 2.56
%(—ZEQd%l + l’lde’Q) = // 2dI1 dl’g = 2AF
c F

Somit kénnen wir den Flacheninhalt A eines Bereiches F' aus dem Linienintegral {iber den Rand der

Fliache erhalten. Dieser Sachverhalt wir auch als Sektorformel bezeichnet:

1

AF = —% (—I‘Qdfbl + l’ldl‘g) (257)
2 Jor

Beispiel. Mit der Sektorformel 2.57 wollen wir den Flédcheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen

a und b berechnen. Begrenzt wird diese von der Kurve C': 7 = acost, x5 = bsint, 0 < ¢t < 27. Man
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erhélt also mit dry = —asint und dxy = bcost fiir den Flicheninhalt A der Ellipse:
1 1 [ ) .y
Ap = — (—zodry + T1d1s) = = (abcos”t + absin® t)dt
2 Jor 2 Jo
1 27
= —ab / dt = abm.
2 Jo

CDF 4. Der Satz von Stokes VectorFieldFlowThroughAndAroundACircle.cdf
The vector flow across a circle depends on the divergence of the given field: it is always

zero when there are no sinks, sources, or singularities. Similarly, the vector flow around
the circle depends on rotation (or curl). Here the circle is taken as parametrized in the
counterclockwise sense.

choose field {y,-x}

flow across the circle: 0.
flow around the circle: -6.28319
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Kapitel 3
Krummlinige Koordinatensysteme

Wir haben unseren bisherigen Untersuchungen kartesische Koordinatensysteme zugrunde gelegt. Wie
wir bereits wissen, gibt es aber noch andere Koordinatensysteme, die man unter Umstdnden mit
Vorteil an Stelle der rechtwinkeligen kartesischen Koordinaten zur Darstellung geometrischer oder
physikalischer Beziehungen verwenden wird. Es sind dies insbesondere zum Beispiel Zylinder- und
Kugelkoordinaten. Es gibt aber noch eine Reihe weitere Koordinatensysteme, die man allgemein in
orthogonale und nicht-orthogonale unterteilen kann. Wir werden uns in diesem Kapitel den so genann-
ten orthogonalen krummlinigen Koordinatensystemen widmen, und insbesondere ableiten, welche Ge-
stalt die in den vorangegangenen Kapiteln besprochenen Groflen wie Gradient, Divergenz, Rotation

in solchen Koordinatensystemen annehmen.

3.1 Gebriuchliche Koordinatensysteme

Hier wollen wir kurz die zwei gebrauchlichsten Koordinatensysteme, ndmlich die Zylinderkoordinaten

und die Kugelkoordiaten, definieren.

3.1.1 Zylinderkoordinaten

Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem mit den Achsen 1 = z, 29 = y, und x3 = 2. Die
Koordinaten eines Punktes (Ortsvektor) seien Funktionen von drei unabhéngigen Parametern, die wir

mit p, ¢, und z bezeichnen:
T = pcosy, y = psin p, 2=z (3.1)

83
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Losen wir die Gleichungen 3.1 nach p, ¢, und z auf, so erhalten wir p, ¢, und z als Funktion der

kartesischen Koordinaten z, y, und z.

p =22+ 12 @zarctan%, 2=z (3.2)

Die Gleichungen 3.1 und 3.2 besagen, dass jedem Zahlentripel p, ¢, z in eindeutiger Weise ein Zahlen-
tripel z,y, z zugeordnet ist und umgekehrt. Hierzu gelten folgende Bereiche 0 < p < 00, 0 < ¢ < 27,
und —oo < 2z < 0o. Die drei Parameter p, ¢, z dienen uns also wie die kartesischen Koordinaten z,y, 2
zur Festlegung der Punkte des Raumes. Je drei Zahlen p, ¢, z bestimmen eindeutig einen Punkt P, und
umgekehrt, jeder Punkt P eindeutig drei Zahlen p, o, z, die wir als Zylinderkoordinaten des Punktes

P bezeichnen.
Koordinatenlinien. Halten wir jeweils zwei der drei Zylinderkoordinaten fest, so erhalten wir die
drei Koordinatenlinien 7°, 7%, und 7%, die wir geometrisch in folgender Weise interpretieren kénnen:
e p-Linien: Halbstrahlen senkrecht von der z-Achse weg (Z*(p, 0 = 0,2 = 2))
e ¢-Linien: Kreise um die 2-Achse (Z%(p = po, ¢, 2 = 29))
e z-Linien: Geraden parallel zur z-Achse (Z%(p = po, = o, 2))

Die Tangentenvektoren 77, 7%, und 77 und die dazugehorigen Einheitsvektoren €7, €%, und €=

lauten

7P = cospe” +sinpe? (3.3)
TY = —psinpe€®+pcospe? (3.4)
7TF = ¢ (3.5)
€’ = cospe® +sinpe? (3.6)
€Y = —sinpe®+cospe? (3.7)
€ = ¢ (3.8)

Wir iiberpriifen leicht, dass die drei Einheitsvektoren €7, €%, und €7 in jedem Punkt des Raumes

orthogonal aufeinander stehen
er.ev =0, €r-¢€*=0, €¥.-¢°=0 (3.9)
und der Reihenfolge €7, €%, und €7 ein orthogonales Dreibein mit Rechtsorientierung aufspannen

2P X BP = 2. (3.10)
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Den Ortsvektor 7 = 2¢€% + y€¥ + z¢e? kénnen wir nun auch in dem Dreibein €”, €%, und €~
darstellen und erhalten
T =pel+z2¢e. (3.11)

Wir konnen die Gleichungen 3.6-3.8 auch umkehren und die kartesischen Einheitsvektoren durch die

Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten ausdriicken.

€T = cospel —sinpe? (3.12)
€Y = sinpe” +cospe? (3.13)
e = e (3.14)

Beispiel. Wir nehmen an der Ortsvektor 7 sei von der Zeit ¢t abhéingig. Dann liefert die Ableitung
von 3.11

3|

— per4pe +ze"
= per+ p(—psinpe® + pcospe?) + z¢€”
— )B4 ppee T (3.15)

Koordinatenflichen. Halten wir in Z(p, ¢, z) nur eine der Koordinaten fest und variieren die

beiden anderen, so erhalten wir die Koordinatenfiichen

e p-Fliachen: Drehzylinder mit dem Radius p um die z-Achse
e p-Flachen: Halbebenen durch die z-Achse

e 2-Fliachen: Ebenen senkrecht zur z-Achse

Die Koordinatenfléchen sind also Aquipotenzialflichen, deren Flichennormalen mithilfe des Gradien-

ten und Gleichungen 3.2 berechnet werden kénnen:

v = Vplx,y,2) = e’ + €Y =cospe’+sinpe? 3.16
N e Y i’ ; (310

A v/ = — @ V=_Z T4 - 4 3.17
~ o(x,y, 2) $2+y26 +x2+y2€ psmgpe —l—pcoscpe (3.17)
¥ = Vaa,y,z2) = ¢ (3.18)

Der Vergleich mit 3.3-3.5 zeigt, dass die Normalenvektoren auf die Koordinatenflichen %7, 5%, und
7% parallel zu den entsprechenden Tangentenvektoren 77, 7¢, und 77 sind, und damit ebenfalls ein

orthogonales Dreibein definieren.
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CDF 5. Zylinderkoordinaten ExploringCylindricalCoordinates.cdf
Cylindrical coordinates are an extension of the two-dimensional polar coordinates along the

z-axis.

r —=_3—
8 ——=0 r=10.55,0=<0<6.28319, 0 < z = 1.03 (surface)
o ——G——

single r %

single &

single z

3.1.2 Kugelkoordinaten

Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem mit den Achsen z; = x, x5 = y, und z3 = z. Die
Koordinaten eines Punktes (Ortsvektor) seien Funktionen von drei unabhéngigen Parametern, die wir

mit 7, ¥, und ¢ bezeichnen:
x = rsind cos g, y = rsindsin g, z =rcost (3.19)

Losen wir die Gleichungen 3.19 nach r, 9, und ¢ auf, so erhalten wir r, 9, und ¢ als Funktion der

kartesischen Koordinaten z, y, und z.

22 1 o2
r=2?+y? + 22, ¥ = arctan J, ¢ = arctan Y (3.20)
z T

Die Gleichungen 3.19 und 3.20 besagen, dass jedem Zahlentripel 7,1, ¢ in eindeutiger Weise ein Zah-
lentripel z, y, z zugeordnet ist und umgekehrt. Hierzu gelten folgende Bereiche 0 < r < 00, 0 <9 <,
und 0 < ¢ < 27. Die drei Parameter r, 9, ¢ dienen uns also wie die kartesischen Koordinaten z,y, 2
zur Festlegung der Punkte des Raumes. Je drei Zahlen r, v, ¢ bestimmen eindeutig einen Punkt P,
und umgekehrt, jeder Punkt P eindeutig drei Zahlen r, 9, o, die wir als Kugelkoordinaten des Punktes

P bezeichnen.
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Koordinatenlinien. Halten wir jeweils zwei der drei Kugelkoordinaten fest, so erhalten wir die drei

Koordinatenlinien @, 7, und 7%, die wir geometrisch in folgender Weise interpretieren kénnen:

e r-Linien: Halbstrahlen vom Koordinatenursprung weg (Z"(r, 9 = 9o, ¢ = ¢0))
e Y-Linien: Halbkreise um den Koordinatenursprung (”Langenkreise” Z%(r = ro, 9, ¢ = ¢q))
e ¢-Linien: Kreise um die 2-Achse (" Breitenkreise” Z¢(r = ro, 9 = g, p))

T

Die Tangentenvektoren 77, 77, und 7%, und die zugehorigen Einheitsvektoren €”, €7, und €%

lauten:

7" = sindcospe”’ +sindsingpe? 4 cos €’ (3.21)
7V = rcostcospe” 4 rcostsinpe? — rsind e’ (3.22)
7Y = —rsindsingpe” +rsindcospe? (3.23)
€" = sindcospe” +sindsinge? + cos €’ (3.24)
eV = coscospe”’ + cos¥sinpe? —sind e (3.25)
€Y = —sinpe®+cospe? (3.26)

Wir iiberpriifen leicht, dass die drei Einheitsvektoren €, €7, und €% in jedem Punkt des Raumes

orthogonal aufeinander stehen
er.el=0, € .-¢v=0 €' -T¥=0 (3.27)
und der Reihenfolge €7, €7, und €¥ ein orthogonales Dreibein mit Rechtsorientierung aufspannen
erxev =72 (3.28)

Den Ortsvektor 7 = €% + ye¥ 4+ z€~ konnen wir nun auch in dem Dreibein €7, €7, und €%
darstellen und erhalten
7 =re" (3.29)

Wir konnen die Gleichungen 3.24-3.26 auch umkehren und die kartesischen Einheitsvektoren durch

die Einheitsvektoren der Kugelkoordinaten ausdriicken.

€% = sindcospe” + costcosp€? —sinpe? (3.30)
eV = sin¥sinpe” + cossinpe? + cosp e (3.31)

€7 = cosve’ —sinve?’ (3.32)
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Beispiel. Wir nehmen an der Ortsvektor 7 sei von der Zeit ¢t abhéingig. Dann liefert die Ableitung
von 3.29

3|

= e +1r¢
= e +7(0€7 + psind€¥)

= e+ e’ +rosind e’ (3.33)

Koordinatenflichen. Halten wir in Z(r,9, ) nur eine der Koordinaten fest und variieren die

beiden anderen, so erhalten wir die Koordinatenflichen

e r-Fliachen: Konzentrische Kugel mit dem Radius » um den Koordinatenursprung

e -Fliachen: Drehkegel um die z-Achse mit dem Scheitel im Koordinatenursprung

e p-Flachen: Halbebenen durch die z-Achse

Die Koordinatenfléichen sind also Aquipotenzialflichen, deren Flichennormalen mithilfe des Gradien-

ten und Gleichungen 3.20 berechnet werden kénnen:

T =Vrle,y,z) = T LB~ ___7"
$2+y2_|_22 x2+y2—i—z2 $2+y2+22
= sindcospe”® +sindsinpe? + cosd e’ (3.34)
=29 _ O — St >z Yz —y V $2+y2 —y
v =Vi(x,y,z) = e’ + el — JF—>——¢
Vat+y? (a2 +y? + 22) Vaz+y? (22 +y? + 22) 2y + 2
1 N 1 N 1. .5
= —cosvcospe’ + —costsinpe? — —sinde” (3.35)
r r r
— = Yy —r x —>
V=V e = st e
L inper 4 — e (3.36)
= — sin p'e cos p e .
rsind rsing 7

Der Vergleich mit 3.21-3.23 zeigt, dass die Normalenvektoren auf die Koordinatenflichen 7", 7%, und
7% parallel zu den entsprechenden Tangentenvektoren 77, 7Y, und 7¥ sind, und damit ebenfalls ein

orthogonales Dreibein definieren.
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CDF 6. Kugelkoordinaten ExploringSphericalCoordinates.cdf
Spherical coordinates are given by a radial distance and two angle measurements.

o)
r ——)
6 ————0 r=1,0<06<6.28319, 0= ¢ < 1.61792 (surface)
¢ —0—
singler ®
single &
single ¢

CDF 7. Parabolische Zylinderkoordinaten ParabolicCylindricalCoordinates.cdf
The parabolic cylindrical curvilinear coordinate system is one of the many coordinate sy-

stems that make the Laplace and Helmoltz differential equations separable.

o "
T ¥
z O

Arfken  Morse, Feshbach |

axes %
Arfken: x=0T,¥y =%(T2—02).z

(0, T, z) = (145, 1.00,-056), (x, v, z)=( 1.45,-0.54, -0.56)

89
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CDF 8. Verschiedene krummlinige Koordinaten KrummlinigeKoordinaten.nb
Wahle zwischen verschiedenen krummlinigen Koordinatensystemen, berechne den metri-

schen Tensor, und stelle die Koordinatenflachen, und Koordinatenlinien graphisch dar.

u

v

3.2 Allgemeine orthogonale Koordinatensysteme

3.2.1 Kartesische und krummlinige Koordinaten

Nach der Diskussion von Zylinder- und Kugelkoordinaten in den beiden vorangegangenen Kapiteln
wollen wir nun allgemeine krummlinige Koordinaten behandeln, wobei wir uns vor allem auf or-
thogonale krummlinige Koordinatensystem konzentrieren wollen. Gegeben sei also ein kartesisches
Koordinatensystem mit den Achsen 1,2,3. Wir gehen von der Annahme aus, dass die Koordinaten

eines Punktes (Orstvektor) Funktionen von drei unabhéngigen Parametern wuy, us, ug sind:
T; = .T,'i(ul, Ua, Ug). (337)

Von den drei Funktionen x; setzen wir voraus, dass sie eindeutig und mindestens einmal stetig diffe-

renzierbar sind. Losen wir die Gleichungen 3.37 nach den wu; auf, so erhalten wir die u; als Funktion
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der kartesischen Koordinaten i, zs, x3:

U; = Ui(ﬂjl,l'g,xg). (338)

Auch von 3.38 wollen wir voraussetzen, dass sie eindeutig und mindestens einmal stetig differenzierbar
sind.

Die Gleichungen 3.37 und 3.38 besagen dann, dass jedem Zahlentripel u;, us, u3 in eindeutiger Weise
ein Zahlentripel x1, x9, x3 zugeordnet ist und umgekehrt. Die drei Veranderlichen uq, us, und ug dienen
uns also wie die kartesischen Koordinaten xy, xo, x3 zur Festlegung der Punkte des Raumes. Je drei
Zahlen u; bestimmen eindeutig einen Punkt P, und umgekehrt, jeder Punkt P eindeutig drei Zahlen

u;. Wir nennen also die Zahlen uy,us, ug die krummlinige Koordinaten des Punktes P.

Die Flachenscharen

u; = konst., uy = konst., ug = konst.

heiflen Koordinatenflichen. Auf jeder Koordinatenfliche ist eine krummlinige Koordinate konstant,

und zwei variabel. Eine Koordinatenflache wird nach der auf ihr konstanten Koordinate benannt.

Die Schnittkurven zweier Koordinatenflachen heiflen Koordinatenlinien. Auf einer Koordinatenlinie
sind zwel Koordinaten konstant und eine variabel. Eine Koordinatenlinie wird nach der auf ihr varia-

blen Koordinate benannt.

3.2.2 Tangentenvektoren und Normalenvektoren

Setzen wir 3.38 in 3.37 ein und umgekehrt, so erhalten wir die Identitidten

T, = xi(ul(xh$27I3),U2($1,I2,$3)7U3($1,$27$3))

u = Uk(ﬂil(Ul,U27U3),$2(U17U2,U3)7$3(U1,U2,U3))7

deren Differentiation nach zy bzw. u; (Kettenregel!) folgende Ausdriicke liefert:

o0x; Ox,; Oy
= — =0 3.39
6uk 8uk 8xl
= = =, 3.40
Fiihren wir die (nicht normierten) Tangentenvektoren 7 and die i-te Koordinatenlinie ein,
S, 07 G
7i= 20 i (3.41)

= T, =
8u,~ ! auz ’
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sowie die (nicht normierten) Normalenvektoren 7% an die i-te Koordinatenfliche ein, die sich ja als

Gradient der Niveauflachen u; = konst. ergeben,

=2 (9uk
=k k
v/ = 3.42
7 U W= G (3.42)
so konnen wir die Identitét 3.40 auch in folgender Form schreiben
T TR = 5 (3.43)

Das heifit, die Tangentenvektoren 7° stehen im allgemeinen Fall senkrecht auf jeweils zwei der drei

Normalenvektoren 7*.

3.2.3 Der metrische Tensor
Die skalaren Produkte der Tangentenvektoren untereinander bezeichnen wir mit g;,

gin=T"-TF, (3.44)
und die skalaren Produkte der Normalenvektoren untereinander mit ¢**,

grt=7"-F" (3.45)

Die g;; heiBen Koordinaten des kovarianten Maftensors, wiahrend die ¢** Koordinaten des kontrava-

rianten Majftensors genannt werden.

Es ist klar, dass der Mafltensor symmetrisch ist, gix = gr; und g* = g*. Des weiteren gilt auch
919" = S (3.46)

Das sieht man unter Benutzung von 3.43

=21 =21 =k i, 1k ik L1

gu g™ = (7T (T TY) = 1 = T Ve = TV Oim = TS = ik

Wie man unter Verwendung der Gleichungen 3.43, 3.44, 3.45, und 3.46 zeigen kann, erlaubt der
metrische Tensor die Berechnung der Koordinaten der Tangentenvektoren aus den Koordinaten der

Normalenvektoren und umgekehrt

o= g'7 (3.48)
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Orthogonale krummlinige Koordinaten. Von orthogonalen krummlinigen Koordinaten spricht
man, wenn die Tangentenvektoren 7° und damit auch die Normalenvektoren 7% in jedem Punkt ein

orthogonales Dreibein bilden. Damit gilt fiir den metrischen Tensor
gir=g¢% =0 fiir i#k. (3.49)

Die von Null verschiedenen Koordinaten des kovarianten und kontravarianten Mafitensors sind gegeben
durch

g = 77 g2 =T°T? g3 =T°7° (3.50)
e kSR (3.51)

Fiir orthogonale krummlinige Koordinaten folgt aus 3.46
gyt =1, gng® =1 gug¥ =1, (3.52)

und es sind folgende Abkiirzungen iiblich

hy = Vv 911, hy = VvV 922, hs = V' 933, (353)

wobei die h; die metrischen Koeffizienten des orthogonalen krummlinigen Koordinatensystems ge-

nannt werden. Mit Gleichung 3.44 konnen wir die h; also explizit in folgender Weise berechnen
8(131 2 8(132 2 (9.1'3 2
h2 — et _ - .54
3x1 2 (%2 2 8x3 2
2 (81@) * <3u2 * (9u2 ( )
0$1 2 8$2 2 8(E3 2
h: = (== — — .

Mithilfe der metrischen Koeffizienten kénnen wir auch die drei orthogonalen Einheitsvektoren €%,
ez und €% entlang der drei Koordinatenlinien wu;, us, und us aus den Tangentenvektoren bzw. den

Normalenvektoren bilden:

Sur L e i"Q s i—»g (3.57)

G R IC R R (3.58)
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Fiir orthogonale Koordinaten gelten auch noch folgende Beziehungen, die man leicht iiberpriifen kann:

?1 = h1h2h3 (’_}/)2 X "_}/)5) (359)
?2 = h1h2h3 (73 X 71) (360)
?3 = hlhghg (’_}71 X ’_}/)2) (361)
E)ul = hghg <€u2 X 6’&3) (362)
—€>U3 = hlhz <§U1 X €UQ) . (364)

Zylinderkoordinaten. Mit u; = p, us = ¢ und ug = 2z lauten die Gleichungen 3.37 fiir Zylinder-
koordinaten

z1(p,p,2) = peosp,  T2(p,p,2) = psing,  x3(p,p,2) =2

Damit erhalten wir fiir die metrischen Koeffizienten nach Gleichungen 3.54-3.56

hy=1,  h,=p,  h.=1, (3.65)

und

€f =cospe! +sinpe?, €¥ = —sinpe! + cospe?, eF="T¢ (3.66)

Kugelkoordinaten. Mit u; =, us = ¢ und ug = ¢ lauten die Gleichungen 3.37 fiir Kugelkoordi-
naten

z1(r, 9, p) = rsind cos @, zo(r, ¥, ) = rsindsin p, x3(r, ¥, ) = rcosv

Damit erhalten wir fiir die metrischen Koeffizienten nach Gleichungen 3.54-3.56

h, =1, hg =, h, = rsind, (3.67)
und
€7 = sindcospe” +sindsinpe? + cos¥ e’
€% = cost¥cospe® + cossinp€? — sin ¥ e?
20

€ = —sinpe®+cospe? (3.68)
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Beispiel. Wir berechnen den metrischen Tensor und die metrischen Koeffizienten fiir parabolische

Zylinderkoordinaten, die wie folgt definiert sind:

1
r1(u,v,2) = 5 (u® —v?)
xro(u,v,2) = w-v
z3(u,v,2) = z,

wobel —o0 < u < 00, v > 0, und —oo < z < 00. Zunéchst berechnen wir die Tangentenvektoren

Til = aafz :(U,U,O)

7= P (o u0)
oz,

3 = L =1(0,0,1

7-7, az (7 ? )

Nach Gleichung 3.44 erhalten wir daraus die Koordinaten des kovarianten Mafltensors

—>k

=T -T"= 0 w+v2 0

Wegen g;, = 0 fiir i # k handelt es sich bei den parabolischen Zylinderkoordinaten also um orthogonale

krummlinige Koordinaten. Und die metrischen Koeffizienten sind gegeben durch
hy = Vu? + 02, hy = Vu? + 2, hy = 1. (3.69)

Weiters ist fiir orthogonale Koordinaten auch der kontravariante Maftensor ¢** diagonal und seine

Diagonalkomponenten ¢* sind nach Gleichung 3.46 einfach die Kehrwerte von g;;

1
i} 7z 00
gl = 0 #_H}Q 0
0 0 1

Wollen wir der Vollstindigkeit halber auch die Normalenvektoren 7* berechnen, so kénnen wir das

natiirlich iiber die Definition 7% = guk erledigen. Einfacher zum Ziel kommen wir durch Anwendung
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von Gleichung 3.48

1

-1 1=l 111

= T = T = u,v,0
~ g g U2 + U2 ( )
=2 2 =1 222

= T = T = —v,u,0
¥ g g uz%_vg( )
,—}73 — g3l?l — g357_>3 — (07 07 1)

3.2.4 Kartesische und krummlinige Koordinaten

Wir bezeichnen die kartesischen Einheitsvektoren in Richtung der Achsen des vorgegeben kartesi-
schen Koordinatensystems mit €', €2, und ¢3. Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien des

N .
2 und 73, und die

orthogonalen krummlinigen Koordinatensystems nennen wir wie gehabt 7%, 7
Normalenvektoren auf die Koordinatenflichen mit ¥, 52, und 73. Schliefllich bezeichnen wir die
normierten Einheitsvektoren des krummlinigen Koordinatensystems (definiert in 3.57 und 3.58) mit

—’Ul
Y

>
eu, ¢4 und €. Die Koordinaten eines Vektorfeld F' kénnen wir nun in diesen vier Basissystemen

wie folgt darstellen:

= '+ R+ 5 (3.70)
— fl?l +f27_>2_|_f37_>3 ( )
= f171 + f272 + f373 (3.72)

(3.73)

— — —
= F,e"+F,e?+F,e"™

e Ve Ul 1t

e Fi, F,, Fj: kartesische Koordinaten des Vektors F
o f1 f2 f3: kontravariante Koordinaten des Vektors Fim krummlinigen System uy, us, ug
e f1, fo, f3: kovariante Koordinaten des Vektors F im krummlinigen System uy, uo, us3

o F,,,F.,,, F,.,: physikalische Koordinaten des Vektors Fim krummlinigen System uq, us, us

Beispiel. Gegeben ist das Vektorfeld F = x5 im kartesischen Koordinatensystems €', €2

, und
€3. Wir suchen a) die kontravariante Koordinaten, b) die kovariante Koordinaten, und ¢) die phy-

sikalische Koordinaten des Vektorfeldes in Zylinderkoordinaten. Die Gleichungen 3.70-3.73 lauten in
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Zylinderkoordinaten:

= B¢ '+ Rer+ Fe?
fﬂ?p + f@;ﬂp + fZ?Z

= fp’_}/)p + fcpf_yw + szZ
— F, @+ F, 2%+ F.¢"

i Vs VRS Ve 1)
|
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Die kartesischen Koordinaten lesen wir direkt aus der Angabe ab: F} = x3, F5, = 0, und F3 = 0. Die

physikalischen Koordinaten F),, Fi,, F, erhalten wir indem wir die obigen Gleichung skalar mit den

Einheitsvektoren €, €%, und €? multiplizieren:

F, = F .20 = (232Y)  (cosp @' +sinp €2) = 23008 p = 2 cos
F, = F 2% = (232" (—sing @ + cosp 2) = —z38inp = —zsing
F, = F-2%=(2;¢) 23 =0.

Die kontravarianten Koordinaten f7, f¥, f* erhalten wir wegen 3.43 indem wir die entsprechende

Gleichung mit den Normalenvektoren 77, ¥, und 7% multiplizieren:

P = ]_7)~7y’p:(xgé’l)-(coswé’l—l—singo?z)::L'gcosw:zcosgo
- - | N 1 N : )
e = F-V‘P:(x361)~<——smg0 el + —cosp 62) :—ﬁsmgoz—zsmgp
p p p
ff = F-7%=(z3¢")-€*=0.

Die kovarianten Koordinaten f,, f,, f. erhalten wir wegen 3.43 indem wir die entsprechende Gleichung

mit den Tangentenvektoren 77, 7%, und 77 multiplizieren:

fr = ]—5-7"”:(:Egé’l)-(cosgp?1+singo?2):xgcosgozzcosgo
fo = F.7e = (z3€") - (—psinp €' + peosp €%) = —zzpsingp = —zpsing
f. = F-7"= (w2 -2 =0.
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3.2.5 Linienelemente, Flichenelemente, Volumselement

Linienelement. Das Linienelement dZ” von einem Punkt P mit den Koordinaten 7’ (uy,us, u3) zu

einem Punkt Q mit den Koordinaten 7 (u; + duy, us + dus, uz + dus) lautet

dT = T(w + duy,us + dug, uz + dug) — T(uy, us, us)
o7 o7 o7 ki
8u1 ULt 8u2 Uz 8U3 s 8uk o

= Tlduy + 72%dus + T3dus = T*duy,.

Mithilfe der metrischen Koeffizienten hq, ho, hs und der Einheitsvektoren des krummlinigen Koordi-
natensystems €%, €%, und €% koénnen wir das Linienelement im Falle orthogonaler krummliniger

Koordinaten auch wie folgt angeben
d7Z = hidu; € + hodus €2 + hgduse™ (3.74)
Fiir das Betragsquadrat des Linienelements ds? erhalten wir mit 3.44 ganz allgemein
ds* = d7dT = (7'du;) (?kduk) = girpdu;duy.
Fiir orthogonale Koordinaten (g;, = 0 fiir ¢ # k) finden wir
ds® = hidu? + hidus + hidu3, (3.75)

und die Linienelemente ds,,, ds,,, und ds,, entlang der Koordinatenlinien u;, us, und uz ergeben sich

zu
dSul = hldul (376)
d8u2 = hgdUg (377)
dse, = hsdus. (3.78)

Flachenelemente. Die Flichenelemente der Koordinatenflichen bezeichnen wir mit dA,,, dA,,,
und dA,,. Das Flachenelement der u;-Flache beispielsweise ist gleich dem Flacheninhalt des von den

Vektoren ds“? und d’s“ aufgespannten infinitesimalen Parallelogramms. Das heifit es gilt

dA,, = |dS" x d$%| = |7? x 7| duadus.
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Wegen 1.55 und 3.44 gilt aber

— —3|2
7_2 3}

X T

= (77 (707

Damit folgt fiir allgemeine krummlinige Koordinaten

dAul = A/ 922033 — gégdmdw
dAug = \/ 911933 — g%zsduldu{%
dAu, = \/911922 — girdusdus,

und fiir orthogonale krummlinige Koordinaten die einfachere Form

dAul = hghgdUgdUg
dAu2 hlhgduldU3
dAug = hlhgd’uldUQ.

Volumselement.

99

- (?2?3)2 = §22933 — 9%3-

(3.79)
(3.80)

(3.81)

(3.82)
(3.83)
(3.84)

Schlielich berechnen wir das Volumnselement dV in den krummlinigen Koor-

dinaten wu;, up, und usz. Es ist gleich dem Volumen des von den Vektoren ds“, ds“2, und ds"

aufgespannten Parallelepipeds

AV = d3"(d3™ x d3%) = 7172 x 73)duydugdus.

Wir werten das Spatprodukt 71(7?2 x 73) (genauer: dessen Quadrat) weiter aus und verwenden dazu

die Darstellung in Form einer Determinante (siche 1.61)

1 1 1 1 1 1 1.1 1.2 _1

) o T T T ritl w2 Tl

>1 =22, 2312 _| 2 2 2| . |.2 2 2|_|.2.1 22 23
[ (7" x 7T )} =T T3 T3 T Ty T3 | =TT TiT5 TG
it ||| | e

Damit erhalten wir fiir das Volumselement

dV = \/§du1du2du3,

gu Ji12 Gi3
=1921 922 Gg23 | =9-
g23 Gg32 933

(3.85)

wobei g die Determinante des metrischen Tensors darstellt. Anders ausgedriickt ist g gleich der De-

terminanten der Jacobi-Matrix. Fiir orthogonale krummlinige Koordinaten gilt weiters

dV = hl hghgduldUQdU3.

(3.86)
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Zylinderkoordinaten. Mit den metrischen Koeffizienten aus Gleichung 3.65 erhalten wir fiir die

Linienelemente, Fldchenelemente und das Volumselement in Zylinderkoordinaten

ds*> = dp® + p*dy® + d2?

ds, = dp, ds, = pdop, ds, = dz

dA, = pdpdz, dA, = dpdz, dA, = pdpdyp
dV = pdpdpdz.

Kugelkoordinaten. Mit den metrischen Koeffizienten aus Gleichung 3.67 erhalten wir fiir die Li-

nienelemente, Flachenelemente und das Volumselement in Kugelkoordinaten

ds* = dr® 4+ r’dd* + r?sin? 9 dp?

ds, = dr, dsy = rdv, ds, = r sinv dyp
dA, = 72 sinddddey, dAy = rsind dr dy, dA, = rdrdd
dV = r*sinddrdddy

Beispiel. Wir berechnen die Linienelemente, Flichenelemente und das Volumnselement in parabo-

lischen Zylinderkoordinaten. Nach Gleichung 3.69 gilt
hy = VU2 +v2,  hy=Vul+o2,  h,=1.
Damit gilt fiir die Linienelemente
ds* = (u* +v?)(du® + dv?) + d2?,
und fiir die Linienelemente ds,, ds,, und ds, entlang der Koordinatenlinien u, v, und z
ds, = \/mdu, ds, = \/mdv, ds, = dz.

Die Flichenelemente an die Koordinatenflichen erhalten wir zu

dA, = Vu? + v2dvdz,  dA, = Vu? +vidudz,  dA, = (u® + v?)dudo,
und fiir das Volumselement finden wir

dV = (u* + v*)dudvdz.
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3.2.6 Differenzialoperatoren

Gegeben sei ein Skalarfeld ® und ein Vektorfeld F als Funktionen von orthogonalen krummlinigen

Koordinaten uq, us, us in der Form:

¢ = <I>(u1, Uz, Ug), (395)
und
Fu, = F,(uy,uz,u3)
Fu2 = F’LLQ (ula Uz, U3) (396)
Fu3 == Fu3(u17u27u3)'

Hierbei sind die F},, die physikalischen Koordinaten des Vektors F , das heiflt die Darstellungszahlen
des Vektors F im orthonormierten Dreibein eut, gu2, ¢ der Tangentenvektoren an die Koordina-
tenlinien:

—
— U1 Zul Zul
F=F,e"+F,e"+F,e

a) Gradient eines Skalarfeldes ® = ®(uy, us, u3). Wir suchen nach der Darstellung des Gradien-

—us  Fus.

tenvektors grad ® = V® in dem orthonormierten Dreibein cu, guz ¢
grad ® = {grad @}, €™ 4 {grad @}, €"* + {grad P}, "

Bilden wir von obiger Gleichung das skalare Produkt mit dem Vektor €%, so erhalten wir

8(13
do D)™ =
{grad @}, = (V)¢ = 92
Nach Anwendung der Kettenregel
0P 9P Juy,
ox;  Ouy Or;

und Einsetzen der Definition von €' (siehe Gleichung 3.57) erhalten wir

1 0P Ouy, Ox;
h 8uk Ox; Ouy

{grad @},

Wegen 3.40 vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

1 09 1 09
{grad (I)} hl a_ukélk = h_la_ul

Analoge Ausdriicke erhalten wir auch fiir {grad ®}, und {grad @}, und fassen somit zusammen:
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Gradient eines Skalarfeldes ® in krummlinigen Koordinaten

1 00
oy = -
{grad }u1 "
1 00
d ® = —— :

{grad @}, S (3.97)
1 0®
oy = -
{grad }u3 e

b) Divergenz eines Vektorfeldes F= F(ul, Ug, Us).

divl_ﬁ = 6?’)
= V(F, " +F,¢" +F, ")
= V(F, @)+ V (F,2"%) +V (F,2").

Wir formen beispielhaft den ersten Term in obigem Ausdruck um, indem wir 3.62 fiir € verwenden

g(FmE’”l) = <Fu1 hohs <6u2 X ﬁu?,))
= (6162 X VUg) (Fu, hohs) + Futhhg \v (VUQ X §u3>

-

=0

— ( u2><Vu3> (Fu hohs)

62
Ul e/t 0

- E, hoh
hghv( vhahs) = hohs O;

(Fuyhahs) .

Mit der Darstellung fiir €“ aus Gleichung 3.57 erhalten wir mit der Kettenregel

= 1 Ox; 0O
F, 2w) = L (F,, hoh
V( 1€ ) hlhghg 8u1 axl ( s 3)
1 0 ox; 1 0
hlhghg 8;171 ( . 3) 8U1 hlhghg 8u1 ( 2 3)

Eine analoge Rechnung fiir die anderen 2 Terme fiihrt dann auf folgenden Ausdruck fiir die Divergenz:

Divergenz eines Vektorfeldes F in krummlinigen Koordinaten:

1 0

div F =
v h1h2h3 8u1(

8 0
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c) Rotation eines Vektorfeldes F=F (u1,us,us). Wir suchen nach der Darstellung der Rotation

rot =V X F' in dem orthonormierten Dreibein e*t, €"2, ¢€"3:

rot F = {rot ?’)} U 4 {rot ?’)} ey 4 {rot ?’)} eus,

ul u2 u3

Andererseits konnen wir auch schreiben

VxF = Vx(F,e"+F,e" +F,a")
= Vx(F, )4V x (F,e")+V x (F,, ")

Wir betrachten wieder exemplarisch den ersten Term und verwenden €% = hlﬁ)ul aus Gleichung
3.58

VX (F,@%) = Vx (thﬁul)

= Fulhl (6 X €U1> +€ (Fulhl) X ﬁul

=0
= ?’(thl) X = grad (Fy, hy) X c<.
hy hy

Einsetzen unserer Ergebnisse fiir den Gradienten in krummlinigen Koordinaten 3.97 fithrt dann auf

> Zu 9 Zu ?u 9 Zu
F, ") = —(Fu, —(Fu,h —(Fu, h
V % ( 1€ ) hl 8u1( 1) + hz 8u2( 1) + hg 8u3( 1) % hl
e 9 e 9

—(Fy h1) — —(Fy, hy).
hghl 5’u3( ! 1) hlhg (9u2( ! 1)

Eine analoge Rechnung fiir die verbleibenden 2 Terme fiithrt dann auf folgende Koordinaten der Ro-

tation in krummlinigen Koordinaten, die man auch formal als Determinante anschreiben kann:
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Rotation eines Vektorfeldes F in krummlinigen Koordinaten:

- 1 [0 0 ]
t F = —(Fushs) — =—(Fy,h
{I‘O }ul h2h3 _8U2 ( 3 3) 8'&3 ( 2 2)_
e 1 [0 0 ]
{I’Ot F}uz = M a_ug(Fulhl) - a—m(Fushg) (399)
S 1[0 9 :
F — —(F - —(F
{I'Ot }ug hlhg _8U1< u2h2) 8u2< U1hl>_

Als Determinante:
" hi€“ hye¥2 hyew
rot [ = : 0 e 0 (3.100)

hihohg | da  Bu2  Bus
thul h2Fuz hSFU3

d) Laplace-Operator, angewendet auf ein Skalarfeld ® = ®(uy, us,uz). Die Wirkung des
Laplace-Operators A auf ein Skalarfeld ® ist definiert durch

A® = div grad ®.

Setzt man in dem Ausdruck fiir die Divergenz in krummlinigen Koordinaten 3.98 das entsprechende

Ergebnis fiir den Gradienten 3.97, so erhélt man

Laplace eines skalaren Feldes in krummlinigen Koordinaten:

1 0 ([ hohs 0P 0 [ hshy 0P 0 [ hihy 0P
A(I) N hlhghg |:6U,1 ( hl 6U1) u 8uQ ( hQ 6U2) u au;; ( hg 8U3):| (3101)

e) Laplace-Operator, angewendet auf ein Vektorfeld F = F)(ul,u%u?)). Die Wirkung des
Laplace-Operators A auf ein Vektorfeld F ist definiert durch (siehe 2.26)

AF = grad div F — 1ot rot F. (3.102)

Wiéhrend in kartesischen Koordinaten {AF) } = AF; richtig ist, gilt die analoge Beziehung in krumm-

linigen Koordinaten nicht!

{AF}UV £ AF,,.

Daher muss die Wirkung des Laplace-Operators auf ein Vektorfeld in krummlinigen Koordinaten
immer mittels berechnet 3.102 werden, wobei Gradient, Divergenz und Rotation durch Gleichungen
3.97, 3.98 und 3.99 bestimmt sind.
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Beispiel. Wir berechnen den Laplace-Operator in parabolischen Koordinaten.! Parabolische Koor-

dinaten sind durch folgende Koordinatentransformation definiert:

z1(u,v,0) = yuvcosy

zo(u,v,) = ~uvsing
1

xB(uvU’ 90) = E(u - U)'

Wir stellen die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien auf

" v v 1
T = (m COS%WSIH%§)

v u u o 1
T = (QMCOSSDa 2m81n@7_§)

77 = (—=Vuvsing, Vuv cos g, 0),

und iiberpriifen leicht, dass es sich hierbei um orthogonale krummlinige Koordinaten handelt. Die

metrischen Koeffizienten sind dann einfach gegeben durch

u-+v
he = VTP =

4

U+ v
hy = V7V 70 =

4ov
h, = Te . 7Y = uv

Nach Gleichung 3.101 erhalten wir somit fiir den Laplace-Operator in parabolischen Koordinaten:

Vadudv 0 oo o ( 0P 0 (u+v0od
AD(u,v,9) = —————=|— u— |+ (v— |+ = .
(u+v)y/uv [Ou \ Ju ov \' Ov O \ 4uv Op

—#42 8_(1)4_42 3_(I)+1+132_(I)
 (u+v) | Ou O ov \" v u  v) 0|

Mit dieser Darstellung berechnen wir zur Ubung noch A® fiir ® = 77| = “¢

U+ v 1 0 1 0 1 4 2
A =ty [4a—u (“5) 45 (5) +0} ETEE

!Ein Anwendung von parabolischen Koordinaten besteht etwa in der quantenmechanischen Behandlung des Stark-
Effekts. Der Starkeffekt zweiter Ordnung kann dann durch Separation des Laplace-Operators in parabolischen Koordi-
naten beschrieben werden.
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3.2.7 Differenzialoperatoren in Zylinderkoordinaten

Unter Beriicksichtigung der metrischen Koeffizienten fiir Zylinderkoordinaten (3.65), leiten wir aus der
allgemeinen Darstellung von Gradient (3.97), Divergenz (3.98), Rotation (3.99) und Laplace-Operator
(3.101) die entsprechenden Darstellungen in Zylinderkoordinaten ab:

Gradient in Zylinderkoordinaten

0P
{grad @}, = o
10d
do = —— 3.103
(arada), = ~22 (3.103)
0P
do}, = —
{grad @}, P
Divergenz in Zylinderkoordinaten:
> 10 10F, OF
div F' = —— (pF e & 3.104
Rotation in Zylinderkoordinaten
- 10F, OF,
tFy = ——2-—%
{ro }p p Op 0z
= oF, OF
tF} = S22 3.105
{ro ¢ 0z dp ( )
— 110 OF
tF) = = | = (oF) - 52
{ro 2 p L‘M( ¢ 3s0}
Laplace-Operator eines skalaren Feldes in Zylinderkoordinaten
10 0P 1 0*° 0%
A =-—— | p— —— 4+ = 3.106
pOp <pap)+p28¢2+822 (3.106)

Beispiel. Wir verwenden Zylinderkoordinaten um die magnetische Feldstérke H auBerhalb eines

mit dem Strom [ durchflossenen geraden Leiters im Abstand r zu berechnen. Dazu wenden wir das
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Ampere’sche Gesetz an

I=¢ H-d7.
oF
Wir wihlen als Fliche F' eine Kreisscheibe mit dem Radius r normal zur Stromrichtung (€7), das
heifit, der Rand OF ist dann ein Kreis mit dem Radius r in der (z125)-Ebene. In Zylinderkoordinaten

entspricht diese Kurve einer ¢-Linie, dementsprechend ist das Wegelement gegeben durch (siehe 3.88)
d? =ds,¢¥ =rdpe?.

In Zylinderkoordinaten ist
H=H,2"+ H, 2%+ H.2"

und daher

as)

2T
I= 7{ A7 = H,rdy = 2nrH,,
oF 0

woraus die bekannte Tatsache folgt:
H, = — bzw. H=_—7¢°
Zur Ubung berechnen wir nun auch noch folgendes Integral (Satz von Stokes) in Zylinderkoordinaten:
1= [ rotH-di
F
Das Fléchenelement fiir den Kreis F' ist (siehe 3.89)
dA = dA, 2% = pdpdpe*
Daher benétigen wir nur die z-Komponente der Rotation, die nach Gleichung 3.105 gegeben ist durch
{rot ﬁ}z = 12(pl’i@,)

Hier haben wir beriicksichtigt, dass wir aufgrund der Zylindersymmetrie eine Abhéngigkeit H,()

ausschliefen kénnen, wodurch die partielle Ableitung a% verschwindet. Wir erhalten somit

- - 21 r 1
I= / rot H - dA = / dgp/ pdp—g(pHsp) =27 [pH,|, = 2mrHy(r).
F 0 0 pOp
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3.2.8 Differenzialoperatoren in Kugelkoordinaten

Unter Beriicksichtigung der metrischen Koeffizienten fiir Kugelkoordinaten (3.67), leiten wir aus der
allgemeinen Darstellung von Gradient (3.97), Divergenz (3.98), Rotation (3.99) und Laplace-Operator
(3.101) die entsprechenden Darstellungen in Kugelkoordinaten ab:

Gradient in Kugelkoordinaten

0P
Pl =
fgrad @}, =
109
{grad ®}, = ~ 59 (3.107)
1 09
{grad (b}“" B rsinﬁ%
Divergenz in Kugelkoordinaten
.= 10 ., a . OF,
div F = 35 (r°F,) + e {8_19 (sinvFy) + %] (3.108)
Rotation in Kugelkoordinaten
- 1 0 0Fy
{rotF}T ~ rsind [%(Slnﬁﬂo) %]
— 1 1 OF, 0
{rot F}ﬂ = - Linﬁ i E(TFW)} (3.109)
- 1|0 OF,
{rot F}(p = - |:E(T‘F19) 50 }

Laplace-Operator eines skalaren Feldes in Kugelkoordinaten

10 [ ,00 10 (.  0d 1 9%
A= o ( 5) t Temi a0 <S”“9@T9) T T 0 (3.110)
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Beispiel. Zum Abschluss dieses Kapitels berechnen wir das Gravitationspotential ® einer kugel-

symmetrischen Massenverteilung p(r), die folgende Form hat:

p(r) _ P1— Pl};P2T 7T§R
0 , > R.

Hierbei sind p; und p Konstante, die die Massendichte im Zentrum (r = 0) und bei (r = R) angeben,
wobei die Dichte von r = 0 bis 7 = R linear abnimmt (Ap = p; — p2 > 0).

Wir berechnen zunéchst die Gesamtmasse M dieser Massenverteilung

27 T 00 R A 3
M = /pdV = / d(p/ sinz?ah?/ r2drp(r) = 47r/ r? (p1 — —pr) dr = 4#5 (p1 — §Ap> :
=0 9=0 r=0 0 R 3 4

Um das Gravitationspotential zu berechnen, miissen wir die Poisson-Gleichung integrieren A® =
47Gp. Da es sich um eine kugelsymmetrische Massenverteilung handelt, p = p(r), wird auch das
Potential nur von r und nicht von ¢ und ¢ abhingen. Damit vereinfacht sich nach Gleichung 3.110
die Berechnung des Laplaceoperators und die Poisson-Gleichung wird zu einer gewohnlichen Differen-
zialgleichung:

1 d [ ,d®
— 2 () =4 .
r2dr (T dr> mGp(r)

Wir 16sen diese Gleichung durch zweimaliges Integrieren zunéchst fiir den Innenbereich r < R und
erhalten die Funktion ®@(r), und anschliefend fiir den Auenbereich r > R, wo wir ®(@(r) erhalten.

Die Integrationskonstanten wihlen wir so, dass ®@(r) and r = R stetig in ®(@(r) iibergeht.

1d [ ,do® Ap )
- — 4 _=F
r2dr(r dr) 7TG<p1 7" /xr //dr

dd® B Aprd .
7"2 o = 47 (plg—%z> _}_C’{) /+T2 //dT
, 2 Aprd oW A
oO(r) = 4 LTS N Aol
(r) G ('016 R 12 ;T

Das Potential ®(@(r) fiir 7 > R erhalten wir zu

1d [ ,dow ,

Fr(t) —o [
dd(@ "
r? o = C’f) /=7 //dr

() = ———+ 0.
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Wir bestimmen die vier Integrationskonstanten C’fi), C’éi), C’fa), und C’éa) durch Randbedingungen fiir
r = 0 und r — oo, die Stetigkeit bei » = R, und durch die Anwendung des Gaufy’schen Satzes fiir
r > R. Die Dichteverteilung p(r) ist regulér fiir » = 0, daher erwarten wir dies auch fiir das Potential.
Aus dieser Forderung folgt, dass Cfi) = 0 gelten muss. Fiir r — oo soll das Potential verschwinden,
also lim, o @@ (r) = 0, woraus wir C{” = 0 ableiten kénnen. Um C\® zu bestimmen, wenden wir

den Satz von Gauf} fiir » > R an:
7{ 7-dA = / div g dV = —47GM
OKugel Kugel
4rrig(r) = —4rGM.

Mit § = ~V® und mit Gleichung 3.107 fiir die r-Koordinate des Gradienten in Kugelkoordinaten
folgt damit fiir & (r):

72

CID(a)(r) = —/drg(?“) = —l—/erM = —GTM + c.

Damit gilt fiir die Konstante Cf“) = G'M. Die verbleibende Integrationskonstante Céi) bestimmen wir,

indem wir die Stetigkeit von ®(r) an der Stelle r = R fordern:

d(R) = ®Y(R)

R?> ApR? ; GM

Fiihren wir das Volumen V = 3 R*r einer Kugel mit dem Radius R ein, so finden wir fiir 02(1'):

Und somit erhalten wir fiir das gesuchte Potential

7 _ 'r2 7«3 GM Vv ) A
o(r) = *0(r) = VG [plz_m_APW} — S+ (E-3)] r<R
B0(r) = >R
Wir berechnen noch den Gradienten des Potentials, also die Gravitationsbeschleunigung ¢ = —6(1)_

Wegen 3.107 und & = &(r) ist nur die r-Koordinate ungleich Null, fiir die wir folgenden Ausdruck
erhalten:
gr(T)I{ VG [m%—Ap% ,7<R

—GM , >R

r
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Zum Abschluss noch eine realistische Darstellung der radialen Dichteverteilung der Erde ...

121
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... sowie die daraus folgende Gravitationsbeschleunigung (siehe Wikipedia). Die griin strichlierte Linie
(constant density) entspricht unserer Losung fir Ap = 0 und die griin gepunktete Linie (linear density)
unserer Losung fiir Ap # 0. Die blaue Linie folgt aus der genauen Dichteverteilung im Rahmen des
PREM-Modells (Preliminary Reference Earth Model):

Gravity Acceleration of Earth

Acceleration [m-s 2]

Inner Core

Outer Core

Lower Manti Upper Space
bt Mantle g

- Constant Density

Linear Density
PREM

0.5

1.0
Earth Radii

2.0


http://de.wikipedia.org/wiki/PREM
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Kapitel 4

Funktionentheorie

Die Funktionentheorie befasst sich mit der Theorie differenzierbarer komplexwertiger Funktionen mit
einer komplexen Variablen. Fine komplexe Funktion ordnet einer komplexen Zahl eine weitere kom-
plexe Zahl zu. Da jede komplexe Zahl durch zwei reelle Zahlen in der Form z + iy geschrieben werden

kann, lédsst sich eine allgemeine Form einer komplexen Funktion durch
z+iy = f(o+iy) = u(z,y) + iv(z,y) (4.1)

darstellen. Dabei sind u(z,y) und v(z,y) reelle Funktionen, die von zwei reellen Variablen x und
y abhéngen. u(z,y) heiBt der Realteil und v(x,y) der Imaginérteil der Funktion. Insofern ist eine
komplexe Funktion nichts anderes als eine Abbildung von R? nach R? (also eine Abbildung, die zwei
reellen Zahlen wieder zwei reelle Zahlen zuordnet). Tatséchlich kénnte man die Funktionentheorie auch
mit Methoden der reellen Analysis aufbauen. Der Unterschied zur reellen Analysis wird erst deutlicher,
wenn man komplex-differenzierbare Funktionen betrachtet und dabei die multiplikative Struktur des
Korpers der komplexen Zahlen ins Spiel bringt, die dem Vektorraum R? fehlt. Die grafische Darstellung
komplexer Funktionen ist etwas umstéandlicher als gewohnt, da nun vier Dimensionen wiedergegeben
werden miissen. Aus diesem Grund behilft man sich mit Farbtonen oder -séttigungen wie in CDF 9

dargestellt.

113



114

KAPITEL 4. FUNKTIONENTHEORIE

CDF 9. Darstellung komplexer Funktionen ComplexFunctions.cdf
A domain coloring or phase portrait is a popular and attractive way to visualize functions of a complex

variable. The absolute value (modulus) of the function at a point is represented by brightness (dark
for small modulus, light for large modulus), while the argument (phase) is represented by hue (red for

positive real values, yellow-green for positive imaginary values, etc.).

z ‘ e<
1-z ez
l+z
log(2) | T(2)
;2 r2. z)
Jz re.a
Z 1
2 Z+ =
(1-z) z

B2(1,2) | p(2; 1,2)

f(x)=
B2(1,3) | p(2; 1, i)

B(1, 4) | sec(2)

cos(z) ‘ sin( z)

sec(z)

()

cot( z) ‘ csc( z)

tan( z) ‘tan(z)

csc( z) ‘ cot( z)

sin(z) | £(2)

detail ' ow | medium | high

/8| 2mi3 20 |
range n.-‘4|n ‘477‘

n2 |3m2 8

o



http://physik.uni-graz.at/~pep/VA19/ComplexFunctions.cdf
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4.1 Analytische Funktionen

4.1.1 Stetigkeit von komplexen Funktionen

Definition. Eine komplexe Funktion f(z)
[ioz—atiye f(2) = u(z,y) + iv(@,y), (4.2)

wobei z,y € R und u(z,y) und v(z,y) reelle Funktionen seien, ist stetig an dem Punkt zy € C, wenn

der Grenzwert

lim f(2) = f(z0) (4.3)

Z—r20
richtungsunabhdngig und endlich ist. Das heifit, fiir beliebig kleine Werte ¢ > 0 existiert ein reelle
Zahl § > 0, so dass fiir |z — 29| < ¢ auch |f(z) — f(z0)| < € gilt. Die Funktion kommt also dem Wert

f(20) beliebig nahe, wenn sich z geniigend nahe zy nihert, und zwar unabhéngig von der Richtung.

Bsp 1. Wir untersuchen die Funktion f(z) = 1 — 22 auf Stetigkeit an der Stelle zy = 7. Dazu wiihlen
wir ein z = zp + Az = i + Az, wobei wir |z — z9| = |Az| < § beliebig klein werden lassen, und
betrachten mit f(z) =2 — 2iAz — (Az)? und f(z) = 2

1f(2) = f(20)| = | — 2iAz — (AZ)Q\ = |Az|-| — 20 — Az| < g,
5 beschrankt
< eschran.

womit die Stetigkeit an dem Punkt 2y = ¢ gezeigt ist.

Bsp 2. Analog untersuchen wir die Funktion f(z) = |z| auf Stetigkeit an der Stelle zy = 0. Mit
z= Az, und f(z) = |Az| und f(0) = 0 finden wir

|f(z) = f(z0)] = [|Az] = 0] = |Az] <,
—~—~

<6

womit wieder die Stetigkeit an dem Punkt z; = 0 gezeigt ist.

Bsp 3. SchliefSlich untersuchen wir noch die Funktion

f(z):{ E fir 2#0

fir 2=0
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auf Stetigkeit in dem Punkt zy = 0. Dazu wihlen wir 2 = Az = §¢%, und finden

- 1‘ =le* 1] £e.

In diesem Fall kann der Abstand zwischen f(z) und f(zp) also nicht beliebig klein gemacht werden,

womit die Funktion an dem Punkt zy = 0 nicht stetig ist.

4.1.2 Differenzierbarkeit von komplexen Funktionen

Nachdem wir den Stetigkeitsbegriff fiir komplexe Funktionen eingefiihrt haben, kénnen wir nun auch

definieren, was wir unter der Differenzierbarkeit einer komplexen Funktion verstehen.

Definition. Es sei U C C eine offene Teilmenge der komplexen Ebene und z € U ein Punkt dieser
Teilmenge. Eine Funktion f: U — C heifit komplex differenzierbar im Punkt z, falls der Grenzwert
flz+Az) = f(2) _ df(2)

li = : 4.4
A;lzrgo Az dz e

mit Az € C existiert. Man bezeichnet ihn dann als f’(z). Analog zur Definition der Stetigkeit muss
auch der Grenzwert unabhéngig von der Richtung sein, mit der man sich dem Punkt z annihert.
Die Funktion f heifit dann analytisch (oder auch holomorph) im Punkt z, falls eine Umgebung von z
existiert, in der f komplex differenzierbar ist. Ist f auf ganz U holomorph, so nennt man f holomorph.

Ist weiter U = C, so nennt man f eine ganze Funktion.

Bsp 1. Wir untersuchen, ob die Funktion f(z) = 2? differenzierbar (=analytisch) ist:

_ 2 2 2
i LEHFAH) @) AR (BT o AL
Az—0 Az Az—0 AZ Az—0

Der Grenzwert ergibt unabhéngig von der Richtung der Annédherung Az immer denselben Wert, womit

2

gezeigt ist, dass die Funktion f(z) = z* in ganz C analytisch ist.

Bsp 2. Wir untersuchen nun die Funktion f(z) = |z|* = 2Z auf Differenzierbarkeit:

. flz+Az)— f(2) . (z4+A2)(Z+ Az)— 2z . 2Az+ZAz 4+ AzAz
lim = lim = lim
Az—0 Az Az—0 Az Az—0 Az

Az -
= Z+2z lim — + lim Az
Az—0 z Az—0
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Wihrend der letzte Term in obiger Rechnung fiir Az — 0 verschwindet, ist der Grenzwert im mittleren
Term von der Richtung ¢ abhéngig, mit der man sich Az — 0 annéhert (siehe oben). Somit ist die

Funktion f(z) = |z|? nicht differenzierbar (nicht analytisch).

Cauchy-Riemann-Bedingungen. Eine alternative Moglichkeit die Analytizitdt einer Funktion
f(2) zu iiberpriifen, bieten die sogenannten Cauchy-Riemann-Bedingungen. Wegen z = z + iy und
f(z) = u(x,y) +iv(z,y) gilt ja fir die partiellen Ableitung von f nach x bzw. y:

g_au Ov ﬁ_@u Ov

8:6_8.%—{_@%’ 8y_8y+28_y
Andererseits gilt nach der Kettenregel auch

of _df oz df 0(x +iy)  df of _df oz _df d(xz+iy)  .df

or  dzox dz Odxr  dZ oy  dzdy dz Oy dz’
Damit die Gleichungen miteinander vertraglich sind, muss somit gelten

or  0xr) Oy oy

Da w und v reelle Funktionen sind, ergeben der reelle und der imaginédre Teil der Gleichung die

sogenannten Cauchy-Riemann-Bedingungen:

ou Ov ov ou

Man kann allgemein beweisen, dass zwei stetige reelle Funktionen u(x,y) und v(z, y), die auch stetige
erste partielle Ableitungen haben und die Cauchy-Riemann-Bedingungen 4.5 erfiillen, eine analytische

Funktion definieren.

Bsp 1. Wir betrachten nochmals f(z) = 2% und untersuchen, ob die Cauchy-Riemann-Bedingungen
erfiillt sind.

ou B ov ov ou

_ 22 — 2 a2 4, 2) 9= — — ]
f(z) = (x +iy) =y +i 2xy = e x 3y o 3y

=u(z,y) =v(z,y)

Somit ist die Funktion f(z) = 2% analytisch auf ganz C.
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Bsp 2. Wir betrachten wieder f(z) = |z|> und untersuchen, ob die Cauchy-Riemann-Bedingungen

erfiillt sind.

0 0 0 0
fR) =224 = =2 A0= 0 und e =0 A -2y = — o
~—— Ox dy Ox
=u(z,y)
Somit ist die Funktion f(z) = |z|* nicht analytisch auf ganz C. Allgemein gilt, dass Funktionen des

Betrags von z, also f(|z|) auf nicht analytische Funktionen fiihren.

Bsp 3. Wir untersuchen f(z) = % auf Analytizitét.

1 — 0 —? 2 0 0 2 0
z fEQ + y2 $2 + y2 or (x2 + y2)2 ay or (12 + y2)2 ay
(z.y) (z,y)
=u "E7y =v 1.7y

Somit ist die Funktion f(z) = I analytisch in C\ {0}. Im Punkt z = 0 (z = 0 und y = 0) ist die
Funktion und damit auch ihre Ableitung nicht definiert. In diesem Zusammenhang sagen wir, die
Funktion f(z) = I hat eine Polstelle (oder einfach: einen Pol) bei z = 0.

Man kann die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auch in anderen Koordinaten als den
kartesischen darstellen. Im Folgenden wird die Darstellung in Polarkoordinaten erlédutert. Eine Dar-
stellung einer komplexen Zahl in Polarform ist z = re?. Dies fithrt dazu, dass man die partiellen

Ableitungen von f(r, ¢) nach r beziehungsweise ¢ zu betrachten hat. Fiir diese gilt:

of _ dr o

o o _df 0z
or  dzOr

— Lip ! “J _J — Gt £l
e?f'(z) und 90~ 4200 ire” f'(z).

Wegen % + %g—i = 0 und mit f(r,p) = u(r, ) +iv(r, ¢) folgt daraus:

0

“or "rop or 'er rdp rop

ar 1oy

of 10df Ou Ov 10u 10v ou 10v [(O0v 10u
= = +il—+-%]-
ar  roy

Da beide Klammern verschwinden miissen, folgen daraus die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-

chungen in Polarkoordinaten:

ou 10v ov 1 0u

LY d = =_-22, 4.6
ar  royp e Gy r (4.6)
Diese Form der Cauchy-Riemannschen Bedingungen kann etwa dazu benutzt werden, um zu zeigen
dass die komplexe Wurzelfunktion f(z) = /z in allen Punkten bis auf z = 0 und z = oo analytisch

1st.
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4.2 Komplexe Integration

4.2.1 Linienintegral

Wir wollen nun komplexe Funktionen f(z) integrieren. Wahrend die Integration von reellen Funktio-
nen entlang der reellen Achse verlduft, beschreibt der Integrationsweg fiir die komplexe Integration
im allgemeinen eine Kurve in der komplexen Ebene. Diese Kurve C beschreiben wir durch eine Para-

meterdarstellung in der Form:
C: z(t) =x(t) + iy(t), t € [a,bl.

Hierbei seien die reellen Funktionen x(¢) und v(t) zumindest stiickweise glatt, d.h. also nach ¢ dif-
ferenzierbar bis auf endlich viele Stellen t¢;, an denen die Kurve einen ”Knick” aufweisen darf. Wir
unterscheiden in weiterer Folge zwischen offenen Wegen, bei denen der Anfangs- und Endpunkt nicht
gleich sind (z(a) # z(b)) und geschlossenen Wegen, bei denen Anfangs- und Endpunkt des Weges
ident sind (z(a) = z(b)). Einen geschlossenen Weg bezeichnen wir auch als Schlinge, und falls es dabei
keine Uberkreuzungen gibt als einfache Schlinge. Fiir Schlingen definieren wir die Umlaufrichtung

gegen den Uhrzeigersinn als die positive Richtung.

Bsp 1. Wir berechnen das Integral der Funktion f(z) = 2% entlang des Weges C : z(t) = t + 2it fiir
t € [0, 1]. (Skizziere den Weg in der komplexen Ebene!)

Mit 2% = (¢ + 2it)* = (1 + 2i)*? und dz = dt + 2idt = (1 + 2i)dt finden wir

1
/z%zz = / (14 20)%2(1 4 20)dt = (1 + 2¢)3/ tdt = —— —i-.
c 0 ~—Jo 3 3
=—11-2i ==~

W=

Bsp 2. Wir berechnen das Integral derselben Funktion f(z) = 22 iiber eine einfache Schlinge (einen
Kreis mit dem Radius r = 1) C : z(t) = € fiir t € [0, 27].

Mit z2 = e?* und dz = ie'dt finden wir

2 27 Z 9
o , , o
ffdz = / it dt = z/ Stdt = — 3 0 = 0.
C 0 0 31

Es wére doch schon gewesen, wenn wir uns die Rechnung sparen hétten kénnen und vorher schon
gewusst héatten, dass das Integral 0 ergibt! Genau das leistet der Integralsatz von Cauchy, den wir im

nichsten Kapitel kennenlernen.
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4.2.2 Integralsatz von Cauchy

Der Cauchysche Integralsatz (nach Augustin Louis Cauchy) ist einer der wichtigsten Sétze der Funk-
tionentheorie. Er handelt von Kurvenintegralen fiir holomorphe (d.h. auf einer offenen Menge komplex-
differenzierbare) Funktionen. Im Kern besagt er, dass zwei dieselben Punkte verbindende Wege das
gleiche Wegintegral besitzen, falls die Funktion iiberall zwischen den zwei Wegen holomorph ist. Der
Satz gewinnt seine Bedeutung unter anderem daraus, dass man ihn zum Beweis der Cauchyschen
Integralformel (Kap. 4.2.3) und des Residuensatzes (Kap. 4.2.4) benutzt. Alternativ kann man den

Integralsatz von Cauchy auch wie folgt definieren:

Satz. Wenn f(z) auf einer einfachen Schlinge C und in dem darin eingeschlossenen (einfach zusam-

menhéngenden) Gebiet analytisch F ist, so gilt:

jgf(z)dz = 0. (4.7)

Wir beweisen den Integralsatz von Cauchy mit Hilfe des bereits bekannten Integralsatzes von Green

in der Ebene (vgl. 2.56), den wir wiederum aus dem Stokes’schen Integralsatz abgeleitet haben:

jl{(udx +vdy) = // (@ - —) dx dy (Satz von Green)
or 0Oy

Mit f(z) = u(z,y) +iv(x,y), z = ¢ + iy und dz = dx + idy berechnen wir

féf(z)dz = j[(udx—vdy)—l—ij{(vdx—kudy)
- // (_@_—y>dxdy+z// <%—8—y)dxdy

= 0.

Hierbei haben wir zunéichst den Satz von Green (2.56) und anschlieBend die Cauchy-Riemann Bedin-

gungen (4.5) verwendet.

Bsp 1. Was passiert, wenn wir iiber eine Schlinge integrieren, in deren Inneren eine Funktion f(z)
nicht {iberall analytisch ist? Als erstes Beispiel wihlen wir die Funktion f(z) = %, die bei z = 0 eine
einfache Polstelle aufweist. Mit C : z(t) = € fiir ¢t € [0, 27] und dz = iedt finden wir

]{ dz /2” iettdt ,
— = — — 271.
c z 0 ezt
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Bsp 2. Wir wihlen nun als Funktion f(z) = Z%, die bei z = 0 eine doppelte Polstelle aufweist. Mit
der gleichen Schlinge C : z(t) = € fiir ¢t € [0, 27] und dz = iedt erhalten wir diesemal

dz ietdt [T, _ag2n
jiz / o —/0 e dt=—e ‘0 =0.

Aus diesen beiden Beispielen schliefen wir dass offenbar gilt

7{%: 271 f{lr n=1 (4.8)
c 2" 0 fir n#1,

falls die einfache Schlinge C die Polstelle bei z = 0 einschliefit und in positiver Richtung durchlaufen

wird.

CDF 10. Integration von z" um den Ursprung IntegratePower.cdf
This Demonstration shows some geometric relationships between terms in the contour integral around

the origin of f(z) = 2". Note in particular that the complete integral around the origin takes on a

nonzero value only when n = —1. In this case the 2" term (green) and the dz term (red) rotate in

such in such a way that their product 2"dz (green) points in a fixed direction. In all other cases, the

product rotates an integer number of times along the complete contour, resulting in a zero value.
show inset %

n -1-
6

gray arrows: argument ofz” blue arrow: z" at 2.8

red arrow: dz at <0 green arrow: z"dz at -0
i
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Aus dem Integralsatz von Cauchy 4.7 folgt auch die Tatsache, dass fiir analytische Funktionen das
Integral {iber einen nicht geschlossenen Weg nur vom Anfangs- und Endpunkt des Integrationswe-

ges abhéngen. Genauer gesagt diirfen wir Integrationswege im Analytizititsgebiet des Integranden

homotop verformen.

Definition. Zwei Wege (auch: Konturen) C; und Cs in einem Gebiet A C C heiflen homotop, wenn
sie umkehrbar eindeutig ineinander deformiert werden kénnen. Das heifit, jedem Parameterwert auf C;
entspricht genau einem Parameterwert auf Co. Zu beachten ist die Konturen dabei nicht iiber etwaige

Locher in A, etwa hervorgerufen durch isolierte Singularititen einer Funktion f(z), verformt werden

diirfen!

CDF 11. Integration in der komplexen Ebene ContourIntegration.cdf
Functions of a complex variable can be integrated like functions of a real variable. In the complex

case however, the independent variable can vary in two dimensions (real and imaginary). As a result,
integration is defined over a contour or over a region rather than just a line segment in one dimension.

You can build up a function, draw a contour on the graph, and then integrate it over the contour.

Did it yield what you expected?

build expression ( Select a function from the popup menu, then select the operation to be performed. Start with "+" .)

flz]:|z v l! expression: z

contour integration

closed contour? integrate contour | -0.165-0.146 § precision 0.001 -
£ 0

z plane
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4.2.3 Integralformel von Cauchy

Die Cauchysche Integralformel ist eine der fundamentalen Aussagen der Funktionentheorie und besagt
in ihrer schwéchsten Form, dass die Werte einer holomorphen Funktion f im Inneren einer Kreisscheibe

bereits durch ihre Werte auf dem Rand dieser Kreisscheibe bestimmt sind.

Wir bemerken zunéchst, dass wir jede analytische Funktion f(z) an Punkten z; in ihrem Analyti-

zitatsgebiet in folgender Form schreiben kénnen:

f(2) = f(z0) + 9(2)(z — 20).

Innerhalb ihres Analytizitdtsgebiets konnen wir die Funktion f(z) ndmlich als Potenzreihe darstellen

und entsprechend umformen:

n

) (5, ) (5, »
1= e e+ [T )

N J/

=9(2)

Bilden wir nun mittels Division durch (z — z) die neue Funktion

f(Z) _ f(ZU) +g(z),

zZ— 20 zZ — 20

so sehen wir, dass £
z—20

iiberall analytisch ist bis auf die isolierte Polstelle 1. Ordnung am Punkt z.
Wir nun diese Funktion iiber eine einfache Schlinge, die den Punkt zy umschliefit, fiir die wir einen
Einheitskreis um mit dem Mittelpunkt 2o wihlen, also C : 2(t) = 2o + €%, t € [0,27]. Mit dz = iedt

finden wir
fe) . f f()

c? %0 c* %0

2
dz + ]{g(z)dz = L'Zo)ie“dt = 2mif(2p).
c 0 €
=0
Hierbei haben wir benutzt, dass g(z) iiberall analytisch ist und somit nach dem Integralsatz von
Cauchy (4.7) das Integral iiber die Schlinge C verschwindet. Und fiir die verbleibende Integration
iiber % konnen wir jede einfache Schlinge, die zy einschlieit homotop zu dem Einheitskreis um zg

verformen. Wir fassen dieses Ergebnis als Integralformel von Cauchy zusammen:

Satz. In der Integralformel von Cauchy betrachtet man eine im einfach zusammenhéngenden
Integrationsgebiet A und an dessen Rand C = 0A analytische Funktion f(z). Es gilt dann fiir jeden

Punkt zp in Inneren von A:

ﬁolz = 2mif(z0). (4.9)
c?— X0
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Die bemerkenswerte Aussage dieser Formel ist, dass die Kenntnis der Funktionswerte am Rande eines
Analytizitdtsgebiets ausreicht (linke Seite von 4.9), um alle Funktionswerte im Inneren (rechte Seite

von 4.9) zu bestimmen!

Andererseits konnen wir die Beziehung 4.9 auch dazu benutzen um Integrale zu berechnen, wie das

folgende Beispiel illustriert.

Bsp. Welchen Wert hat das Integral

j{ ¢ dz,
C2Z—€

wenn die Kurve ein Kreis um den Ursprung mit (a) dem Radius 1 oder (b) dem Radius 2 ist? Man
sieht sofort, dass der Pol des Integranden bei zy = § liegt. D.h. im Falle (a) ist der Integrand innerhalb
von |z| <1 analytisch und damit verschwindet nach 4.7 das Integral. Fiir den Kreis mit |z| = 2 liegt

der Pol bei zy = £ innerhalb der Kontur, und man erhélt

2
w 1 = 1 e '
?{ ‘ dz:—% ‘ edz:—QWie’izg.
|z]=2 2z — e 2 |z]=2 z — 5 2 e2

Wir koénnen die Integralformel von Cauchy (4.9) noch erweitern, indem wir die Gleichung 4.9 nach z

partiell differenzieren. Weil es sich nach Voraussetzung bei f(z) um eine analytische Funktion handelt,

ist das immer moglich, und wir erhalten:

f(2) o df (20)
jgﬁdz = 2md—

z— 2p) 20

Durch weiteres Ableiten und Umstellen der Gleichung gelangen wir schliellich zu folgender erweiterten

Form des Integralsatzes von Cauchy.

Satz. Sei f(z) eine im Integrationsgebiet A und an dessen Rand C = 9 A analytische Funktion, dann

gilt fiir jeden Punkt zg in Inneren von A:

% f(2) ds — @dnf(zo) (4.10)
c ' '

z — zo)"t1 n!  dzf

Bsp. Die Anwendung von 4.10 im folgenden Integral ergibt

j{ e%? p 2mi d?e?# 271
— g = — — —
|z|=2 (Z — 1)3 2! ng

= =922 = 4e27i.

2!

zo=1
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4.2.4 Residuensatz

Der Residuensatz ist ein wichtiger Satz der Funktionentheorie und stellt eine Verallgemeinerung des
Cauchyschen Integralsatzes und der Cauchyschen Integralformel dar. Seine Bedeutung liegt nicht
nur in den weitreichenden Folgen innerhalb der Funktionentheorie, sondern auch in der Berechnung
von Integralen iiber reelle Funktionen. Er besagt, dass das Kurvenintegral ldngs einer geschlossenen
Kurve iiber eine bis auf isolierte Singularitdten holomorphe Funktion lediglich vom Residuum in den
Singularitdten im Innern der Kurve und der Windungszahl der Kurve um diese Singularitéiten abhéngt.
Anstelle eines Kurvenintegrals muss man also nur Residuen und Windungszahlen berechnen, was in

vielen Fallen einfacher ist.

Satz. Eine im Gebiet A meromorphe (d.h. bis auf isolierte Singularitéiten analytische) und am Rand
C = 0A analytische Funktion f(z) hat das Integral:

7% f(2)dz =27 Y R(z), (4.11)

wobei die Summe iiber die Residuen der Pole der Funktion in A lduft (Residuensatz).

Besitzt die Funktion f(z) bei zy einen Pol erster Ordnung, so ist das Residuum durch folgenden

Grenzwert gegeben:
R(zp) = lim (z — 20) f(2). (4.12)

Z—20
Handelt es sich bei der Singularitit um einen Pol der Ordnung n, so kann man das Residuum nach

folgender Formel berechnen
dn—l

1 . n
Rl0) = oy Jim oy (= 20)" £ (2] (4.13)

Bsp 1. Wir bestimmen das Residuum der Funktion f(z) = “** an der einfachen Polstelle z, = 0:

R(0) = lim 2

z—0 z

=1. =
0 C enthilt z = 0 nicht.

COS 2 74 coS Zd { 271 C enthélt z =0
Z =
c z
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Bsp 2. Die Funktion f(z) = (zf—il) hat einfache Polstelle bei zyp = +1. Dem entsprechend erhalten

wir fiir die beiden Residuen:

e e
1) = i —1 = -
R = G- D =2
e et
R(-1) = 1 1 = ——
(=1) = Jlim (= + )(z—l)(z—l—l) 2
Bsp 3. Wir suchen das Residuum der Funktion
zsin z
Diese Funktion besitzt eine Polstelle 2. Ordnung an der Stelle zy = 1. Nach 4.13 erhalten wir
R(2) = Tl (== 12 2 i sin = 4+ 2 cos 2) = sin1) + cos(1)
== — — = s cosz) =s cos(1).
7y im | (2 -1 lim (sin 2 + 2 cos 2 in

Anwendung. Eine wichtige Anwendung des Residuensatzes besteht darin, dass mit seiner Hilfe

auch viele reelle uneigentliche Integrale gelost werden konnen. Betrachten wir etwa das uneigentliche

I:/Oo dr
|

Zunéchst bemerken wir, dass der Integrand auf der reellen Achse keine Polstelle besitzt, jedoch je

Integral

einen einfachen Pol bei zp = +¢ und zy = —t¢ aufweist. Wir konnen das Integral nun mit Hilfe
von 4.11 berechnen, indem wir den Integrationsbereich auf die komplexe Ebene erweitern und die
Kontur in durch einen Halbkreis IC, zum Beispiel, in der oberen imagindren Halbebene schlieflen. Mit
K :2(t) = Re", t € [0, 7] ergibt sich

% dz . /R dx N /” iRe'
= 1m e ——
c 2?2 +1 R—oo | J_pa?+1 J, R2e?* 41

R ™ i D it
y . dx : 1Re
arift) = i [ o [ e
=1 =0
il — i) ;
mlm(e — 1)~ —
2= (z —1i)(z+1)

T = 1.
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CDF 12. lllustration des Residuensatzes ContourIntegralAroundASimplePole.cdf
The function f(z) = 1/(z — zo) is analytic in the entire z plane, except for a simple pole at z = z.

The function is to be integrated counterclockwise over a unit circle, shown in red, which you can move
in the complex plane. If the singular point 2 falls outside the contour of integration, the function
is analytic everywhere on and inside the contour and the integral equals zero by Cauchy's theorem.
When the singularity lies within the contour, the residue theorem applies and the integral equals 1.
In the intermediate case, when the simple pole lies on the contour, it can be considered to be half
inside, half outside. The Cauchy principal value for this segment of the integral is implied, so that the
complete integral equals 1/2

Im( z)

20

—’72_

contour [ %
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CDF 13. Die Riemann’sche Zahlenkugel RiemannSphere.cdf
The Riemann sphere is a geometric representation of the extended complex plane (the complex num-

bers with the added point at infinity. To visualize this compactification of the complex numbers
(transformation of a topological space into a compact space), one can perform a stereographic pro-
jection of the unit sphere onto the complex plane as follows: for each point in the z plane, connect
a line from z to a designated point that intersects both the sphere and the complex plane exactly
once. In this Demonstration, the unit sphere is centered at (0,0,1), and the stereographic projection is
from the north poledf the sphere at (0,0,2). You can interact with this projection in a variety of ways:
inwrappingthe sphere, showing stereographic projection lines, viewing the image of a set of points
on the sphere under the projection, and picking a curve to view the image under the projection. The
rainbow coloring on the sphere is a convenient visual tool for comparing where points on the sphere

map to on the plane under the projection.

unwrap sphere OI—])I+HRI¥H—*W
complex plane = axes/labels =
surface % Riemann sphere %
rainbow colors ® mesh x

zoom ——}—— translucent *

show curve none -

curve thickness ———
projection lines on curve x

sample points on sphere x
rainbow colors on points *
point size =
point count (Af) ———
point count (Ah) ———0——

stereographic projection lines
rainbow colors on lines

line thickness —0——
line count (A8) ——0——
line count (Ah) ————0—
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