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Kapitel 1

Integralrechnung

1.1 Integral und Stammfunktion

1.1.1 Riemannsches Integral

Das Riemannsche Integral (auch Riemann-Integral) ist eine nach dem deutschen Mathematiker Bern-
hard Riemann benannte Methode zur Prézisierung der anschaulichen Vorstellung des Flédcheninhaltes
zwischen der z-Achse und dem Graphen einer Funktion f(z). Der Riemannsche Integralbegriff gehort
neben dem allgemeineren Lebesgue-Integral Begriff (vgl. etwa Buch Lang-Pucker) zu den beiden klas-

sischen der Analysis.

Das zu Grunde liegende Konzept des Riemannschen Integrals besteht darin, den gesuchten Flachenin-
halt mit Hilfe des leicht zu berechnenden Fléacheninhalts von Rechtecken anzundhern. Man geht dabei
so vor, dass man in jedem Schritt zwei Familien von Rechtecken so wéhlt, dass der Graph der Funktion
»zwischen® ihnen liegt. Indem man sukzessive die Anzahl der Rechtecke erhoht, erhélt man mit der
Zeit eine immer genauere Annidherung des Funktionsgraphen durch die zu den Rechtecken gehoren-
den Treppenfunktionen. Entsprechend lésst sich der Flacheninhalt zwischen dem Graphen und der
x-Achse durch die Fliacheninhalte der Rechtecke approximieren. Eine graphische Darstellung dieser

Vorgehensweise finden wir in den folgenden beiden CDF-Anwendungen:

Intervallzerlegung. Wollen wir den Flécheninhalt zwischen dem Graphen f(x) und der z-Achse
in dem Intervall [a,b] berechnen, so zerlegen wir das Intervall [a, b] in viele kleine Teilintervalle und

erhalten dadurch eine Zerlequng oder auch Partition P in folgender Form:

Aa=Tg<T1<X3<...<Tp_1<zT,=0>0

1



2 KAPITEL 1. INTEGRALRECHNUNG

In jedem der Teilintervalle |x_1, x| suchen wir den grofiten und den kleinsten Funktionswert, den

wir mit f, beziehungsweise mit f . bezeichnen

fr= max f(z), f = min f(z)

[Th—1,7k] [Th—1,7k]

Ober- und Untersummen. Fiir eine gegebene Intervallzerlegung P definieren wir nun die Ober-

summe Sp bzw. die Untersumme Sp in der folgenden Weise:

Sp= Z?k(xk —2p-1) und Sp= ;ik(% — Tp1)
-1

k=1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir von nun an als Intervallzerlegung eine dquidistante
Zerlegung wiahlen, es soll also gelten, dass alle Teilintervalle die konstante Lange Ax haben sollen.
Damit vereinfachen sich die Ausdriicke fiir die Ober- und Untersumme entsprechend. Mithilfe der
Ober- und Untersummen koénnen wir nun eine obere und untere Schranke fiir die Flache zwischen der
Kurve f(x) und der z-Achse angeben, die wir in weiterer Folge als das bestimmte Integral der Funktion

f(z) in dem Intervall [a, b] bezeichnen, und mithilfe des Integralsymbols [ abkiirzen:

n b n
IFRVEY WIS Sy Y
k=1 ¢ k=1

Verfeinern wir nun die Zerlegung, das heif3t, lassen wir die Teilintervallbreite Ax — 0 und entsprechend
die Anzahl der Intervalle n — oo gehen, dann konvergieren — fiir gentigend friedliche Funktionen —
sowohl die Ober- als auch die Untersumme gegen den gleichen Wert. Diesem Wert wird das Integral

zugewiesen:
b n n
[ o= i 3= g0 i 3T
a k=1 k=1

Wir haben es also wieder mit dem Grenzwert einer unendlichen Reihe zu tun. Existieren sowohl der
Grenzwert der Obersumme als auch der Grenzwert der Untersumme, und sind diese gleich, dann

nennen wir die Funktion f(x) auf dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbar.

Riemann’sche Integrabilitidtskriterium. Wir nennen die reellwertige Funktion f : [a,0] — R
Riemann-integrierbar auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] C R, wenn Ve > 0 eine Intervallzerlegung

P, von [a, b] existiert, so dass [Sp — Sp| < €.

Es kann gezeigt werden, dass jede auf [a, ] stetige Funktion Riemann-integrierbar ist. Weiters gilt,

dass wenn eine Funktion f(z) auf dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbar ist, auch die folgende
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Summe konvergiert

Sp =Y f(&)(xr — z41)

fiir Zerlegungen max Ax — 0 gegen denselben Grenzwert, wobei & eine beliebige Stelle in dem

Intervall [z)_1, x1] bezeichnet.

CDF 1. Riemann-Integral cdf01_Riemann_Summe.cdf
Diese CDF-Anwendung veranschaulicht Ober- und Untersummen fiir eine wahlbare Intervallzerlegung.

subdivision multiplier n C 3

rectangle heights max -

subdivisions of a unit interval 8 integral of sin(3x)+1 from 1 to 5 | 3.92323

error —-0.4657 Riemann sum 4.38893

1. Mittelwertsatz der Integralrechnung. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist ein wichti-
ger Satz der Analysis. Er erlaubt es, Integrale abzuschétzen, ohne den tatsiachlichen Wert auszurechnen
und liefert einen einfachen Beweis des Fundamentalsatzes der Analysis (siehe Kapitel 1.1.2). Hier wird
das Riemann-Integral betrachtet. Die Aussage lautet: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, sowie
g : la,b] — R integrierbar und entweder g > 0 oder g < 0 . Dann existiert ein £ € [a, b], so dass

b b
/fumuMw:ﬂa/gqu (1.1)

gilt. Manchmal wird die obige Aussage als erweiterter Mittelwertsatz und die Aussage fiir g = 1 als

erster Mittelwertsatz bezeichnet. Fiir g = 1 erhalten wir den wichtigen Spezialfall

/f@ﬁwzﬂow—@- (1.2)


https://moodle.uni-graz.at/course/view.php?id=101529
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Einfache Integrationsregeln. Aus der Definition des Integrals f; f(z)dx als Summe unter dem
Graphen f(z) und der z-Achse im Intervall [a, b] ergeben sich unmittelbar folgende Eigenschaften des

Integrals:
/af(x)dx =0 (1.3)
b ac G

/f(a:)da:—l—/ f(x)dx = f(z)dz (1.4)

a b
/k;f(x)dx — o s (1.5)

b ‘ b

[ @ +g@ld = [ f@ys+ [ gz (1.6

1.1.2 Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Der Fundamentalsatz der Analysis, auch bekannt als Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung,
bringt die beiden grundlegenden Konzepte der Analysis miteinander in Verbindung, nadmlich das
der Integration und das der Differenziation. Er sagt aus, dass Ableiten bzw. Integrieren jeweils die
Umkehrung des anderen ist. Bevor wir diesen Hauptsatz formulieren und ihn beweisen, fiihren wir

noch den Begriff der Stammfunktion ein.

Stammfunktion. Unter einer Stammfunktion einer reellen Funktion f versteht man eine differen-
zierbare Funktion F, deren Ableitungsfunktion F” mit f {ibereinstimmt. Ist also f auf einem Intervall
[a, b] definiert, so muss F auf [a,b] definiert und differenzierbar sein, und es muss fiir beliebige Werte

x € |a, b] gelten
dF(x)
F'(z) = = .
(@)= D _ ya)
Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so ist auch die Funktion G(z) = F(x) + C mit C gleich

konstant, eine Stammfunktion von f(z), da ja die Konstante C' die Ableitung nicht dndert: G'(z) =
Fi(x) = f(x).

Der Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung besteht aus zwei Teilen, die manchmal
als erster und zweiter Hauptsatz der Analysis bezeichnet werden. Die konkrete Formulierung des
Satzes und sein Beweis variieren je nach Aufbau der betrachteten Integrationstheorie. Hier wird das
im vorangegangen Kapitel erlauterte Riemann-Integral betrachtet. Der erste Teil des Satzes ergibt die

Existenz von Stammfunktionen und den Zusammenhang von Ableitung und Integral.
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Fundamentalsatz der Analysis — I. Sei f : [a,b] — R eine reellwertige stetige Funktion auf dem

abgeschlossenen Intervall [a,b] C R so ist fur alle 2y € [a, b] die Integralfunktion:
F:la,b) > R mit F(x) :/ f(t)dt (1.7)
Z0

differenzierbar und eine Stammfunktion zu f. Das heifit, es gilt F'(z) = f(x) fiir alle € [a,b]. Zu
beachten ist, dass die Funktion F' aufgrund der Existenz des Riemann-Integrals fiir stetige Funktionen

an allen Stellen in [a, b] definiert ist.

Fundamentalsatz der Analysis — II. Der zweite Teil des Satzes erklart, wie Integrale berechnet
werden konnen. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit Stammfunktion F' : [a,b] — R, dann gilt

die Newton-Leibniz-Formel:

/f@mxzp@—pmy (1.8)

Beweis. Wir bilden die Differenz der Integrale F'(x + h) und F(z), indem wir in die Definition 1.7

einsetzen

z+h T z+h
F@+@—ﬂm2/ f@ﬁ—/f@ﬁ:/ F(b)dt.

Der letzte Schritt folgt aus der Tatsache, dass wir das Integral von xy bis x + h in zwei Teilschritten
durchfiithren kénnen, namlich einmal von zg bis  und von z bis z + h (siche Gleichung 1.4). Nach
dem 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung (1.2 konnen wir das Integral auf rechten Seite auch in

folgender Weise berechnen

z+h
/ f@®)dt = f(&)h mit & € [x,x + h]

Dividieren wir nun die obige Gleichung durch A und bilden anschlieBend den Grenzwert h — 0, so

finden wir

lim F(x+h)—F(h)
h—0 h

= }lllg(l)f(é) mit & € [z, 2+ h)

Die linke Seite entspricht der Definition des Differentialquotienten und ist damit gleich der 1. Ableitung
der Funktion F'(z). Der Grenzwert der rechten Seite ergibt f(x), da im Limes h — 0 der Wert { — x

geht. Damit ist der 1. Teil des Fundamentalsatzes der Analysis bewiesen.

Um den zweiten Teil des Fundamentalsatzes (1.7) zu beweisen, setzen wir F'(b) und F'(a) in die Aussage
des 1. Fundamentalsatzes (1.8) ein, und bilden die Differenz F(b) — F(a), wobei wir zy < a < b
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annchmen wollen:

F(b)—F(a):/x:f(:v)dx—/x:f(x)dx:/x:f(x)dan/abf(x)dx—/x:f(x)dx:/abf(x)dx.

Wir haben hier wieder die Eigenschaft (1.4) verwendet, die es uns erlaubt das Integral von zy nach b

in zwei Teilintegrationen von zy nach a und von a nach b aufzuteilen.

1.2 Integrationstechniken

1.2.1 Variablentransformation

Ein wichtiges Werkzeug bei der Berechnung von Integralen besteht in der Transformation von Va-

riablen, was auch Substitutionsverfahren bezeichnet wird. Betrachten wir als einfaches Beispiel die

1
/ e 4dr.
0

Hier kénnen wir die Stammfunktion F(z) des Integranden f(z) = e

Berechnung des bestimmten Integrals

3z=4 7erahnen”, indem wir die

Ableitung der Exponentialfunktion bilden, und durch die innere Ableitung (3z — 4)" = 3 dividieren,

R YA
s 3\e et)’

Dass F(z) = £e** tatsiichlich Stammfunktion von f(z) = €3*~* kénnen wir durch Rechnung leicht

also
! 1
/ STy = F(z)|y = —e
0 3

iiberpriifen. Etwas systematischer betrachtet — mithilfe von Variablentransformation — gehen wir wie

folgt vor:
u=3xr—4
_ -1
J T e B TR W YN
0 uy = —4 4 3 3 1., 3\e ¢
UQ:—]_

Hierbei haben wir die (nicht zwingende) Schreibweise eingefiihrt, dass wir die Variablensubstituti-
on, die Transformation des Differenzials und der Integrationsgrenzen zwischen senkrechten Strichen

vermerkt haben. Wir formulieren diese wichtige Substitutionsregel in einer allgemeinen Form.
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Integration durch Variablentransformation.
x = x(t)
2 dr = €dt =
L / (0
21 1 :l’(tl) =t —t
To = .’Il'(tg) =ty = t( 2)

Integration durch Substitution kénnen wir als Umkehrung der Kettenregel der Differenziation verste-

hen. Im folgenden wollen wir einige typische Beispiele behandeln.

Beispiele.

T =siny

dr = y=vy+ C =arcsinx + C

/; —/;cosydy—/d
V1 —a? V1 —sin?y

Beachte, dass in obigen Beispiel auch die Substitution x = cosy zum Ziel fithrt. Das anscheinende

dx = cosydy

widerspriichliche Ergebnis — arccos x + C' kann dadurch verstanden werden, dass die Integrationskon-
stante eine andere sein muss. Zu besonders einfachem Ergebnis fithrt die Variablentransformation,
wenn f'(z)dz bereits im Integranden steht, wie in den folgenden Beispielen.

coS T
——dr =
sin® x

dt 1 1
= _ = —— = — C
13 2t2 2sin’ x +

sinx =t

coszdr = dt

2=t 1 1 1
/xsin(xQ)da; = ;dex _a173 /sm tdt = ) cost = ~3 cos(z?) + C
/ T a+br® =t dt RS SR 1 Lc
(a + ba?)n 2bxdxr = dt 2b 2b(—n+1) 2b(1 —n) (a + bx?)n—1

1.2.2 Partielle Integration

Das zweite Verfahren zur Bestimmung von Integralen ist das Gegenstiick der Produktregel der Dif-
ferenziation. Lésst sich der Integrand als Produkt zweier Funktionen ausdriicken, so gelingt es sehr
oft durch partielle Integration das gesuchte Integral zu berechnen. Betrachten wir dazu eine Stamm-
funktion F'(z) = u(z)v(z), die als Produkt der Funktionen u(x) und v(x) angeschrieben werden kann.
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Damit erhalten wir

Hieraus konnen wir die Formel fiir partielle Integration ablesen:
/uv'dw = uv — /u'vdx.

Das heifit, ein Faktor wird integriert (v'), wihrend der andere Faktor (u) differenziert wird. Um diese
Regel sinnvoll anwenden zu kénnen, sollten zwei Bedingungen erfiillt sein: Zum einen sollte der Faktor
v’ leicht integrierbar sein, und zum anderen sollte der zweite Faktor uw durch die Differenzierung
einfacher werden. Paradebeispiele dafiir sind, wenn wir fiir v eine Exponentialfunktion oder eine
Winkelfunktion ansetzen konnen, und fiir die Funktion u etwa ein Polynom in x darstellt. Dazu ein

Beispiel:

/:Uexdac =

Mit Hilfe von partieller Integration lisst sich auch das Integral von (sin z)? bestimmen:

/sin2 xdr = /sinxsinxdaz =

= —sinxcosx+/(1—sin2x)da::—sinxcosx+x—/sin2xdx

u(z) =z, u'(x) =1
=e" v(x) =¢€"

:xex—/1~exda::xex—ex+0:ex(x—1)+C

— o / =
u(x) =8, u (:C) cosx = _Sjnxcosx—l—/COSJJCOSJJdQZ

V'(z) = sinz,v(x) = —cosz

und damit erhalten wir das gesuchte Integral zu
. 1 .
sin® xdr = E(x —sinz cosz) + C,

dessen Richtigkeit wir durch Differenzieren leicht iiberpriifen kénnen.

Die Methode des partiellen Integrierens gilt natiirlich auch fiir bestimmte Integrale

b b
b
/ w'dr = |, —/ uw'vdz,
a a
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was wir anhand eines abschlielenden Beispiels demonstrieren wollen:

™ — 43 / — 3 2
/ ?sinwvdr = wz) x' u(@) =3z
0 V'(z) =sinz,v(x) = —cosx

iy
T
= —3 cosx|0 +/ 322 cos xdx
0

u(x) = 322, u/(z) = 6z

™
. ™ .
, :7T3+31‘281I1$‘0—/ 6x sin xdz
v'(z) = cosz, Ux):sma: 0

(
u(z) = 6z, u'(x) =

V'(z) =sinz, v(x) —COS T

™
=7 + 6xcosz|] —/ 6 cos xdx = 7 — 6.
0

1.2.3 Differenziation von Integralen

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie wir Integrale ableiten kénnen. Und zwar einerseits nach den
Integrationsgrenzen, die wir als variabel auffassen konnen, und andererseits nach einer Variable im

Integranden. Das fithrt uns dann auf eine weitere Moglichkeit gewisse Integrale berechnen zu koénnen.

Aus der Definition des Integralbegriffs bzw. aus dem Fundamentalsatz der Integralrechnung, siehe
Gl. (1.7) ist ersichtlich, dass die Ableitung eines bestimmten Integrals nach der oberen Integrations-

grenze als Resultat ganz einfach den Integranden ergibt:

= [ rae = 4 P@) - Fla) = F@) = 1)

Ganz analog kénnen wir auch nach der Ableitung in Bezug auf die untere Integrationsgrenze fragen

und finden: P p
—x/ F#)dt = - [F(b) = F(a)] = ~F'(x) = ().

Ist nun die Integrationsgrenze selbst eine Funktion von z, kénnen wir mithilfe der Kettenregel folgende

Erweiterung der obigen Gleichungen herleiten:

d [ d
o f@)dt = — [F((v(@)) = F(a)] = F'(v(2)) = f(u(z))0' (x).

Wir miissen also mit der inneren Ableitung v'(x) der oberen Integralgrenze multiplizieren. Ist die
untere Grenze eine Funktion von x, so gilt analoges, allerdings miissen wir wie schon oben ein negatives

Vorzeichen beriticksichtigen.

Beispiel. .
d sinx
o V1 —t2dt = \/1 — (sinz)2? cosx = cos® z.
€z a
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Héngt der Integrand nicht nur von der Integrationsvariablen ab, sondern auch noch von weiteren Varia-

blen, so konnen wir fragen, wie die Ableitung des Integrals in Bezug auf diese Variablen aussieht. Fiir

hinreichend ”gutmiitige” Funktionen kénnen wir dabei Differenziation und Integration vertauschen,
0
/ fo / f.t)
Ox

Leibniz’sche Regel. Eine Zusammenfassung aller drei oben erwahnter Integrationsregeln bietet die

also

sogenannte Leibniz’sche Regel zur Ableitung von Integralen.

V@ f(x,t)
= dt. (1.9)

u(z)

d @ , /
_x/u(x) f(x,t)dt = f(z,v(z))v' () — f(z,u(z))u'(z) +/

Eine typische Anwendung des ”Hineinziehens” der Ableitung in das Integral besteht darin, um Rekur-
sionsformeln zur Berechnung von Integralen zu berechnen. Ein Beispiel dafiir ist folgender Typ von
Integral, der auch bei der Partialbruchzerlegung auftauchen kann, wenn die Nullstellen des Nennerpo-
lynoms aus mehrfachen zueinander komplex konjugierter Losungen besteht. Es konnen dann Integrale

der Form

/ dx
(22 + px + q)" 1
auftreten. Differenzieren wir dieses Integral nach ¢, so erhalten wir nach der Leibniz’schen Regel (1.9)

folgenden Zusammenhang

0 / dx /< L) dx
JE— —_ —n
9q ) (2?4 px+q)"! (22 4+ px +q)"

Wenn wir diese Gleichung noch etwas anders anschreiben

/ dx 1 8/ dx
(@2 +pr+qm  1-ndg) (22 +pr+q"

so haben wir eine Rekursionsformel gefunden, mit deren Hilfe wir die Potenz n im Nenner sukzessive

verkleinern kénnen, bis wir das verbleibende Integral berechnen kénnen.

Beispiel. Wir wollen folgendes Integral mithilfe der oben abgeleiteten Rekursionsformel berechnen

|
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/ dx 0 / dx
(@?+q?  0q) 2?+q
Das Integral auf der rechten Seite konnen wir aber durch geeignete Substitution berechnen
dx / V/qdt 1 / dt 1 1 ( x )
= = = — = —arctant{ = —arctan | — | .
/x2+q q*+q gl t*+1 /g Va Va

Und damit kénnen wir mittels partieller Ableitung nach ¢ auch das gesuchte Integral berechnen.

Es gilt also

x:\/at
d:)::\/c_]dt

dx 0r1 _1 _1
m = _a_q |:q 2 arctan (q QLU)]
1 _% t ( Xz ) 4 _% 1 1 _%
= —q 2arctan | — q — %]
2 NG 1+ 22
1 arctan (\%) 1 x
2 q> 2q(22 + q)

1.2.4 Uneigentliche Integrale

Unter einem uneigentlichen Integral versteht man Integrale deren Integrand einzelne Singularitdten
aufweisen (der Integrand wird unendlich) oder deren Integrationsbereich unbeschrénkt ist. Das unei-
gentliche Integral kann als Erweiterung des Riemann-Integrals aufgefasst werden. Es gibt zwei Griinde,
warum uneigentliche Integrale betrachtet werden. Zum einen mochte man Funktionen auch iiber un-
beschrinkte Bereiche integrieren. Beispielsweise mochte man Funktionen von —oo bis +oco integrieren.
So ergibt etwa das Integral {iber die Gauf’sche Glockenkurve trotz der Unbeschréanktheit des Integra-

tionsintervalls einen endlichen Wert

/ e dy = V.

—0o0
Dieses Ergebnis ist allerdings mit dem Riemann-Integral Begriff, wie wir ihn bis jetzt verwendet
haben, ohne weiteres nicht vereinbar. Uneigentliche Integrale, die dieses Problem losen, nennt man
uneigentliche Integrale erster Art. Aulerdem ist es auch von Interesse, Funktionen zu integrieren, die

im Inneren oder am Rand ihres Definitionsbereichs eine Singularitéit haben, also zum Beispiel

1
/ Inzdx = —1.
0

Uneigentliche Integrale, die das ermoglichen, nennt man uneigentliche Integrale zweiter Art. Es ist
moglich, dass uneigentliche Integrale an einer Grenze uneigentlich erster Art und an der anderen

Grenze uneigentlich zweiter Art sind.
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Wir behandeln zunéchst uneigentliche Integrale erster Art und geben folgende Definition.

Definition. Sei —00 < a < b < oo, dann heifit die Funktion f(x) uneigentlich integrierbar auf

la,00), wenn f auf jedem Teilintervall [a,b] C [a, 00) Riemann-integrierbar ist, und der Grenzwert

lim /abf(a:)dx:/aoof(x)dx

b—oo

existiert. Dieser Grenzwert ist dann der Wert des uneigentlichen Integrals.

Beispiele.

oo b b
/ d—x:hm/@:hm —1 = lim —14—1 =1
1 ;lj2 b—o0 1 %2 b—o0 xT 1 b—o0 b

Allgemeiner finden wir fiir das Integral iiber zia, dass es nur fiir a > 1 uneigentlich integrierbar ist,

> d 1
/ @ , fir a>1.
o a—1

und dann folgenden Wert hat

Natiirlich kann auch die untere Grenze des Integrals gegen —oo streben. In diesem Fall verwenden
wir eine analoge Definition wie oben, um die Integrierbarkeit des Integrals zu entscheiden. Sind beide

Grenzen unendlich, so teilen wir das Integral in zwei Teilintegrale in der Art

/Z fw)de = /Oo f(ac)da:+/coo f(a)da,

wobei wir nun fiir jedes der beiden Integrale die bereits bekannten Regeln anwenden koénnen. Das
gesamte Integral ffooo f(x)dx nennen wir integrierbar, wenn beide Teilintegrale integrierbar sind. Der

genaue Wert des Teilungspunktes c ist dabei irrelevant. Dazu ein Beispiel:

/°° dz _/0 dz +/°° dz
o122 o142y 1422

. O dx . b dx
= lim + lim
a——oo [, 1 + J}Q b—o0 0 1 —+ 1'2

. 0 . b
= lim arctanz|, + lim arctan x|,
a——00 b—o0

- "(pe3-
- 2) Ty =T

Wir wollen noch ein notwendiges und hinreichendes Kriterium angeben, das es uns erlaubt zu iiber-

priifen, ob uneigentliche Integrale konvergieren.
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Cauchy-Kriterium. Das uneigentliche Integral fooo f(z)dz konvergiert genau dann, wenn Ve > 0
eine Zahl X > 0 existiert, sodass Vxy, x5 > X gilt:

/:2 f(z)dz

Das bedeutet, dass die Teilflichen, die zu dem Integral beitragen, fiir grofle x beliebig klein werden

< E.

miissen.

Mithilfe des Cauchy-Kriteriums kénnen wir zum Beispiel zeigen, dass das Integral fooo sin zdx nicht

konvergiert. Wahlen wir x1 = 2km und x5 = (2k+1)7, wobei k eine beliebig grofie ganze Zahl darstellt,

(2k+1)m
/ sin xdx
2

km

so gilt

2%k+1
= ‘—cosx|ékﬂ+ )

=|+1+1=2<£e¢.

In einer anderen Anwendung des Cauchy-Kriteriums wollen wir zeigen, dass das sogenannte Fresnel-

o 1 [«
in(z?)dr = =/ ~.
/0 sin(x®)dx 5\ 3

Was wir zeigen miissen, ist, dass fiir geniigend grofle x; und x5 der Betrag des Integral

/ sin(z?)dx

1

Integral konvergiert!

<€

beliebig klein wird. Dazu fithren wir mittels Substitution und anschlieBender partieller Integration

folgende Umformungen durch:

9 u'(t) = sint
" vt 1 [ sint o(t) =t2 cost | 2 cost
/ sin(z?)dr = | 2xdr = dt | = —/ —dt = - ] / At
@1 do — 2y, WVt u(t) = — cost 2Vt Jo Ve
R V(t) = —1t73

Mithilfe der Dreiecksungleichung, |a+b| < |a|+|b|, kénnen wir nun folgende Abschéatzung durchfithren

Z2
/ sin(z?)dx

cos(z? cos(z2 1 [* |cost 1 1 1 [ dt
g lonladl lomtabl 1"t 1 1

< + - —dt
VB T 2m 2x9 4 ), VB
1 1 1 2" 1 1 1 1 1

—t— - = =— 4 ——— 4+ —=—<c¢
21‘1 + 21‘2 4 \/E i 25(]1 25172 2[[‘2 + 21‘1 I ’

IMit unseren Mitteln kénnen wir nur die Existenz des Integrals beweisen, um dessen Wert zu berechnen braucht
man Ergebnisse aus der Funktionentheorie, die sich mit der Integration von Funktionen in der komplexen Zahlenebene
beschéftigt.
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womit wir mithilfe des Cauchy-Kriteriums gezeigt haben, dass das Fresnel-Integral konvergiert.

Wir wenden uns nun uneigentlichen Integralen zweiter Art zu, das heifit Integralen, bei denen der
Integrand gegen unendlich geht. Als Beispiel betrachten wir das bereits eingangs erwéhnte Integral

iiber den natiirlichen Logarithmus, der ja bekanntlich fiir z — 0 gegen —oo geht.

1
/ Inzdx =7
0

Wenn wir die Integration statt bei x = 0 bei einem z = ¢ > 0 starten, erhalten wir jedenfalls einen
endlichen Wert

1
/ Inzdr = (vlnz — )|l = —1 —clne +¢,

und wir konnen den Grenziibergang ¢ — 0 durchfiihren

1 1
lim(—1—elne+e)=—1—lim—— = —1 — lim—— = —1+ lime = —1.
e—0 e—0 z e—0 —= e—0

Das heifit wir haben gezeigt, dass das uneigentliche Integral fol In xdxr den Wert —1 hat. Wir kénnen
also auch uneigentliche Integrale zweiter Art, genauso wie uneigentliche Integrale erster Art, auf die

Berechnung von Grenzwerten zuriickfithren und gelangen zu folgender Definition.

Definition. Seia < ¢ < b und lim,_,¢ f(z) = 00, dann existiert das uneigentliche Integral zweiter
Art fab f(x)dz, wenn bei der Aufteilung in Teilintervalle

b c b

/ f(x)dx = lim f(x)dx + lim / f(z)dz
a c—& S d—¢&+ g

beide Grenzwerte existieren, also endlich sind. Liegt der Punkt ¢ an einem Rand des Integrationsin-

tervalls [a, b], so ist nur ein Grenzwert erforderlich.

Nehmen wir als Beispiel das Integral fol j—g, fiir das der Integrand am linken Rand, bei x = 0, eine
Singularitdt aufweist, das heifit die Funktion gegen oo strebt. Nach obiger Definition erhalten wir
Vdx Vdx o1

— = lim — == lim —
0o Z d—=0t J4 T d—0t T

1
_ 1

= — lim <1——) = +fo0.
d d—0+t d

Das heifit, das unbestimmte Integral existiert nicht. Allgemeiner finden wir fiir das unbestimmte
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Integral vom Typ fo &, dass es nur fiir a < 1 existiert, und dann folgenden Wert hat

1
d 1
@ , fir a<l1.
0 % 11—«

Was passiert, wenn wir das folgende unbestimmte Integral nach obiger Definition berechnen wollen?

/+2dw I i dr_ LD 4y L1 +
11m — 11m — = 11 —_— — 11m ——= — = —X (0. @]
1 c—0— d—0+t 3 c—0~ 2c2 2 d—0+t 8 2d2

Die beiden Grenzwerte existieren nicht, und daher existiert auch das unbestimmte Integral nicht.
Andererseits konnte man argumentieren, dass sich die negativ gezéhlten Flichen auf der negativen x
Achse mit den positiv gezédhlten Flachen auf der positive x Achse doch genau autheben, und es daher
moglich sein sollte, einen endlichen Wert des Integrals zu definieren. Dies ist tatséchlich moglich und
wird Hauptwert eines Integrals oder auch Cauchy’scher Hauptwert genannt und in folgender Weise
definiert.

Cauchy’scher Hauptwert. Sei a < ¢ < b und lim, ¢ f(z) = %00, dann bezeichnen wir den

§—¢ b b
lim { f(z)dx + f(x)dx} = 77/ f(z)dx
e—0 a Ete a

als den Cauchy’schen Hauptwert P [ des Integrals (englisch: principal value, deshalb das vorangestellte
2 P?? ) .

Grenzwert

Im Unterschied zur bisherigen Definition, in der die links- und rechtsseitigen Grenzwerte unabhéngig
voneinander durchgefithrt wurden, wird im Cauchy’schen Hauptwert ein gemeinsamer Grenzwert

berechnet. Berechnen wir nun den Hauptwert des Integrals aus obigen Beispiel, so finden wir:

P/“ dx s /‘de+/+2dx . 1 +1 1+ 1 3
= lim — — |=lm({-——+=—=+— ) ==
e—0 _1 3 c 3 e—0 282 2 8 2e2 8
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1.2.5 Integraltabelle

In der linken Spalte steht der Integrand und in der mittleren die Stammfunktion bei unbestimmter
Integration iiber z. Zu jeder Stammfunktion kann man eine Konstante £ € R addieren, die in der

Tabelle nicht angefiihrt wird.

Wenn nicht anderes angegeben sind alle auftretenden Konstanten beliebige reelle Zahlen.

f(z) F(z) Anmerkungen
1 az
ax® w zbt1 b#—1
1 In(x) x>0
In(x) z(In(z) — 1) x>0
0T %eaa:
cos(z) sin(x)
sin(x) — cos(x)
sinh(x) cosh(z)
cosh(z) sinh(x)
cosl(w) % In (‘ ii_:iigig )
1 1 1—cos(x)
sin(z) 2 In (‘ 1+cos(z) )
COS%(J) tan(x) Wl(z) = 1+ tan?(x)
Wl(m) — cot(z) m =1+ cot?(z)
lez arctan(z) T <arctan(z) < 5
1+1w2 arccot(z) 0 < arccot(z) < 7
1 .
— arcsin(x) -l<z<1
—\/11_7 arccos(z) -l<az<1
\/11_? arsinh(z)
m;q arcosh(x) xz>1
— artanh(z) lz] <1
—L arcoth(z) |z| > 1
(a—b)" e G By n#1
— aln(|z —b|)
br+c b 2c—b 2z &
m2+;;+q 21n(|Q+pw+x2|)+Vﬁarctam(ﬁ) q>5
bx+c 1 0 bx+c
@tpria” T 9¢ J 2 @ parqoD n>1
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1.3 Mehrdimensionale Integrale

In vielen Bereichen der Physik spielen Integrale eine grofie Rolle. Dabei wird oft nicht nur iiber eine
Variable integriert, sondern {iber mehrere, etwa iiber die drei Raumkoordinaten z, y und z- Um eine
Beispiel aus der Mechanik zu geben, die Schwerpunktskoordinaten 7 = (s, ys, z5) eines ausgedehnten

Korpers berechnen sich aus folgendem dreidimensionalen Integral:

1
Ty = —/// drdydz - 7 - p(x,y, 2). (1.10)
M 1%

Hierbei lduft die Integration iiber das Raumgebiet V' € R, p(x,y, z) beschreibt die Massendichte des
Korpers also Funktion des Orts 7 = (z,v, 2), und M ist die Gesamtmasse des Korpers. Ein anderes

Beispiel aus der Mechanik ist die Berechnung des Tragheitsmoments I eines Korpers in Bezug auf

I= /// drdydz -3 - p(z,y, 2), (1.11)
v

wobei 7, den Normalabstand des Volumselements drdydz and dem Ort 7 = (x,y, 2) von der Dreh-

eine vorgegebene Drehachse:

achse bedeutet. Die Integration lduft hier wieder iiber das Raumgebiet V' € R3. Auch in anderen
Bereichen der Physik sind mehrdimensionale Integrale von grofler Bedeutung. In der Quantenmecha-
nik beschreibt das Betragsquadrat der Wellenfunktion |¢(x, y, 2)|* die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte eines Teilchens. Dementsprechend muss — damit die Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo
2

im Raum zu gleich eins ist — das Integral iiber | (z,y, z)|* auf eins normiert sein:

///RS dxdydz - |(z,y, 2)[* = 1. (1.12)

Auch in der Elektrodynamik werden viele physikalische Gesetzte in Form von Integralen ausgedriickt.
Das Gaufi’sche Gesetz der Elektrostatik etwa verbindet das Integral der elektrischen Feldstérke E

itber die Oberfliche OV eines Korpers mit der im Volumen V' eingeschlossenen Ladung @)

//avﬁ-diizg. (1.13)

Am Rande sei noch erwihnt, dass sich auch fiir das Newton’sche Gravitationsgesetz ein analoges

Gaufl’sche Gesetz formulieren 1&dsst

//av 7 dA = —4nGM, (1.14)

wobei ¢ die lokale Gravitationsbeschleunigung, G die Gravitationskonstante, und M, die im Volumen

V' eingeschlossene Masse ist.
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1.3.1 Fliachen- und Volumenintegrale

Flachen- und Volumenintegrale sind Verallgemeinerungen des Integralbegriffes auf Teilmengen von
R? bzw. R3. Das Integrationsgebiet ist also nicht ein eindimensionales Intervall [a,b] wie im eindi-
mensionalen Fall, sondern eine Teilmenge A C R? (Flichenintegral) oder eine Teilmenge V' C R3
(Volumenintegral). Flachen- und Volumenintegrale stellen wiederholte Integrationen dar, wir schrei-

ben daher fiir Fldchenintegrale zwei, fiir Volumenintegrale drei Integralsymbole

o= [ dvis ey = [ / dady xale9) F ) (1.15)

Iy = /// dadydz f(z,y, 2 /// dadydz xv(z,y, 2) f(z,y, 2). (1.16)

Hierbei haben wir die charakteristische Funktion x eingefiihrt, die den Wert 1 innerhalb des Integra-

tionsgebiets und den Wert 0 auflerhalb des Integrationsgebiets annimmt.

(2,y) = 1 fir (r,y)e€A wnd (2,9.2) = 1 fur (z,y,2) eV
XAEIT=Y 0 fiir (x,y) ¢ A ALY E = 0 fiie (x,y,2) ¢ V

Zum Unterschied von eindimensionalen Integralen, bei denen das Integrationsgebiet ja einfache Inter-
valle [a,b] € R? darstellt, ist die Festlegung von Integrationsgebieten in R? oder R? aufwendiger. Wir

betrachten dazu ein Beispiel, um die Vorgehensweise zu erkléren.

Beispiel Flichenintegral. Wir wollen die Flache A gebildet aus der z-Achse, der Gerade x = 2,

und der Funktion y(z) = 2% mithilfe eines zweidimensionalen Integrals berechnen.

IA:// dxdy.
A

Um die zweifache Integration durchzufiithren, miissen wir uns zunéchst iiberlegen, welche der zwei
Integrationsvariablen x und y wir als duffere und welche als innere Integration behandeln wollen. Die
innere Integration wird als erstes, die &uflere zum Schluss ausgefiihrt. Dabei ist zu beachten, dass die
bei der inneren Integration, die Integrationsgrenzen im allgemeinen Funktionen der &ufleren Variable
sind. In unserem Beispiel wahlen wir zunéchst x als duffere Integrationsvariable, und y als innere
Integrationsvariable. Wenn wir das oben erwéhnte Integrationsgebiet skizzieren, dann bemerken wir,
dass z Werte zwischen 0 und 2 annimmt, withrend y zwischen 0 und 2? integriert werden muss. Somit

gilt
2

2 x2 2 ) 2 23 8
IA:/ dx/ dy:/ dx[y]zzoz/ dr (2* —0) = —| =~
=0 y=0 x=0 =0 3 0 3
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Umgekehrt hétten wir auch y als duffere Integrationsvariable, und x als innere Integrationsvariable
wihlen konnen. Dann nimmt y Werte zwischen 0 und 4 annimmt, wéhrend z zwischen ,/y und 2

integriert werden muss:

4 2 4 4 374
16 8
IAZ/ dy/ dxz/ dy[x]i:ﬁ: dy(2—y%>: 2y—§ - P a——
y=0 z=\/y y=0 =0 2 3 3

CDF 2. Doppel-Integral cdf02_Doppelintegral.cdf
Eine grafische Darstellung der Vorgehensweise bei zweidimensionalen Integration finden Sie in dieser CDF-

Anwendung.

domain | type | type Il polar
dx O

dy
X strip history =

Type I Domain with d A

301

20

10

W
T

e —— ____________*__5:______________ —_———————

;‘i.—————————————-R..——————————————————',-*';4““‘44

8
3

berechnen kénnen. Eine ”echte” zweidimensionale Integration ist jedenfalls erforderlich wenn wir etwa

Bei dem obigen Beispiel hétten wir die gesuchte Fliache natiirlich auch einfacher als f02 2?dr =

den Schwerpunkt einer Fliche bestimmen wollen.


https://moodle.uni-graz.at/course/view.php?id=101529
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Schwerpunkt einer Fliche. Sei M die Masse einer Platte, und p(z,y) die Massendichte der Platte,

dann erhalten wir die Schwerpunktskoordinaten (zg, ys) aus folgenden Flachenintegralen

A %//Admdyp(x,y)x (1.17)
ys = %//Adxdyp(%y)y- (1.18)

Handelt es sich um eine Platte mit homogener Massendichte, also konstanter Massendichte, dann

vereinfacht sich die Berechnung der Schwerpunktskoordinaten in folgender Weise:

1
Tg = Z//Adxdyx (1.19)
1
ys = Z// dxdyy. (1.20)
A

Beispiel. Wir berechnen den Schwerpunkt der oben behandelten Flédche, und wahlen x als duflere

Integrationsvariable.

1 [ v 3 [? : 3 [? 324 3 16 3

S d dyx =2 d = _ 2 de® =22 | =2.2_°2

Tg A/zo x/yo YT 8/$0 xx[y]yzo S/xo T T ST, 75 12

x? 2

1 /2 /mz 3 [ y> 3 2 ., 34 3 32 6
Ys = — dx dyy:—/ dx | = = — dezr" = — —| = — - — ==
At =0 8 Ju—o 2],20 16 Jamo 16 5|, 16 5 5

CDF 3. Doppel-Integral — Teil 2 cdf03_Doppelintegral.cdf
Grafische Darstellung der Integration der Funktion f(x,y) =9 — 2? — ? iiber den Bereich 2% + y* < 9.

circular paraboloid | hyperbolic paraboloid

prisms e

flx y)_{—xz—y2+9 x2+y2s9
' 0 x2+y%>9
9-x2-2y2 x24y2<9 8
313 dydx=8%
ﬁaﬁa({ yax==

n=64 Ax=0.75 Ay=0.75 0 +y?>9

volume=128.461

approximate volume

135
130}

125
120

n
49 16 25 36 49 64
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Kapitel 2

Vektoranalysis

2.1 Vektoren und ihre Algebra

Im allgemeinen Sinn versteht man unter einem Vektor ein Element eines Vektorraums, das heifit
ein Objekt, das zu anderen Vektoren addiert und mit Zahlen, die als Skalare bezeichnet werden,
multipliziert werden kann. Im engeren Sinne versteht man unter einem Vektor in der analytischen
Geometrie ein mathematisches Objekt, das eine Parallelverschiebung in der Ebene oder im Raum
beschreibt. In kartesischen Koordinaten werden Vektoren durch Zahlenpaare (in der Ebene, R?) bzw.
-tripel (im Raum, R3) dargestellt, die oft untereinander (als ”Spaltenvektoren”) geschrieben werden.
Davon ausgehend bezeichnen wir ein n-Tupel reeller Zahlen also ein Element des R™ ebenfalls als
Vektor. In der klassischen Physik bezeichnen wir als Vektoren eine physikalische Grofle, die durch einen
Betrag und eine Richtung gekennzeichnet ist (z.B.: Geschwindigkeit), wéhrend Skalare physikalisch

GroBlen bezeichnen, die keine Richtung aufweisen (z.B.: Temperatur).

2.1.1 Schreibweisen und Definitionen

Namen und Darstellung von Vektoren. Als symbolischen Namen fiir Vektoren verwenden wir
in diesem Skriptum Symbole mit dariiber gestelltem Pfeil , z.B. Z, B , C oder @, _b), ¢ usw. Wenn
wir konkret die Koordinaten eines Vektors angeben, also die Darstellung eines Vektors in einem
bestimmten Koordinatensystem, dann verwenden wird denselben Buchstaben, allerdings mit einem

Indez, der die Werte 1, 2, oder 3 annehmen kann:
{Z} — Ay, k=1,2.3
k

Die geschwungene Klammer mit dem Index auf der linken Seite soll ausdriicken, dass wir von dem

symbolischen Ausdruck A in die Koordinatendarstellung iibergehen.

21
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Betrag und Norm von Vektoren. Die Linge oder den Betrag eines Vektors A bezeichnen wir

mit |Z | oder einfach A und es gilt:
A= A= /A2 + A2+ A2 (2.1)

Die Linge (Betrag) eines Vektors ein Skalar ist, das heifit, hingt nicht von der Wahl des Koordina-

tensystems ab.

Einstein’sche Summenkonvention. Das hiufige Auftreten von bestimmten Summationen in der
Vektorrechnung hat zur Aufstellung des so genannten Summationsiibereinkommens gefiihrt. Diese
Konvention macht das Schreiben von Summenzeichen iiberfliissig. Es besteht in der Festsetzung, dass
tiber jeden Index, der in einem Produkt zweimal vorkommt, von 1 bis 8 zu summieren ist. Als Beispiel

geben wir nochmals den Betrag eines Vektors nach dieser Konvention an:

3
A2 = A4 = D AA; = AjA + Ay Ay + AzAs.

=1

Es ist zu beachten, dass die Wahl des Summationsindex beliebig ist, also folgende Ausdriicke identisch

sind:

A = VAA = JAA; = ALA,

Nicht zuléssig wére obigen Ausdruck in folgender Weise zu schreiben:

|A| = /A2, (falsch!),

weil ja der Summationsindex ¢ nur einmal auftaucht, und somit nicht klar ist, woriiber zu summieren

ist.

2.1.2 Vektoralgebra

Hier fassen wir einfache Rechenregeln fiir das Addieren und Subtrahieren von Vektoren sowie die
Multiplikation von Vektoren mit Skalaren zusammen. Es ist zu beachten, dass fiir die konkrete Rech-
nung von der symbolischen Schreibweise, z.B. A+B , immer auf die Darstellung des Vektors in einem

Koordinatensystem iibergegangen wird, also:

}k — Au+ B (2.2)

B
. E}k — A, - B, (2.3)
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Weiters lésst sich leicht zeigen, dass die Vektoraddition kommutativ und assoziativ ist:

A+B = B+ 4 (2.4)
(Z+§>+5 — Z+(§+5). (2.5)

Unter dem Produkt eines Vektors A mit einem Skalar A, symbolisch schreiben wir )\Z, verstehen wir
jenen Vektor, dessen Koordinaten sich durch die Multiplikation der entsprechenden Koordinaten von
A mit \ ergeben:

{)\Z}k — M\, (2.6)

2.1.3 Das Skalarprodukt

Wir suchen zunachst den Winkel 6 zwischen zwei Vektoren Z und E und verwenden dazu das aus
den Vektoren Z, B , und D=4-B gebildete Dreieck (siehe Abbildung).

B D=A—B A

N

Aus dem Cosinussatz folgt:
D?* = A%* + B> — 2ABcosf.

—

Andererseits folgt aus der Bildung des Betragsquadrats von D = A — B in einem Koordinatensystem
1,2,3:

— A%+ B%—2A,B..

Der Vergleich der obigen beiden Gleichungen zeigt, dass gilt

A;B; = ABcosf, (Summenkonvention!)
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In symbolischer Schreibweise fithren wir fiir das sogenannte skalare Produkt folgende Schreibweise ein:
AB = ABcos®. (2.7)

Das skalare Produkt zweier Vektoren A B ist, wie der Name schon nahelegt, ein Skalar, d.h. invariant in
Bezug auf Anderung des Koordinatensystems. Diese Tatsache sieht man daran, dass die rechte Seite
von Gl. 2.7 das Produkt der Lingen A und B der Vektoren und des Cosinus des eingeschlossenen
Winkel 6 ist. Alle diese Grofien sind unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems. Das skalare

Produkt ist kommutativ, distributiv, aber nicht assoziativ:

AB = BA (2.8)
Z(§+(7> — AB+AC 2.9
A <§8) £ (ZE) c. (2.10)

Dass 2.10 nicht gilt, ist unmittelbar einsichtig, weil die linke Seite ja einen Vektor parallel zu A
darstellt, wihrend die rechte Seite ein Vektor parallel zu C ist. Fiir beliebige Vektoren A und C kann
somit 2.10 nicht gelten.

Aus 2.7 folgt, dass das skalare Produkt verschwindet, wenn entweder A oder B der Nullvektor ist
(Vektor mit Lange Null), oder der cosf = 0, das heilt der Winkel § = 7, gleichbedeutend mit der
Aussage, dass A senkrecht auf B steht.

2.1.4 Darstellung von Vektoren

Mithilfe des Skalarprodukts konnen wir die Koordinate und die Komponente eines Vektors A in

Richtung eines Einheitsvektors € berechnen, wobei | €| = 1.

Unter der Koordinate des Vektors A in Richtung eines Einheitsvektors € verstehen wir das skalare
Produkt (die Zahl)
AT = Acost = Ase; (2.11)

Unter der Komponente des Vektors A in Richtung eines Einheitsvektors € verstehen wir den Vektor

A = (Ae)e (2.12)

Jeder Vektor A ldsst sich in eindeutiger Weise als Summe von zwei Vektoren A’ und A” darstellen,
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von denen der erste parallel und der zweite senkrecht zu einem gegebenen Einheitsvektor € ist:

A = A+ A (2.14)
A = (Ae)e (2.15)
AT = A (A@)z. (2.16)

Definition. Wir bezeichnen eine orthogonale Basis als ein System von drei Einheitsvektoren €,
€2 und €3, die paarweise aufeinander senkrecht stehen
—>i—k

€ €

(2.17)

Hierbei haben wir das so genannte Kronecker’sche Delta verwendet, das 1 ist wenn die Indizes i = k
und 0 ist, wenn ¢ # k. Zu beachten ist auch, dass die hochgestellten Indizes zum Namen des Vektors
gehoren. Schreibt man die Gleichung 2.17 ausfiihrlicher, dann sind das die folgenden 9 Gleichungen:

elel =1 ele?=0 eied =0
el =0 ere? =1 e =0
—>3—> —3 > —3 >

e3el =0 e3e? =0 e3ed =1

Eine rechtsorientierte orthogonale Basis liegt vor, wenn €', €2, und €? eine orthogonale Basis bilden,
und wenn eine Drehung von €' in Richtung €2 verbunden mit einem Fortschreiten in Richtung der

Orientierung von €2 die Bewegung einer Rechtsschraube ergibt.

Stimmen die Richtungen und Orientierungen der Einheitsvektoren einer orthogonalen Basis mit den
Richtungen und Koordinatenachsen 1,2,3 eines Koordinatensystems iiberein, dann gilt:

el = . (2.18)

Bei dieser Gleichung in Koordinatenschreibweise ist zu beachten, dass der hochgestellte Index & den

Namen des Einheitsvektors bezeichnet, wihrend der tiefgestellte Index ¢ die i-te Koordinate anzeigt.

Satz. Die skalaren Produkte eines Vektors A mit den Einheitsvektoren €* in Richtung der Koordi-

natenachsen liefern die Koordinaten A; des Vektors A beziiglich des gegebenen Koordinatensystems:

AT = Ajek = Aibip = Ay, (2.19)

Somit lidsst sich jeder Vektor als Summe seiner drei Komponenten in Richtung der Achsen eines
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Koordinatensystems darstellen:

A = Ay AL A3 = A 4+ AT+ A8 (2.20)
At = @Aher=4,71 (2.21)
A2 = (Aeyer= 4,2 (2.22)
A3 = (Ae%)ed = 4,3 (2.23)

2.1.5 Das Vektorprodukt

Vermutlich kennen Sie das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) zweier Vektoren nach folgender Defi-

nition:
A1 Bl AQB3 - ASB2
AXx B = AQ X BQ = AgBl - AlBg

Wir geben hier einige wichtige Eigenschaften des Vektorprodukts an.

Satz. Bei Vertauschen der Reihenfolge der Vektoren dndert das vektorielle Produkt sein Vorzeichen
(d.h. das vektorielle Produkt ist nicht kommutativ)

AxB=-Bx4 (2.24)

Bsp. Esist die Fliache des durch die Punkte A; = (1,2,1), B; = (2,7,5), und C; = (5, 4,2) bestimm-

ten Dreiecks zu berechnen.

Satz. Das vektorielle Produkt Z X E der Vektoren Z und E steht senkrecht auf beide Vektoren Z

und E, d.h. es gilt:
(ZXE)Z:O und (ZXE)E’:O (2.25)

Bsp. Wir untersuchen, ob die folgenden drei Vektoren in einer Ebene liegen: A; = (4,5,2), B; =
(2,-2,1), C; = (~1,0,2)
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Satz. Der Betrag des vektoriellen Produkts A x B der Vektoren A und B ist gegeben durch:

7% B| - \/A2B2 ~ (AB)’ (2.26)

Der Betrag des vektoriellen Produkts A x B der Vektoren A und B ist gleich der Flache des von A
und B gebildeten Parallelogramms
‘Zx E" — ABsin (2.27)

Zum Beweis der Eigenschaften 2.24-2.27 des vektoriellen Produkts siehe z.B. mein Skriptum Vektoranalyis,

wo auch die folgende niitzliche Relation hergeleitet wird:

—

Ax(BxCO)=A -O)B-(A-B)C (2.28)

Das gemischte Produkt (oder auch Spatprodukt). Das gemischte Produkt der Vektoren
Z, B , C wird symbolisch mit (Z, B , 5) bezeichnet und ist definiert durch

A Ay A
(A,B.C)=(AxB)C=| B, B, By (2.29)
Ci Cy Cs

Das Spatprodukt ist ein Skalar, der das Volumen des durch die Vektoren Z, B , c aufgespannten
Parallelepipeds angibt.

Bsp. Berechne das Volumen des von den Vektoren A; = (0,3,0), B; = (—2,1,0), und C; = (0,2, 4)

aufgespannten Parallelepipeds.

2.1.6 Analytische Geometrie

Mit Hilfe von Vektoren kann die analytische Beschreibung von geometrischen Sachverhalten sehr ein-
fach ausgedriickt werden. Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf die Darstellung von Geraden

in der Ebene (R?) und im Raum (R?) bzw. die Darstellung von Ebenen im R3.
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Der Ortsvektor. Der Vektor, der den Ursprung mit dem Punkt (z,y, z) verbindet, nennen wir den
Ortsvektor (er ist somit ein gebundener Vektor) und ist gegeben durch

= z€' +ye’+z¢> (R (2.30)
= ¢ +ye? (R?) (2.31)

s

Darstellung von Geraden. Die Parameterdarstellung einer Geraden in R? oder R? erhalten wir,!

indem wir den Ortsvektor als Funktion eines Parameters ¢ € R auffassen
T{t)=7To+td. (2.32)

Hierbei ist 7 ein beliebiger Punkt, der auf der Geraden liegt, und @ ist ein Vektor, der die Richtung

der Gerade angibt.

In R?, kénnen wir eine Gerade auch in folgender impliziter Form angeben
(7= Ty)- 7 = 0. (2.33)

Hierbei ist 77 der Normalenvektor, also ein Vektor, der senkrecht auf die Gerade steht: @ L 7 <

a-n=0.

Schliellich gibt es im R? noch eine weitere Moglichkeit, eine Gerade anzugeben, ndmlich implizit als
die Menge aller Punkte, die durch 7, gehen und parallel zu @ sind. Dementsprechend muss das

Kreuzprodukt von 7 — 7°¢ mit @ verschwinden
(7= 7o) x @ = 0. (2.34)
Diese Vektorgleichung beschreibt eigentlich ein System von 3 linearen Gleichungen, von denen 2 linear
unabhéngig sind, und deren Schnittgerade die dargestellte Gerade ist.
Darstellung von Ebenen. Die Parameterdarstellung einer Ebene im R? erhalten wir, indem wir
den Ortsvektor als Funktion von zwei Parametern s € R und ¢ € R auffassen
T(s,t)=To+suU +t7. (2.35)

Hierbei ist 7 ein beliebiger Punkt, der sich in der Ebene befindet, und die beiden Vektoren % und

v, die nicht parallel zueinander sein diirfen, sind zwei Richtungsvektoren, die in der Ebene liegen.

IDiese Darstellung ist sogar in beliebig vielen Dimensionen also im R™ moglich.
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Die implizite Form einer Ebenengleichung in R3 erhalten wir als Menge aller Punkte, deren Sklarpro-

dukt mit dem Normalenvektor 7 verschwindet
(? — 7"0) -n=0. (2.36)

Hierbei ist der Normalenvektor 7 ein Vektor, der senkrecht auf die Ebene steht, und z.B. iiber ein

Vektorprodukt zweier unabhiingiger Richtungsvektoren aufgestellt werden kann: 7 = @ x U.

2.2 Raumkurven

Mathematisch gesehen handelt es sich bei Raumkurven um Abbildungen der Art

R — R?
At = A

Das heifit der Vektor A ist nicht konstant, sondern hédngt von einem Parameter ¢ ab. Ein in der Physik
sehr haufig vorkommender Fall ist, dass dieser verdnderlicher Vektor den Ortsvektor eines Teilchens
beschreibt, und der Parameter ¢ die Zeit darstellt.

2.2.1 Veranderliche Vektoren

Wenn wir nach der Bedeutung der Ableitung eines Vektors %Z =1 fragen, dann kénnen wir das am

besten in Koordinatendarstellung beantworten:

d— d .
—A; ==—A=A
{dt } e

Das heifit, die Ableitung eines Vektors nach einem Parameter ergibt wieder einen Vektor, dessen
Koordinaten die Ableitungen der Koordinaten darstellen %Ai, die wir — wie in der Physik iiblich —
auch mit A; abkiirzen wollen. In einer gleichwertigen Schreibweise kénnen wir diesen Sachverhalt auch
so ausdriicken . p

SA = S0 = 47,

wobei die drei Vektoren €, €2, €3, die zeitlich nicht veréinderlichen Einheitsvektoren sind, und nach
der Summenkonvention iiber ¢ zu summieren ist.

Von besonderem Interesse in der Physik sind zeitliche Ableitungen des Ortsvektors

Tt)=21(t) €+ 22(t) €% + 23(1) €% = 35(t) €.
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Bekanntermafien ergibt ja die erste Ableitung nach der Zeit die Geschwindigkeit U (¢), die zweite

Ableitung die Beschleunigung @ (t).

v(t) = %?(t) =2;(t) ¢ = vi(t) e’ (2.37)
at) = %?(t) = 3;(t)e" (2.38)
d_, i
= 5V (t) =v;(t)e

Beispiel: Die Bewegung eines Massenpunktes entlang einer Bahn werde durch folgenden Ortsvektor
beschrieben (Welche Art von Bahn ist das?)

T (t) = 2cos(3t) €' + 2sin(3t) €% + 5t €°.
Wir berechnen die Geschwindigkeit und die Beschleunigung zu

v(t) = —6sin(3t)€' +6cos(3t) e +5¢°
a(t) = —18cos(3t)e" — 18sin(3t) €.

Was verstehen wir unter folgenden Ausdriicken: 2 (c(t)Z(t)) und 4 (Z(t)ﬁ (t)) ? Das heifit, die Ab-

dt
leitung eines Produkts eines Skalars ¢(t) mit einem verdnderlichen Vektor Z(t) bzw. die Ableitung
des Skalarprodukts von zwei verdnderlichen Vektoren Z(t) und B (t). Dazu gehen wir am besten in
Koordinatenschreibweise iiber und wenden die bekannten Rechenregeln fiir Differenziation an (Pro-
duktregel)

{GloT0]} = Lewan=an+dio - {ado +oin), @

d r— — d > — -
= [A®0Bw| = ZIA®B(®) = AWB(1) + 4B = A0 B + A0B() (240)
Wenden wir Gleichung 2.40 auf eine Raumkurve an fiir die gilt |Z(t)| = const, das heifit fir eine

Kurve, die einen konstanten Abstand vom Ursprung hat, so finden wir:

d

ADAM) = t =
(t)A(t) cons o
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und somit die sehr niitzliche Aussage: ein in seiner Richtung verdnderlicher, aber dem Betrag nach

konstanter Vektor liefert bei der Ableitung einen zum urspriinglichen Vektor senkrechten Vektor.
Beispiel: Die klassische Anwendung dieses Zusammenhangs ist die Bewegung eines Massenpunktes

auf einer Kreisbahn |7 (t)| = 7 mit dem Radius r. Es gilt also

7 -7T=r’=const = T -U=0 undsomit 7 L 7.

Handelt es sich zusétzlich um eine Bewegung mit konstantem Betrag der Geschwindigkeit v, also
|V (t)| = v, so gilt auch
V- T =0

=vi=const = TV-a=0 undsomit U Ll @.

Des Weiteren finden wir wegen 77 - ¥ = 0 auch

=l

i(7'5’):7~ +7-a=0 oder 7 -a=—0

dt

Bei einer ebenen Bewegung liegen alle beteiligten Vektoren 7, ¥, und @ in einer Ebene und es folgt
aus 7 L v und U L @, dass @ entweder parallel oder antiparallel auf 7 steht. Aus 7 - @ =
|7]|'@ | cosaw = —v? sehen wir, dass a = 7 sein muss, also @ in die entgegengesetzte Richtung weist wie
7. Schliellich gewinnen wir die bekannte Beziehung, dass fiir den Betrag der Zentralbeschleunigung

bei einer Kreisbahn mit konstantem Betrag der Umlaufgeschwindigkeit gilt

2.2.2 Parametrisierung von Raumkurven

Oft sind Kurven 7°(¢) nicht bereits explizit in dieser Form gegeben, sondern sind etwa durch den
Schnitt zweier Flachen im Raum gegeben. Beispielsweise ergibt der Schnitt zweier nicht-paralleler
Ebenen ein Gerade, deren Parameterdarstellung leicht gefunden werden kann, wie aus folgendem

Beispiel ersichtlich wird.

Beispiel: Die zwei Ebenen
r1 + 229 + w3 = 4 und T1+ 2o —a3=1

sind nicht parallel und besitzen daher eine Schnittgerade. Setzen wir x; = ¢ und berechnen anschlie-

Bend x5(t) und z3(t) durch Elimination von x3 bzw. x5 aus den beiden Gleichungen, so erhalten wir
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die Parameterdarstellung

7 4t 2t
—>t:t—>1 M =2, 4 v —>3‘
T (t) e—l—(5 5)6 +(5+5)e

Natiirlich hdtten wir auch x5 = u oder x3 = v als Parameter wihlen konnen, und wére dann zu einer
gleichwertige Parameterdarstellung der Form 7 (u) = (z1(u), u, z3(u)) bzw. 7 (v) = (z1(v), 22(v),v)

gelangt.

Verlauft die gesuchte Kurve in einer Ebene normal zu einer der Koordinatenachsen, ist zu beachten,
dass dann die Wahl der entsprechenden Koordinate als Parameter nicht méglich ist. Verlauft etwa eine
Schnittkurve parallel zur x;x9-Ebene, also in einer Ebene x3 = const., dann scheidet die Wahl x3 = ¢
als Parameter natiirlich aus. Liefert der Schnitt zweier nicht-ebener Flachen mehrere Schnittkurven,

so miissen diese getrennt parametrisiert werden.

Beispiel. Wir betrachten den Schnitt der Kugel z% +
543 = 4 (orange) mit dem Hyperboloid #] —235 = -1 2
(griin). Wahlen wir z; = ¢, so finden wir die insgesamt

vier Schnittkurven ;

7HY) = tet VI V3 22 z
Tt = tet V1412t - V3 - 2123
7t) = tel —V1+12¢% + V3 - 22¢?
7HY) = te' —V1+12e? -3 - 212¢?

2.2.3 Bogenelement

Das vektorielle Bogenelement d7 ist, wie der Name schon sagt, ein Vektor, den wir als totales Diffe-
renzial auffassen kénnen N
a7 = = L dt = a2t (2.41)
dt dt

Das skalare Wegelement ds erhalten wir, indem wir den Betrag von d7° bilden

(ds)* =d7 - d7 = (z;€'dt) - (2;€7dt) = 22;(dt)* €' - €7 = 2;2;6;;(dt)? = @ya;(dt)? (2.42)
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bzw.

d
ds = \/Z@:dt  oder d—‘; = \/Zti = v. (2.43)

Beispiel: Wir berechnen das vektorielle und skalare Bogenelement fiir folgende Raumkurve
T)=te 4+ (* —-1)e? + (t - 1)*e.

Damit erhalten wir
d7 = dte' + 2tdte? + 2(t — 1)dte?,

und somit

ds = /1 + 4t2 + 4(t — 1)2dt = /5 — 8t + 8t2dL.

2.2.4 Tangentenvektor, Kriimmung, Torsion

In diesem Abschnitt charakterisieren wir Raumkurven, indem wir an jedem Punkt der Kurve ein
orthogonales Dreibein definieren, das die Richtung der Tangente, der Kriimmung, und der Torsion
(ein Maf fiir die Abweichung von einer ebenen Kurve) angibt. Wir beginnen mit der Definition des

Tangentenvektors T an eine Raumkurve 7 (t). Er ist ein Einheitsvektor in Richtung der Tangente:

1 ] (7 VTT; U

Schreiben wir den Vektor der Geschwindigkeit in der Form ¥ = v?, so liefert die Differenziation

Ausdriicke fiir die Tangentialbeschleunigung @7 und Zentripetalbeschleunigung a@?.

_’—d_q—]—@?_k @
“CTw T Uar

Da die Ableitung %) senkrecht auf T steht gilt also

— dv =
al = d_qt) T (Tangentialbeschleunigung) (2.45)
= v (Zentripetalbeschleunigung) (2.46)

Mit ds = vdt kénnen wir fiir den Tangentenvektor auch schreiben

P = T _ i g T=2

- = —. 2.4
v dt ds ds (2.47)




34 KAPITEL 2. VEKTORANALYSIS

Da der Tangentenvektor ein Einheitsvektor ist (also eine konstante Lénge hat), steht die Ableitung
des Tangentenvektors normal auf die Tangente, und stellt ein Maf§ fiir die Krimmung der Kurve in
dem betrachteten Punkt dar. Definieren wir den sogenannten Hauptnormalenvektor H (oder auch
Kriimmungsvektor) als Einheitsvektor, so konnen wir die Kriimmung x einer Kurve folgendermaflen
charakterisieren

—
dT
ds

kH=— oder kH = dA bzw. k= : (2.48)

Driicken wir 7' durch T = v /v aus und beniitzen wieder ds = vdt, so kénnen wir den Hauptnorma-

lenvektor ﬁ auch schreiben als

- 1(7 o, 1/@ (V-3)
H:E<¥_$”>:E<ﬁ_ m ) (2:49)

Eine weitere niitzliche Darstellung fiir die Kriitmmung einer Kurve gewinnen wir, indem wir Gleichung

2.48 von links vektoriell mit 7 x multiplizieren und anschlieend den Betrag bilden

> 4T
T x —|.
de

> > 4T
]

—
Verwenden wir nun 7' = ¥ /v und ds = vdt, so finden wir einen weiteren Ausdruck fiir die Kriimmung

|V x @
e e (2.50)

SchlieBlich benutzen wir die beiden Einheitsvektoren T und H , um einen dritten Einheitsvektor, den

Binormalenvektor B , aufzustellen, der dann zusammen mit T und H cin orthogonales Dreibein liefert

EE?xﬁ oder Ez

<l =
S}l =}

X
Tt (2.51)
Bilden wir nun die Ableitung nach ds von Gleichung 2.51, so sehen wir, dass % parallel zum Haupt-

normalenvektor ist. Die Proportionalitétskonstante bezeichnen wir als Torsion und verwenden das

Symbol 7.
dE d? - o dﬁ
27w HAT x
ds ds>< + de
_ kB x BT x M 7
ds ds

Da somit % normal auf T steht und % auch normal auf B stehen muss, weil ja ]E | = const., ist die
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obige Aussage bewiesen. Wir schreiben N

dB -

— = —7H. 2.52

=T (2.52)
Schreiben wir nun weiters Gl 2.51 um in B x 7' = H und leiten diese nach % ab, so finden wir unter
Verwendung der Definitionen fiir Kriimmung und Torsion und der Bezichungen der Vektoren T, H

und B im orthogonalen Dreibein

dH d§x—>+§><d?
ds  ds ds
= —THXT+rBXxXH
— 7B —«kT. (2.53)

Wir fassen die Beziehungen zwischen den Vektoren ?, Hund B , sowie die Definitionen von Kriimmung

x und Torsion 7 als sogenannte Frenet’sche Formeln zusammen:

@ T &2 _H 7B —&T. 2.54
kH, s TH, s T K (2.54)

ds

Bsp: Kreisbahn. Als erstes Beispiel betrachten wir die Bewegung auf einer Kreisbahn in der zy-

Ebene mit dem Radius R und der Kreisfrequenz w
7(t) = Rcos(wt) €' + Rsin(wt) €.

Zunichst schreiben wir 7(f) in 7(s) um, indem wir ds = V dr - dr = Rwdt berechnen, und somit
finden
7(s) = Rcos (£> €' + Rsin (i> €2
R R '

Gleichung 2.47 liefert dann

- d7r
T=""— _sn (£> €'+ cos <i> 22
ds

und die Ableitung % ergibt

aT _ 1 (Y- Lan(2)? = =
ds_ RCOSRe RS (& R =
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A

R
malenvektor den konstanten Vektor in z-Richtung

Mit dem Hauptnormalenvektor H = — cos (%) €' —sin (%) €? finden wir schlieflich fiir den Binor-

B=TxH=72

Damit ist % = 0 und die Torsion 7 verschwindet fiir diese ebene Bahn. Wir iiberpriifen noch die

Konsistenzbedingung der Frenet’schen Formeln (rechte Gleichung in 2.54) und finden

Bsp: Schraubenlinie. Wir betrachten hier die Schraubenlinie gegeben durch
7(t) = 3cos(t) €' + 3sin(t) € + 4t €>.

Zunichst schreiben wir wieder 7 (¢) in 7 (s) um, indem wir ds = V dr - dr = 5dt berechnen, und somit
finden

4
7(s) = 3cos (g) €'+ 3sin (g) e+ 536’3.

Gleichung 2.47 liefert dann

- a7 3 5 3 oy 4
T:d—Z:—gsin(§> el—l—gcos<f> 62—{—563.

und die Ableitung % ergibt

dT 3 <s> 5 3 . ( ) 22 dT 3
— =——cos(=)€' ——sin(=) ¢ K=|—]|=—.
ds 25 5 25 5 ds 25
Mit dem Hauptnormalenvektor H = — cos (£) €' —sin (£) €? finden wir schlieBlich fiir den Binorma-

lenvektor den Vektor

5 5 5
Damit ist N
dB 4 <5) - 4 . (5) N dB 4
[ — — S1 — = |— = —
ds 25 °%\5/) ¢ T \5) € T s | 25
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und die Torsion 7 ist dieses Mal nicht gleich Null fiir diese nicht ebene Bahn. Wir iiberpriifen noch

die Konsistenzbedingung der Frenet’schen Formeln (rechte Gleichung in 2.54) und finden

dH >
% = TB—HT
1
— sin (§> E’l—lcos <f> 2 = 4 ésin (§> E’l—écos (f) ?24-%?3
5 5 5 5 25 |5 5 5 5 5
3 3 . <3>_,1+3 (3)_,2+4_,3
— — |—=sin(=)¢ —cos|(=)e —e
25 5 5 5 5 5
1
= —sin <§> el — 1cos <§> ey
5 5 5 5

CDF 4. Kriimmung und Torsion cdf04_Kruemmung_und_Torsion.cdf
Choose among several curves and see the rotation of the Frenet-Serret frame as you move

the slider. From this you can perceive the curvature and torsion of the curve. Associated
objects (such as the circle of curvature, evolute, and osculating sphere, as well as two views
of the Frenet frames) may be displayed.

curvature « = 2.
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2.2.5 Linienintegrale

Das Kurven-, Linien-, oder Wegintegral erweitert den gewohnlichen Integralbegriff fiir die Integration
im mehrdimensionalen Raum. Es beschreibt die Integration entlang einer Kurve und fiihrt auf ein Ein-
fachintegral. Ein typisches Anwendungsbeispiel aus der Physik liefert einen Zusammenhang zwischen

der Kraft F , die entlang eines Weges C' integriert, die geleistete Arbeit W ergibt
W = / F(21, 22, 73) - AT (2.55)
c

Durch Einsetzen des vektoriellen Wegelements d 7 wird das Integral in ein Einfachintegral iibergefiihrt,
fiir dessen Losung die aus der Vorlesung Differenzial- und Integralrechnung bekannten Verfahren an-
gewendet werden konnen. Das Ergebnis des obigen Integrals ist ein Skalar, da der Integrand das
Skalarprodukt eines Vektorfeldes F mit dem vektoriellen Wegelement ist. Andere Beispiele fiir We-

gintegrale wiren etwa

A = /(I)(l'l,f[‘g,l’?,)ds (2.56)
c

B ::l/<Mxhx%xgd? (2.57)
c

D = /F($1,$2,l’3)d8 (2.58)
c

Hier ist ®(x1, z9, x3) ein skalares Feld wihrend F (21, 29, x3) ein Vektorfeld darstellt. Dementsprechend
fithrt 2.56 auf einen Skalar wihrend 2.57 und 2.58 einen Vektoren als Ergebnis der Integration liefern.
Als Spezialfall der Kategorie 2.56 berechnet sich die Léange L einer Kurve C' aus:

L_Kﬁ& (2.59)

Ausfiihrlicher geschrieben bedeutet Gleichung 2.55

- — 2 dQJz
W = /CF(xl,a:g,:Bg)-dT :/ Fi(x1(t), xo(t), z5(t)) o dt. (2.60)

t1

Die Kurve C' wird also durch die Parameterdarstellung z;(t) beschrieben. Der Anfangspunkt der Kurve

ist bei t = t;, der Endpunkt bei t = t5, und das Vektorfeld F; wird entlang der Kurve ausgewertet.

Beispiel. Wir berechnen die Lénge eines Viertelkreises L mit dem Radius r. Mit

7(t) =rcosté +rsinte?, dr = %dt: —rsinte! 4+ rcoste?
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ds =Vd7 -d7 = rv\/ cos?t + sin® tdt = rdt

erhalten wir fiir die gesuchte Lange der Kurve das bekannte Ergebnis

w/2
L:/ds:/ rdt = -~
e, 0 2

Linge einer Wurfparabel. Als weiteres Anwendungsbeispiel wollen wir die Bahnlédnge einer Wurf-
parabel berechnen. Wir nehmen an, dass eine Masse horizontal mit der Geschwindigkeit v in z-
Richtung aus einer Hohe h abgeworfen wird. Vernachléssigen wir den Luftwiderstand, so ergibt sich
die bekannte Wurfparabel:

dr

7(t) = vt + (h - gtz) @, AV = —dt = vdi @ — gldt T,

ds = VAT - d7 = \/v2 + g2t2dt.

Hierbei haben wir auch gleich nach den bereits bekannten Regeln das Wegelements ds berechnet. Um
die Lange L der Parabel bis zum Aufschlagen der Masse bei z = 0 zu berechnen, benttigen wir noch
die Zeit tq, die wir aus der Forderung z(t) = 0 gewinnen, also to = 4 /%, und damit gilt:

to
= / v? + g2t2dt.
0

Dieses Integral konnen wir auflésen, indem wir die Eigenschaft der hyperbolischen Winkelfunktionen,
cosh? z —sinh? x = 1, dazu benutzen um die Wurzel ”loszuwerden”. Dazu miissen wir zuerst geeignete
Variablentransformationen (Substitutionen) durchfiithren. Das erledigen wir in zwei Schritten:

t=2%u
g

t2 dt = 2du 2 puz
:/ V2 + 242t = 9 = U—/ V1 + u?du.
0 g9 Jo

t1=0=u; =0
_ |z _ g [
ty = g:>u2_v g

In der zweiten Substitution kommen nun die erwéhnten hyperbolischen Winkelfunktionen ins Spiel,

u = sinh w

du = cosh wdw 02 w2 - e R ,
L= :—/ v 1+ sinh w-coshwdw:—/ cosh” w dw.
g Jo g Jo

up=0=w; =0

2gh .
Uy = /& = wy = arsinhuy
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Das verbleibende Integrals l6sen wir am einfachsten, wenn wir folgende Eigenschaft der hyperbolischen

Cosinusfunktion beniitzen, cosh’w = 1 (1 + cosh(2w)]. Damit erhalten wir fiir das gesuchte Integral

02 1 w2 2 1
Und mit
2gh
wy = arsinh %] )
v

und dem Zusammenhang sinh(2 arsinh(z)) = 2zv/1 + 22 gelangen wir schliellich zu dem gewtiinschten
Ausdruck fiir die Lénge der Wurfparabel

2 /2
[\/ gh\/ 1+ — —|— arsinh g2h] .
Zg v

Mittelwert von Funktionen entlang von Kurven. Sei f(z,y) eine Funktion R* — R, und C

eine Kurve in R? mit der Linge L, dann ist der Mittelwert f entlang der Kurve C' durch folgendes

= %/Cf(m,y)ds

In einem Beispiel nehmen wir an, dass T'(z,y) = 1+ +y?* die Temperaturverteilung in der xy-Ebene

Integral gegeben

beschreibt, und dass wir die mittlere Temperatur T entlang einer Bahn C gegeben als Viertelkreis von
(x,y) = (0,2) bis (z,y) = (2,0) berechnen wollen, also L = 2rmw/4 = m. Mit dem bereits bekannten
Wegelement fiir y(x) = v/4 — 22 fiir eine Kreisbewegung (siehe oben)

4

ds —
iy 4 — g2

dr, und T(z,y(x))=1+2+4—2°=5+x— 2%

erhalten wir fiir die mittlere Temperatur

— 1 4 4
T:—/(5—|—x—x2) dr =+ =3+ —.
T

T 4 — g2

Das obige Integral ldsst sich mit der Substitution z = 2sint in den Griff bekommen.

Beispiel: Bewegung im homogenen Gravitationsfeld. Nahe der Erdoberfliche wirkt die kon-
stante Gravitationskraft

F=—mges.



2.2. RAUMKURVEN 41

Wir berechnen die Arbeit W fiir eine Bewegung senkrecht nach oben, in positive z Richtung mit der
Geschwindigkeit v auf die Hohe h. Diesen Integrationsweg 7°(¢) kénnen wir als in eine nach der Zeit
t parametrisierten Form

7(t) =vte?
ausdriicken. Das vektorielle Wegelement d7° ist das totale Differenzial

07 = g — are®,
dt

womit wir fiir die Arbeit erhalten

N h/v
W = / F-d7r = /(—mgvdt) :/ (—mgv)dt = —mgvt|g/v = —mgh.
C C 0

Wenn wir statt einer Bewegung senkrecht nach oben, eine spiralférmige Bahn der Masse nach oben

annehmen, also
7(t) = Rcos(wt) €' + Rsin(wt)€? + vt €2,

wobei R den Radius der Spirale und w die Kreisfrequenz bedeutet, so konnen wir mithilfe des totalen
Differenzials o
— r . — — —
dr = Edt = —Rwsin(wt)dt €' 4+ Rw cos(wt)dt €2 + vdt €?,
wiederum die geleistete Arbeit berechnen. Wie zu erwarten, erhalten wir das gleiche Ergebnis wie
wir es bereits weiter oben fiir die senkrechte Bewegung nach oben erhalten haben. Mit € - €7 = d;,

erhalten wir

N h/v
W = / F-dr = / (—mgv)dt = —mgvt|g/v = —mgh.
c 0

Eine tiefere Begriindung dafiir werden wir etwas spéter geben (siehe Kapitel 2.4.2). Kurz gesagt hingt
das Ergebnis solcher Wegintegrale W = | o F - d7 nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges ab,
wenn es sich bei dem Kraftfeld F um ein konservatives Kraftfeld handelt, das heifft, um ein Feld, das

sich als Gradient eines skalaren Feldes (eines Potentials) ausdriicken ldsst.

Wir wollen noch die Lange der oben verwendeten Spiralbahn berechnen. Dazu miissen wir die Léange
des entsprechenden Wegelements, also ds = |d7| = vV/d7 - d7 iiber den Weg C' aufintegrieren. Damit
erhalten wir fiir die Lange L des Weges

12) to
L = / ds = / Vd7 - d7 = / V R2w? sin? + R2w? cos? +v2dt = v R%? + 02 / dt = vV R?w? + v2(ta—11).
C C t1 31
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CDF 5. Linienintegral cdf05_Linienintegral.cdf
The line integral [, F - d7 of the vector field F along the curve C' gives the work done by
the field on an object moving along the curve through the field. A field is called conservative
if only the starting and ending points matter; in a conservative field the work done around

a closed curve is zero. The first two fields in the popup menu are conservative.
field 1x, ¥l -

path line segment ' circle | sinusoid

line integral = 0.

XNN\\N\NYH LSS
NN N NN tr S
SR N NN s SST
TN NN NN VAV A A A
S N N N VRV A B

2.3 Flachen im Raum

2.3.1 Parameterdarstellung einer Fliche

Wir gehen von der Annahme aus, dass die Koordinaten eines Punktes (Ortsvektor) 7 Funktionen von

zwer Parametern v und v sind

T = $1(“7 U)
T="7uv) + xi=x(u,v) <  zy=1x9(u,v) (2.61)

T3 = LU3(U, U)

Die Gleichungen 2.61 besagen, dass jedem Wertepaar (u,v) ein Punkt ¥ = (xy, s, z3) zugeordnet
wird. Es handelt sich also um eine Abbildung R? — R3.
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Halten wir einen der Parameter, beispielsweise v, fest, setzten also v = vy = const., so beschreiben
die Punkte 7 = 7 (u,v;) eine Kurve auf der Fliche. Der Schar von parallelen Geraden v = const. in

der (u,v)-Ebene wird durch die Abbildung 2.61 eine Schar von Raumkurven zugeordnet (u-Kurven).

Ganz entsprechend wird der Schar von parallelen Geraden u = const. in der (u,v)-Ebene durch die
Abbildung 2.61 eine Schar von Raumkurven zugeordnet (v-Kurven). Dieser Sachverhalt ist in der

Abbildung unten illustriert.

v 3’\
—re— N
u = konst, / (V = konsl:.)
r /
w
c
2
" S 2
> \\ -
- v = Kurven
Y 1 (u= konst.)

Wir wollen im folgenden voraussetzen, dass die Zuordnung 7 = 7 (u,v) umkehrbar eindeutig ist, d.h.
jedem Punkt der (u,v)-Ebene soll ein Punkt 7 zugeordnet sein und umgekehrt. Dann folgt, dass jede
u-Kurve jede v-Kurve nur in einem Punkt schneidet, und dass die beiden Kurvenscharen (u-Kurven

und v-Kurven) ein geometrisches Gebilde iiberdecken, das wir Fliche nennen.

2.3.2 Tangentialebene, Normalenvektor und Flichenelement

Wir wollen nun die Tangentialebene, den Normalenvektor und schliefSlich das differentielle Flachenele-
ment einer Fliche 7 (u,v) bestimmen. Kurz gesagt bedienen wir uns der bereits bekannten Berechnung
von Tangentenvektoren, und stellen Tangentenvektoren entlang der u-Kurven und der v-Kurven der
Fléache auf.

Ganz analog zu Gleichung 2.44 fiir die Tangente an Raumkurven berechnen wir den Tangentenvektor

T entlang der u-Kurven indem wir die partielle Ableitung von 2 nach u bilden

8

—>

T" =

Q|
<

(2.62)

8}

|

Q|
S
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44
Ganz analog berechnen wir den Tangentenvektor Tv entlang der v-Kurven indem wir die partielle

Ableitung von @ nach v bilden
oz
Pv_ v
7= i (2.63)
ov
=" - .
X = x(u|v)...' u usu,
34 \ Ve v,
X = ;(u,,v)-"
/ Uy, Vy *
- TRV >
0 2 Ex
/ Il ov usu,
\ Vs V4

Beispiel. Wir wollen die Berechnung der Tangentenvektoren T und T mittels Gleichungen 2.62

und 2.63 anhand der Fliche 7 (u,v) = (u + v,u — v, uv) verdeutlichen.
0T o7 | o 1
T, L] =24, Tre———
u ou NG
v
T z -
—— = -1 —| =2+ T'=——rvxo]| -1
v T | ov +u V2 + w2
u
Die durch die Vektoren 2.62 und 2.63 bestimmte Ebene nennen wir Tangentialebene der Fliche 7 =
7 (u,v) in einem Punkt (u,v) — (z1(u,v),rs(u,v),x3(u,v)). Schneiden sich die u-Kurve und die
v-Kurve in einem Punkt (u, v) rechtwinkelig, dann verschwindet das Skalarprodukt
7. Tv=0 (2.64)

Gilt 2.64 auf der ganzen Fléiche, so schneiden sich die u-Kurven und die v-Kurven iiberall rechtwinkelig

und man nennt v und v orthogonale Parameter.
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Die zur Tangentialebene, oder kurz Fliche, senkrechte Richtung 7 (der Normalenvektor) ist gegeben
durch das Vektorprodukt von 0,7 mit 9,7

n=x

Wir sehen, dass 77 ein Einheitsvektor ist. Durch die Wahl des Vorzeichens wird die Orientierung des

(2.65)

Q|V|Q|Q
ISR

V||
S

Normalenvektors und damit auch der Flache festgelegt.

Beispiel. Wir wollen die Tangentialebene und den Normalenvektor an eine Kugelfliche mit dem
Radius R aufstellen. Als Parametrisierung verwenden wir zunéchst die aus der Behandlung von Ku-

gelkoordinaten bereits bekannte Form mit den zwei Parametern 6 und ¢.

sin @ cos ¢
Z(0,¢) = R | sinfsing (2.66)

cos 6

Fiir die Auswertung von 2.65 benétigen wir zunéichst die partiellen Ableitungen

N cos 6 cos ¢ N — sin @ sin ¢
o7 , 0z .
— =R | cosfsin¢ und — =R| sinfcoso . (2.67)
00 ‘ 0o
—sinf 0

Wir bemerken, dass das Skalarprodukt 6(% . %—j = 0 fiir alle 8 und ¢, das heif3t, die gewéhlte Parame-
trisierung ist orthogonal. Die Auswertung des Vektorprodukts ergibt

%—z X g—; = R?(sin’fcos¢€' +sin®fsinge” +sinfcosfe?),
or 07 9 .
% X % = R“siné.

Somit erhalten wir fiir den Normalenvektor
7 =sinfcospe' +sinfsingpe? + coshe>.

Dieses Ergebnis ist nicht sonderlich {iberraschend, ist 7 doch der Einheitsvektor in Richtung des
Ortsvektors, der — bei einer Kugelfliche — ja normal auf die Fliache steht. Des Weiteren bemerken
wir, dass wir durch unsere Wahl des Vorzeichens fiir 7 einen von der Fliche nach aufien gerichteten

Normalenvektor festgelegt haben.
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Beispiel. Wir bleiben bei der Kugeloberfliche, wiederholen nun die Rechnung allerdings fiir eine
andere Parametrisierung. Und zwar kénnen wir die Kugeloberfliche ja auch durch folgende Gleichung
ausdriicken

2 2 2 2

Um zu einer Parameterdarstellung zu kommen, driicken wir beispielsweise x3 durch z; und x5 aus
x3 = z(x1, ), und wihlen fiir 1 und x5 zwei beliebige Funktionen x4 (u, v) und z5(u, v) der Parameter

w und v

7 (u,v) = (21(u,v), a(u,v), 2(z1(u, v), v2(u, v))).

In unserem Beispiel haben wir also

x3 = 2(x1, %) = £/ R — 23 — 23

Wihlen wir etwa z;(u,v) = Rsinucosv und zs(u,v) = Rsinusinv, dann erhalten wir genau die
Parametrisierung nach Polarwinkel v = # und Azimuthalwinkel v = ¢. Wir wollen aber die einfache
Wahl 24 (u,v) = v und z2(u,v) = v treffen. Dann lautet die Parameterdarstellung der Kugelfldche wie

folgt (genauer gesagt beschrianken wir uns auf die obere Hilfte der Kugelfliche x3 > 0)
Z(u,v) = (u,v, 2(u,v)) = (u,v, VR? — u? — v?).

Wir konnen nun wieder die Tangentialvektoren und den Normalenvektor fiir diese Parametrisierung

ki 0z u
T (10 Y= (1.0 =
ou ( ’O’Gu) ( 0 R2—u2—v2)

ox 0z v
—_— = 1, — ] = 1, — )
v (07 ) 81)) (07 ) R 2 — ’Uz)

Wir bemerken, dass das Skalarprodukt %—f . %—f

die gewihlte Parametrisierung ist dieses Mal nicht orthogonal. Die Auswertung des Vektorprodukts

aufstellen

fiir allgemeine (u,v) nicht verschwindet, das heiflt,

ergibt
or 07 0z, 02 5 g
e T T T T
_ U —1 v -2 | =3
B R2—u2—112€ * RZ—uQ—UQe e
aj)xaj) — 1_|_ % 2_|_ % ’
ou ov| ou ov
R

R2—U2—U2



2.3. FLACHEN IM RAUM 47

Mit 2.65 erhalten wir somit fiir den Normalenvektor

U v R2 —y?2 — 92
n=—-¢'4+=¢*+ es.

R R R

Mit diesen Vorarbeiten konnen wir nun das differenzielle Flachenelement einer Fliache aufstellen,
das wir fiir die Integration iiber Fldchen benétigen. Analog zur Behandlung des Wegelements fiir
Raumkurven (siehe Kapitel 2.2.3) erhalten wir das Flachenelement mit Hilfe des Vektorprodukts der
vektoriellen Bogenelemente entlang der u-Kurven bzw. der v-Kurven. Das skalare Flichenelement dA
gibt die Flédche des durch die Vektoren %—fdu und %dv aufgespannten Parallelogramms an (schraffierte
Fliache in der Abbildung unten). Das vektorielle Flichenelement ist definiert durch dA = TdA ist also

ein Vektor der Liange dA, der in Richtung des Normalenvektors weist.

;(u“v)

;(u1+du'v)

X (u,v,+dv)

X(u,v,)
— 0¥ 07 -
or 07
AN AN IR E A
i = |2Z]12Z | guav  (orthogonale Parameter?) (2.71)
au a’U u av ortnogonale rarameter! .

Beachte, dass der Ausdruck fiir dA nach Gleichung 2.70 aus der Beziehung 2.26 fiir den Betrag des
Vektorprodukts folgt. Die vereinfachte Form von dA in Gleichung 2.71 gilt nur fiir eine orthogonale

Parametrisierung der Fléche!
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2.3.3 Fliachenintegrale

Das Flichenintegral beschreibt die Integration entlang einer Fliche gegeben durch @ = 7 (u,v) und
fithrt auf ein Zweifachintegral. Ein typisches Anwendungsbeispiel aus der Physik ist Flachenintegral

cines Vektorfeldes F' (1, e, z3) liber eine Fliche S, das man auch als Flussintegral bezeichnet.
o = / F(x1, w2, 23) - dA. (2.72)
S

Hierbei bezeichnet dA das vektorielle Flichenelement (Gl. 2.68). Das Ergebnis dieser Integration ist ein
Skalar, weil der Integrand das Skalarprodukt eines Vektorfeldes mit dem vektoriellen Flichenelement
darstellt. Andere Beispiele fiir Flichenintegrale {iber ein skalares Feld ®(x1, 29, x3) bzw. ein Vektorfeld

N
F(xy, 29, x3) wiren etwa

I = /@(:vl,xg,mg)dA (2.73)
S

7 = /¢($1,$2,$3) dZ (274)
S

I_g = /F)(ZL‘l,ZEQ,JZg) dA. (275)
S

Beispiel. Als erstes, einfaches Beispiel wollen wir die Oberfléiche S einer Kugel berechnen. Das heifit

S = / dA.
Kugel

Dazu bendtigen wir zunéchst das Flachenelement dA in einer geeigneten Parametrisierung der Kugel-

wir berechnen folgendes Integral

flache. Dazu verwenden wir die bekannte Parametrisierung in Polar- und Azimuthalwinkel § und ¢ aus
Gleichung 2.66. Mit den partiellen Ableitungen nach # und ¢ aus Gleichung 2.67 und der Beziehung
2.71 fiir orthogonale Parameterdarstellungen einer Fliache erhalten wir

or

99

o7

=130 dfdp =R - Rsinfdf dp = R*sin 6 df de.

Damit berechnen wir

27 ™
S = / do R?*sinfdf = 2n R? [— cos 0]j = 4m R*.
¢=0  Jo=0

Beispiel. Gegeben sei ein Vektorfeld

F)(xl,l’g,l’g) = (1’2 + I3, T + I3, L1 —+ .%'2).
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Gesucht ist das Fléchenintegral ® = [ Z_T)(xl, T, .Z'g)'dZ, wobei S ein Rechteck in der (z;25)-Ebene mit
den Kanten parallel zu den Koordinatenachsen x; und xo darstellt, dessen vier Eckpunkte bei (2,2, 0),
(3,2,0), (3,4,0), und (2,4,0) liegen. Die Orientierung des Normalenvektors weist in die positive z3-
Richtung. Diese Flache wird durch x5 = 0 beschrieben, daher ist ihre naheliegende Parametrisierung
7 (u,v) = (u,v,0). Damit wird

or or

% = (1,0,0) und % = (0, 1,0),

wodurch wir mit Gleichung 2.68 fiir das vektorielle Flachenelement finden
dA = 2*dudv.

Damit erhalten wir fiir das Flussintegral
3 4 3 0214 3
@:/ du/ (u+v)dv:/ du[uv—i——] :2/ du(u+3) = 11.
u=2 v=2 u=2 2 =2 u=2

Beispiel. Zum Abschluss dieses Kapitels wenden wir uns der Berechnung der Oberfliche eines
Drehkérpers zu. Wir betrachten eine Fliache, die durch Rotation einer Kurve x5 = f(x;) in der
(x1,23)-Ebene um die x1-Achse entsteht. Eine solche Fléche hat die folgende Parametrisierung (mit
T =u)

Z(u,¢) = (u, f(u)sing, f(u) cos ¢).

Daraus erhalten wir

OF _ (1, f'(u)sind, f'(u)cos ) und ?9—}

0 (0, f(u) cos ¢, — f (u) sin ¢),

woraus wir das Flachenelement dA berechnen.

o o7

= [P ) f) T + f(u)sin(6) € + f(u) cos(9) €| dudo
= Flu)y/1+ [F(w)Pduds

du do

Weil der Integrand nicht von ¢ abhéangt, ergibt die Integration iiber ¢ einfach den Faktor 27, und die
Oberfldche S eines Drehkorpers errechnet sich aus

S =27 /u2 Fu)y/1+ [f'(w)]du. (2.76)
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CDF 6. Oberflachen-Integral cdf06_0berflaechenintegral.cdf

Grafische Darstellung der Berechnung der Oberflache eines Rotationskorpers.

rotate

strip location
X coordinates = transparent strip =

ViEWS  solid

surface area S = ), C,. x W,

where C,. and W, are the circumference and width of the k™ band.
S=[@2n) yds

= (22 ) 1+(%)2 dx.

2.4 Differenzialoperatoren

In der Physik spielen klassische Feldtheorien eine grofle Rolle. Diese haben sich zunéchst aus der
Potentialtheorie des Erdschwerefeldes entwickelt und sind die mathematische Grundlage fiir die Be-
schreibung all jener physikalischen Effekte, die durch Kréafte bzw. Wechselwirkungen hervorgerufen
werden. Als solche sind sie ein zentraler Bestandteil der theoretischen Physik, der Geophysik und auch
anderer Naturwissenschaften. Man unterscheidet bei Feldern zwischen so genannten Skalarfeldern und
Vektorfeldern: Ein Skalarfeld ordnet jedem Raumpunkt einen Skalar, also eine reelle Zahl zu wie im
Fall der Temperatur, des elektrischen Potentials, oder des Gravitationspotentials. Felder dagegen, die
jedem Raumpunkt einen Vektor zuordnen, bezeichnet man als Vektorfelder wie etwa beim elektrischen

Feld oder dem Geschwindigkeitsfeld einer Stromung.

Zwischen diesen einzelnen Feldern existieren diverse Querbeziehungen. Das Gravitationsfeld (Kraft-
feld) beispielsweise ist die Ableitung (Gradient) des Gravitationspotentials, das elektrische Feld ist der


https://moodle.uni-graz.at/course/view.php?id=101529
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Gradient des elektrischen Potentials. Umgekehrt konnen aus bestimmten Vektorfeldern mittels der so-
genannten Divergenz wieder Skalarfelder abgeleitet werden, oder schliefllich mittels einer Rotation aus
bestimmten Vektorfeldern (Vektorpotential) andere Vektorfelder, etwa die magnetische Flussdichte.

2.4.1 Der Nabla-Operator

Gegenstand dieses Kapitels ist Definition und Anwendung dieser sogenannten Differenzialoperatoren
Gradient, Divergenz, Rotation bzw. zusammengesetzter Operatoren wie dem Laplace-Operator auf
Skalar- bzw. Vektorfelder. Der fundamentale Differentialoperator ist dabei der sogenannte Nabla-
Operator?

> 0 o O g O

vV €a—xl+€a—x2+68—x3.

Wie der Vektorpfeil iiber dem V-Symbol andeuten soll, hat der Nabla-Operator V die Eigenschaften

eines Vektors. Das heifit seine Anwendung auf (”Multiplikation mit”) einem Skalarfeld ®(zq,x2, z3)

(2.77)

ergibt einen Vektor, genauer ein Vektorfeld, das man als den Gradienten von ® bezeichnet

- 5,00 0P .09
V&(1, 29, 23) = grad ®(z1, 19, 3) = €* NI C Rl ¢ il

— . 2.
(95,51 ¢ 8332 (933'3 ( 78)

Weil der Nablaoperator sehr hiufig verwendet wird, fithren wir noch eine kompaktere Schreibweise

o)
ox;

von Gleichung 2.77 ein, indem wir fiir einfach 0; schreiben

V = 210, + €20, + %05 = €0, (2.79)

Die Koordinaten des symbolischen Nabla-Vektors schreiben wir dann also einfach als

{?}i - aii =9, (2.80)

Beispiel. Wir berechnen die Anwendung des Nabla-Operators auf die Funktion

1 1
(I)(l’l,l'g,l'g) = = = (ij.ZEj)i .

Vai+ a3+ a3 T

D=

Das heifit, wir finden fiir

X

-
(zj5)2

1 1 _3
&(I) = 81(33](13J) 2 = —§<.’13‘j37j) 2 (5ijxj + ‘rj(sij) ==

2Sein Name stammt von der Bezeichnung eines harfensihnlichen hebriischen Saiteninstruments, das in etwa die Form
dieses Zeichens hatte.
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Wechseln wir von der Koordinatenschreibweise in die symbolische Darstellung dieses Vektors, so finden

wir mit dem Ortsvektor {7}, = (21, 22, x3)

2.4.2 Gradient

In dem vorangegangenen Beispiel haben wir soeben den Gradienten der Funktion & = % berechnet. Wir
stellen uns nun die Frage, nach der geometrischen Bedeutung des Gradienten und welche besondere
Eigenschaften Gradientenfelder haben.

Betrachten wir fiir ein Skalarfeld ®(z1, x9, x3) eine sogenannte Aquipotentialfliche
O (21,29, 73) = ¢ = const, (2.81)

so beschreibt diese Gleichung eine Fldche konstanten Potentials, also eine Fliche in R3, auf der sich
der Wert von ® nicht dndert. Das heifit, das totale Differenzial d® verschwindet so lange die Ande-
rungen d7’ in dieser Fliche stattfinden. Da wir das totale Differenzial aber mit Hilfe des Gradienten
ausdriicken konnen, gilt

i = (VP)-dZ =0 < V& L d7. (2.82)

Diese Gleichung besagt somit, dass der Gradientenvektor V® normal auf die Aquipotentialfliche
® = const steht, da ja d7 in der Tangentialebene an diese Fliche liegt. Mit anderen Worten gibt der
Gradientenvektor die Richtung der stirksten Anderung der Funktion ® an.

Die Anwendung des Nabla-Operators auf das Skalarfeld ® generiert ein Vektorfeld F

—

F(f]?l,l'g,xg) = 6@(1‘1,%’2,%3). (283)

An jedem Punkt (z, 29, x3) des Raumes weist der Vektor F (21, T2, x3) in eine Richtung normal zu einer
Aquipotentialfliche von ® durch diesen Punkt. Vektorfelder, die sich als Gradient eines Skalarfeldes
angeben lassen, nennen wir konservative Vektorfelder. Ein Beispiel aus der Physik ist die elektrische
Feldstiirke E , die der Gradient des elektrischen Potenzials ist, oder die Gravitationskraft ]—5, die als
Gradient des Gravitationspotenzials geschrieben werden kann. Der Name konservative Kraft kommt
daher, dass die entlang eines Weges geleistete Arbeit nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
abhéngen, nicht aber von seiner speziellen Form. Ist die Kraft F konservativ, also F = 6@, dann

konnen wir fiir das Differenzial dW der Arbeit schreiben

— — )
AW =F - d7 = (V®) - dT = g—d:vi = do. (2.84)

i
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Damit lautet das Wegintegral von einem Punkt 1 zu einem Punkt 2

/de:/jﬁd?:/12d<1>:<1>(2)—c1>(1), (2.85)

Ist der Weg geschlossen, also der Anfangspunkt gleich dem Endpunkt des Weges, so folgt unmittelbar,
dass Arbeitsintegral verschwindet. Fiir solche Linienintegrale iiber geschlossene Wege fithren wir das

Integralsymbol ¢ und schreiben
de = ]{F -d7” =0 (fiir konservative Kréfte). (2.86)

Die Energie bleibt also erhalten (conserved) wenn man nach Durchlaufen eines beliebigen Weges wieder
an den Ausgangspunkt zuriickkehrt. Wie wir in Kapitel 2.4.4 sehen, ist eine weitere Eigenschaft von

konservativen Feldern, dass ihre Rotation verschwindet.

Beispiel. Wir betrachten das Kraftfeld F= (221 + 9, £, — 23, 0). Zuniichst iiberlegen wir, ob wir ein

Potenzial finden, dessen Gradient f ergibt? Mit ®(xq, 19, 23) = 23 + 2179 — x—f finden wir tatsachlich

—

Vo = (81<I>,82<I),83<1>) == (21}1 + T2, L1 — 1'370) = F)

Damit ist gezeigt, dass F eine konservative Kraft ist, und somit jedes Arbeitsintegral iiber einen
geschlossenen Weg verschwinden muss. Als Ubung zeigen wir das explizit fiir eine geschlossene Kurve
C, wobei C' das Quadrat in der (zy,x2)-Ebene mit den Eckpunkte (0,0), (1,0), (1,1), und (0,1)

bezeichnet. Als Richtung der Integration entscheiden wir uns gegen den Uhrzeigersinn. Damit gilt
N 1 1 0 0
j{F A7 = / 2x1dxy +/ (1 — 23)dwy +/ (2x1 + 1)dzy — / ridxy = 0.
0 0 1 1

Beispiel. Wir berechnen den Gradienten einer Funktion f(r), die nur vom Betrag des Ortsvektors

r = | 7| abhiéngt. Die Anwendung der Kettenregel % = g—{% fithrt mit r = (mjxj)% auf

O, f(r) = Z[l_{»ai<l'j$j) = f’(r)%(flfjflfj)é@ij% *ei%y) = F1(r) (x J;)

D=

NI

Wir finden also das wichtige Resultat, dass der Gradient einer Funktion, die nur vom Betrag des
Ortsvektors abhéngt, immer parallel oder antiparallel zum Ortsvektor orientiert ist

Vi) = f(r) (2.87)

>
r
r
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2.4.3 Divergenz

Interpretiert man ein Vektorfeld Z(xl, To,x3) als Stromungsfeld, so gibt die Divergenz

B > - 0A;  0Ay O0A
div A(zq, 29, 23) =V - A(21, 29, 23) = le + 8x2 + 8m3 = 0;A;. (2.88)
1 2 3

fiir jeden Raumpunkt an, wie viel mehr aus einer Umgebung dieses Punkts hinausflieit als in sie
hineinfliet. Mithilfe der Divergenz lasst sich also herausfinden, ob und wo das Vektorfeld Quellen
(Divergenz grofler als Null) oder Senken (Divergenz kleiner als Null) hat. Ist die Divergenz iiberall
gleich Null, so bezeichnet man das Feld A =0als quellenfrei. In der Physik wird die Divergenz zum

Beispiel bei der Formulierung der Maxwell-Gleichungen oder der Kontinuititsgleichung verwendet.

Beispiel. Gegeben ist das Vektorfeld A; = (x1, 22, x3), von dem wir die Divergenz berechnen wollen.

- 0A; 04, O0A
1, 942 04

divA = =1+1+1=3.
v 81’1 8x2 8563 Tt

Unter Zuhilfenahme der Summenkonvention und mit A; = x; kénnen wir die gleiche Rechnung auch

ein wenig eleganter bewerkstelligen

Das Feld A hat also die réumlich konstante Quellendichte von 3.

Beispiel. Wir berechnen die Divergenz fiir das Feld der Gravitationsbeschleunigung ¢ (7), die von

einer Punktmasse M im Ursprung unseres Koordinatensystems verursacht wird. Nach Newton gilt ja

Die Kraft F auf eine Masse m am Ort 7 wiire dann eben F = m¢g. Unter Verwendung der Koordi-

natenschreibweise und der Ableitungsregeln (Quotientenregel, Kettenregel) finden wir fiir Divergenz

von ¢
3 1
(I’jl’j)i (.le'j)
3 _ Ly 3_ 9.3
R e r# 0. (2.89)

76 r6
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Das heifft das Gravitationsfeld einer Punktmasse ist quellenfrei fiir alle r # 0, weil die Quelle des Feldes
ja nur im Ursprung sitzt und nirgendwo sonst. Mit unseren Mitteln konnen wir die Quellendichte fiir
r = 0, die dort singulér wird, noch nicht angeben, da wir dazu die Theorie der Distributionen benétigen
(Stichwort: Dirac’sche Deltafunktion oder genauer Deltadistribution).

2.4.4 Rotation

Als Rotation bezeichnet man das Vektorprodukt des Nabla-Operators mit einem Vektorfeld Z(zl, To, T3):

=1 22 23

(& (& (&

Vo Alwranas) = rotAlwnas ) = | 2 & 5%
A Ay As
0As 0A 0A; O0A 0As 0A
—1 3 2 —2 1 3 —3 2 1
= e S 2 - )L (2.90
¢ (a.’ﬂg (9253) T (61’3 81’1) te (81’1 61'2) ( )

Wenn A ein Stromungsfeld ist, dann gibt die Rotation von A fiir jeden Ort das Doppelte der Win-
kelgeschwindigkeit an, mit der ein mitschwimmender Korper rotiert, also wie schnell und um welche
Achse er sich dreht. Dieser Zusammenhang ist namensgebend, obwohl es sich aber nicht immer um
ein Geschwindigkeitsfeld und eine Drehbewegung handeln muss. Beispielsweise betrifft das Indukti-
onsgesetz der Elektrodynamik die Rotation des elektrischen Feldes. Ein Vektorfeld, dessen Rotation

in einem Gebiet {iberall gleich null ist, nennt man wirbelfres.

Beispiel: Wir berechnen die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes ¥

— —> —
U =WwXT,

das eine Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit |&J| um eine Drehachse durch den Ursprung

in Richtung w beschreibt. Hierzu benutzen wir die Beziehung 2.28 und finden

—>

Vx@x7) =NV -P)ad-(V-&)7
Diesen Ausdruck werten am besten in Koordinatenschreibweise aus
{(6 . ?)J — (6 . Z)?} = Gj:cjwi — 8jwj:1:i = 5]']'601' — Wjéij = BCL)Z' — W; = 2wi.
A

Hierbei haben wir benutzt, dass w; konstant ist, die Ableitung 0;x; ein Kronecker 4;; ergibt, und
0;; = 3 liefert. Damit haben wir die obige Aussage bewiesen, dass die Rotation eines Stromungsfeldes
das Doppelte der Winkelgeschwindigkeit ergibt.



26 KAPITEL 2. VEKTORANALYSIS

2.4.5 Zusammengesetzte Differentialoperatoren

In diesem Unterkapitel beschéftigen wir uns mit der mehrfachen Anwendung des Nabla-Operators bzw.
der Anwendung des Nabla-Operators auf zusammengesetzte Felder, die das skalare bzw. vektorielle
Produkt von Teilfeldern darstellen. Eine besondere Bedeutung in der Physik hat die Divergenz eines

Gradienten.

Der Laplace-Operator. Die Divergenz eines Gradienten nennen wir auch den Laplace-Operator,
den wir mit dem ”A”-Symbol abkiirzen bzw. manchmal auch als V2 ("Nabla-Quadrat”) notieren

wollen
divgrad® =V -V & = AD. (2.91)

In Koordinatenschreibweise lautet Gleichung 2.91, somit

*d  9?P 9§D

Ad = 0,0,P =
o3 * 0z * 3

(2.92)

Der Laplace-Operator findet in sehr vielen Gebieten der Physik Verwendung, unter anderem in der

Wellengleichung, in der Warmeleitungsgleichung, oder in der Schrédingergleichung.

Beispiel. Wir berechnen divgrad ® = A® fiir das Skalarfeld ®(zy, 29, v3) = 3zirizs

A® = 1872573 + 6255 + 36251503,

Eine weitere haufig auftretende Kombination des Nabla-Operators ist die Berechnung der Rotation

etner Rotation eines Vektorfeldes

rotrot A =V x (V x A) = V(V - 4) — AA. (2.93)

Zum Unterschied von 2.91 wirkt der Laplace-Operator auf der rechten Seite dieser Gleichung auf ein
Vektorfeld!> Wir bemerken also den Unterschied zwischen A® und AA:

A® = divgrad ® (2.94)
AA = graddiv 4 — rotrot 4. (2.95)

3In der Elektrodynamik fiihrt man analog zum elektrischen Potenzial ein Vektorpotential A ein, dessen Rotation die
magnetische Flussdichte B ergibt, B =V x A. Die vierte Maxwellgleichung VxDB= 1o (7 + %—?) fithrt dann eben
auf die Rotation der Rotation des Vektorpotentials A.
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Beispiel. Gegeben sei das Vektorfeld A; = (z2xq, —27123, 27973). Berechne a) grad div Z, b) rot rot Z,
und c) AA. Uberpriife die Giiltigkeit von 2.95.

Wir berechnen zunéchst a)
div A = 22,29 + 0 + 2, grad div A =22, + 2(xy +2)€7,
dann b)
rot A = 2(z1 + 23) € — (22 + 213) €2, rotrot 4 = 2(z; + 2) %

Schliefilich c)
AZ = 233'2 _é)l,

wodurch die Gleichung 2.95 erfiillt ist.

Wir betrachten die Wirkung des Nabla-Operators auf zusammengesetzte Felder. Seien ® und ¥ skalare
Felder, und Aund B Vektorfelder, dann gelten folgende Identitédten

grad(®¥) = Ugrad® + ®grad ¥ (2.96)
div(®dA) = A-grad®+ ddivA (2.97)
rot(@Z) = ProtA— A x grad ® (2.98)

diV(Z X E) — B-1otA—4 10t B (2.99)
rot(A x B) = AdivB- BdivA+(B-V)4A— (4-V)B (2.100)
grad(A-B) = AxtotB+BxrotA+ (B -V)A+(A-V)B (2.101)

Um die Gleichungen 2.96-2.101 zu beweisen, schreiben wir die Identitdten in Koordinatenschreibweise

und benutzten die Produktregel der Differenzialrechnung. Beispielsweise lautet Gleichung 2.96
{grad(®V¥)}, = 0;QV = V0,0 + PO, ¥ = {Vgrad ® + P grad V}, .

Beachte: Alle Ausdriicke, die rechts vom Operator 0; stehen werden differenziert, alle Groflen, die links

von 0; stehen werden nicht differenziert.

Beispiel: Wir berechnen die Rotation des Vektorfeldes € = ;, d.h. des Einheitsvektors in Richtung

% und A = 7 und erhalten:

des Ortsvektors. Dazu benutzen wir die Gleichung 2.98 mit ® =
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2.4.6 Satz von Poincaré

Die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet. Ist das Vektorfeld £ der Gradient eines
skalaren Feldes ®, gilt also E = 6@, so verschwindet die Rotation von E. Oder anderes ausgedriickt:

Ein konservatives Vektorfeld ist wirbelfrei.
rot grad ® = V x (V) = 0. (2.102)

Es gilt sogar die wichtige Umkehrung: Die Rotation eines Vektorfeldes verschwindet dann und nur

dann, wenn das Vektorfeld ein Gradientenfeld ist

—

rot £ = 0 = E = grad ®. (2.103)

Den ersten Teil der obigen Aussage (Schluss von rechts nach links) kann man zeigen unter Voraus-
setzung die Vertauschbarkeit der gemischten zweiten partiellen Ableitungen im Falle der zweifachen
stetigen Differenzierbarkeit der Funktion ® (vgl. Satz von Schwarz, Vorlesung Mathematische Metho-
den 1), und die Tatsache, dass das Vektorprodukt das Vorzeichen wechselt, wenn die zwei Vektoren

vertauscht werden:

Wollen wir die Quellen g = div E fiir das wirbelfreie Vektorfeld E = —grad ®* berechnen, so gelangen

wir zur sogenannten Poisson’schen Gleichung
divgrad® = AP = —q. (2.104)

Ist auch ¢ = 0, das heifit liegen keine Quellen und Senken fiir das Vektorfeld E vor, so erhalten wir

die Laplace’sche Gleichung fiir das skalare Potential
Ad = 0. (2.105)

Alle Losungen der partiellen Differenzialgleichungen 2.104 fithren auf wirbelfreie Felder, wahrend
Losungen von 2.105 immer quellen- und wirbelfreie Felder liefern. Bei den in den physikalischen
Anwendungen auftretenden Problemen handelt es sich immer darum, in einem gegebenen raumlichen
Bereich B eine partikulidre Losung von 2.104 oder 2.105 zu ermitteln, die durch gewisse zusétzliche
Bedingungen eindeutig festgelegt ist. Diese Bedingungen sind in der Regel Randbedingungen, bei
denen entweder die Wetrte von ¢ auf der Randfliche F' des betrachteten Bereichs B vorgeschrieben
sind (Randwertproblem erster Art), oder die Werte der Normalableitung (d.h. die Projektion des

Feldvektors auf die Flachennormale (Randwertproblem zweiter Art).

4Das Minuszeichen entspricht der in der Physik gingigen Konvention.
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Wir betrachten nun ein quellenfreies Vektorfeld B , dessen Wirbeldichte nicht verschwindet:
divB =0 und  rot B = 0,

wobei das Vektorfeld @ die Wirbeln des Feldes B bezeichnet. Die Form von @ ist nicht beliebig, da

W quellenfrei sein muss, oder anders ausgedriickt:

Die Divergenz einer Rotation verschwindet. Die Rotation eines Vektorfeldes A st quellenfrei
diviot 4 =V - (V x 4) = 0. (2.106)

Weiters gilt der wichtige Satz: Die Divergenz eines Vektorfeldes verschwindet dann und nur dann,

wenn das Vektorfeld die Rotation eines Feldes ist.

—

divB=0 <=  B=rotA. (2.107)

Die Gleichung 2.106 kann ebenfalls unter der Voraussetzung der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit

und den FEigenschaften des Spatprodukts gezeigt werden.

Wir nennen das Feld Z, aus dem sich das gesuchte quellenfreie Feld B durch Bildung der Rotation er-
gibt, B=rotA , das Vektorpotential des Vektorfeldes B. Wir sehen also, dass sich das Vektorpotenzial
A aus den Wirbeln @ des Feldes B wie folgt berechnet

rot rot Z = 0.
Diese Gleichung konnen wir mit 2.95 auch schreiben als
“AA+ grad div A=

Da wir iiber die Divergenz des Feldes A frei verfiigen konnen — bei der Berechnung des gesuchten
Feldes B nach B = rot A fallen etwaige Quellen in A ohnehin heraus — setzen wir div A = 0. Wir

erhalten dann folgende, einfachere, Differenzialgleichung fiir das Vektorpotential
AA = -, (2.108)

die uns erlaubt das Vektorpotential A aus Kenntnis der Wirbeldichte @ abzuleiten.

Gleichungen 2.102 und 2.106 werden auch Satz von Poincaré oder Poincaré-Lemma genannt.’

SWir haben diese Aussagen hier fiir den R® kennengelernt, diese Aussagen lassen sich auch fiir hoherdimensionale
Réaume verallgemeinern (siehe z.B. Kapitel 11 im Buch ”Mathematische Methoden” von Lang und Pucker).



60 KAPITEL 2. VEKTORANALYSIS

2.5 Der Satz von Gaufl

Der Integralsatz von Gauf stellt einen Zusammenhang zwischen einem Volumsintegral und einem
Fléachenintegral langs der das Volumen V' berandenden Fliche 0V dar. Fiir ein skalares Feld lautet

der Gaufy’sche Satz in seiner allgemeinsten Form

/ O FdV = j'{ FdA; (2.109)
Vv [24%

Der Satz von Gauf gilt auch, wenn wir in der obigen Gleichung das skalare Feld F' durch ein Vektorfeld
F

; (oder auch durch ein Tensorfeld Fjj, ersetzen)

14 oV

Bilden wir von diesem Ausdruck die Spur der Matrix (anders gesagt: verjiingen wir den Tensor zweiter
Stufe), so erhalten wir eine Form des Gaufl’schen Satzes, der in der physikalischen Anwendung wohl

am héaufigsten auftritt:

/ OEdV = ?{ FdA; (2.111)
Vv ov

/divﬁdv = }'{ F-dA (2.112)
\% oV

Die Gleichungen 2.109-2.112 gelten unter folgenden Voraussetzungen:

e Die Fliache 0V (die Berandung des Volumens V') sei stiickweise glatt. Das heifit sie besteht aus
endlich vielen Flachenstiicken, die jeweils eine stetig partiell differenzierbare Parameterdarstel-
lung aufweisen. Daraus folgt, dass auf diesen Flachenstiicken ein Normalvektor existiert, der

definitionsgeméaf nach auflen gerichtet ist.

e Das Feld F(xy,x2,23) sei in V und auf der ganzen Fliche 0V definiert und stetig differenzier-
bar. Punkte in V', wo das nicht gilt, miissen durch geeignete ”Lochdefinitionen” ausgeschlossen

werden.

e Falls es im umschlossenen Gebiet solche Locher gibt, miissen diese bei der Bestimmung des

Randes beriicksichtigt werden.

Beispiel. Wir wollen die Gleichung 2.112 auf das Feld F= —ng anwenden, also (bis auf die fehlenden

Konstanten G M m) das Gravitationsfeld einer Punktmasse M, die im Ursprung des Koordinatensy-
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stems sitzt. Als Bereich V' wéhlen wir eine Kugel mit dem Radius R, das heifit, die Berandung oV
ist dementsprechend die Kugeloberfliche mit dem Radius R. Wir werten zunéchst die rechte Seite
von 2.112; also das Flidchenintegral aus, und erhalten unter Verwendung von Kugelkoordinaten (siehe
2.3.2)
dA = (sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos §) R? sin § dfd¢
und
1

F 7

(Rsin @ cos ¢, Rsin 0 sin ¢, R cos ).

Damit erhalten wir

27 T T
]{ F-dA:/ d¢/ R2sin8d9£31:27r/ sin 6 df = 4.
oV 0 0 R 0

Wir wenden uns nun der linken Seite von 2.112 zu und berechnen das Volumnsintegral. Dazu benotigen
wir die Divergenz des Feldes F , von der wir bereits gezeigt haben (2.89), dass sie verschwindet:

—

div F = —div — = 0,
T

Damit verschwindet auch das Integral
/ div E dV =0,
v

und der Gaufi’sche Satz stimmt damit scheinbar nicht?! Was wir in unserer Rechnung falsch gemacht
haben ist, dass die Divergenz nur fiir alle » # 0 verschwindet, aber im Punkt r = 0 ist das Feld
F (21, T2, x3) nicht stetig differenzierbar, weil r = 0 ein singuldrer Punkt des Feldes ist. Um den Satz
von Gauf} trotzdem anwenden zu konnen, miissen wir den Punkt » = 0 also aus dem betrachteten
Volumen herausnehmen, zum Beispiel indem wir ein kugelférmigens Loch um den Ursprung mit dem
Radius € aus der Kugel herausschneiden. Dieses neue Gebiet V'’ hat nun 2 Randflichen, ndmlich die
innere Kugelschale K, mit dem Radius € und die &uflere Kugelschale Kz mit dem Radius R, und der

Satz von Gaufl nimmt folgende Gestalt an:
/ divﬁ’dvz/ F’-dZ+/ F.dA = —47 + 47 =0,
/ . KR

Die linke Seite ist nun tatséchlich 0, und fiir die rechte Seite ist zu beachten, dass der Normalvektor
im Bezug auf das betrachtete Volumen nach auflen gerichtet ist, also fiir die innere Kugelschale zum
Ursprung bzw. fiir die duflere Kugelschale vom Ursprung weg zeigt. Somit ist die Giiltigkeit des

GauB’schen Satzes wieder hergestellt!
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2.5.1 Beweis des Gauf3’schen Integralsatzes

Wir wollen den Beweis von Gleichung 2.112 hier nur skizzieren. Zunéchst bemerken wir, dass die
zentrale Aussage des GauB’schen Satzes eine Bilanzgleichung ist: Was hinein geht, kommt auch wieder
hinaus. Wenn wir ein betrachtetes Volumen V' in zwei Teilvolumina V; und V5 mit der gemeinsamen
Trennflache A zerlegen, so trigt diese gemeinsame Fldche A nichts zum Fluss durch die Berandung
von V bei, weil der Fluss, der von V; nach V; geht, gleich dem negativen Fluss im umgekehrter
Richtung ist (die Normalenvektoren zeigen ja immer vom Volumen nach aufien). Damit konnen wir

jedes betrachtete Volumen in beliebig viele kleinere Teilvolumina zerlegen.

Wir zeigen den Satz von Gaufl daher hier nur fiir ein quaderférmiges Volumen V = Azy Az Axs.
Der Mittelpunkt dieses Quaders habe die Koordinaten (z1,zy,x3). Das Integral iiber den Rand des
Quaders setzt sich somit aus den 6 Begrenzungsflichen des Quaders zusammen, das wir fiir kleine

GroBlen Axy, Azy, Axs folgendermaflen anndhern kénnen

A

=
QU
=
2
=
>
<

Die 6 Flichen AA‘ sind dabei

AAY = ApAzs@ AA? = AzyAxy (—€7)
AR = AnAz @ AAX = Az Az (-27)
AR = AmAz, @ AL = Az Az, (—2P)

Den Wert des Feldes F; an den Flichenmitten dieser Quaderflichen erhalten wir aus einer Taylorrei-

henentwicklung, um den Punkt (x1, 25, x3) im Mittelpunkt des Quaders, wobei wir nur den linearen
Term bertiicksichtigen

Fy(z) + %,m,:@,) —  Fi(x1,72,73) + g_i% N
Fi(zy — %,xg,xs) = Fi(x1, 29, 23) — g—i%
FQ(£171’£24‘%,$3) = Fg(xl,xQ,x3)+g_$%+
Fy(z1, 290 — %,xg) = Fy(z1, 19, 73) — g_fz%
F3($173527373+%) = Fg(a;l,:cg,:cg)jug—i%jL
Fy(21, 02, 03 — %) = F3(z1, 79, 73) — g_i% +
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Setzen wir diese Taylorentwicklungen zusammen mit den Darstellungen der Fldchenvektoren ein, so
erhalten wir fiir das Integral {iber die Quaderflichen

6
3 F.-AA = @Aazm2ax3 + a—AxleZAxg + a—AxleQAxg
- O D Os
_ (divF) AV.

Somit haben wir die Giiltigkeit des Gaufi’schen Satzes fiir das betrachtete Quadervolumen gezeigt. Da
wir uns ein beliebig geformtes Volumen aus lauter kleinen Quadern zusammengesetzt denken kénnen,
gilt der Gauf’sche Satz auch fiir beliebig geformte Volumen. Fiir einen genaueren Beweis sei auf die

mathematische Literatur verwiesen (siche Buch Lang, Pucker bzw. Referenzen darin).

2.5.2 Weitere Anwendungen des (Gaufy’schen Integralsatzes

Beispiel 1. Wir verifizieren den Gaufl’schen Satz in der Form 2.112 fiir das Vektorfeld F= 7, wenn
V' das Volumen eines Quaders mit den Kantenléngen a, b, und ¢ bedeutet, dessen Mittelpunkt mit

dem Koordinatenursprung zusammenfllt.

Wir werten zunéchst das Volumsintegral auf der linken Seite von 2.112 aus. Mit V- F=V-7=3

/divfdvzg/dvzzaabc.
174 1%

Das Fliachenintegral auf der rechten Seite von 2.112 zerlegen wir in insgesamt 6 Teilintegrale iiber die

erhalten wir

Begrenzungsflachen des Quaders

fﬁ-dZ:/gdx/Qdy C /d:c +1)
ov — — 2 %

b 3 3
dx/ dz (—§> (—1) + d:):/ ( ) (+1)

—a
2

L fla gy e [ e () o

= 3abc. (2.113)

w\m

Beispiel 2. Eine Anwendung des Gaufl’schen Satzes in der Form 2.109 findet sich in dem Beweis des
archimedischen Prinzips. Das archimedische Prinzip wurde vor {iber 2000 Jahren von dem griechischen
Gelehrten Archimedes formuliert, und lautet bekanntermafien: Der statische Auftrieb eines Korpers

in einem Medium ist genauso grofl wie die Gewichtskraft des vom Koérper verdriangten Mediums.



64 KAPITEL 2. VEKTORANALYSIS

Die gesamte Auftriebskraft F kann dadurch erklirt werden, indem wir die durch den hydrostatischen

Druck p verursachten Kréfte dF iiber die Berandung 0V des eingetauchten Korpers aufsummieren:

f:_]{ pdA.
oV

Das Minuszeichen riihrt daher, dass die Kraft dF = —p dA ja nach ”innen” wirkt, wahrend die
Fliichennormale d A definitionsgeméaf nach ”auflen” weist. Nach dem Gauf3’schen Satz kann das Inte-
gral iiber den Rand des Volumens 9V iibergefiithrt werden in ein Volumsintegral iiber das Volumen
V:
F= —/ gradpdV = —/ grad (pg 2z)dV = —ng’?’/ dV = —pVge?.
v v v

Hierbei haben wir benutzt, dass der hydrostatische Druck (fiir inkompressible Fliissigkeiten) linear
mit der Tiefe z ansteigt, also p(z) = p gz, wobei p die Dichte, und g die Erdbeschleunigung darstellt.
Das Ergebnis F=— pV g €3 spiegelt somit genau das Archimedische Prinzip wider, wobei das negative

Vorzeichen, die nach oben gerichtete Kraft angibt (positive z Richtung nach unten gewihlt).

Aus dieser Herleitung sehen wir also, dass das archimedische Prinzip streng genommen nur gilt,
wenn der Druck linear mit der Tiefe zunimmt. An Luft gilt etwa die barometrische Hohenformel
p(z) = p(0)e” =, und somit das archimedische Prinzip nur niherungsweise. Allerdings in sehr guter
Naherung, weil die charakteristische Léange z, = % (Gaskonstante R, absolute Temperatur 7', molare
Gasmasse M, und Erdbeschleunigung ¢) mit z; &~ 8.4 km deutlich gréfler ist, als typische Objekte,

deren Auftrieb uns interessieren konnte ...

Beispiel 3. Wir betrachten eine homogene, kugelformige Massenverteilung mit der Gesamtmasse
M und der Dichte p(r) in der Form

(T’)* Lo, TSR
P = 0, >R

Wir zeigen mit Hilfe des Gauf’schen Satzes, dass auf eine Masse m im Abstand r vom Zentrum der

Massenverteilung die Gravitationskraft F= m’g wirkt, wobei (G ist die Gravitationskonstante)
7(7) = —-GM %, r<R
-GM75, r>R.

Wir berechnen zunéchst die Divergenz des Kraftfeldes zu (vgl. 2.89)

—GM=2, = —4nGpy, "< R

R® —

di >0
wam={,
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Wihlen wir als Integrationsbereich V' eine Kugel mit dem Radius r, dann liefert das Volumsintegral

/ div 7 dV = —47TGM;—?; — —4nGM(r), r <R
v —4ArGM, r> R.

Das Integral liefert also die in der Kugelschale eingeschlossene Masse als Quelle des Feldes.® Fiir r > R
ist das die Gesamtmasse M, withrend fiir r < R die Masse M (1) = M ;—z entsprechend des Verhéltnisses
]’;—?;, relevant ist. Das negative Vorzeichen driickt aus, dass es sich um eine anziehende Kraft handelt,
das heifit die Feldlinien verlaufen in Richtung der Masse. Fiir die Auswertung des Flédchenintegrals
iiber die Kugelschale 0V mit dem Radius r beriicksichtigen wir, dass aufgrund der Kugelsymmetrie
und der anziehenden Natur der Gravitation, die Gravitationsbeschleunigung eine Zentralkraft ist, also

in der Form ¢ (7) = —g(r)? geschrieben werden kann. Damit liefert der Gaufi’sche Satz:

% .y —4mr?g(r) = —4rGM %, r <R
ov g | —4nrig(r) = —4nGM,  r> R,

womit wir unsere urspriingliche Annahme bewiesen haben

| OMgs r<
IO (e) VE SRy )

2.6 Der Satz von Stokes

Der Integralsatz von Stokes stellt einen Zusammenhang zwischen einem Fléchenintegral {iber eine
Flache F und einem Kurvenintegral 1ldngs der geschlossenen Kurve OF dar, die den Rand der Fliche
bildet. Fiir ein Vektorfeld B (21, z2, x3) lautet der Stokes’sche Satz:

/dZ-rotE):j{ B-d7 (2.114)
F

oF

Dabei ist vorausgesetzt, dass das Feld B (21, 22, x3) eine im Integrationsgebiet stetig differenzierbare
Funktion darstellt. Der Umlaufsinn der Integration entlang der Kurve 0F und die Orientierung des

Flichenelement d A ist so festzulegen, dass sie zusammen die Bewegung einer Rechts-schraube ergeben.

6Bis auf eine numerische Konstante 47G, deren Wahl im Prinzip willkiirlich ist und historisch so entstanden ist.
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Mithilfe des Satzes von Stokes konnen wir auch eine bereits bekannte Tatsache in einem anderen Licht
betrachten: Das Wegintegral eines Vektorfeldes B iiber einen geschlossenen Weg verschwindet, falls
das Vektorfeld B wirbelfrei ist (rot B = 0). Und das bedeutet ja nichts anderes als, dass das Feld B

konservativ ist (vgl. Kapitel 2.4.6)

Beispiel. Wir verifizieren den Stokes’schen Satz in der Form 2.114 fiir das Vektorfeld B; = (—2x2, 321, 0)

fiir eine Fldche F, die ein Rechteck in der (x1,x2)-Ebene mit den Seitenléingen a und b darstellt.

Wir berechnen zunéchst das linke Integral iiber die Fléache. Das Flachenelement lautet dA = dxdye?,
und fiir die Rotation des Feldes finden wir den konstanten Term rot B = 5¢3. Damit ergibt die

Integration iiber die das Rechteck ganz einfach zu

a b
/dA-rotB:5/ dxl/ dxy = Hab.
F 0 0

Das Wegintegral iiber den Rand des Rechtecks zerlegen wir in 4 Teilstrecken C bis Cy, die wir einzeln

berechnen miissen:

1
Ci: 7 = (at,0,0), dZ = (a,0,0)dt, B-d7Z = —2xsadt, / 0dt =0
0

8}
|

1
Co: T = (a,bt,0), dT =(0,b,0)dt, B dT = 3xbdt, /3abdt:3ab
0

1
Cs: 7 = (a—at,b0), d7 = (—a,0,0)dt, B-d7 = —2xsadt, / 2abdt = 2ab
0

8y

1
Coi T = (0,b—bt0), dF = (0,~b,0)dt, B-dT — —3u.bdt, /Odtzo
0
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Und somit haben wir den Stokes’schen Satz fiir dieses Beispiel verifiziert:

]{ B-dZ = 0+ 3ab+ 2ab + 0 = 5ab.
OF

2.6.1 Anwendungen des Stokes’schen Satzes

Beispiel. Wir iiberpriifen die Giiltigkeit des Stokes’schen Satzes 2.114 fiir das Vektorfeld B =
(32, —1173, T273) und fiir die Fliche F gebildet aus dem Paraboloid z3(zy,xs) = %(:B% + x3) fiir

Wir berechnen zunichst das Integral iiber den Rand OF', der durch den Kreis 7' (t) = (2 cost, 2sint, 2),
0 <t <27 gegeben ist. Damit erhalten wir

2 2
7{ B-d?c’—/ B(Z(t)) - 2Z(t) dt—/ (—12sin*t — 8 cos® t)dt = —20.
oF 0 0

Nun bestimmen wir das Fldchenintegral, wobei zu beachten ist, dass mit unserer Wahl des Um-
laufsinnes der Wegintegration (ndmlich gegen den Uhrzeigersinn), der Normalvektor nach ”oben”
(in die positive x3-Richtung) weisen muss. Als Parameterdarstellung wéhlen wir Zylinderkoordinaten

r1 = pcos @, ro = psin @, und rs = x3 wodurch die Flache F' gegeben ist durch

p COS ¢ o cos ¢ o —psin ¢
ZL‘(p7¢): pSll’qu) ) 8_: smgb ) %: pCOSQb
1.2 P 0
14 P

Damit erhalten wir fiir das Flachenelement dZ, und berechnen fiir die Rotation von B folgende
Ausdriicke

- —pcos o - Ty + 23 pcosqﬁ—l—%
dA =] —psing | pdpde, rot B = 0 = 0
1 3o a2

Wir berechnen schliefilich

2

- - 21 2 5
/dA-rotB:/ dgb/ pdp {—p20082¢—%005¢—3—% = —4r — 0 — 127 — 47 = —207.
F 0 0
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Beispiel. Die magnetische Feldstérke eines geraden, in x3-Richtung orientierten, und mit dem Strom

I durchflossenen Leiter ist gegeben durch

I

I
@@ D)\

—1 —2\ _ —>¢
—X9€ +x1€ = —e".
2 1 ) 2mp

0=

Hierbei wurden fiir die erste Darstellung kartesische Koordinaten, und fiir die zweite Zylinderkoordi-
naten mit p> = 22 + 22 und €% = —singe! + cosp e’ verwendet. Wir werten den Satz von Stokes
fiir eine Kreisscheibe mit dem Radius R aus, und berechnen zunéchst das Wegintegral iiber den Kreis
oF

7(¢) = R(cos ¢,sin ¢, 0), — = R(—sin ¢, cos ¢,0),

und erhalten

= 27 [
H-di’:/ do L R—1.
oF 0 2R

Nun berechnen wir die Rotation des Feldes

__®
81 z3 43 0 0
— I .
2 Tty 2 2,2 o2
a 0 T1+x5—2x7 + T1+x5—275 0
3 l’%-ﬁ-l’% ac%-l—:c%

Mit dem Verschwinden der Rotation wird auch das Integral
/ dA 1ot B =0
F

und der Satz von Stokes gilt scheinbar nicht? Wie schon in Kapitel 2.5.2 fiir den Gaufi’schen Satz
gezeigt, hat auch dieser scheinbare Widerspruch mit der Tatsache zu tun, dass das Feld o fiir p—0
divergiert. Damit ist die Rotation im Punkt p = 0 nicht definiert” und der Punkt p = 0 muss bei der
Anwendung des Stokes’schen Satzes ausgespart werden. Das Ergebnis 2.115 gilt also nur fiir p # 0.

Um den Satz von Stokes auf dieses Problem anwenden zu koénnen, wahlen wir als Fliche F’ eine
Kreisscheibe mit dem Radius R mit einem Loch in der Mitte mit dem Radius € (siche Abbildung
unten). Innerhalb dieser Fliche ist die Rotation identisch null und das Integral [, dA4 -rot B = 0
verschwindet. Um das entsprechende Wegintegral entlang der Berandung von F” berechnen zu konnen,
miissen wir die Kreisscheibe entlang der Achse ”aufschneiden” und den Weg entlang der 4 Kurven Cf,
Cs, C3, und C4 berechnen.

"Spiter werden Sie dann lernen, dass man mithilfe der Dirac’schen Deltadistribution auch fiir p = 0 die Rotation
angeben kann.
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7{ H-d7 = H-dz+ | Hdaz+ | H-dz+ | H-dz
OF’ Ch Co Csy Cy
2 I € 70 0 I R I-0
- dé ——R d do—c— | d
/0 ¢ 2rR +/R N ora? 211} 2 ¥ /QW ¢ e’ /6 o 2112
= J+0—-14+0=0. (2.116)

2.6.2 Der Integralsatz von Green in der Ebene

Einen wichtigen Spezialfall des Satzes von Stokes erhélt man, indem man eine Kurve betrachtet, die
vollig in der (z1, z2)-Ebene liegt. Dann kann auch die eingeschlossene Flidche in dieser Ebene gewihlt
werden, und man erhélt folgenden Integralsatz fiir den (je nach Quelle) verschiedene Bezeichnungen
in Verwendung sind: Satz von Green-Riemann, Satz von Green-Gaufl, Satz von Green in der Ebene,

Satz von Stokes in der Ebene, oder Satz von Gaufl in der Ebene.

Sei C' = OF eine geschlossene, stiickweise glatte Kurve in der Ebene, die mathematisch positiv
durchlaufen wird und einen Bereich F' begrenzt, dann gilt fiir die stetig differenzierbaren Funktio-

nen f(x1,x2) und g(z1, x2):

j{(fdxl + gdz2) // (8_961 = 8_:172) dxy dxy (2.117)

Dass 2.117 ein Spezialfall des allgemeineren Stokes’schen Satzes 2.114 darstellt, sehen wir ganz einfach,
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indem wir fiir das Vektorfeld in 2.114 ansetzen

B; = (f(z1,72), 9(1,22),0).

Damit wird

{rot E} =10,0, ﬁ — ﬁ ,  dA; =(0,0,dzdxsy), B-7= fdxy + gdxs,
i O0xr1  Oxs

und die Gleichung 2.117 ist somit bewiesen.

Der Satz von Green in der Ebene kann beispielsweise dazu benutzt werden um Flacheninhalte zu

berechnen. Wihlen wir die Funktionen f und g zu f(z1,22) = —x2 und g(x1,22) = 1, erhalten wir

aus 2.117
%(—$2d1’1 + l’ldl’g) = // 2dl’1 dZL‘Q = 2AF
C F

Somit kénnen wir den Fliacheninhalt Ar eines Bereiches F' aus dem Linienintegral iiber den Rand der

Flédche erhalten. Dieser Sachverhalt wir auch als Sektorformel bezeichnet:

1

AF = —j{ (—ZL’gd!El + J]ldl’g) (2118)
2 Jor

Beispiel. Mit der Sektorformel 2.118 wollen wir den Flacheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen

a und b berechnen. Begrenzt wird diese von der Kurve C' : x1 = acost, 19 = bsint, 0 <t < 27. Man

erhélt also mit drqy = —asint und dxy = bcost fiir den Fldcheninhalt A der Ellipse:
1 1 [ ) .y
Ap = = ¢ (—zodxy + 21d1s) = = (abcos”t + absin® t)dt
2 Jor 2 Jo

1 27
= —ab/ dt = abm.
2 Jo
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CDF 7. Der Satz von Stokes cdf07_Satz_von_Stokes.cdf
The vector flow across a circle depends on the divergence of the given field: it is always

zero when there are no sinks, sources, or singularities. Similarly, the vector flow around
the circle depends on rotation (or curl). Here the circle is taken as parametrized in the
counterclockwise sense.

choose field (y.-x)

flow across the circle: 0.
flow around the circle: -6.28319
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2.7 Gebriuchliche Koordinatensysteme

Wir haben unseren bisherigen Untersuchungen kartesische Koordinatensysteme zugrunde gelegt. Wie
wir bereits wissen, gibt es aber noch andere Koordinatensysteme, die man unter Umsténden mit
Vorteil an Stelle der rechtwinkeligen kartesischen Koordinaten zur Darstellung geometrischer oder
physikalischer Beziehungen verwenden wird. Es sind dies insbesondere zum Beispiel Zylinder- und
Kugelkoordinaten. Es gibt aber noch eine Reihe weitere Koordinatensysteme, die man allgemein in
orthogonale und nicht-orthogonale unterteilen kann. Wir werden uns in diesem Kapitel den so genann-
ten orthogonalen krummlinigen Koordinatensystemen widmen, und insbesondere ableiten, welche Ge-
stalt die in den vorangegangenen Kapiteln besprochenen Groflen wie Gradient, Divergenz, Rotation

in solchen Koordinatensystemen annehmen.

Hier wollen wir kurz die zwei gebréuchlichsten Koordinatensysteme, ndmlich die Zylinderkoordinaten
und die Kugelkoordiaten, definieren.


https://moodle.uni-graz.at/course/view.php?id=101529
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2.7.1 Zylinderkoordinaten

Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem mit den Achsen z; = x, x5 = y, und z3 = z. Die
Koordinaten eines Punktes (Ortsvektor) seien Funktionen von drei unabhéngigen Parametern, die wir
mit p, ¢, und z bezeichnen:

T = pcosy, y = psin p, 2=z (2.119)

Losen wir die Gleichungen 2.119 nach p, ¢, und z auf, so erhalten wir p, ¢, und z als Funktion der

kartesischen Koordinaten z, y, und z.

p =2+ 2 cp:arctan%, z=1z (2.120)

Die Gleichungen 2.119 und 2.120 besagen, dass jedem Zahlentripel p, ¢,z in eindeutiger Weise ein
Zahlentripel x,y, z zugeordnet ist und umgekehrt. Hierzu gelten folgende Bereiche 0 < p < o0, 0 <
@ < 2m,und —o0 < z < 00. Die drei Parameter p, ¢, 2z dienen uns also wie die kartesischen Koordinaten
x,y, z zur Festlegung der Punkte des Raumes. Je drei Zahlen p, ¢, 2 bestimmen eindeutig einen Punkt
P, und umgekehrt, jeder Punkt P eindeutig drei Zahlen p, ¢, z, die wir als Zylinderkoordinaten des

Punktes P bezeichnen.

Koordinatenlinien. Halten wir jeweils zwei der drei Zylinderkoordinaten fest, so erhalten wir die

drei Koordinatenlinien Z°, 7%, und 7%, die wir geometrisch in folgender Weise interpretieren kénnen:
e p-Linien: Halbstrahlen senkrecht von der z-Achse weg (Z7(p, ¢ = g, 2 = 29))
e p-Linien: Kreise um die 2-Achse (7% (p = po, p, 2 = 20))

e z-Linien: Geraden parallel zur z-Achse (Z%(p = pg, = o, 2))

Die Tangentenvektoren 77, 7%, und 77 und die dazugehérigen Einheitsvektoren €7, €%, und €*

lauten

TP = cospe” +sinpe? (2.121)
7Y = —psinpe€®+pcospe? (2.122)
7= @ (2.123)
€’ = cospe” +sinpe? (2.124)
€Y = —sinpe”’ +cospe? (2.125)
e = @ (2.126)
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Wir iiberpriifen leicht, dass die drei Einheitsvektoren €7, €%, und €7 in jedem Punkt des Raumes

orthogonal aufeinander stehen
er.e¥ =0, €°-€*=0, €%-¢°=0 (2.127)
und der Reihenfolge €7, €%, und €7 ein orthogonales Dreibein mit Rechtsorientierung aufspannen
P x e¥ ="2¢" (2.128)

Den Ortsvektor 7 = 2€% + ye¥ + z¢? konnen wir nun auch in dem Dreibein €7, €%, und €*
darstellen und erhalten
T =per+ ¢ (2.129)

Wir koénnen die Gleichungen 2.124-2.126 auch umkehren und die kartesischen Einheitsvektoren durch

die Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten ausdriicken.

€Y = cospe? —sinpe? (2.130)
€Y = singpe” +cospe? (2.131)
e = ¢ (2.132)

Beispiel. Wir nehmen an der Ortsvektor 7° sei von der Zeit ¢ abhiingig. Dann liefert die Ableitung
von 2.129

i

= per+pe +zie*
= per+ p(—psinpe® + pcospe?) +i¢€”
= per+pper+ e’ (2.133)

Koordinatenflichen. Halten wir in 7(p, ¢, z) nur eine der Koordinaten fest und variieren die

beiden anderen, so erhalten wir die Koordinatenflichen

e p-Fliachen: Drehzylinder mit dem Radius p um die z-Achse
e ¢o-Fliachen: Halbebenen durch die z-Achse

e 2-Flachen: Ebenen senkrecht zur z-Achse
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Die Koordinatenflichen sind also Aquipotenzialflichen, deren Flichennormalen mithilfe des Gradien-

ten und Gleichungen 2.120 berechnet werden kénnen:

v = Vplr,y,z) = e’ + eY=cospe’+sinpe? 2.134
Y=Y~ Fe .

CEN v/ - _ z [ —p—— o 4 2.135
~ o(x,y, 2) x2+y2€ +x2+y2e psmgpe +pcosgpe ( )
v = 62(917,(7;, z)=¢€*. (2.136)

Der Vergleich mit 2.121-2.123 zeigt, dass die Normalenvektoren auf die Koordinatenflichen 7*, 7,
und 7 parallel zu den entsprechenden Tangentenvektoren 77, 7%, und 77 sind, und damit ebenfalls

ein orthogonales Dreibein definieren.

CDF 8. Zylinderkoordinaten cdf08_Zylinderkoordinaten.cdf
Cylindrical coordinates are an extension of the two-dimensional polar coordinates along the

z-axis.

r —=_3—
6 =——=0 r=0.55,0=<96=<6.28319, 0 < z = 1.03 (surface)
z —0——

single r %

single &

single z
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2.7.2 Kugelkoordinaten

Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem mit den Achsen z; = x, x5 = y, und z3 = z. Die
Koordinaten eines Punktes (Ortsvektor) seien Funktionen von drei unabhéngigen Parametern, die wir

mit 7, ¥, und ¢ bezeichnen:
x = rsind cos @, y = rsindsin @, z=rcost (2.137)

Losen wir die Gleichungen 2.137 nach r, ¥, und ¢ auf, so erhalten wir r, ¢, und ¢ als Funktion der

kartesischen Koordinaten z, y, und z.

22 1 2
r=\/x?+y>+ 22 Y = arctan J, © = arctan J (2.138)
z x

Die Gleichungen 2.137 und 2.138 besagen, dass jedem Zahlentripel r, 9, ¢ in eindeutiger Weise ein
Zahlentripel x,y, z zugeordnet ist und umgekehrt. Hierzu gelten folgende Bereiche 0 < r < 00, 0 <
¥ <7, und 0 < ¢ < 27. Die drei Parameter 7,1, ¢ dienen uns also wie die kartesischen Koordinaten
x,y, 2z zur Festlegung der Punkte des Raumes. Je drei Zahlen r, 9, ¢ bestimmen eindeutig einen Punkt
P, und umgekehrt, jeder Punkt P eindeutig drei Zahlen r 19, ¢, die wir als Kugelkoordinaten des

Punktes P bezeichnen.

Koordinatenlinien. Halten wir jeweils zwei der drei Kugelkoordinaten fest, so erhalten wir die drei

Koordinatenlinien @7, 7, und 7%, die wir geometrisch in folgender Weise interpretieren koénnen:

e r-Linien: Halbstrahlen vom Koordinatenursprung weg (77 (r,9 = g, ¢ = ©p))
e Y-Linien: Halbkreise um den Koordinatenursprung (”Lingenkreise” Z%(r = ro, 9, ¢ = ¢))

e ¢-Linien: Kreise um die 2-Achse (" Breitenkreise” Z¢(r = ro, 9 = 9y, p))

Die Tangentenvektoren 77, 77, und 7%, und die zugehorigen Einheitsvektoren €7, €7, und €%

lauten:
7' = sindcospe” +sindsinge? 4 cos €’ (2.139)
7V = rcostcos € 4 rcostsinpe? — rsing€? (2.140)
T? = —rsindsinge”® + rsindcospe? (2.141)
€' = sindcospe” +sindsinge? + cos €’ (2.142)
eV = cosdcosp e’ + cosVsinpe? —sind e (2.143)
€Y = —sinpe®+cospe? (2.144)
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J

Wir iiberpriifen leicht, dass die drei Einheitsvektoren €7, €7, und €% in jedem Punkt des Raumes

orthogonal aufeinander stehen
er.el=0 € -¢v=0, € .-¢=0 (2.145)
und der Reihenfolge €, €7, und €% ein orthogonales Dreibein mit Rechtsorientierung aufspannen
erx el =72 (2.146)
Den Ortsvektor 7 = €% + y€¥ + z¢e? konnen wir nun auch in dem Dreibein €7, €Y, und €%
darstellen und erhalten

—
r

=re’. (2.147)

Wir konnen die Gleichungen 2.142-2.144 auch umkehren und die kartesischen Einheitsvektoren durch

die Einheitsvektoren der Kugelkoordinaten ausdriicken.

€ = sindcospe” + costcos €’ —sinpe? (2.148)
€Y = sin¥sinpe” + cosV¥sinp€? + cos e (2.149)
e = cose" —sinve? (2.150)

Beispiel. Wir nehmen an der Ortsvektor 7° sei von der Zeit ¢ abhiingig. Dann liefert die Ableitung
von 2.147

i

= 72 +r¢
= 7€ +7(0€7 4 psind€¥)

= e+ e’ +rosind e’ (2.151)

Koordinatenflichen. Halten wir in Z(r,9,¢) nur eine der Koordinaten fest und variieren die

beiden anderen, so erhalten wir die Koordinatenflichen

e r-Fliachen: Konzentrische Kugel mit dem Radius » um den Koordinatenursprung
e Y-Fliachen: Drehkegel um die z-Achse mit dem Scheitel im Koordinatenursprung

e p-Flachen: Halbebenen durch die z-Achse
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Die Koordinatenflichen sind also Aquipotenzialflichen, deren Flichennormalen mithilfe des Gradien-

ten und Gleichungen 2.138 berechnet werden kénnen:

T =Vr(r,y,2) = CEN N —
’$2+y2+22 /l'2+y2+22 /$2+y2+2’2
= sindcospe”® +sindsinp€? + cos e’ (2.152)

Tz —z + Yz —y V r? + y2 —y
e ey — ¢
Va2 +y? (a2 +y? + 22) Va2 4+ y? (22 + y? + 2?) 22+ y? + 22

= Vi(x,y,2) =

1 N 1 . 1.
= —costcospe”’ + —costsinpe? — —sinve” (2.153)
r r r
— = Yy —> x —
(p:v ot —_— z JE— Y
8l o(z,y,2) T TEr et
1 1
= — inpe” €Y 2.154
rsindg ¢ +7‘si1r11900890e ( )

Der Vergleich mit 2.139-2.141 zeigt, dass die Normalenvektoren auf die Koordinatenflichen 7", 777,
und 7% parallel zu den entsprechenden Tangentenvektoren 7", 77, und 7 sind, und damit ebenfalls

ein orthogonales Dreibein definieren.

CDF 9. Kugelkoordinaten cdf09_Kugelkoordinaten.cdf

Spherical coordinates are given by a radial distance and two angle measurements.

r——0
6 ————0 r=1,0<06<6.28319, 0= ¢ < 1.61792 (surface)
¢ —0—

singler ®

single &

single ¢
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2.7.3 Linienelemente, Flichenelemente, Volumselement

Zylinderkoordinaten. Mit den metrischen Koeffizienten (siehe z.B. mein Skriptum
Vektoranalyis) erhalten wir fiir die Linienelemente, Fldchenelemente und das Volumselement
in Zylinderkoordinaten

ds®> = dp® + p*dy® + d2? (
ds, = dp, ds, = pdo, ds, = dz (2.156
dA, = pdpdz, dA, =dpdz, dA, = pdpdy (
dV = pdpdpdz. (

Kugelkoordinaten. Mit den metrischen Koeffizienten (siehe z.B. mein Skriptum Vektoranalyis)

erhalten wir fiir die Linienelemente, Fldchenelemente und das Volumselement in Kugelkoordinaten

ds® = dr® +r?d9* + r*sin® 9 dp? (2.159)
ds, = dr, dsg = rdv, ds, =1 sinvdy (2.160)
dA, = r?sinddddp, dAy = rsinddrdyp, dA, = rdrdd (2.161)
dV = r*sinddrdddy (2.162)

2.7.4 Differenzialoperatoren in Zylinderkoordinaten

Ohne Herleitung (siehe z.B. mein Skriptum Vektoranalyis ) geben wir hier die Form des Gradienten,

der Divergenz, der Rotation und des Laplace-Operators in Zylinderkoordinaten an:

Gradient in Zylinderkoordinaten

0P
{grad @}, = o

109
{grad®} = P (2.163)
{grad @}, = oe
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Divergenz in Zylinderkoordinaten:

> 10 10F, OF
divF = —— (pF,) + -——2 - 2.164
Rotation in Zylinderkoordinaten
{rot ]_7)} = 1ok, %
P p Op 0z
- oF, OF
t F = —L£_ = 2.165
{ro }cp 0z ap ( )
- 1[0 OF
t F} = - - £
{ro : p lﬁp(p v 3%7]
Laplace-Operator eines skalaren Feldes in Zylinderkoordinaten
10 0P 1 90 9%
AD = —— | p— =+ = 2.166
pOp <p (‘3/)) p? 0p® grE ( )

Beispiel. Wir verwenden Zylinderkoordinaten um die magnetische Feldstérke H auBerhalb eines
mit dem Strom I durchflossenen geraden Leiters im Abstand r zu berechnen. Dazu wenden wir das

Ampere’sche Gesetz an

I=¢ H-dZ.
OF

Wir wihlen als Fliche F' eine Kreisscheibe mit dem Radius 7 normal zur Stromrichtung (€%), das
heifit, der Rand OF ist dann ein Kreis mit dem Radius r in der (z125)-Ebene. In Zylinderkoordinaten
entspricht diese Kurve einer p-Linie, dementsprechend ist das Wegelement gegeben durch (siehe 2.156)

d? =ds,e¥ =rdpe”.

In Zylinderkoordinaten ist
H=H,2"+H,e%+ H.2"

r-¢
OF

und daher

=l

2w
dT = / H,rdp = 2rrH,,
0
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woraus die bekannte Tatsache folgt:
H,=_— bzw. H=—72°
Zur Ubung berechnen wir nun auch noch folgendes Integral (Satz von Stokes) in Zylinderkoordinaten:
I= / rot H - dA.
F
Das Fliachenelement fiir den Kreis F ist (siche 2.157)
dA = dA, 2% = pdpdpe*

Daher benétigen wir nur die z-Komponente der Rotation, die nach Gleichung 2.165 gegeben ist durch

Hier haben wir berticksichtigt, dass wir aufgrund der Zylindersymmetrie eine Abhéngigkeit H,(¢p)

ausschlieBen kénnen, wodurch die partielle Ableitung a% verschwindet. Wir erhalten somit

N = 21 r 1
I= / rot H - dA = / dgp/ pdp—g(pH¢) =27 [pHy|y = 2mrHy (7).
F 0 0 pOp

2.7.5 Differenzialoperatoren in Kugelkoordinaten

Ebenfalls ohne Herleitung (siehe z.B. mein Skriptum Vektoranalyis ) geben wir auch noch die Form

des Gradienten, der Divergenz, der Rotation und des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten an:

Gradient in Kugelkoordinaten

0P
P = —
{grad @}, 5
100
1 00
{erad (I)}“O - rsind %
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Divergenz in Kugelkoordinaten

- 10 1 0 oF,
ivEF = = — (r’F, — (sin9Fy) + —2 2.1
div r2 Or () + rsin {819 (sin ) + Oy } (2.168)
Rotation in Kugelkoordinaten
— 1 o . 0Fy
{rot F}r ~ rsind [%(smﬁEp) ; %}
- 1 1 OF, 0
F = - — —(rF, 2.1
{rot }19 r Lim&l dp  Or (r (P)} (2.169)
- 110 OF,
{I'Ot F}Lp = ; |:E(7"Fq9) — 50 1
Laplace-Operator eines skalaren Feldes in Kugelkoordinaten
10 0P 1 0 0P 1 0%
AD == — [rP=— ———— [ sind — —_— 2.1
r2 or (r 67‘) = sin ¥ 09 (sm 819) i 72 sin? 9 Op? (2.170)

Beispiel. Zum Abschluss dieses Kapitels berechnen wir das Gravitationspotential ® einer kugel-

symmetrischen Massenverteilung p(r), die folgende Form hat:

;o —2=2r r<R
p(?‘)z{o1 5

,r> R.

Hierbei sind p; und p, Konstante, die die Massendichte im Zentrum (r = 0) und bei (r = R) angeben,

wobei die Dichte von r = 0 bis r = R linear abnimmt (Ap = p; — py > 0).

Wir berechnen zunéchst die Gesamtmasse M dieser Massenverteilung

27 T 00 R A 3
M = /pdV = / dgp/ Sinﬁdﬁ/ r2drp(r) = 47T/ r? (p1 - —'Or) dr = 47TE (p1 - §Ap) .
=0 9¥=0 r=0 0 R 3 4

Um das Gravitationspotential zu berechnen, miissen wir die Poisson-Gleichung integrieren A® =
47Gp. Da es sich um eine kugelsymmetrische Massenverteilung handelt, p = p(r), wird auch das
Potential nur von r und nicht von ¢ und ¢ abhidngen. Damit vereinfacht sich nach Gleichung 2.170

die Berechnung des Laplaceoperators und die Poisson-Gleichung wird zu einer gewhnlichen Differen-
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zialgleichung:

1d [ ,d®

—— [ r"— | = 4xGp(r).

r2dr (T dr) mGp(r)

Wir 16sen diese Gleichung durch zweimaliges Integrieren zunéchst fiir den Innenbereich r < R und
erhalten die Funktion ®@(r), und anschliefend fiir den Auenbereich r > R, wo wir ®(@(r) erhalten.

Die Integrationskonstanten wihlen wir so, dass ®(r) and 7 = R stetig in ®(@(r) iibergeht.

1d ([ ,do0 A
r2dr <T2 dr ) = G (,01 - Epr) / xr? //dr
dd® B Aprt .
r2 - = 47TG<p1§_FpZ>+O{) /+T2 //d?“
, 2 Apr3 C(i) A
() = 4 m_arr)_ 4 (i)
(r) G ('016 R 12 ;T

Das Potential ®(@(r) fiir r > R erhalten wir zu

1d [ ,dow )
ﬁ%(r dr) = 0 /X //dr

dd(@) "

r? o :C’f) S //dr
C(a)

@ (r) = —%+c§“>

(

Wir bestimmen die vier Integrationskonstanten C’F), C’éi), C’la), und C’éa) durch Randbedingungen fiir
r = 0 und r — oo, die Stetigkeit bei » = R, und durch die Anwendung des Gaufy’schen Satzes fiir
r > R. Die Dichteverteilung p(r) ist regulér fiir » = 0, daher erwarten wir dies auch fiir das Potential.
Aus dieser Forderung folgt, dass Cfi) = 0 gelten muss. Fiir r — oo soll das Potential verschwinden,
also lim, o @@ (r) = 0, woraus wir C{” = 0 ableiten kénnen. Um C\® zu bestimmen, wenden wir

den Satz von Gauf} fiir » > R an:

7{ 7-dA = / div g dV = —47GM
OKugel Kugel

4rrig(r) = —4rGM.

Mit ¢ = ~V® und mit Gleichung 2.167 fiir die r-Koordinate des Gradienten in Kugelkoordinaten
folgt damit fiir & (r):

) (r) = — / drg(r) = / GM _ _GM |

r
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Damit gilt fiir die Konstante C’fa) = G M. Die verbleibende Integrationskonstante C’éi) bestimmen wir,

indem wir die Stetigkeit von ®(r) an der Stelle » = R fordern:

I (R) = ®9(R)

R2 Ap R3 (4) GM
4 —_— - = ——.
G (p 6 "R 12) ¢, R
Fiihren wir das Volumen V' = §R37r einer Kugel mit dem Radius R ein, so finden wir fiir C’éi):

@_ L V(i Ap
Gz = R[1+M(2 4)]'

Und somit erhalten wir fiir das gesuchte Potential

. 2 .
o) — P00 =VC [ = Mo - RN+ (5 - 4] r<R
P (r) = — ¢ ,7>R

Wir berechnen noch den Gradienten des Potentials, also die Gravitationsbeschleunigung ¢ = —6(1),

Wegen 2.167 und ® = &(r) ist nur die r-Koordinate ungleich Null, fiir die wir folgenden Ausdruck
erhalten:

_GM

VG | — Ap2| r<R
gr(r) = { [le Pir "=
T—Q 77’>R
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Kapitel 3

Gewohnliche Differentialgleichungen

3.1 Begriffsbildungen

Eine Differentialgleichung (DGL) ist ein Zusammenhang zwischen einer unbekannten Funktion und
ihren Ableitungen. Handelt es sich bei der gesuchten Funktion um eine Funktion, die nur von einer
unabhéngigen Variable abhéngt, dann spricht man von einer gewdéhnlichen DGL. Sei etwa y = y(z) die
gesuchte Funktion und ¢, ¥ usw. ihre Ableitungen dann beschreiben die nachfolgenden Gleichungen
gewoOhnliche DGL

v+t =2 oder Y —\/y + ¢! =sinz oder Yy — (') +yy=e"
Bei einer partiellen DGL ist hingegen die gesuchte Funktion f eine Funktion von mehreren unabhéngi-
gen Variablen. Es werden also die partiellen Ableitungen miteinander in Zusammenhang gesetzt wie

in dem nachfolgendem Beispiel:

f(x,y) N 0*f(z,y)
0x? oy?

In dieser Vorlesung wollen wir uns auf die Lésung von gewdhnlichen DGL beschrianken. Es sei je-

=xy.

doch erwahnt, dass sich sehr viele Zusammenhénge in der Physik durch partielle DGL ausdriicken
lassen. Beispiele wire etwa die Diffusions- und Warmeleitungsgleichung, die Wellengleichung oder die

Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik.

85
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3.1.1 Motivation

Es gibt jedoch auch sehr viele Zusammenhénge in der Physik, die auf eine gewdhnliche DGL fiithren.

Paradebeispiel dafiir ist etwa die Newton’schen Bewegungsgleichung
my" (t) = F(t). (3.1)

Hier gilt ja bekanntermaflen, dass Masse mal Beschleunigung (y”(t)) gleich der wirkenden Kraft (F)
ist. Je nach Wahl der wirkenden Kraft fithrt diese Gleichung auf eine gleichférmige Bewegung (F = 0),
oder eine gleichméfig beschleunigte Bewegung (F = —myg), oder eine Schwingung (F' = —ky). Wie
man die Losungen dieser Gleichungen systematisch berechnen kann, werden wir in dem Kapitel 3.3
sehen.

Zuvor wenden wir uns aber einfacheren DGL zu, bei denen nur die 1. Ableitung der Funktion vor-

kommt, die man entsprechend DGL erster Ordnung bezeichnet. Auf eine solche DGL st6t man zum

Beispiel bei der Beschreibung des radioaktiven Zerfalls, bei dem ja die zeitliche Anderung der Teilchen-

anzahl dN/dt der gerade vorhandenen Teilchenanzahl proportional ist, was man wie folgt ausdriickt
dN(t)

= AN, (3.2)

3.1.2 Geometrische Interpretation

Eine besonders einfache DGL 1. Ordnung konnte etwa wie folgt aussehen

y'(z) = 1. (3.3)

Jedem Punkt in der (x,y)-Ebene ist mit dieser Gleichung somit eine Richtung zugeordnet, in unserem
einfachen Beispiel ist das immer eine konstante Richtung mit der Steigung +1 also. Dieses Richtungs-
feld ist im linken Teil der Abbildung CDF 10 durch die blauen Pfeile dargestellt. Eine Losung y(x)
der DGL 3.3 muss also diesen vorgegeben Richtungen folgen. In diesem Fall lésst sich die DGL sehr
einfach 16sen, indem wir beide Seiten der Gleichung 3.3 integrieren. Die linke Seite ergibt dann y(z)
und die rechte Seite z, also

y(x) =z +C, (3.4)

wobei wir noch die beliebige reelle Integrationskonstante C' beriicksichtigt haben. Wir bemerken also,
dass die Losung von 3.3 nicht nur auf eine einzige Kurve fiihrt, sondern zu einer ganzen Kurvenschar
mit dem Parameter C'. Um eine spezielle Losung ermitteln zu kénnen benotigt man noch eine zusétz-
liche Angabe, etwa einen Punkt in der Ebene, durch den die Losung verlaufen soll: (g, y(xg)). Diese

Bedingung nennt man auch Anfangsbedingung.
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y'(z) = —y(x). (3.5)

Im rechten Teil der Abbildung zur CDF 10 ist noch das Richtungsfeld einer weiteren einfachen DGL

dargestellt

Diese DGL weist die gleiche Struktur auf, die uns schon beim radioaktiven Zerfall (siehe oben) begegnet

ist. Wie wir in Kapitel 3.2 lernen werden, hat diese DGL die Losung y(z) = C'e™*, und wie man aus der
obigen Abbildung folgt eine spezielle Losung (rote Kurve) wieder dem durch die DGL vorgegebenem

Richtungsfeld.

3.1.3 Klassifikation von DGL

Bevor wir uns nun konkreten Losungsverfahren von DGL zuwenden, wollen wir eine Reihe von Be-

griffen einfiithren, die uns dabei helfen sollen DGL einzuteilen.

Gewohnlich. Eine DGL, bei der die gesuchte Funktion nur von einer unabhéngigen Variable abhéngt,

nennt man gewohnlich. Wir beschréanken uns in dieser Vorlesung auf solche gewohnliche DGL.


https://moodle.uni-graz.at/course/view.php?id=101529
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Partiell. Eine DGL, bei der die gesuchte Funktion von mehreren unabhéngigen Variablen abhéngt,

bezeichnet man als partielle DGL.

Die Ordnung der DGL ist durch die hochste vorkommende Ableitung definiert.

y+yi=u (DGL 1. Ordnung)
y' — /Y +e¥ =sing (DGL 2. Ordnung)
V'y— ) +yy=e" (DGL 3. Ordnung)

Linear. Eine lineare DGL ist linear in der unbekannten Funktion y(x) und in all ihren Ableitungen

y'(z),y"(x),- - -. Beispiele fiir lineare DGL wéren etwa

y = a°+sinz

zy' +y'sine +e'y = 2°
72 y/// + y,COSl’ + e—zQy _
Allgemein lésst sich jede lineare DGL der Ordnung n in folgender Weise schreiben
L™ (2)y(z) = bz), (3.6)

wobei die Wirkung des lineare Differentialoperators L™ (z) auf die Funktion y(x) wie folgt definiert

1st

J/

[Z Mx)%] y(w) = fo(@ly(@) + Fil@)y @)+ Llaly (@) + -+ fulalyP@). @)

Nichtlinear. DGL, die nicht in der Form 3.6 geschrieben werden kénnen, nennt man nichtlinear.

Einige Beispiele fiir nichtlineare DGL sind etwa:

yy = 0
y +siny = z
y//+y/+y2 —

Explizit / Implizit. DGL, bei denen man die hochste Ableitung ™ als Funktion von ¢V, ... |y

und z ausdriicken kann, nennt man explizit. Ist das nicht moglich bezeichnet man die DGL als implizit,
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wie in einem der beiden unten angefiihrten Beispiele.

v+t =z (explizit)
sin(y)+y +y==x (implizit)

Insbesondere ist jede lineare DGL auch explizit.

Homogen / Inhomogen. Die Unterscheidung zwischen einer homogenen bzw. einer inhomogenen
DGL ist wie folgt definiert

f(y(”),y("_l),-'wy'w) - 0 (homogen)
Fly™ ¢y oy ) = b(a) (inhomogen)

3.2 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Wir wollen uns in dieser Vorlesung auf lineare Differentialgleichungen beschrinken. Im Gegensatz
zu nichtlinearen DGL haben lineare DGL den Vorteil, dass (i) immer eine Losung existiert, dass
(ii) die gefundene Losung auch eindeutig ist (bei zusétzlicher Angabe einer Anfangsbedingung), und
dass es (iii) ein Standardverfahren zur Losung gibt. Einen kleinen Einblick in nichtlineare DGL und

verschiedene Losungsansétze fiir diese DGL bietet das Buch von Lang und Pucker.

Wir betrachten hier also lineare DGL erster Ordnung, die sich allgemein in folgender Form anschreiben

lassen
y'(z) = a(z)y(z) + b(x). (3.8)

Bevor wir uns der allgemeinen Losung der Gleichung 3.8 zuwenden, betrachten wir 2 Spezialfélle.

3.2.1 Einfaches Integral
Ist die Funktion a(z) = 0, so vereinfacht sich die Gleichung 3.8 zu
y'(z) = b(x). (3.9)

und die Losung kann durch einfaches Integrieren gewonnen werden, d.h. beide Seiten der Gleichung 3.9

werden integriert

/?/(:U)d:c: /b(x)dx—l—C = y(x) = /b(a:)dw +C.
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Hierbei haben wir beriicksichtigt, dass bei dem unbestimmten Integral noch eine beliebige Integrations-
konstante C' anfillt. Diese Konstante wird mithilfe der Anfangsbedingung y(x¢) = yo durch Einsetzen

bestimmt und fiihrt somit auf die spezielle Losung;:

Yo = B(zo) +C = C = yo — B(xo) = y(x) = yo + B(z) — B(xo).

Bsp. Wir losen die DGL 3/(z) = sin(z) mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 nach dem obigen

Schema:
B(x) = /Sinxdas =—cosz, B0)=-1 = wy(r)=1—cosz—(—1)=2—cosz.

Durch Ableiten tiberpriifen wir leicht, dass tatsdchlich y/(x) = sinz und y(0) = 1 gilt.

Alternativ konnen wir die DGL 3.9 auch integrieren, indem wir ein bestimmtes Integral bilden, und

die Anfangsbedingung sofort beriicksichtigen:

y(z) k4
[ o= [ sna = gl - =B - B
Yo o
Wir finden natiirlich wieder das gleiche Resultat. Da wir als obere Grenze des Integrals = bzw. y(z)
gesetzt haben, haben wir die Integrationsvariable in ¢ umbenannt. Das obige Beispiel lautet dann in

dieser Vorgehensweise:

y(z) @
/ Y (t)dt = / sin(t)dt = y(z) — yo = —cost|y = —(cosx — 1),

T
Yo 0 -1

fithrt also natiirlich wieder auf das schon bekannte Ergebnis y(z) =1 —cosx — (—1) =2 — cosz. Wir

rechnen noch ein typisches Beispiel aus der Mechanik:

Bsp. Die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit, also die Beschleunigung, sei konstant, und zum

Zeitpunkt ¢ = 0 sei die Geschwindigkeit vy, also:

dv
= =0 und v(0) = vp.

Diese Gleichung ist von dem oben besprochenen Typ, und wir finden durch einfache Integration

v(t) t
/ V(T)dT = / gdr = v(t) — vy = g(t — 0) = v(t) =vy + gt.

V0 0
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Wollen wir auch den zuriickgelegten Weg s(t) berechnen, miissen wir noch einmal integrieren, da ja
gilt

ds
i v(t), und s(0) = s,

und wir finden

S(t) t 1 1
/ s'(t)dr = / (vo+gr)dr = s(t) — so = vot + §gt2 = s(t) = sp + vot + §gt2.

S0 0

3.2.2 Homogener Fall

Wir betrachten nun einen weiteren Spezialfall der DGL 3.8 und nehmen an, dass die Funktion b(z)

verschwindet, wir untersuchen also eine lineare, homogene DGL erster Ordnung;:

y'(x) = a(x)y(x). (3.10)

Auch diese DGL kann nach einer einfachen Umformung leicht integriert werden. Dazu schreiben wir
y' als % und formen so um, dass alle Terme mit y links, und alle Terme mit = rechts stehen. Das fiihrt
auf die folgende Gleichung, die wir wieder durch beidseitiges Integrieren 16sen:

dy

— =qa(x)dr = /d_y = /a(:c)dx +C = Ilny=Ax)+C.
Y Y
=A(z)

Um die Funktion y(x) zu erhalten, miissen wir nun noch ”e hoch” beide Seiten der Gleichung bilden

und finden

ey = A@TC ) = eA(z)\ei/ = y(z) = Ce®,
—C

Hierbei haben wir am Ende noch die beliebige Integrationskonstante von C' auf C' umbenannt, die aus

der Anfangsbedingung y(zo) = yo bestimmt werden kann.

Alternativ, und analog zur Vorgehensweise, die schon oben erldutert wurde, hatten wir die DGL auch

mit bestimmten Integralgrenzen 16sen kénnen:

dy v@) gy x
— =qa(z)dzr = — = [ a(t)dt = Iny(x)—Iny = A(r) — A(zo),
) Yo Y o
und durch Umformen Iny(z) —Iny, = In % und ”e hoch”-Nehmen finden wir
S A @)-A(zo) y(z) _ '@ _ et
e " =e = Yo eA@o) = ylz) = Yo Ay
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y(z) = yo exp (/ dta(t)) (3.11)

Bsp. Wir wenden die oben besprochene Vorgehensweise auf die folgende lineare, homogene DGL 1.
Ordnung an:
y(z) = (2* + 1)y(z), und y(0)=2.

Verwenden wir die hergeleitete ”Formel”, so ergibt sich

x3 /34 3
= 2¢3 1%

e0

23 e
Alx) = [ a(z)dx = 3 +zr = ylx)=2
Machen wir die Probe, indem wir die gefundene Funktion y(x) ableiten, so finden wir, dass die DGL
tatsichlich erfiillt ist, und auch der Anfangsbedingung ist durch unser y(x) Geniige getan.
3.2.3 Allgemeine Losung
Wir wenden uns nun der anfangs erwédhnten allgemeinen Form 3.8 einer linearen DGL 1. Ordnung zu
y'(x) = a(x)y(z) + b(x), (3.12)

wobei a(x) und b(x) stetige Funktionen sein sollen. Man kann auch fiir diese inhomogene Gleichung
eine allgemeine und eindeutige Losung ableiten (siehe auch Buch Lang-Pucker). Dazu wéhlt man
einen Losungsansatz, der sich von der homogenen Losung 3.11 nur dadurch unterscheidet, dass der

Vorfaktor eine Funktion ¢(z) und keine Konstante ist:

y(x) = c(x) exp </I dt a(t)> . mit  c(zg) = yo. (3.13)
o
Wir bilden die Ableitung von 3.13
y = et + cAle? = det + cae?,
und setzen in 3.12 ein und finden ein einfaches Integral fiir die noch unbekannte Funktion ¢(x):

det + cae® = a(ce®) +b = d(x) = b(z)e @,

Damit ergibt sich fiir ¢(z) unter Beriicksichtigung von ¢(zq) = yo

c(z) = yo + /:E dsb(s) e ), (3.14)

z0
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Die Kombination mit dem Ansatz 3.13 fithrt dann zur allgemeinen Form der Losung

y(x) = c(x) exp (/x: dta(t)) = (yo + /x: ds b(s) e—A(S)> cA®)

= yOeA(x)—i—/ ds b(s) eA@=AE) (3.15)

Bsp. Wir suchen die Losung der linearen DGL in der Form ' = ay + b,

y = Y 4 a2e® und y(1) =1.
x

Zunichst bestimmen wir das Integral von a(z),
x x 1
A(x) :/ dt a(t) :/ dt = =Inz.
xQ 1 13
Damit erhalten wir nach Gleichung 3.15

y(z) = yoeA(x)—i-/ ds b(s) A =AE)

0
— 1elnw+/ d8<82€s>€lnm—lns
1
= a:—l—x/ dsse’ =z +x|[(s—1)e’)]]
1
= z+ (2% —x)e". (3.16)

Wir bilden noch die Probe und verifizieren:

y(1) =1 und ¢ = 1+(z*+2—1)e", J_ I+(z—1)e* = 1+(2*+z—1)e" = 1+(z—1)e"+a’e".
T

3.3 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung begegnen uns in sehr vielen Gebieten der Phy-
sik. Besonders haufig sind dabei DGL 2. Ordnung und hier wiederum DGL mit konstanten Koeffizi-
enten, auf die wir uns in dieser Vorlesung beschranken wollen. Die wohl bekannteste Gleichung dieser

Art ist die Schwingungsgleichung, die uns in der Mechanik als auch bei elektrischen Schwingkreisen
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begegnet:
F(t) 4+ 2y (t) +wox(t) = b(t) (3.17)
I _dl 1 dv
— +R— 4= = —. 1
Lo T/ v e di (3.18)

Die erste der beiden Gleichungen beschreibt die Schwingung z(t) eines Federpendels mit der un-
gedimpften Kreisfrequenz w2 = % (Federkonstante & und Masse m) und der Dampfungskonstante -,
das durch die d&uBere Beschleunigung b(t) angetrieben wird. Die zweite Gleichung beschreibt den zeit-
lich verdnderlichen Stromfluss I(¢) in einem elektrischen Schwingkreis bestehend aus einer einer Spule
mit der Induktivitit L, einem Kondensator mit der Kapazitidt C' und einem Ohm’schen Widerstand

R. Die rechte Seite der Gleichung beriicksichtigt eine etwaige Spannungsquelle V (¢).

Wir besprechen zunéchst die Losung der homogenen Gleichung (b(¢) = 0 bzw. 47 = 0) in Kapitel 3.3.1
und anschlieBend den inhomogenen Fall (b(t) # 0 bzw. 4 # 0) in Kapitel 3.3.3.

3.3.1 Homogene DGL mit konstanten Koeffizienten

Wir beschéftigen uns somit zunéchst mit einer DGL der folgenden Form

d? d
" "4y = — 4 )b = 1
y' +ay +by=0 & (dm2+adx+>y 0, (3.19)
=L2)

wobei a und b reelle Konstanten sind, und der entsprechende Differentialoperator mit L abgekiirzt
wurde. Man kann zeigen, dass diese Gleichung zwei linear unabhingige Losungen y(x) und yo(z)
besitzt, die das sogenannte Fundamentalsystem bilden. Aufgrund der Linearitéat des Differentialopera-
tors ist mit y;(z) und yo(x) auch jede Linearkombination dieser beiden Funktionen, c¢;y;(x) 4 coyz(x),
eine Losung der DGL 3.19

L® (11 () + caya(x) = 1 L(2)y1(x) +Coy L(Q)y2(x) =0.
——— ———

=0 =0

Die beiden Konstanten ¢; und ¢y werden durch zwei Anfangsbedingungen (bzw. Randbedingungen)
festgelegt. Da es sich bei 3.19 um eine DGL 2. Ordnung handelt, sind zwei Bedingungen notwendig
um die Losung eindeutig festzulegen, etwa der Wert der Funktion und deren 1. Ableitung an einem

Punkt z¢, also y(zo) = yo und ¥/ (xo) = yj-

Wie berechnet man nun das Fundamentalsystem der DGL 3.197 Wir zeigen den Losungsweg zunéchst

anhand eines Beispiels:
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Bsp. Wir suchen die Losung der folgenden DGL, die durch die zwei angegebenen Anfangsbedingun-
gen festgelegt ist.

y' =2y =3y =0, y(0) =1, y'(0) = 2.

Wir kénnen das Fundamentalsystem durch Ansatz y = €% bestimmen. Mit 3y = ge?® und y” = ¢%e%®

erhalten nach Einsetzen in die DGL

(q2—2q—3)£qj/20.
#0

Da die Exponentialfunktion ungleich Null ist, muss der Ausdruck in runden Klammern verschwinden.
Die Losung dieses quadratischen Polynoms in ¢ ergibt die beiden Losungen ¢; = —1 und ¢ = 3.
Damit lauten die beiden Funktionen des Fundamentalsystems

n(x)=e" yo(r) =",
und die allgemeine Losung ist

y(r) = cre™™ + cpe®.

Die noch zu bestimmenden Konstanten ¢; und ¢, erhalten wir aus den beiden Anfangsbedingungen

und dem daraus resultierenden linearen Gleichungssystem

y(x) =cre”* + e = y(0)=c1+c=1
Y (r) = —cre”" + 3ce® = 9/(0) = —c1 + 3¢y = 2,

1

7 und ¢ = %. Damit erhalten wir die gesuchte Losung zu

das folgende Losung hat: ¢; =

1 3
y(xr) = Ze_x + 16336.

Ein entscheidender Punkt in dem oben dargelegten Losungsverfahren ist, dass die beiden Funktio-
nen yi(x) und y(z) des Fundamentalsystems linear unabhdingig sind. Wie konnen das iiberpriifen?
Ahnlich wie mit Vektoren, die wir zeilenweise in eine Determinante schreiben, um sie so auf lineare
Abhéngigkeit (=Verschwinden der Determinanten) zu testen, berechnen wir auch fiir Funktionen eine

Determinante, die sogenannte Wronski- Determinante.
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Wronski-Determinante. Fiir einen Satz von n Funktionen { f;(z), fo(x),- -+, fu(x)} ist die Wronski-

Determinante W eine n-Determinante, die folgendermafen definiert ist:

hx) folx) - ful2)

fitz)  falz) - filo)
W) =| filz) [ - fiz)|. (3.20)
1(71:—1) 2(7;—1) fT(LA_l)

Die i-te Zeile von W wird somit aus den (i —1)-ten Ableitungen {fl(i_l)(a:), z(i_l)(x), e ,f,(f_l)(x)} ge-

bildet. Es gilt nun der wichtige Satz: Sind die Funktionen {fi(z), fo(z),- - - fu(x)} linear abhingig,

so verschwindet die Wronski-Determinante. Dazu einige Beispiele:

Bsp 1. Wir berechnen die Wronski-Determinante fiir die Funktionen {1, z, x*}:

1 z 22
W=[01 20|=2#0.
00 2

Bsp 2. Wir berechnen die Wronski-Determinante fiir die Funktionen {1, x, (z — 1)?, (z + 1)*}:

1 2z (x—1)% (z+1)?
|01 2e-1) 2+ |

0 0 2 2

0 0 0 0

Bsp 3. Wir berechnen die Wronski-Determinante fiir die Funktionen {e™, 3}

e T 6336 ) ) )
—e * 3e’*

Wir schlieflen daraus, dass die Funktionen im Bsp 1 linear unabhéngig sind, wiahrend die Funktionen
aus Bsp 2 linear abhéngig sind. Wie das Bsp 3 zeigt sind die Funktionen des Fundamentalsystems aus

unserem obigen Beispiel zur homogen DGL erster Ordnung tatséichlich linear unabhéingig.

Wir verallgemeinern nun die Losung der DGL 3.19, indem wir den gleichen Ansatz y(x) = €% in die
DGL einsetzen:

v'+ay +by=0 = (q2+aq+b)eqm:0 = ¢+ag+b=0.
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Das quadratische Polynom in ¢ hat dabei im allgemeinen die beiden Loésungen

a a? a a?
= —— 4+ 4/=——b d =———4/——b 21
q1 2+ 1 un q2 9 1 (3.21)

Dabei miissen wir die folgenden drei Fille unterscheiden:

(i) % — b > 0. Die beiden Losungen ¢; # g2 sind reelle Zahlen, und die Funktionen y;(z) = e?* und

y2(x) = e®” sind linear unabhéngig und bilden das Fundamentalsystem zur Losung der DGL.

(ii) % — b < 0. Bei den Losungen ¢; # @2 handelt es sich um ein komplex konjugiertes Paar, das wir

folgendermaflen anschreiben wollen

o = —5+ifb=T =y +ik (3.22)
a . a? .
G2 = —5—2 b—Z—y—zk. (3.23)

Somit lautet ein linear unabhéngiges Fundamentalsystem

yi(z) = et =% = % [cos(kx) + isin(kx)] (3.24)
yo(z) = B = e ™ = [cos(kx) — isin(kx)] (3.25)

Wenn wir an reellen Losungen interessiert sind, konnen wir auch eine andere Linearkombination der

Funktionen y;(z) und y2(x) als Fundamentalsystem wihlen, namlich

1

o(r) = Q[yl(l‘) +y2(2)] = €7* cos(kx) (3.26)
(z) = %[yl (2) — 1o(2)] = €7 sin(kz), (3.27)

das vor allem bei der Beschreibung von (geddmpften) Schwingungen von Vorteil ist. Wir kénnen leicht

zeigen, dass die Wronski-Determinante fiir {7;(z), 72(z)} tatsdchlich nicht verschwindet:

W= e cos(kx) e’ sin(kx)
| e*[ycos(kx) — ksin(kx)] e [ysin(kz) + k cos(kx)]
_ ow cos(kx) sin(kx)
B vcos(kz) — ksin(kx) ~vsin(kz) + k cos(kx)
= Mk #£0. (3.28)

(iii) % — b = 0. In diesem Fall gilt ¢ = ¢; = ¢ und wir erhalten nur eine Funktion y(z) = €%, die

alleine noch kein Fundamentalsystem bildet, weshalb wir noch eine zweite, linear unabhéngige Lésung
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bendétigen. Dazu schreiben wir die DGL 3.19 in der Form

d? d d d
2 opa (= —g) (= —q)y=0. 2
(daﬂ +adx +b) Y (d:c q) (daj q) y=0 (3:29)
(z)
=y1(x

Neben y;(x) = €% muss daher auch die Losung der folgenden DGL

d B , "
<%—q>y—y1 = Y= q y+e° (3.30)

=a =b

unsere urspriingliche DGL erfiillen. Gleichung 3.30 ist eine lineare, inhomogene DGL erster Ordnung

vom allgemeinen Typ 3.12 mit der Losung 3.15. Mit a(z) = ¢ und b(z) = e?* erhalten wir:

yo(x) = yoet® + / ds e®® 1 = yoel” + ¥ (x — xp). (3.31)
Zo

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir y(0) = 0 wéihlen und erhalten damit yo(z) = xe?®.

Wir iiberpriifen leicht, dass y2(z) die DGL 3.29 tatséchlich 16st, und auch dass {y;(z),y2(x)} linear

unabhéngig sind und somit das gesuchte Fundamentalsystem bilden:

e?”® rel®

W =
e (14 xq)e’”

= (1 + qu)e*™ — que*® = 1" £ ().

3.3.2 Homogene Schwingungsgleichung

Als eine in der Physik sehr wichtige Anwendung betrachten wir eine freie (=keine dufiere Kraft) und
harmonische (=riicktreibende Kraft ist proportional zur Auslenkung) Schwingung eines Federpendels.

Aus der Newton’schen Bewegungsgleichung leitet sich dann die folgende Schwingungsgleichung ab:
i(t) + 2ya(t) + wix(t) = 0. (3.32)

Hier ist x(t) die Auslenkung des Pendel aus der Ruhelage, wy > 0 die Kreisfrequenz der ungedampften
Schwingung, die sich aus der Federkonstante & und der Masse des Pendels berechnet, w3 = %, und

~v > 0 ist eine Dampfungskonstante.

Ungedampfte Schwingung. Wir betrachten zunéchst eine ungeddmpfte Schwingung, also den
Spezialfall, dass v = 0 ist:
#(t) + wiz(t) = 0. (3.33)



3.3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG 99
Der Ansatz e fiihrt auf
q2 + wg =0 = q = +in, o = —iwo

und auf die allgemeine Losung

z(t) = cre™0! 4 om0,

Wihlen wir als Anfangsbedingung z(0) = zo und 4(0) = 0, so erhalten wir folgende Losung

JZ(O) =1iwpcy —iwpce =0 = ¢ =co
Lo
z(0)=c+c=1 = ==,

und die Losung vereinfacht sich zu

x(t) = %(e”wot + et = 24 cos(wpt). (3.34)

Gedampfte Schwingung. Eine geddmpfte Schwingung wird durch folgende DGL beschrieben
i(t) + 292 (t) + wir(t) =0, (3.35)

und als Anfangsbedingungen wéhlen wir wie schon oben z(0) = 25 und #(0) = 0. Der iibliche Ansatz

z(t) = e? fiithrt zunichst auf die quadratische Gleichung

CH2yq+wi=0 = qo=-7+/7>—ui (3.36)

Analog zur Vorgehensweise nach Gleichung 3.21 miissen wir auch hier wieder die folgenden drei Fille

unterscheiden:

(i) Kriechfall: v > wy. Hierbei handelt es sich um keine eigentliche Schwingung, da die beiden
Losungen ¢; und gy reelle Zahlen sind. Die allgemeine Losung lautet x(t) = c1e?! 4+ cpe®! und die

Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen fiihrt zu

T T L (S Rt (3.37)
@ — Qe —wi) 2 @ — G2 2—wi) 2

(ii) Schwingfall: wy > ~. Fiir diesen Fall wird der Wurzelausdruck in 3.36 imaginér und wir schreiben

Qla=—-7ti\wi—7 =—y+iv mit w=/wi-—7% (3.38)

Die allgemeine Losung lautet

z(t) = (1™ + coe™™") e, (3.39)
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und die Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen fiithrt zu

S0 ) T ()
cl—2<1 Zw)’ o 2<1+zw). (3.40)

Nach Einsetzen von ¢; und ¢, und Umwandeln von €™ in die Winkelfunktionen cos(wt) und sin(wt)

erhalten wir schlieBlich fiir z(¢):

2(t) = 7 [cos(wt) + %sin(wt)} e (3.41)

(iii) Aperiodischer Grenzfall: wy = 7. Fiir diesen Grenzfall ist ¢y = ¢o = —v und nach Glei-

chung 3.31 schreiben wir die allgemeine Lésung als
z(t) = cre™ " + cote . (3.42)
Die Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen fiihrt zu
L =Ty, Co= gy, (3.43)
und damit nimmt die spezielle Lésung folgende Gestalt an:

z(t) = xo (1 +t)e ™. (3.44)

CDF 11. Freie gedampfte Schwingung cdf11l_Schwingungsgleichung.cdf
Gedampfte Schwingung fiir zo = 1 und (i) den Kriechfall v > wy (links), den Schwingfall v < wy (Mitte)

bzw. den aperiodischen Grenzfall v = wy (rechts).

i ) v <(} ¥

: s 0.2 EhlHERE= 2 EhHREE

wD ¥ wl wil

2 Ehltale)l= 2 =+ (2l = z Ehldak =

=
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3.3.3 Inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten

Wir wollen nun auf der rechten Seite der DGL 3.19 auch eine Funktion g(z) zulassen

W e i) o) e (e ) g, 649

das heifit, wir behandeln nun eine inhomogene lineare DGL zweiter Ordnung, wobei a und b weiterhin

reelle Konstanten seien. Man kann zeigen, dass die Losung dieser Gleichung folgende Form annimmt

y(x) = yo(x) + c1n (x) + oy (), (3.46)

wobei {y1(x), y2(z)} das Fundamentalsystem der entsprechenden homogenen DGL 3.19 darstellen und
yo(z) eine sogenannte partikuldre Losung der DGL 3.45 ist. Weil L)y, = g und L®y; », = 0 gilt, folgt

namlich daraus

L® [Yo(z) + cryr (x) + coya(z)] = L(z)yo(:v) tc1 L®y, () +eo L(Q)yg(x) = g(x)
—— —— ——

—g(x) =0 =0

In der Praxis geht man bei der Losung der inhomogenen DGL 3.45 wie folgt vor:

(1) Bestimmung des Fundamentalsystems {y;(x), yo(z)} der homogenen DGL.
(2) Bestimmung einer speziellen (beliebigen) Losung der inhomogenen DGL.

(3) Bestimmung der Integrationskonstanten ¢; und ¢, der allgemeinen Losung 3.46.

Bsp. Wir demonstrieren diesen Losungsweg anhand der folgenden DGL
y" —2y' — 3y = 5cos(2x), y(0) =1, y'(0) = 2.

Das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” — 2y’ — 3y = 0 haben wir bereits in dem
Kapitel 3.3.1 ermittelt:

yi(z)=e ", yo(z) = e,

womit Punkt (1) abgehakt ist. Die kritische Stelle ist nun der Punkt (2). In diesem Beispiel versuchen
wir es mit einem Ansatz fiir die partikulére Losung in der Form yy(z) = asin(2z) + 5 cos(2x). Setzen

wir diesen Ansatz und

yo(x) = 2accos(2x) — 2Bsin(2x), yo(x) = —4dasin(2z) — 4/ cos(2x)
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in die DGL ein so finden wir
—4asin(2x) — 46 cos(2x) — daccos(2z) + 48 sin(2x) — 3asin(2x) — 35 cos(2x) = 5 cos(2x).

Da die Funktionen sin(2z) und cos(2z) linear unabhéngig sind kénnen wir die Koeflizienten vergleichen

und erhalten ein lineares Gleichungssystem fiir o und

—Ta+46 = 0
—4a—-T6 =5
mit der Losung a = —% und g = —1—73. Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen DGL
() = — 2 sin(2r) — = cos(2) + ere”" + e
x) = ——sin(2z) — — cos(2z) + cie coe”".
Y 13 13 ! 2

Schliefllich wenden wir im Punkt (3) die Anfangsbedingungen y(0) = 1, ¢/(0) = 2 und erhalten das
lineare Gleichungssystem

N 20
aTe = 93
34
—Cl+362 = E,
das die Losung c¢; = % und ¢ = g—g besitzt. Damit kénnen wir schliellich die Losung der DGL
anschreiben A . . o7
y(zr) = ~13 sin(2z) — ' cos(2z) + 56_” + 2—663”.

Bsp. Wir betrachten ein weiteres Beispiel
y'+y —6y=—62  y(0)=0,y(0) =1

Fiir das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” + ¢ — 6y erhalten wir,

yi(x) =€, ya(x) =777,

womit Punkt (1) abgehakt ist. In diesem Beispiel versuchen wir es mit einem Ansatz fiir die partikulére

Losung in der Form yo(z) = a + bz + cx?. Setzen wir diesen Ansatz und

yo(x) = b+ 2cx, yi(x) =2c
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in die DGL ein so finden wir

2¢+ b+ 2cx — 6a — 6bx — 6ex® = —62°.

0

Da z beliebig ist, konnen wir die Koeffizienten von z°, 2! und 2? vergleichen und finden die drei

Gleichungen
—6a+b+2c=0, —6b+2c=0, —6c=—6

Daraus lesen wir ab

Damit erhalten wir die die partikulére Losung

7 1
y()(I) = E + g‘r + fL’2,

und die allgemeine Losung nimmt folgende Gestalt an:

7 1
_ 2 -3z - 2
y(r) = 1" + cee™>" 4 18 + 3% + x”.

Beriicksichtigen wir schliellich noch die beiden Anfangsbedingungen y(0) = 0, v'(0) = 1,

7 1
O=c+c+—, 1=2¢—3c+ =,

18 3
finden wir
1 13
“OT T T Tay

3.3.4 Inhomogene Schwingungsgleichung

Wir betrachten schliefflich die fiir die Physik sehr wichtige Erweiterung der homogenen Schwingungs-
gleichung 3.32 auf den inhomogenen Fall. Konkret wollen wir den Oszillator periodisch mit einer
Frequenz ) anregen. Wir betrachten also einen periodisch getriebenen, harmonischen Oszillator, der
durch folgende DGL beschrieben wird:

F(t) + 272 (t) + wix(t) = ag cos(Qt). (3.47)

Wie in Kapitel 3.3.3 ausgefiihrt, setzt sich die Losung von 3.47 zusammen aus einer partikulédren

Losung z,(t) und der Losung der homogenen DGL z4(t), also

z(t) = z,(t) + zp(2). (3.48)
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Als Ansatz fiir die partikuldre Losung wihlen wir eine periodische Funktion mit der gleichen Frequenz

2 wie im inhomogenen Teil der DGL,
z,(t) = Asin(Qt) + B cos(Q), (3.49)

mit noch zu bestimmenden, reellen Koeffizienten A und B. Einsetzen von 3.49 sowie dessen erster

und zweiter Ableitung

t,(t) = AQcos(Qt) — BQsin(Qt) (3.50)
i,(t) = —AQ?sin(Qt) — BO? cos(Ot) (3.51)

in die DGL 3.47 fithrt dann iiber einen Koeffizientenvergleich auf das folgende lineare Gleichungssystem
fiir die Koeffizienten A und B:

(P —w)A—-29QB = ag (3.52)
29QA - (*—w))B = 0 (3.53)
Die Losung dieses Gleichungssystems fiihrt auf die folgenden Ausdriicke fiir A und B:

0?2 — Wl
(2 — w22 + (2902

242

A=— .
(@ —aBP + @

B=-—

(3.54)

Fiir ein v > 0 klingt die homogene Losung aufgrund der Exponentialfunktion e~ nach einer Zeit
> % ab. Das bedeutet, dass nach einer sogenannten Einschwingzeit, die Losung von der partikuldren

Losung dominiert wird

z(t) ~ Asin(Qt) + B cos(Qt) (t > %) , (3.55)

die eine Schwingung mit der Frequenz 2 und den konstanten Amplituden A und B beschreibt.

Alternativ hitten wir die Losung der partikuldren Losung auch noch ein wenig einfacher erhalten

konnen, wenn wir anstelle des reellen Ansatzes 3.49, einen komplexen Ansatz gewahlt hétten,
2, (t) = Ae’, (3.56)

wobei A nun eine komplexe Amplitude darstellt, A = |A|e?, mit der Losung

W — Q24 20y

Al = do (3.57)

A
V(W — Q2)2 + 44202

Der Betrag der Amplitude |A| sowie deren Phase ist in CDF 12 dargestellt und zeigt die Abhéngigkeit

der maximalen Amplitude fiir den Resonanzfall bei verschieden grofien Werten fiir die Dampfung ~.
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Ebenfalls dargestellt ist das komplexe Argument von A also der Phasenwinkel.

CDF 12. Erzwungene gedampfte Schwingung cdf12_Erzwungene_Schwingung.cdf

Erzwungene, geddmpfte Schwingung fiir drei exemplarische Parameterwerte fiir die Frequenz €2 und die
Dampfungskonstante . Links: €2 =5, v = 0.03, Mitte: = 10, v = 0.2, rechts: 2 = 14, v = 0.5.

w0 w0
5 =D [H (= 10 D[+ &a== 14 = [+][al¥][—
y —0— Y
0.03 = [+[&]z][— =z DR 05 DHEEE
L0 o 10
08 08 08
06 06 _0s
= = =
04 04 04
0.2 0.2 JL 02
0.0 y 00
5 5

20 0 5 10 15 20



https://moodle.uni-graz.at/course/view.php?id=101529

106 KAPITEL 3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN



Kapitel 4
Fourierreihen

Als Fourierreihe (nach Joseph Fourier) bezeichnet man die Reihenentwicklung einer periodischen,

abschnittsweise stetigen Funktion f(x) in eine Funktionenreihe aus Sinus- und Kosinusfunktionen.

FR(f)= %ao + Z [a,, cos(nx) + by, sin(nz)] (4.1)

Die Fourier-Analyse einer Funktion f(x), das heiit, die Bestimmung der Fourierkoeffizienten a,, und
b, ist in vielen Wissenschafts- und Technikzweigen von auflerordentlicher praktischer Bedeutung.
Die Anwendungen reichen von der Physik (Akustik, Optik, Gezeiten, Astrophysik) iiber viele Teil-
gebiete der Mathematik (Zahlentheorie, Statistik, Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitstheorie), die
Signalver-arbeitung und Kryptographie bis zu Ozeanographie und Wirtschaftswissenschaften. Je nach
Anwend-ungszweig erfihrt die Zerlegung vielerlei Interpretationen. In der Akustik ist sie beispielsweise

die Frequenz-Transformation des Schalls in Oberschwingungen. *

4.1 Motivation: Schwingende Saite

Wir wollen die Fourierreihen anhand des Problems einer schwingenden Saite motivieren. Wir be-
trachten die Schwingungen wu(x,t) einer Saite der Lange L, die an den Punkten z = 0 und x = L

eingespannt ist. Das heifit an diesen Punkten ist die Auslenkung der Saite zu allen Zeiten ¢ immer

!Technisch besonders relevant ist der Algorithmus der schnellen Fourier-Transformation (englisch fast Fourier trans-
form, daher meist FFT abgekiirzt) zur effizienten, numerischen Berechnung der diskreten Fourier-Transformation
(DFT). Mit ihr kann ein digitales Signal in seine Frequenzanteile zerlegt und diese dann analysiert werden, und je-
de/r von Thnen beniitzt praktisch tédglich auf FFT-Algorithmen beruhende Verfahren wie WLAN-Funknetztechnik, das
MP3-Musikformat oder die JPEG-Bildkompression.

107
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gleich Null, das heifit wir legen die Randbedingungen folgendermaflen fest:
u(0,t) =0, u(L,t) = 0. (4.2)

Die Schwingungen der Saite werden durch die folgende Wellengleichung, eine partielle lineare Differential-

gleichung 2. Ordnung, beschrieben

Q*u(x,t) §(92u(x,t)

o2 p  Ox2 (43)

Hierbei ist S die Spannung der Saite (Kraft / Fldche) und p die Massendichte (Masse / Volumen),

aus denen sich Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ von Wellen entlang der Saite ergibt:
c=4/—. (4.4)

Diese partielle Differentialgleichung (DGL) kann durch einen sogenannten Separationsansatz (oder

auch Produktansatz) gelost werden:
u(z,t) = f(x)g(t). (4.5)
Einsetzen in die DGL fiihrt dann auf

gll(t) — 2 f”(x) = —w? = cons
T el £, (4.6)

Das entscheidende ist, dass wir nach der Umformung alle Terme, die von ¢ abhidngen auf die eine

f(@)g"(t) = " (x)g(t)

Seite, und die Terme die von = abhingen auf die andere Seite gebracht haben. Diese Gleichung
kann nur dann fiir alle ¢ und x erfiillt sein, wenn die linke und rechte Seite gleich einer Konstante
ist (=Separationskonstante), die wir als w? bezeichnet haben.? Das bedeutet, wir erhalten nun die

folgenden zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen

g"(t) +wig(t) = 0 (4.7)
f"(x)+°;’—2f(x) _— (4.8)

Nach Einfiihren der Wellenzahl k& = ¢ ergibt sich fiir die allgemeine Losung von f(z) (vgl. Kapi-
tel 3.3.2)
f(z) = ¢y cos(kx) + cosin(kx). (4.9)

2Vorausblockend bekommt nédmlich w die Bedeutung einer Kreisfrequenz.
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Die beiden Integrationskonstanten c¢; und ¢y werden nun durch die beiden Randbedingungen 4.2
festgelegt:
f0O)=0 = ¢ =0, f(L)y=0 = cosin(kL) =0. (4.10)

Die letzte Bedingung kénnen wir erfiillen, indem wir entweder co auch gleich Null setzen, was aber
zur ziemlich langweiligen Losung f(z) = 0 fiihren wiirde, oder indem wir fordern, dass der Sinus

verschwindet, was fiir
kL=nw, n=1223,--- (4.11)

erfiillt ist. Das heiflt, die Wellenzahl k ist nicht beliebig, sondern nur diskrete Werte k,, sind erlaubt,

bzw. diskrete Wellenléngen A, = i—:

T 2L
k,=n— <& A\, =—, =1,2,3,--- 4.12
ny - n (4.12)

Die Losung der zeitabhéngigen Funktion ¢(t) ergibt allgemein
g(t) = c1 cos(wpyt) + cosin(wyt), (4.13)

wobei wir hier den Zusammenhang zwischen Wellenzahl & und Kreisfrequenz w benutzt haben?

W, c

™
n — kn - - g n —
w. c ner f
Die noch zu bestimmenden Integrationskonstanten ¢; und ¢y kéonnen wir durch die Anfangsbedin-
gungen ¢(0) = b, und ¢'(t) = 0 festlegen, womit wir mogliche Losungen der Wellengleichung 4.3 in

folgender Form schreiben kénnen

Wy = ne—. (4.15)

up(z,t) = by sin(k,x) cos(wyt), kn = ne 7

L’
Das sind sogenannte stehende Wellen, da fiir jeden festen x-Wert die Amplitude der Schwingung
konstant ist. Aufgrund der Linearitéit der Differentialgleichung 4.3 ist jede Linearkombination von
Losungen wieder eine Losung. Daher ldsst sich die allgemeine Losung der Wellengleichung mit den
Randbedingungen u(0,t) = 0 und u(L,t) = 0 als (unendliche) Summe iiber Teillosungen der Form

4.15 anschreiben:

u(z,t) = Z by, sin(k,x) cos(wnt) (4.16)

Solche stehende Wellen bzw. Uberlagerungen von mehreren stehenden Wellen konnen in der CDF-

Simulation 13 visualisiert werden.

3Die Dispersionsbeziehung lautet w = ck oder dquivalent ¢ = Af.
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CDF 13. Uberlagerung von stehenden Wellen cdf13_Superposition_von_Wellen.cdf

Uberlagerung von stehenden Wellen.

coefficients
¢ ————0-m 0.28

g —0———m0.12
€3 ——0——— 11 0.14
g —O0———mol
€5 G————— 10 0.5
g I———
g ———
Cg ===
g ———
clp ——

w(x, )

-0.5

time O———

CDF 14. Oberschwingungen einer Klaviersaite cdf14_0Oberschwingungen_einer_Saite.cdf
Oberschwingungen einer Klaviersaite.

magnify horizontal scale (}
show eliminated harmonic's shape

hammer strikes piano string

111
1087

[N B
[4, 0 B
N P
[ B
no

amplitudes of harmonics
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4.2 Orthogonale Funktionen

Betrachten wir die Losung der Wellengleichung 4.16 zum Zeitpunkt ¢ = 0 und geben die Anfangsaus-
lenkung f(z) = u(x,t = 0) vor,

u(x,0) = f(z) =Y bysin(k,z), (4.17)

so stellt sich die Frage, wie wir bei bekannter Funktion f(z) die Fourier-Koeffizienten b,, in dieser

Sinusreihe berechnen kénnen? Dazu benutzen wir die Tatsache, dass die Funktionen
{sin(k12), sin(kox), sin(kszx), - - } (4.18)

auf dem Intervall [0, L] ein System von orthogonalen Funktionen bilden, das heifit es gilt

L L L b
/0 dx sin(k,z)sin(k,z) = /0 dx sin (n%m) sin (m%x) = ;/o du sin(nu) sin(mu) =
L
= —Oum- 4.1
Lo (1.19)

Hierbei haben wir die Euler’sche Beziehung benutzt

sin(nu) = Zi (e™ —e ™), sin(mu) = l (e — et

7 2

und damit den Integranden umgeformt

Sin(nu) sin(mu) _ _Z [ez(n+m)u + e—z(n+m)u i ez(n—m)u i e—z(n—m)u}
[cos((n —m)u) — cos((n + m)u)] (4.20)

DN | —

Damit erhalten wir fiir das Integral fiir den Fall n # m

/07r du sin(nu) sin(mu) = %/OW du cos((n — m)u) — %/OW du cos((n + m)u)
1 1 ' 11 sin((n +m)u)|} =
= 5 (n — m) Sln((n ;)m)u)yo _2 (n + m) (( __% ) ) 0 0.

Nur fiir den Fall, dass n = m ist, verschwindet das Integral nicht,

s 1 ™
/ du sin(nu) sin(nu) = —/ du = z, (4.21)
0 2.Jo 2
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womit Gleichung 4.19 gezeigt ist. Genauso wie zwei Vektoren @ und b orthogonal aufeinander stehen,
wenn ihr Skalarprodukt @ - b = 0, so kénnen wir auch fiir Funktionen f(x) und g(z) ein Skalarprodukt
(f,g) definieren

(f.9) = / dz f(2)g(x), (4.22)

und nennen die Funktionen f(z) und g(z) orthogonal auf dem Intervall [0, L], wenn das Skalarprodukt
verschwindet, also (f, g) = 0 gilt. In dem Sinne bilden die Funktionen {sin(k,z)} nach Gleichung 4.19
eine Orthogonalsystem,

(sin(knz), sin(kz)) = ganm (4.23)

Eine grafische Darstellung dieses Skalarprodukts sowie die Bedeutung von Orthogonalitit zweier Funk-

tionen ist in der folgenden CDF-Applikation visualisiert: 15

CDF 15. Skalarprodukt von Funktionen cdf15_Orthogonale_Funktionen.cdf

Skalarprodukt von Funktionen.

function f;(x) sin(n x) cos(n x) | Chebyshev polynomialT,(x)  Legendre polynomialPp( x)

function gy (x) | sin(m x) | cos(m x) | Chebyshev polynomialT 5 (x) ' Legendre polynomialP mp( x)

identity | x 1
weight function

l—x2
mode n of fr(x) =} 1
mode m of gp(X) g 2
interval | [-rr,mm] | [-1.1]
{ . sin(2 x)} sin(x) sin(2 x)
1.0
05¢ 5L
' : : S X
B -2\ -1 1 2 . . : . . . x
_dgt -X -2f -1 1 \2
of ~osy

The weighted inner product is 0, the two functions are orthogonal.
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Damit haben wir die Vorarbeiten geleistet, um die gesuchten Fourierkoeffizienten b,, in der Sinusreihe
4.17 zu berechnen. Dazu multiplizieren wir die Gleichung 4.17 auf beiden Seiten mit der Funktion

sin(k,,z) und integrieren von 0 bis L. *

/0 ) dz f(x) sin(kpz) = /0 ’ dx i by sin(kn ) sin(kp,z)

n=1
= Zb / dz sin(k,z) sin(k,,x)
e
L
= §bm.

Somit haben wir das wichtige Ergebnis erhalten:

2

b, = E/o dx f(x)sin(k,z). (4.24)

Bsp. Wir bestimmen die Fourier-Koeffizienten b, nach Gleichung 4.24 fiir die Funktion

fa) :{ 2y z€0,L/2]

2— 2z  wzell/2,L]

Wir konnen diese Funktion als die Anfangsauslenkung u(xz,¢ = 0) einer Saite interpretieren, die in
Saitenmitte bei = L/2 um die Amplitude 1 ausgelenkt ist (Skizze!). Wir teilen das Integral iiber
das Intervall [0, L] in die zwei Teilintervalle auf [0, L/2] und [L/2, L]. Das erste ergibt

9 [L/2 9 L2 2
Z/o dx f(z)sin(k,x) = z/o dxz r sin (?)
=u N——-

=/

4 L (mrx) L/2 4 Lz p, <n7m)

Tt e T2, wn P
2 <n7r>+ 4 (mr)

= ——cos|— sin [ — ).
nw 2 n2m? 2

Die Rechnung fiir das zweite Integral lauft analog und ergibt
2 [k dr (2 2 ) <n7m:> n 2 (mr) n 4 (mr)
— r|(2——x|sin(— ) =+4+—cos|— sin (— ) .
L L L nm 2 n2m? 2

4Anders ausgedriickt multiplizieren wir die Gleichung skalar mit der Funktion sin(k,,)
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Damit erhalten fiir die Fourier-Koeffizienten insgesamt

n—1

8 . (mr) {(—1)2# fir n=1,3,5,---
sin =

0 fir n=2,4,6,- -

f()—8 ,(mc)_l_ 3rx +1_ STx _1_ Tmx "
T) = = sin 7 gsm 7 5 sin 7 9 sin 7

(Vergleiche auch die CDF-Applikation 14 zum Thema Anschlag einer Klaviersaite)

4.3 Allgemeine Fourierreihen

Gleichung 4.17 stellt eine sogenannte Fourier-Sinus-Reihe dar. Die Verallgemeinerung fiir Funktionen

f(z), die auf dem Intervall [—7, 7] periodisch sind, ist die Fourier-Reihe:

FR(f)= %ao + Z [ay, cos(nz) + by, sin(nx)] . (4.25)

n=1

Die N-te Partialsumme dieser Reihe bezeichnen wir mit FRy(f)

FRn(f) = %&0 + Z lay, cos(nz) + b, sin(nz)] . (4.26)

n=1

Um die Fourierkoeffizienten a,, und b, zu ermitteln benutzen wir wiederum die Orthogonalitiat der

Funktionen {sin(nz)} und {cos(nz)} auf dem Intervall [, 7]. Es gilt ndmlich

(sin(nz),sin(mzx)) = /_7r dx sin(nzx)sin(mz) = 1dum (4.27)
(cos(nz),cos(mx)) = /_7r dx cos(nx) cos(mx) = T, (4.28)
(sin(nz), cos(ma)) = /_ " da sin(nz) cos(ma) — 0, (4.29)

womit wir die Fourier-Koeffizienten aus der Gleichung 4.25 ”herausprojizieren” konnen:

a, = %/W dx f(z) cos(nx) (n=0,1,2,---) (4.30)

b, = %/W dx f(z)sin(nx) (n=1,2,3,---). (4.31)

—Tr
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CDF 16. Fourierreihen einfacher Funktionen cdf16_Fourierreihen.cdf

Fourierreihen einfacher Funktionen.

function | step ‘ sawtooth ‘ parabola | cubic ‘ half -wave rectifier

number of terms =} 3

X range {} 2m

Bsp. Wir berechnen die Fourier-Reihe fiir die Funktion f(x) = z, die wir mit der Periode 27 auf dem
Intervall (—m, 7) periodisch fortsetzen (vgl. CDF-Applikation 16). Dazu bemerken wir zunichst, dass
es sich bei der Funktion f(z) um eine ungerade Funktion handelt: f(—x) = — f(x). Da die Funktionen

cos(nz) gerade Funktionen sind, also f(—x) = f(z) verschwinden die Fourier-Koeffizienten a,,

1 s

a, = — dx x cos(nx) =0,

™ J_x N———
ungerade
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weil der Integrand insgesamt ungerade® und das Integrationsintervall symmetrisch um den Ursprung
ist. Die Berechnung der Fourier-Koeffizienten b, liefert unter Ausnutzung der Symmetrie und nach

partieller Integration

1 [7 2 [T
b, = —/ dx x sin(nz) = —/ dr _x sin(nz) =
T ) . —— T Jy N~ —
gerade v’
2 ™ 1 [T
= — [— zcos(mc) + —/ dx cos(nx)]
T n o nJy
2 1
= — | —mcos(nm)+ — sin(nz)|;
nm N ——_— —
=0
2 2
= —= = =(=1)"* =1,2,3,---
~cos(nm) = —(~1) (n=1,2,3,---)

Damit erhalten wir fiir die gesuchte Fourier-Reihe

n+1 1 1
=2 Z sin(nz) = 2 [Sln( ) — 5 sin(2x) + 3 sin(3z) F - - -

Bsp. Als zweites prototypisches Beispiel bestimmen wir die Fourier-Reihe fiir die Rechtecksfunktion

0 —nm<z<0

f(z) = { ’ Periode 27.

1 0<z<m,

Einsetzen in die Gleichungen 4.30 und 4.31 liefert

1 ™
a, = —/ dx cos(nx) = dno
T Jo
1 (" 1 " 1
— ' = — (=1 —1].
b, - /o dx sin(nz) - cos(nx) . . [(—=1) ]

Weil b,, fiir alle geraden n verschwindet finde wir nach der Ersetzung n = 2k + 1 fiir die gesuchte

Fourier-Reihe der Rechteckswelle

FR

l\i)lr—A
>]

2“ 1 2 1 1
— Z sm [(2k+ 1)x] = = + — [Sinx + —sin(3z) + — sin(5x) +
— 2 0w 3 5)

®Man iiberlegt sich leicht, dass das Produkt einer geraden mit einer ungeraden Funktion eine ungerade Funktion
ergibt. Umgekehrt liefert das Produkt zweier ungerader Funktionen eine gerade Funktion. Und schliefilich bleibt das
Produkt zweier gerader Funktionen eine gerade Funktion.
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4.4 Komplexe Form der Fourierreihe

Wir kénnen die Gleichung 4.25 mithilfe der Euler-Beziehungen

cos(nz) = = (™ + e "), sin(nx) = 2l (e™® — e ) (4.32)

]

N | —

auch durch Exponentialfunktionen mit komplexen Argumenten ausdriicken. Damit erhalten wir

FR(f) = %ao + Z [an, cos(nx) + b, sin(nx)]

1 1 - inx —inT . inT —inT
= g0 g 2 [an (7 ) i (¢ =)

1 |1 = 1
= g =c+ 5 (an — iby) €™ | + Z 5 (an + ib,) €7
~~~ n=1 E/—’ n=1 %/—/
= ) cue™ (4.33)

Hierbei haben wir nach den Gleichungen 4.30 und 4.31 benutzt, dass

1
Cp = §(an—ibn)

1 [" v 7 .

= 3 g dx f(x) cos(nx) — gy /_W dx f(z)sin(nx)
1 (" .

= o /_7r dx f(z) [cos(nx) — isin(nz)]
1 ™

1 , . ,
- dl’f( ) |:2 (ezn:r 4 efzn:v) - % (eznx . efzn:p)

—— / dz f(z)e™ine (4.34)

womit auch folgt, dass ¢_,, = a,, +1ib, gilt. Zusammenfassend gelten also fiir die komplexe Fourierreihe

die folgenden beiden einfach zu merkenden Beziehungen:

o0

FR(f(x)) = Y cae™ (4.35)

n=—oo

1 [" .
Cn = %/_ﬁ dx f(x)e ™", (4.36)
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Bsp. Wir berechnen die komplexe Fourierreihe fiir die Funktion

Periode 27.

fz) =

0 -1 < x <0,
T 0<z<m,

Nach Gleichung 4.36 erhalten wir

Cp = dr x e

1 finx‘ﬂ + 1 /ﬂ- dre "
= — xe xe
2inm 0 2inm J,

- efimr 1 P
 2in 2(in)?m 0

icos(nm) 1
= o e [cos(nm) — 1]

i1 1 .
" 2n’m (=17 = 1]

Die Gleichungen 4.35 und 4.36, die ja fiir Funktionen f(z) definiert auf dem Intervall z € (—m, +)

gelten, lassen sich leicht auf den allgemeineren Fall x € (—L,+L) mit L > 0 erweitern.

FR(f(z)) = ) cpe™* (4.37)
n;fooL |
Y dx f(x)e ", (4.38)
—L

wobei wir hier die Grofle k,, wie folgt definiert haben

k, = —n, n € Z. (4.39)

4.5 Von der Fourierreihe zur Fouriertransformation

Was passiert, wenn wir in den Gleichungen 4.37-4.39 das Intervall (—L,+L) immer grofler werden
lassen, bis schlielich die Funktion f(x) auf der ganzen reellen Achse definiert ist? Nach Gleichung
4.39 wir dann die Grofe &, (Wellenzahl) von einer diskreten GréBe mit dem Abstand Ak = T zu einer
kontinuierlichen Variablen £ € R.

kn:%n, neZ —-skeR

L—oo
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Die unendliche Reihe 4.37 wird dann zu einer ”kontinuierlichen Summe”, also einem Integral, und die
Zahlen ¢, zu einer Funktion c(k)

> . < dk ‘ © .

_ tknx _ v tkr _ - ikx
= > cue —— flz) = » A ke /_oo dk —c(k) ™.

n=—oo s,_/

=f(k)

Und schlieBlich finden wir fiir Gleichung 4.38 in Limes L — oo
1 g —iknx Tz 1 L —ikx
o =gp [ drf@et o T = 5p [ @t

Zusammenfassend gelten dann fiir die Fouriertransformation der Funktion f(z) bzw. fir die inverse

Fouriertransformation der Funktion f (k) die folgenden Beziehungen®

Ners / da f(x)e ™ (4.40)

flz) = E/mdkf(k)em. (4.41)

Um die Symmetrie der Beziehungen fiir die Fouriertransformation bzw. die inverse Fouriertransforma-
tion noch deutlicher zu machen haben wir, wie es in der Literatur {iblich ist den Faktor % auf die beiden
Beziehungen aufgeteilt. Die Fouriertransformation entspricht einem Darstellungswechsel zwischen dem
z-Raum und dem k-Raum. In der Physik kénnte der z-Raum Beispiel eine Ortskoordinate darstellen,
dann ist die Bedeutung von k die einer Wellenzahl. Von einem solchen Darstellungswechsel vom Orts-
in den Wellenzahl (oder Impulsraum) wird zum Beispiel in der Quantenmechanik Gebrauch gemacht.
Eine andere Moglichkeit wére, dass wir o = t setzen, also mit einer Zeitkoordinate identifizieren, dann
bedeutet der Darstellungswechsel einen Ubergang von der Zeitdoméne in die Frequenzdoméne, also

k = w, wobei w die Kreisfrequenz darstellt:

flw) = \/ﬁ / dt f(t)e ™" (4.42)
flt) = Nz / dw f(w)e™. (4.43)

Bsp. Wir berechnen die Fouriertransformation eines Rechteckpulses der Dauer 27T, also der Funktion

)1 |2 LT,
f(t)_{ 0 |z >T.

6 Achtung, nicht jede Funktion ist fouriertransformierbar! Siehe etwa das Buch von "Mathematische Methoden in
der Physik” von Lang und Pucker.



120 KAPITEL 4. FOURIERREIHEN

Nach Gleichung 4.42 finden wir

r 1 r —iw 1 —iw g 1 —iw iw 2T Sin(wT>
fr= e [ dretrm ol oL err ey - LT
V2m Jor 2miw _r 2miw Vmr w

CDF 17. Fouriertransformation eines Rechteckpulses cdf17_Fouriertransformation_Rechteckpuls.c

Fouriertransformation eines Rechteckpulses.

to . 0
_ , 3}
A o8 | e o =D+ A=)
A rect(ﬂ}
-
1.0}
0.8}
= 0.6
® 04}
0.2F
00 L 1 1 L
-60 -40 -20 0 20 40 6(
t (sec)
magnitude of spectrum phase of spectrum
100 F 180 r
80y 90 1
= 60} o
= =y 0
S 40} 8
” \/\/-\/\/ =
0 -180 &
I 1 1 1 1 9 il 1
24 48 48 24 24 48 48 24
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CDF 18. Fouriertransformation einfacher Funktionen cdf18_Fouriertransformation_einfache_Funkt

Fouriertransformation einfacher Funktionen.

f(x) tophat| ayni_a x2}| xzexp(—a x2) exp(-a |x|)
a {} 1.67
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CDF 19. Fast Fouriertransformation zur Bildkompression cdf19_Bildkompression_mit_Fouriertrans:
Fast Fouriertransformation zur Bildkompression. youtube

o

A =1
compression - {} -

spectrum selection power spectrum =

original (10201 bytes) compressed (3389 bytes)
- :

error power spectrum
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