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Uber dieses Skriptum

Dieses Vorlesungsskriptum ist aus handschriftlichen Unterlagen von Prof. Leopold Mathelitsch aus dem
WS 2010/2011 entstanden, und lehnt sich in seiner Vorgehensweise weitgehend an das Buch "Mathe-
matische Methoden in der Physik” von Christian B. Lang und Norbert Pucker an (siehe auch http:
//physik.uni-graz.at/~cbl/mm). An manchen Stellen wurde auch Anleihe an den Vorlesungsunterla-
gen von Prof. Ganster genommen, der diese Vorlesung im WS 2011/12 abgehalten hat: http://www.
math.tugraz.at/~ganster/differenzialrechnung_ws_2011.html

Warum ein/e Physiker/in Mathematik bendtigt

Wenn Sie diese Vorlesung besuchen, dann sind Sie hochstwahrscheinlich an Physik interessiert und stellen
sich vielleicht die Frage, warum Sie in den ersten Semestern so viele Mathematik-Vorlesungen besuchen
miissen. Fakt ist nunmal, dass sich Naturgesetze einfach am besten in der Sprache der Mathematik formulie-
ren lassen, und wer physikalische Zusammenhange verstehen will, muss auch die Sprache der Mathematik
beherrschen. Wir bilden also Naturgesetze auf mathematische Gleichungen ab, l6sen diese Gleichungen
dann in der Welt der Mathematik, und iibersetzen am Ende die gewonnen Ergebnisse wieder in die Welt
der Physik zuriick. Aus dieser Vorgehensweise ergibt sich auch ein wichtiger Unterschied im Zugang zum
Fach Mathematik, wie er von Mathematikerlnnen und Physikerlnnen praktiziert wird. Wahrend sich ein/e
Mathematiker /in sich damit beschiftigt, mathematische Satze zu formulieren und zu beweisen, die Existenz
von Losungen einer bestimmten Gleichung nachzuweisen, benutzt ein/e Physiker/in die Mathematik sehr
oft einfach als Werkzeug, um die Lésung eines physikalischen Problems zu erhalten. Die Existenz einer
Losung allein reicht dem/der Physiker/in da nicht aus, er/sie will die Losung der betreffenden Gleichung
erhalten, die — wenn die mathematischen Symbole wieder als physikalische GroBen interpretiert werden —
auch in der Welt der Physik Sinn ergibt.

Dass Mathematik mehr ist als ein einfaches Werkzeug der Physik darstellt, ist unbestritten. Manchmal
passieren in dem Wechselspiel zwischen Mathematik und Physik auch ganz erstaunliche Dinge. Beispiels-
weise bei der Entdeckung des Positrons, des Antiteilchens des Elektrons. Hier hatte Paul Adrien Dirac
1928 eine relativistische Formulierung der quantenmechanischen Wellenfunktion des Elektrons gefunden,
die Dirac-Gleichung, die als Lésung auch Teilchen mit positiver Ladung zulieB. Dies fiihrte zur Vorhersage
von Positronen, die dann im Jahre 1932 tatsachlich von Carl Anderson experimentell bestatigt wurde. In
einem anderen historischen Beispiel des 20. Jahrhunderts bediente sich Albert Einstein 1915 bei der Aufstel-
lung seiner Allgemeinen Relativitatstheorie maBgeblich bei den Vorarbeiten des Mathematikers Bernhard
Riemann, der sich Jahre davor schon mit der Geometrie von Nicht-Euklidischen Raumen beschaftigte.
In vielen Féllen liefern aber auch Problemstellungen, die in der Physik auftauchen, wichtige Impulse zur
Weiterentwicklung der Mathematik. Die Entwicklung der Differenzialrechnung durch Newton und Leibniz

wurde nicht zuletzt dadurch angetrieben, weil sich die Gesetze der klassischen Mechanik in Form von Dif-
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ferenzialgleichungen anschreiben lassen. Auch bei dem aktuellen Versuch Quantentheorie und Gravitation
in einer gemeinsamen Theorie zu vereinheitlichen bringen physikalische Fragestellungen an der Schnittstel-
le zwischen Mathematik und Physik, also in der Disziplin Mathematische Physik, neue Konzepte in die
Mathematik ein.

Aber zuriick auf den Boden der Realitdt eines Physiksstudiums. Da sich alle bekannten physikalischen
Theorien in der Sprache der Mathematik elegant ausdriicken lassen, konnte man meinen, dass es wohl das
beste ware, die ersten paar Semester ausschlieBlich dem Erlernen mathematischer Konzepte zu widmen.
Ausgestattet mit dem notigen mathematischen Riistzeug, konnte man dann in weiterer Folge physikalische
Theorien wie die klassische Mechanik und Elektrodynamik, die Quantenmechanik, die Relativitatstheorie,
Quantenfeldtheorien usw. behandeln. Der Nachteil einer solchen Vorgehensweise ware natiirlich, dass die
Gefahr besteht, dass die Motivation, sich mathematische Fertigkeiten anzueignen, enden wollend ist, solange
der/die angehende Physiker/in nicht erkennt, wozu denn die mathematischen Werkzeuge in der Physik zu
gebrauchen sind. In allen gangigen Physikcurricula an Universitaten wird daher ein didaktischer Mittelweg
beschritten. Die wichtigsten mathematischen Methoden werden am Anfang des Studiums vermittelt und
parallel dazu werden physikalische Konzepte transportiert, zunachst aus dem Blickwinkel der experimentellen
Physik und anschlieBend in einem Theoriezyklus aus dem Blickwinkel der theoretischen Physik mit einer
starkeren mathematischen Gewichtung.

Diese Vorlesung "Differenzial- und Integralrechnung” bildet zusammen mit der Vorlesung Lineare Alge-
bra die Grundlagen fiir die weitere Mathematikausbildung. Folgen und Reihen (Kapitel 1) werden lhnen
im Laufe |hres Physikstudiums immer wieder begegnen, etwa bei der Losung von Differenzialgleichungen.
Auch komplexe Zahlen (Kapitel 2) spielen eine wesentliche Rolle bei vielen physikalischen Problemen oder
helfen diese zu vereinfachen.! Die Schrodinger-Gleichung etwa ist eine wesentlich komplexe partielle Diffe-
renzialgleichung, wie es Mathematikerlnnen ausdriicken wiirden, und kann ohne Kenntnis komplexer Zahlen
nicht angeschrieben werden. Im Kapitel 3 (Differenzialrechnung) werden wir die Differenzialrechnung, die
Sie (hoffentlich) aus der Schule kennen, auf Funktionen mehrerer Veranderlicher erweitern, was die Grund-
lage bildet fiir die Behandlung der klassischen Mechanik sowie von klassischen Feldtheorien, also etwa
Stromungsmechanik oder die Elektrodynamik. Im letzten Kapitel 4 (Integralrechnung) wird zunéchst der
Integralbegriff, wie Sie ihn aus der Schule kennen, wiederholt, und einige Integrationstechniken erlautert. Fiir
viele neu sein wird dann die Berechnung von Wegintegralen oder oder die Behandlung mehrdimensionaler
Integrale, die Ihnen wiederum in vielen Gebieten der Physik begegnen werden, etwa in der Quantenmecha-
nik bei der Berechnung von Erwartungswerten von Operatoren. Als ausgebildeter theoretischer Physiker,
werde ich versuchen, den Schwerpunkt auf die Anwendung der erlernten mathematischen Konzepte zu le-
gen, wahrend ich auf die strenge Beweisfiihrung von mathematischen Satzen in meiner Vorlesung groBteils

verzichten werde.

LAuf den ersten Blick scheinen sich der Terminus ”komplexe Zahl” und der Ausdruck ”vereinfachen” zu wider-
sprechen, aber es ist in der Tat so, dass sich viele Zusammenhénge mithilfe komplexer Zahlen einfacher ausdriicken
lassen.
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Kapitel 1

Folgen und Reihen

1.1 Uberblick

In diesem Einleitungsteil werden wir Folgen und Reihen kurz definieren, damit wir wissen, womit
wir uns beschéftigen werden. Anschlieend werden wir anhand einiger Beispiele versuchen zu zeigen,

wofiir Folgen und Reihen niitzlich sind.

Eine Folge ist definiert als geordnete Menge von Elementen. Was das heifit, kénnen Sie an folgenden

zwei einfachen Beispielen sehen:

€ d c,e,a,b,f,d

Intuitiv ist die linke Menge nicht geordnet, wihrend die rechte Menge einen héheren Ordnungsgrad
aufweist. Natiirlich konnen wir auch fiir die rechte Menge einen noch hoheren Ordnungsgrad herstellen,
zum Beispiel indem wir sie alphabetisch ordnen. Das wesentliche an der rechten Menge ist allerdings,
dass die Reihenfolge eindeutig gegeben ist. Das heifit, die Elemente haben eindeutig einen Vorgénger
bzw. Nachfolger, und daher konnen wir die Elemente durchnummerieren. Dieses Durchnummerieren

ist das Essentielle einer Folge und kann mathematisch folgendermafien definiert werden.

Eine Folge ist eine Abbildung (oder Zuordnung) einer Teilmenge N der natiirlichen Zahlen N auf eine
Menge M:

c e ab f d
N — M, im obigen Beispiel: 1+ 1+ 1+ 1+ 1 *1 (1.1)
1 23 45 6

Ist die Menge N gleich den gesamten natiirlichen Zahlen, so handelt es sich um eine unendliche Folge,

wenn N C N dann nennt man diese Abbildung eine endliche Folge. Man schreibt fiir eine Folge {a,}

1



2 KAPITEL 1. FOLGEN UND REIHEN

oder genauer {a, }nen, wobei a, das n-te Glied der Folge ist. In unserem obigen Beispiel lauten die

Folgenglieder also a1 = ¢, as = e, a3 =a, ay = b, a5 = f, und ag = d.

Es gibt nun mehrere Moglichkeiten, eine Folge anzugeben. Als erstes kann man die Elemente explizit

anfithren

Wl =

)

N | —

a, =1,

Eine explizite Angabe der Folgenglieder ist nicht nur bei endlichen Folgen méglich wie im obigen

Beispiel, sondern auch bei unendlichen Folgen:

1
IR

W

1
ap = ]-a_7
2

wobei die Punkte ”...” die Unendlichkeit der Folge andeuten. Eine weitere Moglichkeit Folgen zu

definieren, besteht in der Angabe eines allgemeinen Folgenglieds a,, der Folge, also
1
ap = —.
n

Schlieflich besteht auch die Moglichkeit, eine Folge rekursiv anzugeben, d.h. das n-te Element der

Folge wird aus dem vorigen (oder aus mehreren vorigen) Folgengliedern berechnet, also

1

Upy1 = Qp — —————.
i n(n+1)

Hierbei miissen wir natiirlich auch das Startglied definieren, um die Folge eindeutig festzulegen, also
etwa a; = 1. Wie wir leicht tiberpriifen konnen, fithrt auch dieses Beispiel einer rekursiv definierten

Folge auf die gleiche Folge a,, = % Andere Beispiele fiir Folgen sind etwa:

a, = 7
by = (—1)"
1 1 1
Cn = 1a_72>_717_a'
2 3 4

—_

n 1 )"
a (+n)

apy1 = 2.5a,(1 —a,),a9=0.5

Zusammenfassend konnen wir also nochmals festhalten, dass eine Folge eine geordnete, linearisierte

Menge von Elementen ist, deren Ordnung durch Durchnummerieren zustande kommdt.

Was verstehen wir nun unter einer Reihe? Wir kénnen aus jeder Folge eine weitere, spezielle Folge



1.1. UBERBLICK 3
bilden, ndmlich durch teilweises Aufsummieren der Glieder der urspriinglichen Folge a,,, also

a; — 81 =4a;
Ay — Sp=a;+ a

a3 —— S3=ai;+ax+as

n
Gy, ? Sp = E Q;
i=1

Die Summe

S:a1+a2+a3+---:2ai

nennt man unendliche Reihe, und
Sn=a1+a2+a3+---anzzai

nennt man Teil- oder Partialsummen. Eine unendliche Reihe kénnen wir natiirlich nicht direkt auf-
summieren, weil das ja auch unendlich lange dauern wiirde. Wir konnen allerdings {iber die Partial-
summen die Summe der unendlichen Reihe bestimmen. Existiert ndmlich der Grenzwert (limes) der

Partialsummen

lim S, =5,

n—oo
so nennt man S die Summe der unendlichen Reihe, und die Reihe heifit dann konvergent. Existiert
kein Grenzwert, das heifit der Limes von §,, strebt gegen keinen endlichen Wert, so nennt man die

Reihe divergent.

Bilden wir beispielsweise aus der Folge a,, = %, die wir oben kennengelernt haben, eine Reihe, dann
erhalten wir die sogenannte harmonische Reihe. Wie wir gleich zeigen werden, ist die harmonische
Reihe divergent, was beim ersten Hinsehen vielleicht etwas unerwartet scheint. Im Kapitel 1.4 werden
wir genaue Algorithmen kennenlernen, mit deren Hilfe die Konvergenz von Reihen iiberpriift werden

kann. An dieser Stelle folgt zunédchst ein kurzer Beweis fiir die Divergenz der harmonischen Reihe:

S = 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
_23456789101112
\v/ ~
=15>3 =310>73 §8§é>1

Aus dieser Darstellung ersehen wir, dass es uns immer gelingen wird so viele Glieder zusammenzufas-
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sen, so dass deren Teilsumme grofier als % sein wird. Damit gilt fiir die Summe
1
S > k-
27

wobei k — oo und damit auch S — oo folgt. Gegen diese ” Beweisfithrung” kénnte man argumentieren,
dass es ab einem gewissen n nicht mehr moglich ist, Reihenglieder so zusammenzufassen, dass deren
Summe grofler als % ist. Dass dies aber tatsédchlich fiir beliebig grofie n immer méglich ist, sieht man

bei folgender Aufteilung der Summe:

S = 1+1+1+1+1+1+1+1+1+ —i—l—i-l—l- —i—l—l-

B 2 3 4 5 6 7 8 9 16, 17 32
SN—— g g N~ -~
>21=1 >4i=1 >8&=1 >1645=1

wodurch wir die Divergenz der harmonischen Reihe rigoros gezeigt haben.

Ein Beispiel fiir eine konvergente Reihe ist etwa

=1 1 1
S = Z§=—+ tet T

=1

Wie wir leicht iiberpriifen konnen, lauten hier die Partialsummen

1 1\'
o= 5= (3)
g - L, 1.3 (1Y
T 9Ty T4 2
3 1 7 1\°
= 4 =——=1—-1(=
5 17878 (2)

s 1 (})

Damit konnen wir den Grenzwert der Partialsummen s,, das heiffit die Summe der Reihe, einfach

: 1\"
s=m[1-(3) =1

Andere Beispiele fiir unendliche Reihen, begegnen uns bei bestimmten Dezimalzahlen:

bestimmen

oo

1 3 3 3
5_1_0+T00+1000 _2101
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Bevor wir in den néchsten Kapiteln auf Folgen (1.3) und Reihen (1.4) genauer eingehen, wollen wir
uns zuvor einige konkrete Beispiele anschauen, anhand derer man den praktischen Nutzen von Folgen
und Reihen bereits erahnen kann. Jeder/e hat schon einmal mit einem Taschenrechner gearbeitet,
aber haben Sie sich schon einmal die Frage gestellt, wie der Rechner etwa die Quadratwurzel einer

Zahl v/2 oder den Wert einer Winkelfunktion berechnet? Betrachten wir die rekursiv definierte F olge

1 x
ap = 1, Unt1 = 5 an+a_

Man kann zeigen, dass diese Folge als Grenzwert die Zahl y/x besitzt. Wir schreiben fiir x = 2 einige

Folgenglieder an

n Qp, |an - \/§|

0 1 = 1.00000000 0.41421356

1 ;(1+2) = 2=1.50000000 0.08578644

2 5 (g +3) = 1 =1.41666667 | 0.00245310

3] L(5+4) = I -141421569 | 000000212
1 (577 2 __ 665857 __

4] 5 (54 ) = ST 141421356 | 0.00000000

Wie wir sehen konvergiert diese Folge tatséchlich schon nach einigen Folgengliedern sehr gut gegen den
numerischen Wert v/2. Dieses Verfahren, die Quadratwurzel einer Zahl zu berechnen wird auch Baby-
lonisches Wurzelziehen genannt, da es bereits den Bewohnern des antiken Babylon bekannt gewesen

sein diirfte.

Als ein Beispiel fiir die Anwendung von Reihen nehmen wir an, wir wollen einen numerischen Wert
fiir sin(37/8) = 0.923879532511. Folgende Optionen fallen uns ein

e Sinus = Gegenkathete / Hypotenuse: sina = ¢
e Sehnenabschnitt im Einheitskreis

e Mittels Sinussatz: sina :sinf:siny=a:b:c
e Aus Tabellenwerk

e Mithilfe der Reihendarstellung der Sinusfunktion

Uns interessiert hier vor allem die letzte Variante, nicht nur weil wir uns in dieser Vorlesung fiir Reihen

interessieren, sondern auch weil die Reihendarstellung besonders dazu geeignet ist, von Computern
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abgearbeitet zu werden. Wir werden ndmlich sehen, dass die Reihendarstellung der Sinusfunktion

durch folgenden Ausdruck gegeben ist

3 5 o0 2i+1
Slnx—x—%—l—%—-”:;(—l)im
Wenn wir hier fiir # = 37/8 setzen, erhalten wir
3r/8)°  (3m/8)° - ; (37 /8)%+1
sin 37 /8 = 37 /8 — ( 3/! L 5/! ) Z 22/+)1)

Das heif3t, wir konnen folgende Teilsummen berechnen

s1 = 1.1780972450 = %T

sg = 0.9055811415 = 37/8 — (373&

55 = 0.9244925752 = 37/8 — (37;/,8)3 + (37;/,8)5

s = 0.9238676365 = 37/8 — (37;/!8)3 + (37;/!8)5 - (37;/!8)7
und uns so sukzessive dem exakten Ergebnis von 0.923879532511 - - - ann&dhern.

Eine andere Anwendung von Reihen taucht bei der Berechnung von Integralen auf. Ein bestimmtes

/ab f(z)dx

kann bekannterweise ja als Flache unter der Funktion f(x) interpretiert werden. Wenn keine analyti-

Integral

sche Form der Stammfunktion F'(z) bekannt ist, so kénnen wir das bestimmte Integral niherungsweise

als Summe von schmalen Rechtecken der Breite Ax; und der Hohe f(z;) berechnen, also

/ f(z)de ~ Zf(q:z)Axl,

wobei das Ergebnis umso genauer wird, je kleiner die Intervalle Ax; gewéhlt werden. Aber auch

unbestimmte Integrale kénnen mithilfe von Reihen n&dherungsweise berechnet werden. Nehmen wir

/sin(x4)dx =7

Da wir fiir den Sinus bereits eine Reihendarstellung kennen, kénnen wir dort einfach z durch x*

etwa das unbestimmte Integral.
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12 20
/sin(m4)dx:/<x4—x3—!+x5_!_...>dx

Weil wir wissen, wie Potenzen in x zu integrieren sind, erhalten wir schliefSlich eine Reihendarstellung

ersetzen und erhalten

fiir unser gesuchtes Integral

Es gébe noch zahlreiche weitere Beispiele, wie viele Probleme in der Mathematik — und vor allem auch

in der Physik — mithilfe von Folgen und Reihen gelost werden konnen.

1.2 Metrische Riaume

Bevor wir uns in den folgenden zwei Kapiteln mit der Definition und der Berechnung von Grenzwerten
von Folgen und Reihen auseinandersetzen werden, miissen wir uns an dieser Stelle einigen grundlegen-
den Begriffe der Metrik widmen, das heift, wir werden uns die Frage stellen, wie in der Mathematik
der Abstand zweier Zahlen definiert ist.

1.2.1 Intervalle

Bei den Zahlenmengen der natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen, also N, Z, @, und R gibt
es jeweils eine einfache Ordnungsrelation a < b bzw. a < b, mit deren Hilfe wir besondere Teilmengen

der reellen Zahlen, ndmlich Intervalle, definieren koénnen:

(a,b) = {r€R:a <z <b} (offenes Intervall)
[a,b] = {x€R:a <z <b} (abgeschlossenes Intervall)
la,b) = {x€R:a <z <b} (halboffenes Intervall)
(a,b) = {r€R:a <z <b} (halboffenes Intervall)
(a,00) = {zreR:a<ua}
la,00) = {reR:a<z}
(—00,a) = {xreR:z<a}
(—o0,a) = {xeR:zx<a}
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1.2.2 Schranken

Definition. Eine Teilmenge X C R heit nach oben beschrinkt (bzw. nach unten be-
schrinkt), wenn eine Zahl K existiert, sodass Vo € X : # < K (bzw. Vo € X : K < z). K
heiBt dann obere Schranke (bzw. untere Schranke). X C R heit beschridnkt, wenn X nach oben
und nach unten beschrinkt ist. Existiert fiir eine nach oben beschrinkte Menge (bzw. nach unten
beschrankte Menge) X eine kleinste obere Schranke (bzw. groBte untere Schranke) a, dann heifit a

das Supremum (bzw. Infimum) von X, und man schreibt a = sup X (bzw. a = inf X).

Definition. a € X heift Maximum (bzw. Minimum) von X C R, wenn Vz € X : z < a (bzw.
Ve e X :a<ux).

Beispiel. Betrachte das offene Intervall X = (0, 1). Hier sind etwa 2 und 1 obere Schranken, wobei
sup X =1 gilt, widhrend —1 und 0 untere Schranken sind, und inf X = 0. Beachte, dass X aber kein

Maximum und kein Minimum hat!

Bemerkung. Die Menge X = {q € Q : ¢* < 2} C Q ist zwar nach oben beschriinkt, besitzt aber
in der Menge der rationalen Zahlen Q kein Supremum. Das Supremum der Menge X ist ndmlich /2,
ein Element der reellen Zahlen R.

Satz. Die Menge der reellen Zahlen R hat folgende fundamentale Eigenschaft: Jede nach oben be-
schriankte Teilmenge besitzt ein Supremum bzw. jede nach unten beschrinkte Teilmenge besitzt ein
Infimum.

1.2.3 Norm

Eine Norm (von lateinisch norma ”Richtschnur”) ist eine Abbildung, die einem mathematischen Ob-
jekt, beispielsweise einer Zahl, einem Vektor, einer Matrix, einer Folge oder einer Funktion, eine Zahl
zuordnet, die auf gewisse Weise die Grofle oder ”Léange” des Objekts beschreiben soll. In der Menge
der reellen Zahlen R erfiillt der Absolutbetrag diese Aufgabe:

2] z falls z>0
:[; =
—x falls z <0
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Geometrisch betrachtet misst der Absolutbetrag den Abstand der Zahl z vom Ursprung. Folgende

einfach zu beweisende Rechenregeln sind erfiillt:

VeeR:|z| >0,|z| =Va?
2yl = lellyl, || = £
|z +y| < |z| +|y| ... Dreiecksungleichung

|z] < a < —a < x < a,wobeia >0
|z| >a < (x> a)V(r < —a),wobeia >0

Beispiele. (1) Fiir welche z gilt |z — 2| < 47 (2) Bestimme alle z € R, welche der Ungleichung
|z — 1| + |z + 2] < 4 geniigen.

1.2.4 Metrische Riaume

Unter einem metrischen Raum versteht man eine Menge, auf der eine Metrik, das heifit eine Abstands-
funktion, definiert ist, die je zwei Elementen des Raums einen nicht negativen reellen Wert zuordnet,
der als Abstand der beiden Elemente voneinander aufgefasst werden kann. Mittels der Norm kann in

R (und allen Teilmengen von R) ein Abstandsbegriff (Metrik) eingefiihrt werden.

Definition. Wir definieren den Abstand zweier reeller Zahlen x und y als d(x,y) = |x — y|. Diese
Metrik erfiillt offenbar folgende drei Bedingungen, die fiir die axiomatische Definition einer Metrik

erforderlich sind:

(M1) d(z,y) > 0,d(z,y) =0 x=y

(M2) d(z,y) = d(y, x)

(M3) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) ... Dreiecksungleichung

Beweis. (M1) und (M2) folgen direkt aus der Definition des Absolutbetrags. Fiir (M3):

dz,z)=|v—z| =z —y)+ @y —2)| < |z —y|+ |y — 2| = d(z,y) +d(y, 2).

Beispiel. Wir beweisen fiir die sogenannte triviale Metrik definiert durch d(z,y) = 1 fiir z # y und
d(z,y) =0 fiir x = y die Axiome (M1)-(M3).

Im weiteren Verlauf dieser Vorlesung werden wir auch komplexe Zahlen behandeln und auch mehr-

dimensionale Funktionen kennenlernen. In diesem Zusammenhang erwdhnen wir bereits an dieser
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Stelle, dass sich auch in der Menge der komplexen Zahlen C genauso wie in Vektorrdumen etwa in
der Ebene R? eine Metrik definieren lisst. Im zweidimensionalen Raum (Ebene) etwa kénnen wir
eine Metrik iiber den FEuklidischen Abstand zweier Punkte s = (xg,ys) und t = (zy,y;) definieren:
d(s,t) = \/(xs — 21)® + (ys — y)?. Eine andere Metrik ergibt sich auch durch folgende Wahl der Ab-
standsfunktion (Manhattan Metrik): d(s,t) = |vs — x¢| + |ys — y¢|. Wie sich leicht zeigen lasst, erfiillen
beide Metriken tatsdchlich die Axiome (M1)-(M3).

Wie schon eingangs erwdhnt versteht man unter einem metrischen Raum eine Menge. auf der eine
Metrik definiert ist, also:

Definition. Sei X eine Menge und d : X x X — R eine Abbildung, welche die Eigenschaften
(M1)—(M3) erfiillt, dann heifit d eine Metrik auf X und das Paar (X, d) heit metrischer Raum.

Bemerkung. Mit der Metrik d(x,y) = |z — y| ist R also eine metrischer Raum.

Um die Konvergenz von Folgen und Reihen mathematisch sauber definieren zu kénnen, werden wir

uns noch folgender Definitionen bedienen.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, xy € X und ¢ eine reelle, positive Zahl £ > 0, dann heifit die Menge
K(xg,e) = {x € X : d(x9,x) < €} die offene e-Kugel um x, mit Radius . Analog dazu bezeichnen
wir die Menge B(xg,¢) = {z € X : d(zo,z) < €} als die abgeschlossene e-Kugel um xy mit Radius
. Bemerkung: Im Falle (R, d) entspricht diese Definition dem offenen Intervall (zg — e,z + ¢) bzw.

dem abgeschlossenen Intervall [zo — €,z + €].

Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann heiit die Teilmenge G C X eine offene Menge, wenn zu jedem
x € G ein zugehoriges e, > 0 existiert mit der Eigenschaft z € K(z,¢,) C G. Per definitionem ist die
leere Menge {} eine offene Menge. Mit dieser Definition ist in R eine Teilmenge G C R also genau

dann offen, wenn mit jedem x € G zugleich ein geeignetes offenes Intervall um = ganz in G liegt.

Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann heifit die Teilmenge A C X eine abgeschlossene Menge,
wenn X \ A eine offene Menge ist. Das heifit, zu jedem x ¢ A gibt es ein zugehériges €, > 0, sodass
K(z,e)NA={}.

Fiir X = R gilt, dass R und jedes offene Intervall (a, b) eine offene Menge darstellt. Jedes abgeschlosse-
ne Intervall [a, b] hingegen bildet eine abgeschlossene Menge. Eine halboffenes Intervall [a, b) ist weder

offen noch abgeschlossen.

Eine sehr wichtige Klasse von Teilmengen in der Analysis wird von kompakten Teilmengen gebildet.
Eine Menge C' C R heifit kompakt, wenn C' beschrinkt und abgeschlossen ist. Aus dieser Definition
folgt, dass jedes abgeschlossene Intervall [a, b] kompakt ist. R wiederum ist nicht kompakt, weil nicht

beschréankt, und ein offenes Intervall (a,b) ist ebenso nicht kompakt, weil nicht abgeschlossen.
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1.3 Folgen

In dem Einfiihrungskapitel 1.1 haben wir ja bereits Folgen {a,} als eine geordnete, durchnummerierte
Menge kennengelernt, oder genauer eine Zuordnung der natiirlichen Zahlen N zur Menge {a,, }. Bevor

wir in nédchsten Unterkapitel den Grenzwert einer Folge definieren, sind folgende Definitionen hilfreich:

Bei einer monoton steigenden Folge ist jedes Folgenglied gréfler als sein Vorgénger, d.h. Vn € N :
Qp+1 2 Qp,.
Bei einer monoton fallenden Folge ist jedes Folgenglied kleiner als sein Vorgénger, d.h. Vn € N :

Qp+1 S Q.

Bei einer alternierenden Folge wechselt das Vorzeichen von einem Folgenglied zum néchsten, d.h.
VneN:a,1a, <O0.

1.3.1 Grenzwert einer Folge

Definition. FEin Element A nennt man Haufungspunkt einer Menge M, wenn in einer auch noch

so kleinen Umgebung von A (offene e-Kugel) unendlich viele Elemente von M liegen.

Es ist zu beachten, dass ein Haufungspunkt A der Menge M nicht notwendigerweise selbst zur Menge
M gehdren muss! Die Folge {a,} = 1 besitzt etwa den Haufungspunkt 0, der nicht teil der Menge ist.
Die alternierende Folge {a,} = (—1)" besitzt zwei Haufungspunkte, ndmlich —1 und +1. In diesem

Falls sind beide Haufungspunkte auch Teil der Folge.

Definition. Besitzt eine Folge {a,} genau einen Hiufungspunkt, dann nennt man diesen
Héufungspunkt den Grenzwert (lat. limes) dieser Folge und bezeichnet die Folge als konvergent.

Mathematisch ausgedriickt, schreiben wir:

a=lima,<Ve>03IN,:Vn>N.:|la—a,|<e

n— o0

In Worten: a nennt man Grenzwert der Folge a,, genau dann, wenn fiir alle positiven, beliebig kleinen
reellen Zahlen € eine natiirliche Zahl N, existiert, sodass fiir alle natirlichen Zahlen n gréfier als N,

der Abstand zwischen dem Grenzwert a und dem Folgenglied a,, beliebig klein wird.

Beispiel. Nach dieser Definition ist die Folge {a,} = 1 konvergent und hat den Grenzwert 0. Die
Folge {a,} = (—1)™ hingegen besitzt keinen Grenzwert. Beweis erfolgt durch Einsetzen in die obige

Definition.
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Ist der Grenzwert einer Folge 0, so nennt man diese Folge eine Nullfolge. Kennt man den Grenzwert
einer Folge lim,, .., b, = b, so kann man aus dieser Folge durch Subtraktion des Grenzwerts immer

eine Nullfolge machen, d.h. {¢,} = {b, — b}, und lim,, ,,, ¢, = 0.

Ganz allgemein lasst sich zeigen, dass man mit Grenzwerten, sofern sie existieren, ganz &hnlich rechnen
kann wie mit gew6hnlichen reellen Zahlen. Das heift, falls die Folgen {a,} und {b,} konvergent sind,

also die Grenzwerte lim,,_,o, a, = A und lim,,_,, b, = B existieren, so gelten folgende Rechenregeln:

lim (aa, £ pb,) = « lim a, £+ 3 lim b, (1.2)
n—00 n—00 n—o0

g onbn) =g an - 0B 1-3)
.y lim,, o0 Qp, .

Um die Bestimmung von Grenzwerten zu erleichtern, geben wir hier einige bekannte Grenzwerte an:

(o0 wenn a >0
lim n® = 1 wenn a=0 (1.5)
n— oo
([ 0 wenn a <0
( oo wenn ¢ > 1
1 =
lim ¢" = went g (1.6)
n—00 0 wenn —1<g<1
| existiert nicht wenn ¢ < —1
lim ¢+ = 1 wennc>0 (1.7)
n—oo
: 1
nh—>r2<> nn = 1 (1.8)

Mit den oben erwidhnten Rechenregeln fiir Grenzwerte und der Liste elementarer Grenzwerte sind
wir nun in der Lage die Grenzwerte von vielen Folgen zu berechnen. Wir werden zu einem spéteren
Zeitpunkt noch eine sehr effiziente Methode kennenlernen, um Grenzwerte von Folgen zu berechnen,

némlich die Regel von de L’Hospital.

Beispiel. Sind die unten angefiihrten Folgen konvergent? Wenn ja, wie lautet ihr Grenzwert?

( 3n—1 b 1 2n3 —n () i n!
a m ——— m ———— C im —
n—o0o Q(n + 1) ’ n—oo Hnd — 2n, n—oo N

Auch die Eulersche Zahl e bzw. die Exponentialfunktion e® ldsst sich als Grenzwert einer Folge defi-
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nieren

lim
n—oo

li

n—o0

m

(o2) -
o+3) -

2.718281828459045 ... = ¢

e’ fir z € R,

was auch in der nachfolgenden CDF-Anwendung visualisiert wird. !

n

1
2

Out[11]=

an=(1+3)"
n

N|R B1e N

625

256
776
3125

117 649
46 656
2097 152
823 543

43 046 721
16 777 216

out[28]=

28

26

24

22

20

CDF 1. Euler-Zahl http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/EulerZahl.cdf
Neben dieser Folge, a,,

= (1 + %)n lassen sich noch weitere Folgen angeben, deren Grenz-

Grenzwert konvergiert, von Folge zu Folge sehr verschieden sein kann.

1

wert ebenfalls die Eulersche Zahl e ist, etwa b, = 7= oder ¢, = > i1 7 (¢ ist eigentlich
eine Reihe, mehr dazu spéter). Das soll diese CDF-Demonstration veranschaulichen. Es

zeigt sich insbesondere auch, dass die Geschwindigkeit, mit der eine Folge gegen ihren

e-cp

0. 7182818285
0. 2182818285

0. 05161516179

0. 009948495126
0. 001615161792
0. 0002262729035

0. 00002786020508

3. 058617775 x 106

e-ap bn:" L e*bn C”ZZL?:OF
nt :
0.7182818285 1 1718281828 2
0.4682818285 /2 1.304068266  °
0.3470114581 2 1067318204  ©
0.2768755785 2 (2 L/ 0.9110778212 &
0.2200618285 S 0.7990220803 2
0.1966554567 22 0.7141366989 2
0.1717821314  —— ' 0.6472851996 =2
2%/ 134/ 7 5 252
4 ( i) e 109 601
0. 1524973145 = 0.5930812690 2L
T T T T T T —
: e o 0 0 0 o o an :
I : .. b ]
L1 L | L | L L | L L L L | L L | L L | -
0 5 10 15 20 25 30

13

(1.9)

(1.10)

!Das Computable Document Format (CDF) ist ein von Wolfram Research entwickeltes Dokumentenformat fiir inter-
aktive Dokumente. Zum Erstellen von CDF-Dokumenten benotigt man Mathematica. CDF-Dokumente konnen aller-
dings nicht nur mit Mathematica gelesen werden, sondern Wolfram Research bietet fiir das Lesen von CDF-Dokumenten

den CDF-Player kostenlos zum Download an.


http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/EulerZahl.cdf
http://www.wolfram.com/cdf-player/
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CDF 2. Rekursive Folge fiir 7 http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/Pi.cdf
Schreibt man in einen Kreis mit dem Radius 1 ein Quadrat ein, so hat dieses die Flache A; =

2. Als zweites Glied der Folge betrachtet man ein regelmaBiges 8-Eck, dessen Flache sich zu
Ay = 2v/2 ergibt (siehe Abbildung). Die weiteren Glieder der Folge sind die Flicheninhalte
eines eingeschriebenen 16-Ecks (n = 3), 32-Ecks (n = 4) usw., deren Grenzwert die Zahl 7
ist. Die Glieder dieser rekursiven Folge werden in dieser CDF-Anwendung berechnet. Hinweis:
Ay =4-1shy =2, wobei s = V2 und by = /1 — (%)2 die Grundfliche bzw. Hohe eines

der 4 Dreiecke ist, in das das Quadrat unterteilt wird. Der jeweils nachste Flacheninhalt ist dann

Ak+1 = 2k+2 : %Skz-i-lhk—&-ly wobei Sk+1 = \/(1 — hk)z + (%“)2 und hk—H = 1-— (Sk%)z

\
\
\

| A2=2\/;

/
/

n A, A 71-An

1 2 2. 00000000000000 1. 14159265359

2 22 2.82842712474619 0. 313165528844

3 4\/2-/2 3. 06146745892072 0. 0801251946691

4 8 2-\/2+1/2 3. 12144515225805 0. 0201475013317

5 16 \/ 2 - 2+\/2+2 3. 13654849054594 0. 00504416304385
out[10]=

6 32 2 - 2+ 2+\2+14/2 3. 14033115695475 0. 00126149663504

7 64 2 - J 2+ \/2 42+ 2+ 2 3. 14127725093277 0. 000315402657020

8 128 |2 - \I 2+ J 2+ \/ 2+ 2+\2+2 3. 14151380114430 0. 0000788524454922
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1.3.2 Satz von Bolzano-Weierstrass und Cauchy-Folgen

In diesem Unterkapitel werden — ohne Beweise zu fithren — einige fundamentale Aussagen und Sétze

iiber die Konvergenz von Folgen angefiihrt.

Definition. Sei {n;} eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, dann heit {a,, }ren

eine Teilfolge von {a, },en.

Mit Hilfe dieser Definition konnen wir die Haufungspunkte einer Folge auch so festlegen: b € R heif3t
Hiufungspunkt der Folge {a,}, wenn eine Teilfolge {a,, }ren von {a,} existiert mit limg_,oo ay,, = b.
Beispielsweise hat die Folge a,, = (—1)" zwei konvergente Teilfolgen, ndmlich as, und as, 1, die gegen

+1 und —1 konvergieren, die somit die Haufungspunkte der Folge sind.

Satz. Jede beschrinkte Folge {a,} besitzt mindestens einen Haufungspunkt (oder anders ausge-
driickt: besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge) (Satz von Bolzano-Weierstrass)

Es kann auch gezeigt werden, dass (i) jede beschrinkte und monotone Folge konvergent ist, und
dass (ii) jede konvergente Folge beschrénkt ist (gleichbedeutend mit: jede unbeschriankte Folge ist

divergent).

In die bisherige Definition des Grenzwertes einer Folge geht der Grenzwert der Folge ein. Das heifit
der Abstand eines Folgeglieds zum — unter Umstédnden unbekannten — Grenzwert wird als Maf3 fiir
die Konvergenz herangezogen. Um dieses Problem zu umgehen, kann man die Konvergenz einer Folge

auch mithilfe des Cauchy-Kriteriums definieren.

Definition. Eine Folge {a,} nennt man Cauchy-Folge wenn

Ve >0 3N, :Vn,m > N, : |ay, —ay| <e

In Worten: Fine Folge a,, ist eine Cauchy-Folge, wenn fiir alle positiven, beliebig kleinen reellen Zahlen
e eine natirliche Zahl N, ezistiert, sodass fiir alle natirlichen Zahlen n und m grofler als N. der

Abstand zwischen den Folgenglieder a,, und a,, beliebig klein wird.

Anschaulich bedeutet dies, dass sich die Folgenglieder an einer bestimmten Stelle ”verdichten”. Es
kann gezeigt werden, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge ist. Umgekehrt stellt sich
heraus, dass es zum Beispiel in der Menge der rationalen Zahlen Q Cauchy-Folgen gibt, die in Q

nicht konvergieren. Denken Sie etwa an die Folge lim,, (1 + %)n, deren Folgenglieder rationale
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Zahlen sind, deren Grenzwert aber die irrationale Zahl e ist. Anders gesagt existieren also ” Liicken”
in Q, gegen die sich Cauchy-Folgen verdichten kénnen. Man verwendet nun diese Eigenschaften von

Cauchy-Folgen, um Q zu vervollstandigen.

Definition. FEin Korper K heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in K konvergiert, das heif3t

einen Grenzwert in K besitzt.

Es kann gezeigt werden, dass der Korper der reellen Zahlen R vollstindig ist, das heifit jede reelle
Cauchy-Folge konvergiert in R.

1.3.3 Konvergenzkriterien

Es gibt eine Reihe von Kriterien, mit deren Hilfe die Konvergenz von Folgen untersucht werden kénnen.

An dieser Stelle werden zwei angefiihrt.

Vergleichskriterium. Falls {a,} eine Nullfolge ist, und falls fiir eine zu untersuchende Folge {b,,}
ab einem beliebigen Glied N der Folge fiir alle weiteren Glieder der Folge gilt: |b,| < |a,|Vn > N, so
ist auch die Folge {b,} eine Nullfolge. Der Beginn der Folge ist also irrelevant fiir die Konvergenz, es

kommt nur auf die Schlussglieder an.

n2+42n
ni+1

Beispiel. Wir beniitzen das Vergleichskriterium, um die Konvergenz von b,, = Zu zeigen.

_ n? N 2n 1 N 2 <1+2
Contl n4+1_n2—|—# n3+% n?2 n3

n

Da # und % jeweils Nullfolgen sind, ist damit gezeigt, dass auch b,, eine Nullfolge ist.

Quotientenkriterium. Hierbei betrachtet man das asymptotische Verhaltnis p aufeinander folgen-

der Glieder, also

Gp41
Qp

p = lim
n—oo

Ist p < 1, dann ist die Folge eine Nullfolge, ist p > 1, dann divergiert die Folge, wihrend fiir p = 1 ist

keine Aussage moglich.

Beispiele. Wir betrachten die Folge {a,} = 2% Das Quotientenkriterium liefert

— - <1
2

ERE
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somit ist die Folge (wie wir ja bereits wissen) konvergent. Das Quotientenkriterium fiir Folgen ist kein

sehr starkes Kriterium, was wir sehen, wenn wir es auf die folgenden drei Folgen anwenden:

an:(_l)n abn:ﬁ ,Cp = 1N

In jedem der frei Fille erlaubt das Quotientenkriterium mit p = 1 keine Aussage, obwohl wir wissen,

dass a, nicht konvergent ist (2 Hdufungspunkte), b, gegen 0 konvergiert, und ¢, divergiert.

1.4 Reihen

1.4.1 Die vollstindige Induktion

Bevor wir uns Reihen und deren Konvergenzeigenschaften widmen, behandeln wir hier ein Beweisver-
fahren (die vollsténdige Induktion), das fiir Aussagen A(n), die von einer natiirlichen Zahl n abhéngen,

anwendbar ist, z.B.

n(n+1)
2

Beweise nach dem Prinzip der vollstéindigen Induktion beinhalten immer die folgenden vier Beweis-

schritte:

An) = 14243+---= fir n>1

(I) Induktionsanfang: Die Aussage A(n) ist wahr fiir einen Anfangswert n = ng (sehr oft ng = 1).
(II) Induktionsvoraussetzung: A(n) sei wahr fiir n > n.
(III) Induktionsbehauptung: A(n + 1) ist wahr.

(IV) Induktionsbeweis: Gelingt es allgemein zu beweisen, dass aus der Giiltigkeit der Induktions-
voraussetzung (II) die Induktionsbehauptung (I1I) folgt, dann ist A(n) fir all n > ng erfiillt.

Beispiel. Wir beweisen mit Hilfe von vollstandiger Induktion, dass gilt:
1
A(n) =142+3+--- Zk_ "+

Die vier Schritte des Beweisverfahrens lauten fiir diesen Fall:

(I) Induktionsanfang: linke Seite = rechte Seite fir A(1)

1
n=1:> k= :72

k=1
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(II) Induktionsvoraussetzung = die Aussage, die zu beweisen ist, also
& 1
2
k=1

(III) Induktionsbehauptung: Wir ersetzen in der Induktionsvoraussetzung n — n + 1, also

%k: (n+1)(n+2)

(IV) Induktionsbeweis: Umformen der Induktionsbehauptung (III) unter Verwendung der Induk-

tionsvoraussetzung (II)

g Ca(n+1) (4 1)(n+2)
;k_<k_lk>+(n+1)_T+(n+1)_ 5 .

Somit ist der Beweis der Aussage fiir alle n > 1 gelungen.

Beispiel. Als weiteres Beispiel fiir vollstdndige Induktion wollen wir die sogenannte Bernoulli-

Ungleichung beweisen

(1+2)">1+nx fir z>-1, #0 und n>2.

Die vier Schritte des Beweisverfahrens lauten fiir diesen Fall:
(I) Induktionsanfang: linke Seite = rechte Seite fiir n = 2

(1+2)?=1+2z+2>>1+2z wegen z#0.

(IT) Induktionsvoraussetzung = die Aussage, die zu beweisen ist, also

(14+x)">1+nx

(III) Induktionsbehauptung: Wir ersetzen in der Induktionsvoraussetzung n — n + 1, also

1+2)" "' >1+(n+1a

(IV) Induktionsbeweis: Umformen der Induktionsbehauptung (III) unter Verwendung der Induk-
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tionsvoraussetzung (II)
1I+z)""'=0+2)"(1+2z2)> 1 +nz)(1+z)=1+nr+z+n2’>>1+(n+ 1)z,

weil 14+ 2 > 0 und nz? > 0. Somit ist der Beweis der Aussage fiir alle n > 2 gelungen.

1.4.2 Konvergenz von Reihen

Im Einfithrungskapitel 1.1 hatten wir ja schon unendliche Reihen kennengelernt, die wir durch Aufsum-
mieren der Glieder einer Folge {ay} gewonnen haben. Wir definieren: Sei {a} eine Folge, dann bilden
wir die zugehorige Folge {s,} mit s, = > ;_, aj, die wir als die n-te Partialsumme bezeichnen.

Eine unendliche Reihe

Zak:al—l—ag—i—ag—i-...
k=1

ist konvergent, wenn die Partialsummen s,, einen Grenzwert S besitzen. S nennt man dann die Summe

der Reihe und schreibt . .
S = Jim on = lim D o =D ax

Es ist von grofler Bedeutung zu wissen, ob eine unendliche Reihe konvergiert oder nicht konvergiert

(=divergiert). Betrachten wir das Beispiel

dD(fr=1-141-14...=1-1+1—1+...=0
=

Wir kénnen natiirlich Summanden auch anders zusammenfassen,

D -1fr=1-141-14. .. =14+ (141 +(-1+1)+...=1
k=0 =0 =0

Der Grund fiir diesen offensichtlichen Widerspruch ist die Tatsache, dass diese Reihe nicht konvergiert.

Die Folge der Partialsummen hat zwei Haufungspunkte ndmlich 0 und +1.

In einem anderen Beispiel betrachten wir die Reihe, die offensichtlich divergiert, von der wir aber naiv

annehmen wollen, dass sie eine endliche Summe S besitzt

S=14+2+44+8+...
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Multiplizieren wird beide Seiten der obigen Gleichung mit 2, so erhalten wir
29 =24+4+8+16+...

Die Subtraktion dieser beiden Gleichungen fithrt zu dem iiberraschenden Ergebnis S = —1! Dieser
offensichtliche Widerspruch ergibt sich aus der Tatsache, dass wir angenommen haben, dass die Rei-
he konvergiert. Und nur in diesem Fall diirfen wir mit Summen von unendlichen Reihen wie mit

gewOhnlichen Zahlen rechnen. Falls die Reihe divergiert, kann das zu unsinnigen Ergebnissen fiihren.

Bevor wir in den néchsten beiden Kapiteln einige elementare Reihen auf deren Konvergenz untersuchen
werden, und einige Kriterien kennenlernen, mit deren Hilfe die Konvergenz (oder Divergenz) einer

Reihe iiberpriift werden kann, wollen wir hier noch einige Typen von Reihen definieren.

Absolut konvergent. Wir bezeichnen eine Reihe als absolut konvergent, wenn auch die Reihe

gebildet aus den Absolutbetrigen konvergiert, also

o0
Z'ak‘ = |ay| + |ag| + |ag| + ... <
k=0

Unbedingt konvergent. Wir nennen eine Reihe unbedingt konvergent, wenn sie unabhéngig von
der Ordnung der Summanden gegen dieselbe Summe konvergiert. Umgekehrt heifit eine Reihe bedingt

konvergent, wenn sie nur fiir bestimmte Anordnungen der Reihenglieder konvergiert.

Alternierend. Eine Reihe heifit alternierend, wenn bei zwei aufeinanderfolgende Glieder der Reihe

das Vorzeichen wechselt.

1.4.3 Elementare Reihen

Arithmetische Reihe. .

D k=1+2+43+4+...

k=1
Die oben angefiihrte Reihe ist eigentlich nur der Spezialfall einer allgemeinen arithmetischen Reihe
> reolao + kd) mit ap = 1 und d = 1. Fiir unseren Spezialfall kann man durch vollstindige Induktion
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leicht zeigen, dass die Partialsumme den Wert

a n(n+1)
Sn = ]{j = —
2 >
k=1
hat. Wie unschwer zu erkennen, divergiert also die arithmetische Reihe. Wir erahnen, dass ein notwen-
diges Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen ist, dass die Glieder der Reihe eine Nullfolge bilden.
Das stellt aber keineswegs ein hinreichendes Kriterium dar, wie wir gleich am néchsten Beispiel sehen

werden.

Harmonische Reihe.

i1—1+1+1+1+
k:lk_ 2 3 4

Diese Reihe haben wir bereits im Einfiihrungskapitel 1.1 kennengelernt. Hier konnten wir durch ge-

eignetes Zusammenfassen von Summanden in der Art:

S—1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+1+ +1+ >l<:1
N 2 3 4 5 6 7 8 9 16 17 32 2
W_/ ~ ~~ ~~ - ~~ <
>21=1 >4l=1 >gL=1 >165=1

zeigen, dass die Partialsummen iiber jede Grenze wachsen, d.h. das auch die harmonische Reihe
divergiert. Wir betonen nochmals, dass der Umstand, dass die Folge {} eine Nullfolge ist nicht

notwendig die Konvergenz der dazugehorigen Reihe bedingt.

Beachte, dass folgende notwendige bzw. hinreichende Kriterien angegeben werden kénnen:

Z ay ... konvergent = lim a; =0

k—o0
k

g ay ... divergent <= klim ap # 0
—00
k

aber, dass die Umkehrung nicht gilt!

Zak ...divergent & lim a; >0
: k—o0

Z ay ... konvergent <= lim a; = 0.
3 k—o0
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CDF 3. Elementare Reihen
In dieser CDF-Anwendung konnen fiir verschiedene

grafisch dargestellt werden.

n K 12
a . ®1 2—k 2k [_l]k 1 1
E k 2 k(k+1) k2
Sy = Zioi |
n k=1 k
s . . . ; . 7
F
30t o
° L ]
[ ]
[ ]
78 -
L3 .
O
r @
20F .
O
151 i 1
wr @ 1
05 . . . . .
0 2 4 6 8 10 12

Beispiele_fuer_Reihen.cdf
elementare Reihen Partialsummen s,, berechnet und

i—l]k+l 1
k k!
S;:lzl
S;=1+1 =15
S3= 147+, = 183333
Sy=1+7+7+% = 208333
2 3 4
Ss=1+ 4ty — 208333
- 2 3 4 5
1,1 1, 1.1
Sg=1+-+-+-+-+- =245
2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
7=1+"+-4+"+-+-+° = 259286
23 4 5 6 7
ror 1 1 1.1 1
Sg=1+"+"+"+-_+"+"+- = 271786
23 4 5 6 7 8
r o1 1 1.1 1 11
Sog=14+"4+"+"+-+"+-+-+° = 2.82897
23 4 5 6 7 &8 9
r o1 1 ¢ 1.1 1 1 1
Spp=1+"+"+"+-_+"+"+"+-+ = 292897
2 3 4 5 6 7 8 9 10
r o1 1 1.1 1 1 1 1 1
Sy=1+"+"+"+"+"++ 4+ ++~ = 3.01988
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sp=l+"4+"+"+-+"+"+"+-+—+—+— = 310321
23 4 5 6 7T 8 9 10 11 12

Geometrische Reihe.

Yot =ltq++P 4+

k=0

Wir betrachten zunédchst den Fall ¢ = 1. In diesem Fall ist die Partialsumme s, = 1 + n und die

Reihe divergiert. Fiir ¢ # 0 konnen wir ebenfalls einen geschlossenen Ausdruck fiir die Partialsumme

erhalten, indem wir die zwei Ausdriicke s, = 1 +

kombinieren, was zu folgendem Ergebnis fiihrt:

Sp =

g+¢@+...+q¢ und ¢s, = ¢+ ¢+ ...+ ¢!

1 _ qn+1

1—g¢q

Aufgrund der Eigenschaften der geometrischen Folge zusammengefasst in Gleichung (1.6) sehen wir,

dass die geometrische Reihe fiir |¢| < 1 konvergiert, wihrend sie fiir |¢| > 1 divergiert. Im Falle der
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Konvergenz lautet die Summe der geometrischen Reihe:

= 1
D = fiir |g| < 1 (1.11)
k=0 1=q

CDF 4. Geometrische Reihe SumOfAGeometricSeries.cdf
In dieser CDF-Anwendung wird die Partialsumme der geometrischen Reihe mithilfe einer geometrischen

Interpretation ermittelt.

r {} 0.508

a = £l 2.048

All the green triangles are similar, and the big triangle is similar to the green triangles.

2 n
The ratio of the big triangle's sides is equal to the ratio of the sides for those triangles, so that M = l'z—r ,and then %  a r" = 1L .
= —-r —r
.

Teleskop-Reihe.

i LS S S S
(k—Dk 1-2 2-3 3-4 7

Auch diese Reihe ist konvergent, was man sehen kann, indem man die Reihenglieder in der Art

m = k—il — % aufspaltet. Dann erkennt man, dass sich die Partialsumme schreiben ldsst als:

] 1+1 1+ . 1 1 1
Sp=1— =+ == =4 ...
" 2 2 3 n—1 n n

Das heifit, je zwei Nachbarglieder (aufler dem ersten und dem letzten) heben sich gegenseitig auf.

Diesen Vorgang nennt man Teleskopieren einer Summe, abgeleitet vom Ineinanderschieben zweier
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oder mehrerer zylindrischer Rohre. Aus der Partialsumme ist unschwer zu erkennen, dass diese Reihe
konvergiert und die Summe S = 1 aufweist.

1.4.4 Konvergenztests

Vergleichskriterium. Ausgangspunkt fiir viele Konvergenzbeweise ist das sogenannte Vergleichs-
kriterium. Ist bekannt, dass die Reihe > | b, die aus positiven Gliedern b, > 0 besteht, konvergiert,
so konvergiert auch eine Reihe Y *° @, dann, wenn fiir fast alle Glieder die Ungleichung |a,| < b,

erfiillt ist. Die Reihe b,, nennt man dann eine konvergente Majorante von a,. Umgekehrt lédsst sich
zeigen, dass eine Reihe Y ° | a,, divergiert, wenn fiir fast alle Glieder die Ungleichung |a,,| > b, erfiillt

ist, und bekannt ist, dass Y-, b, divergiert. Die Reihe b, nennt man dann eine divergente Minorante
VOn ay,.

Als Beispiel betrachten wir die Reihe

i 1 1 —|— + = + L +.

|2 9 16
Diese Reihe hat grofie Ahnlichkeit mit der konvergenten Teleskopreihe, deren Reihenglieder ja by =
(= 1 fir k > 2 sind. Setzen wir hier noch b, = 1, dann gilt a;, = & < = b, Vk, was die

B2 = -k 1
Konvergenz der obigen Reihe beweist.

In einem anderen Beispiel untersuchen wir die Reihe

= 1+Vk 1+v2 14+43
> \/_=2+ \/_+ \/_+
- k 2 3

1

Hier benutzen wir die harmonische Reihe als divergente Minorante in der Art: |a;| = Y% >

um die Divergenz der Reihe zu beweisen.

Waurzelkriterium. Bei diesem Kriterium wird die Konvergenz der Reihe Y7 | a5, untersucht, indem
der Grenzwert der Folge p; untersucht wird:

p < 1 die Reihe ist absolut konvergent
p= hm Pk = hm V]arl =< p=1 keine Aussage ist moglich
p > 1 die Reihe divergiert
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Der Beweis lauft {iber die Konvergenz der geometrischen Reihe, die als konvergente Majorante fungiert

(siehe z.B. Skriptum von Prof. Ganster pdf).

Als Beispiel betrachten wir die Reihe

Die Berechnung des Grenzwerts p zeigt, dass die Reihe konvergent ist:

pz&il{}om: liml(\k/z>4:1<lim \’C/E)4:1<1

k—oo € e \k—oo

Quotientenkriterium. Ahnlich wie beim Wurzelkriterium, wird auch bei diesem Kriterium die

Konvergenz der Reihe > 77 | ay untersucht, indem der Grenzwert einer Folge ausgewertet wird:

p < 1 die Reihe ist absolut konvergent
Ak41

L |=1 7= 1 keine Aussage ist moglich
k

— | — |
p= Jim pu = fim,

p > 1 die Reihe divergiert

Der Beweis des Quotientenkriteriums benutzt die Konvergenz der geometrischen Reihe, die in der Be-
weisfithrung wieder als konvergente Majorante eingesetzt wird (siehe z.B. Skriptum von Prof. Ganster
pdf).
Als Beispiel betrachten wir die Reihe
= k!
kF
k=1

Die Berechnung des Grenzwerts von pj. zeigt, dass die Reihe konvergent ist:

G A R 1y
(kDR R (k1R \ (k4 1) _(1+%)’f e

Ak41
ag

Pr =

Verdichtungssatz von Cauchy. Sei ) ;, a; eine Reihe mit positiven a; > 0 und monoton fallen-
den ag41 < aj Reihengliedern fiir alle k. Dann besagt der Satz, dass >, a genau dann konvergiert,
wenn die Reihe Y 77 | 2Fay konvergiert. Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf weiterfithrende Literatur

verwiesen, z.B. Konrad Konigsberger: Analysis 1.

Als prototypisches Beispiel wenden wir dieses Konvergenzkriteriums auf die verallgemeinerte harmo-


http://www.math.tugraz.at/~ganster/lv_differenzialrechnung_ws_11/04_unendliche_reihen.pdf
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nische Reihe mit einem festen o« > 0 an.

i ! =1 —I— —+ ! + ! +.
ke 30 4o
k=1
Wir wissen ja bereits, dass die harmonische Reihe (o = 1) divergiert. Wir haben auch schon festgestellt,
dass die Reihe mit o = 2 konvergiert. Mithilfe des Verdichtungssatzes von Cauchy kénnen wir nun

das Konvergenzverhalten fiir beliebige o > 0 beurteilen:

i2ka2k:i2k i 21 :iqk
k=1 k=1 ( k=1 k=1

Wir sehen also, dass die Reihe genau dann konvergiert, wenn die entsprechende geometrische Reihe

mit ¢ = 217 konvergiert, was fiir ¢ < 1, das heift fiir v > 1, der Fall ist.

Leibniz-Kriterium. Dieses Kriterium bezieht sich nur auf alternierende Reihen. Und zwar ist
eine alternierende Reihe genau dann konvergent, wenn (i) die Absolutwerte der Reihenglieder monoton
fallend sind, und (ii) die Glieder eine Nullfolge bilden.

Wir wollen den Beweis des Leibniz-Kriteriums skizzieren. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit neh-
men wir an, dass das erste Glied der Reihe positiv ist. Zunéchst betrachten wir die Folgen der Parti-

alsummen mit ungeraden Indizes

S1 =
S3 — 8§71 — (CLQ — CL3) < S1
——
>0
S5 = 83—( 4—&5)<83
>0
Son41 = Son—1 — (Gon — Gony1) < Sopo1
>0

Die ungeraden Partialsummen bilden also eine monoton fallende Folge, die nach unten beschrinkt

ist durch sy = a; — as. Umgekehrt bildet die Teilfolge der Partialsummen mit geraden Indizes eine
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monoton steigende Folge, die nach oben durch s; = a; beschréinkt ist.

S2 = a; —as
s4 = So+ (ag—as) > s9
——
>0
s¢ = Sq+ (a5 —ag) > s4
N—_——
>0
Sop42 = Sog +£G2n+1 — a2n+22 > Sop
WV
>0

Nun wissen wir, dass eine monoton steigende (bzw. fallende) und nach oben (bzw. unten) beschriankte
Folge einen Grenzwert besitzt, also

lim $9,,1 = S* und lim sy, = 5™
n—oo n—0o0

Bilden wir nun die Differenz der beiden Grenzwerte

* *k : .
S* — S5 = lim (Sop41 — S2n) = lim ag,yq =0,
n—oo n—oo

so stellen wir fest, dass die beiden Grenzwerte gleich sind S = S* = S* und die Summe der Reihe

bilden, da nach unserer Voraussetzung die Glieder der Reihe eine Nullfolge bilden.

Als Beispiel fiir die Anwendung des Leibniz-Kriteriums betrachten wir die alternierende Reihe

= s V3E—1
> (-1

7 Jk(k+1)

Damit das Leibniz-Kriterium erfiillt ist, miissen die Betrdge der Reihenglieder (i) monoton fallend

sein, und (ii) eine Nullfolge bilden. Zunéchst zeigen wir (i)

V3k —1 - V3k+1) -1 V3k + 2
k(k+1) VE+D(E+2)  (k+1)(k+2)
3k —1 S 3k +2
k k+2
3k > 2 ...gilt Vk
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Als zweites miissen wir noch iiberpriifen, ob die Reihenglieder eine Nullfolge bilden:

SRk EErD VErL

V3k—1 V3k V3

Somit haben wir gezeigt, dass die Reihe konvergiert.

Integraltest.

Beim Integraltest wird die Konvergenz einer Reihe )"/ a) untersucht, indem das

korrespondierende Integral ausgewertet wird:

n

lim [ a(k)dk = / " alk)dk

n—o0 kO kO

Voraussetzung fiir die Anwendung des Integraltests ist, dass die Reihenglieder eine monoton fallende

Folge bilden. Hierbei wird ein Vergleich der Flidche unter der Funktion a(k) mit der Summe der
Rechtecksflichen der Hohe ay und der Breite Ak = 1, also Y .-, ayAk, angestellt. Daraus kann

man ableiten, dass die Existenz des obigen Integrals ein Kriterium fiir die Konvergenz der Reihe ist:

Konvergiert das Integral, so konvergiert auch die Reihe. Divergiert das Integral, so divergiert auch die

Reihe.

Es ist zu beachten, dass die untere Grenze des Integrals, ko, fiir die Konvergenz (Divergenz) der Reihe

unerheblich ist, da ja eine beliebige, endliche Zahl von Reihengliedern weggelassen werden darf, ohne

dass sich das Konvergenzverhalten der Reihe dndert. Wichtig ist nur das Verhalten des bestimmten

Integrals an der oberen Grenze n — oo.

Als Beispiel fiir die Anwendung des Integraltests betrachten wir wiederum die verallgemeinerte har-

monische Reihe mit einem festen o > 0

Die Reihenglieder sind monoton fallend, und wir kénnen das entsprechende Integral auswerten

ke, — 00 fir a<1
k~“dk = lim In k:|ZO — 00 fir a=1

n—o0

kol — kg < oo fiir a>1

Wir erhalten das bereits bekannte Ergebnis, dass die Reihe fiir 0 < o < 1 divergiert, und fiir a > 1

konvergiert.
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CDF 5. Integraltest http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/IntegralTest.cdf
In dieser CDF-Anwendung wird das Integralkriterium fiir Reihen der Form >"°° . -L graphisch veranschau-

n=1 kP
licht.

p 51+

« move the rectangles — [}

show the error in the
estimate of the series with s1g

when p>1
o oo o 1 L
The series Z — and the function f{x) = —
2 2
n=1 M X
1.0
0.8
0.6
a o
0.4
02
1] 2 4 6 8

The area of the colored rectangles represents the sum of the series 2 | a,. With the rectangles in the
starting (left) position, you can see that 2", a, = fl""f( x) d x. Slide the rectangles to the right to see that
fl""f( x)dx = X7, a,. Thus the series and the integral converge or diverge together. For a convergent p-

series (or any convergent series satisfying the criteria of the integral test), the inequality
SN+ fh‘ilf(_r) dx= 2% ayp =5y + fh‘,"’f(_x) d x holds for all N, where sy is the N partial sum. An option

in this Demonstration lets you see this fact using N = 10. The gray rectangles represent 5,9, and the
colored rectangles represent the "tail", Ty = E,‘:":“ ay.
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1.5 Potenzreihen

In diesem Kapitel wollen wir nun Reihen betrachten, bei denen die Reihenglieder a; von einer un-
abhéngigen Variable x abhéngen, also a; = ax(z). Solche Objekte nennen wir dann Funktionenreihen.
Innerhalb dieser Funktionenreihen bilden Potenzreihen eine spezielle und besonders wichtige Unter-
gruppe. Sie sind dadurch gekennzeichnet, dass die unabhéngige Variable z in aufsteigenden Potenzen

vorkommt, und wir schreiben Potenzreihen in der allgemeinen Form

Zak(x — xo)k =ag+ a1(x — xp) + az(x — x0)2 + asz(z — xo)g + ...
k

[e9)
=0

Hierbei bezeichnen wir zy als den Entwicklungspunkt, und a; als den k-ten Entwicklungskoeffizienten.
Sehr hédufig werden wir auch dem speziellen Fall begegnen, dass der Entwicklungspunkt gleich dem

Ursprung ist, also zop = 0. In diesem Fall vereinfacht sich die Potenzreihendarstellung:

o0

g akxk :a0+a1x—|—a2x2+a3x3+...
k=0

1.5.1 Konvergenzradius

Wiéhlen wir einen bestimmten, festen Wert fiir die unabhéngige Variable z, dann haben es wir wie-
derum mit einer bereits hinlédnglich bekannten unendliche Reihe zu tun, deren Konvergenz wir mit
den in Kapitel 1.4.4 besprochenen Kriterien iiberpriifen kénnen. Im allgemeinen wird das Konver-
genzverhalten natiirlich von der Wahl von x abhéngen. Wir werden sehen, dass Potenzreihen in einem
symmetrischen Intervall um den Entwicklungspunkt zy konvergieren, und wir bezeichnen dieses In-
tervall als den Konvergenzradius der Potenzreihe. Diesen Sachverhalt wollen wir anhand von einigen

Beispielen verdeutlichen.

i = /3\" 39
Zak$k:Z(Z) xk:1+1$+ﬁx2+...
k=0

k=0

Fiir welche Werte von = konvergiert diese Reihe? Wir konnen hier das Wurzelkriterium anwenden

= li = li
p= i o= i

und finden, dass die Reihe fiir p < 1, also fiir |z| < 3 konvergiert, und fiir p > 1, also fiir [z| > 3

divergiert. Da das Wurzelkriterium fiir p = 1 keine Aussage zuldsst, miissen wir die Rénder des

Konvergenzintervalls, also x = +§ und z = —% noch gesondert untersuchen. Fiir x = —i—% erhalten wir
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die Reihe 1+ 1+ 1+ ..., die divergiert, und fiir x = —3% dle alternierende Reihe 1 — 1+ 1 —1+4.
die ebenfalls divergiert. Zusammenfassend finden wir somlt, dass die Reihe in dem offenen Intervall
(—%, —i—%) konvergiert.
Im néchsten Beispiel bestimmen wir den Konvergenzradius der folgenden Reihe:
2 .8

ix— I+ 242t
2} 2l 3l

Hier wenden wir am besten das Quotientenkriterium an und finden

xk+1 k!
(k+1)laF|

Qr+1
ag

p= lim p, = lim

k—o0 k—o0 k—o0

. xr
,}L%‘o‘k—ﬂ'—méi%om—o-

Hier gilt, dass p = 0 < 1 Vz € R, das heifit, die Reihe konvergiert fiir alle reelle Zahlen = und der

Konvergenzradius ist oo.

Als drittes Beispiel untersuchen wir noch folgende Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt zy = 3

2 4 - 6

i ,m 3)’f r—3 (z-3)? (z—3)3

k=1

Wir wenden wieder das Wurzelkriterium an und finden

1 -3
= |z —3| lim {/— = 2 = 3| = |z —3|.

k—o0 2/{5 hmk—wo \’“/5 . limk_wo \k/E

(x — 3)F
S O Y R S,
p = lim p = lim \/'( 1) T

k—o0 k—o00

Die Reihe konvergiert fiir p < 1, also fiir | — 3| < 1, das heifit in dem Intervall 2 < x < 4. Was passiert
an den Rindern des Intervalls? Fiir z = 2 erhalten wir die Reihe 2 3D he 1 = also die harmonische
Reihe, die bekanntermafien divergiert. Am oberen Ende des Konvergenzintervalls, x = 4, erhalten wir
die alternierende harmonische Reihe £ 377 (—1)*!1 die nach dem Leibnizkriterium konvergent ist.

Zusammenfassend gilt also fiir den Konvergenzbere1ch der Reihe: 2 < x < 4.

Wir halten fest: Potenzreihen sind spezielle Funktionenreihen, in denen die unabhéingige Variable x
in Potenzen vorkommt. Die Menge der z, fiir die die Reihe konvergiert, nennen wir den Konvergenz-
bereich. Wir kénnen den Konvergenzbereich bestimmen, indem wir die bereits bekannten Kriterien
zur Bestimmung der Konvergenz von Reihen anwenden. Bei Potenzreihen ist dieser Konvergenzbe-
reich symmetrisch um den Entwicklungspunkt der Reihe, und heifit deshalb auch Konvergenzradius.

Innerhalb des Konvergenzbereichs, konvergiert die Potenzreihe gegen die Summenfunktion f(x).

Zak (x — x0) —a0+a1(:r—xo) +a2(x—x0)2+a3(a:—xo)3+...
k=0
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Abhéngig von der betrachteten Potenzreihe kann der Konvergenzradius 0, endlich oder unendlich sein.
Innerhalb des Konvergenzradius sind Potenzreihen nicht nur punktweise, sondern sogar gleichméfig
konvergent. Die Definition und Bedeutung des wichtigen Begriffs gleichmdfige Konvergenz folgt in

einem spéteren Kapitel 1.6.2.

1.5.2 Taylor-Reihe

In der Praxis stellt sich weniger oft die Frage, welche Summe eine Potenzreihe besitzt, als vielmehr
die, wie fiir eine gegebene Funktion f(z) die dazugehorige Potenzreihe bestimmt werden kann? Eine
solche Reihenentwicklung ist in den meisten Féllen moglich, auf Gegenbeispiele wird zu einem spéteren
Zeitpunkt eingegangen. Bevor wir die allgemeine Formel von Taylor kennenlernen, mit der wir eine
Funktion f(z) in eine Potenzreihe (=Taylor-Reihe) entwickeln kénnen, wollen wir anhand der Funktion
f(x) = cosx die grundsitzliche Vorgehensweise erldutern. Das heifit, wir stehen vor der Aufgabe, die

zunéchst unbekannten Entwicklungskoeffizienten ag, a1, as, ... zu ermitteln
_ 2 3
COST = Ag + a1X + ax” + asx” + ...

Wir haben uns also fiir den Entwicklungspunkt zy = 0 entschieden. Setzen wir in der obigen Gleichung
x = xg = 0, so erhalten wir 1 = ag. Um die weiteren Koeffizienten zu bestimmen, differenzieren wir

beide Seiten der Gleichung schrittweise, und erhalten

% : —sine = a3 +2ax+3azx® +4a®... x=0: 0 = a3 =1lla
% : —cosx = 2as+ 6asr + 12a472 . .. r=0: —1 = 2ay =2y
f—; : sinx = 6az+ 24asx + ... z=0: 0 = 6as=3la;
L cosr = 24ag+ ... r=0: 1 = 2da,=4la,

Hieraus konnen wir die allgemeine Form des k-ten Koeffizienten bereits ersehen, und erhalten fiir die

Potenzreihenentwicklung der Funktion cos x um den Entwicklungspunkt zy = 0

R S R o L a2k
Cosx:1—§+z—ﬁ+...:kz:;(—l) o]

Wie sieht es um die Konvergenz der Reihe aus? Wir wenden das Quotientenkriterium an und erhalten

2
1
< = 22 lim = 0.

222 (2k)] i
~ e ‘ 2k + 1)(2k + 2) hoo (26 + 1)(2k + 2)

Bt1 = lim
k—oo | (2k + 2)! a2k

Qg

— |
p= i

Das heif3t, die gefundene Taylor-Reihe fiir die Funktion cos x konvergiert auf ganz R.

Wir wollen nun dasselbe Verfahren zur Ermittlung der Potenzreihe auf eine allgemeine Funktion f(z)
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anwenden, wobei wir als Entwicklungspunkt x = xy wahlen.

f(a:) = ayg -+ al(l’ — %0) + CLQ(LC — 370)2 +...+ ak(x — .To)k +
f'x) = ax + 2ap(x —x0) +...+ kap(x — x0)F ! +
f(z) = 2a5 oo k(k = Dagle — z0)*2 +

f(k)(x) : }dak .

Setzen wir in den obigen Gleichungen jeweils x = xq, so erhalten wir

f($0) = Qo
f’(l“o) = m

['(@o) = 2as

% (zo) = Klay
wobei wir mit f*)(z,) die k-te Ableitung der Funktion f(z) an der Stelle z;y bezeichnet haben:

d*f (@)

dak

f(k) (z0) =

T=x0

Das heif3t, wir erhalten fiir die Taylor-Reihe — oder auch Formel von Taylor — folgenden Ausdruck

(k) o , " To ) 1" Zo 5
1) =3 T ) = fao)+ o)) + T (0 gy T a1

Fiir den Spezialfall, dass der Entwicklungspunkt gleich xy = 0 ist, erhalten wir die etwas einfachere

Form der Taylor-Formel, die man auch als MacLaurin-Reihe bezeichnet:

(k) " 1"
1) =3 0 = )4 g+ D ¢ S0y (1.13)
~ k ! !

Wir betonen an dieser Stelle, dass die Taylor-Formel zundchst formal fiir jede Funktion f(z), die
ausreichend oft differenzierbar ist, definiert werden kann. Die Konvergenz der Reihe, das heifit das
Konvergenzgebiet, muss aber in jedem Fall iiberpriift werden. Insbesondere gibt es Funk-
tionen, deren formale Potenzreihe als Konvergenzgebiet nur den Entwicklungspunkt hat! Ein Beispiel
fiir eine solche Funktion ist etwa e 2. Die Funktion und alle ihre Ableitungen haben bei x = 0 den
Wert 0, und die Potenzreihe lautet daher e =0 +0+4+0+..., wodurch der Konvergenzradius dieser

Potenzreihe 0 ist. Nach diesem eher abschreckenden Gegenbeispiel wollen wir aber in den néchsten
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Kapitel, einige sehr niitzliche Eigenschaften von Potenzreihen aufzéhlen sowie die Taylor-Reihen und

deren Konvergenzgebiete einiger wichtiger elementarer Funktionen angeben.

1.5.3 Eigenschaften von Potenzreihen

In ihrem Konvergenzgebiet verhalten sich Potenzreihen wie ”gewohnliche” Funktionen, was sich in

folgenden Eigenschaften widerspiegelt.

1. Eindeutigkeit. Fiir eine Funktion f(z) und den Entwicklungspunkt z, gibt es genau eine

Potenzreihendarstellung.

2. Gliedweise Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division. Potenzreihen kénnen glied-
weise addiert, subtrahiert oder multipliziert werden. Bei der Division darf die Nennerreihe keine

Nullstellen am Entwicklungspunkt zy haben.

3. Gliedweise Differenzier- und Integrierbarkeit. Die gliedweise Ableitung (bzw. Integration)

einer Potenzreihen konvergiert gegen die Ableitung (bzw. Integral) der urspriinglichen Reihe

Restglied. Wenn wir uns die Frage stellen, wie grof} ist die Abweichung der n-ten Partialsumme

Sy (z) von der Summenfunktion f(z) ist, so kénnen wir das mithilfe des Restglieds R, (z) abschétzen.
Ry(2) = f(x) = Sa(x) = f(z) = Y ar(a — w0)*
k=0

Zunéchst ist klar, dass die Reihe konvergiert, wenn das Restglied fiir n — oo verschwindet. Fiir

alternierende Reihen ist das Restglied R, (z) immer kleiner als das (n + 1)-te Reihenglied, also
|Ru(z)] < |an+1(x - xO)n—H’

Fiir eine allgemeine Reihe ldsst sich ebenfalls das Restglied abschétzen (Lagrangesches Restglied),

und man kann zeigen, dass gilt:

(SB _ QT())nJrl

@)l < 1 =020

max ‘f("+1)(t)|

Hier muss der Maximalwert der (n + 1)-ten Ableitung in dem Intervall x < ¢ < xg bzw. 2o <t <z

eingesetzt werden.
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1.5.4 Beispiele fiir Taylor-Reihen

Bei den folgenden Beispielen handelt es sich jeweils um Taylor-Reihen um den Entwicklungspunkt
zo = 0, also um MacLaurin-Reihen, die wir auch als Ubung durch Anwendung von Gleichung 1.13

berechnen konnen.

e " 2 x3
e = %m = 1+x—|—§+§—|—‘.. fir x € R
. B > (_1)n$2n+1 B 1'3 $5 .1'7 )
Sinx = ;%W = x—a—{—a—ﬁ—}— fUIZL'GR
_ 0 (_1)n$2n B 2 4 26 )
COS T = ;W = 1_§+Z_ﬁ+ fuerR
1 oo
. = nzzox" = l+a+a*+2°... fir |z < 1
e (_1)n+1xn 5(72 ZE3 ZE4 )
In(1 = - = -t = — — + ... fiir —1 <1
n(l+x) Z " T- + T 1 + tir <x<
nozol
1+z)pP = Z(n)x = 1—|—pz+Tx + ... fur x| <1

n=

Das letzte Beispiel in der obigen Tabelle ist die sogenannte Binomialreihe und bedarf einer ndheren
Erlduterung. Ist der Parameter p eine positive ganze Zahl, so bricht die Reihe nach einer endlichen
Anzahl an Gliedern — genauer nach p Gliedern — ab. Das sieht man beispielsweise, wenn wir fiir p = 3

setzen:

= /3 3.2 3-2-1 3:2:1-0
(1+x)3zz<n)x”:1+3x+7x2+ i z® + 1 ot +
g [ ! . iy )

=0

Ist p negativ oder nichtganzzahlig, so handelt es sich um eine unendliche Reihe, die dementsprechend

nicht abbricht. Setzen wir etwa p = —1, so erhalten wir das schon bekannte Ergebnis
a1 (=D(=2) , (=D(=2)(=3)
1 _ noo__ o N\ 22 3
(1+2) —ngo(n)x = -zt —p "+ 2 a4

= l—z+2>—2>+...

Wenn wir wiederum p = % setzen, erhalten wir folgende unendliche Reihe

N |=

(1+2)2 = (1£2>xn _ 1_,_%1;_,_(1/2);!_1/2)x2+(1/2)(—13{!2)(—3/2)x3+

n=0
1 1 1
= 14+ -—ax— 2>+ —a3+...
+2£L' 8x+16m—|—
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Und zum Abschluss betrachten wir noch den sehr &hnlichen Fall p = —%:
1 = [(—1/2 1 3, 5 4
= "=1-= ¥ — — e
Ttz nz_o( n )m 'R T T

CDF 6. Taylorreihen http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/TaylorReihen.cdf
In dieser CDF-Anwendung werden Taylorreihen fiir verschiedene elementare Funktionen bis zu einer vorge-

gebenen Ordnung und um einen wahlbaren Entwicklungspunkt berechnet und graphisch dargestellt.

expansion point xpt ————1F 0 fix) = sinix) v
terms (highest degree) terms ——}—— 117 graph all polynomials showall %
x axis xmax ———(=—— & 10 show opts @ polynomial error neither

f(x) = sin(x)

y axis

X 3 X 5 X 7

To(x)=x- =42 - =
6 120 5040

1.5.5 Anwendungsbeispiele

An dieser Stelle wollen wir exemplarisch einige Anwendungen von Potenzreihen bzw. Taylor-Reihen

Entwicklungen diskutieren.

Numerik. Wie schon im Einfithrungskapitel 1.1 angedeutet, erlaubt etwa die Reihendarstellung
einer Winkelfunktion die numerische Auswertung auf einem Taschenrechner oder Computer, der ja

nur die Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division durchfiihren kann. In


http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/TaylorReihen.cdf
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ahnlicher Weise konnen wir auch — ohne Zuhilfenahme eines Taschenrechners — Ausdriicke der Art
/1005 berechnen. Dazu schreiben wir

x  x?

=10(14+35 -5 +..)=10(1+ 0.0016 — 0.0000027 + .. .)

Wl

V1005 = 10(1 4 0.005)5 = 10(1 + )

Wie genau ist das Ergebnis, das wir so erhalten haben? Es handelt sich um eine alternierende Reihe,
also ist das Restglied R, (z) einfach abzuschitzen. Fiir den Fall, dass wir Terme bis zur Ordnung

O(x?) beriicksichtigen liefert die Fehlerabschiitzung:

5
|Ry(z = 0.005)] < |asz®| = 8—10.0053 ~2x107®

In dhnlicher Weise konnen wir nun auch Logarithmen berechnen. Dazu halten wir zunéchst fest, dass
wir mit Reihendarstellung von In(1 + z) nun auch endlich wissen, was die Summe der alternierenden
harmonischen Reihe ist! Bisher wussten wir ja lediglich (Leibnizkriterium), dass sie konvergiert, aber
nicht gegen welche Summe. Setzen wir namlich in In(1 + z) den Funktionswert = = 1, so erhalten wir

die alternierende harmonische Reihe!

1 1 1
1n2:1n(1+1):1—§+§—1+...
Diese Reihe konvergiert sehr langsam! Das ist auch dadurch ersichtlich, weil sich der Punkt x = 1
genau am Rand des Konvergenzgebiets von In(1 + x) befindet und die Konvergenz von Potenzreihen
in Richtung Rand des Konvergenzgebiets generell langsamer wird. Hier etwa betrdgt nach 10 Gliedern
der alternierenden Reihe der Fehler Ry < ﬁ,
ﬁ. Haben wir allerdings einen genauen Wert fiir In2 = 0.69314718. ..

gefunden, so konnen wir mit Hilfe der Reihendarstellung des Logarithmus, auch numerische Werte fiir

auch nach 1000 Termen ist die Summe nur bis zur 3.

Dezimalstelle genau, Rygpp <

beliebige Argumente erhalten, indem wir das Argument in Potenzen von 2 faktorisieren

In47 = In(32 x 1.46875) = In2° 4 In 1.46875
1
= 5In2+In(1 + 0.46875) ~ 3.465736 + 0.46875 — 50.468752 +... (1.14)

Kleine ”St6érungen”. Sehr oft kennt man in der Physik zwar formal den exakten Ausdruck fiir
ein bestimmtes physikalisches Problem, man kann aber die entsprechenden Gleichungen nicht 16sen.
Abhilfe kann hier oft die Tatsache schaffen, dass man den gefunden Ausdruck in eine Taylorreihe
einer "kleinen” Grofle — oder Storung — entwickelt. Um ein konkretes Beispiel zu geben, betrachten

wir den Ausdruck fiir die relativistische Energie eines freien Teilchens mit der Ruhemasse m und der
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Geschwindigkeit v

N
[N

2 2\ —
E:L:mCQ(l—U—Q) =mc® (1 —¢)”
v2 C

c2

Hierbei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit, und wir haben die Grofle € = Z—; eingefiihrt, die fiir Geschwindig-
keiten sehr viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit eine kleine Gréfle darstellt. Mit den Ergebnissen
aus den vorangegangen Kapiteln kénnen wir nun den Klammerausdruck in Potenzen von e entwickeln

und erhalten
3mut

8c?

3e? 1
Ezmc2(1+§+i+...>:m02—|—§m02+

2 8

Die Bedeutung des ersten Terms ist die Ruheenergie des Teilchens, der zweite Term ist die kinetische
Energie des Teilchens, so wie sie aus der Newtonschen Mechanik bekannt ist, und die weiteren Terme
sind relativistische Korrekturen fiir die kinetische Energie, die von der Massenzunahme bei hohen

Geschwindigkeiten herriihren.

Losung von Integralen. Auch diese Anwendung von Taylorreihen haben wir bereits im ersten
Kapitel dieses Skriptums vorweggenommen. Sehr oft konnen wir keine analytische Form der Stamm-
funktion F'(z) einer Funktion f(x) angeben. Kennen wir allerdings die Taylorreihe der Funktion f(x),
so konnen wir — innerhalb des Konvergenzgebiets — gliedweise integrieren, und so eine Reihendarstel-
lung der Integralfunktion gewinnen. Betrachten wir etwa die Gaufische Glockenkurve f(z) = e "
Um ihre Reihendarstellung zu finden miissen wir lediglich in der bekannten Taylorreihe von e* das x

durch —z2 ersetzen und erhalten

4 6

-z 2 ZE_ o l‘_
flz)=e" =1 x+2! 3!+...
Die gliedweise Integration ergibt
2 2T
Flr)y=0——4—— —
W=r=gtp-ut

Damit konnen wir etwa folgendes bestimmte Integral auswerten
1
/ fl)de =F(1)-F0)=1— -+ — — —+--- ~ 0.742857
0

Das exakte Ergebnis wiirde hier den Wert 0.746824 liefern.
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1.5.6 Regel von De L’Hospital

Die Potenzreihendarstellung von Funktionen erlaubt es auch Ausdriicke wie

sinx

fz) =

Xz

zu behandeln, die an einzelnen Stellen, in diesem Beispiel bei x = 0, nicht definiert sind. Sowohl
die Zéhler- als auch die Nennerfunktion verschwindet im lim,_,o, und wir erhalten den unbestimmten
Ausdruck ” %”. Setzen wir die Reihendarstellung der Sinusfunktion ein, so konnen wir den Grenzwert

ganz einfach bestimmen

i T— 42y 2 ‘
limsmleim 3! 5 " — lim 1—$—+x—+... =
=0 T z—0 T z—0 3! 51

Anhand dieses Beispiels konnen wir eine allgemeine Regel, die Regel von De L’Hospital ableiten, die es

uns erlaubt die Grenzwerte von solchen unbestimmten Formen zu berechnen. Betrachten wir dazu den

5 09

0
Das heift, dass lim,,, f(z) = 0 und lim,,, g(z) = 0 gilt. Entwickeln wir nun f(z) und g(z) jeweils

Quotient zweier Funktionen f(x) und g(x), der an einer Stelle a die unbestimmte Form aufweist.

in eine Taylorreihe, so sehen wir

f@) _ f@+ e —at. )

lim 22 — —

e g@) e gla) T gla)w—a) .. e g(a)

Y

dass wir den Grenzwert dadurch bestimmen konnen, indem wir Zdhler und Nenner getrennt
voneinander differenzieren. Sollte der erhaltene Ausdruck an der Stelle a wieder unbestimmt sein,
so wiederholen wir das Spiel und differenzieren Zahler und Nennerfunktion erneut. In unserem obigen

Beispiel ergibt die Anwendung der Regel von de L’Hospital also

Auf analoge Weise konnen wir auch folgende unbestimmte Form auswerten

1
Inx = 1
lim =lim % = —lim— = -1
=11 —2 =1 — =1 1

Die Regel von de L’Hospital lédsst sich auch auf andere unbestimmte Formen iibertragen. Man kann

” 009
0

» 0

o also etwa

zeigen, dass Ausdriicke der Form in gleicher Weise behandelt werden kénnen wie

1
Inz = 1

lim — =1lim 22— =—-1lim —=0flirec>0

rz—o0 € T—00 C{L‘C_l Cc x—o0 €
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Aus diesem Beispiel sehen wir, dass jede Potenz z¢ fiir ¢ > 0 im Limes x — oo stérker ansteigt als

der Logarithmus.

Auch andere unbestimmte Formen wie ”0-00”, 700 —o00”, 70%°”, 71°°” und " 00" kénnen mithilfe der
Regel von de LL’Hospital behandelt werden, sie miissen allerdings vor ihrer Anwendung noch geeignet

umgeformt werden:

0-c0: f-g — L
| o
©—00: f—g — T T
0°°,1°°, 00? : f?9 — exp(glnyf)
Wir demonstrieren diese ”"Rezepte” zur Anwendung der Regel von de L’Hospital anhand je eines
Beispiels.
Inx 1
0-00: hm\/_lnx—hm - = lim —* 3:—2hmx%:0.
=0 2 z—0 _%‘r*g z—0
) x 1 o lnxp— =1 . oxzlhnhr—xz+1 . Inz ) 1
oo—o0 : lim —— | =lm——=lm————— =lm——————— =lim "5 =
=1 \x —1 Inz e z—1 (:p—l)lnx a:—>11nl‘«|»1—; x—>1;+z_2
z—1Inxz
0 . 1 . PR . 1 0
oo” : lim zz = lim ez =exp lim —Inz =¢" = 1.
T—00 T—00 r—00 I

1.6 Funktionenreihen

1.6.1 Was sind Funktionenreihen?

Im vorangegangenen Kapitel 1.5 haben wir uns ja ausfithrlich mit Potenzreihen auseinandergesetzt.

o0
E a( x—xo

k=0

Potenzreihen sind dabei ein Spezialfall von allgemeinen Funktionenreihen, in denen wir die Poten-

zen (z — x0)* durch beliebige Funktionenfolgen fy(z) ersetzten. Funktionenreihen lassen sich also in

v) = afi(x)
k=0

Konkrete Bespiele fiir Funktionenreihen wéren etwa Fourierreihen, bei denen als Funktionenfolgen

folgender Form anschreiben:

fr(x) Cosinus oder Sinusfunktionen eingesetzt werden.

fz) =

ay cos (2mkx)

WE

B
Il

0

5
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Solche Funktionenreihen spielen in der Physik ebenfalls eine wichtige Rolle, zum Beispiel wenn es
darum geht, die Losungen von Wellengleichungen anzugeben oder die Losung von Eigenwertproble-
men von Differenzialgleichungen zu finden. Eine mathematisch ”sauberere” Darstellung der Thematik
punktweise im Vergleich zu gleichméflige Konvergenz finden Sie im Vorlesungsskriptum von Prof. Gan-
ster pdf).

1.6.2 Punktweise und Gleichmiflige Konvergenz

Fiir Potenzreihen hatten wir ja bereits festgehalten, dass die Summenfunktion innerhalb ihres Konver-
genzgebietes (die Rénder sind gesondert zu betrachten) nicht nur punktweise, sondern sogar gleichmdfig
konvergent sind. Mit dieser Eigenschaft der gleichméfligen Konvergenz verbunden sind wichtige Ei-
genschaften, wie die Moglichkeit der gliedweisen Addition von Reihen oder der gliedweisen Ableitung
(bzw. Integration) einer Reihe. Aber was bedeutet nun gleichméflige Konvergenz bzw. was ist der
Unterschied zu punktweiser Konvergenz, das heifit zum Konvergenzverhalten an einem festgehaltenen
Punkt z?

Punktweise Konvergenz. Eine Funktionenfolge f,, definiert auf der Menge X C R heifit an der
Stelle x punktweise konvergent, wenn die Zahlenfolge { f,,(z)} konvergiert. Die Menge Xx = {z € X :
{fn(x)} konvergiert} heifit dann die Konvergenzmenge der Folge {f,}.

Wir rufen uns in Erinnerung, wie wir die Konvergenz einer Zahlenfolge definiert haben. Die Zahlenfolge

fn(z) konvergiert gegen den Wert f(x), wenn

Ve >0 3N, :Vn> N, : |fo(x) — f(z)| <e

Es ist klar, dass diese Bedingung im allgemeinen vom Ort x abhéngt, das heifit die Geschwindigkeit mit
der die Folge gegen den Grenzwert konvergiert hingt von = ab, und damit ist fiir ein festes € die Zahl N,
eine Funktion von z, also N.(z). Wir méchten nun anhand von drei Beispielen demonstrieren, welche
Nachteile sich ergeben kénnen, wenn man nur diese punktweise Konvergenz fiir Funktionenfolgen
fordert.

Beispiel 1. Wir betrachten die Funktionenfolge f,,(z) = % definiert in dem Intervall X = [0, 1].
Die Folge konvergiert fiir alle x € X, also Xx = X. Fiir x = 0 gilt f(x) = 0 wihrend fiir 0 < z <1
die Funktionenfolge gegen f(x) = = strebt. Das heift die Grenzfunktion f(x) ist (i) nicht beschrinkt,
obwohl alle Folgenglieder f,(z) beschrénkt sind, und (ii) nicht stetig, obwohl alle Folgenglieder f,, (z)

stetig sind.


http://www.math.tugraz.at/~ganster/lv_differenzialrechnung/05_folgen_reihen_von_funktionen.pdf

42
<
5
=
S
<
Beispiel 2.

KAPITEL 1.

FOLGEN UND REIHEN

f(x) =t

@ ==

fuar x>0

fur x=0

0.6

Eine andere Problematik wird bei folgender Funktionenfolge deutlich: f,(x) = 2nxe~

08

TL{L’2

definiert auf X = [0, 00). Die Grenzfunktion ist f(x) = 0 fir alle z € Xx = X. Andererseits kénnen
wir die Integrale fiir die Folgenglieder [° fu(z)dz = 1 und fiir die Grenzfunktion [;° f(z)dz = 0
berechnen. Wie sehen also, dass hier Grenzwertbildung und Integration nicht vertauschbar sind:

fo(x) und f(x)

lim
n—0o0 0

" defu(x) # /0 " dr tim (@)
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Beispiel 3. Wir betrachten die Folge f,(x) = % definiert auf X = R. Wiederum konvergiert
die Folge punktweise fiir alle € Xx = X zu der Grenzfunktion f(z) = 0. Betrachten wir hier
die Ableitung der Folgenglieder f!(z) = y/ncosnz, so sehen wir dass hier die Differenziation und
Grenzwertbildung nicht vertauscht werden kénnen, da ja f'(z) = 0 gilt

dfn( )

lim # - lim fu(z)

n—00 dqj n—00

fo(x) und f(x)

Diese Beispiele sind etwas beunruhigend. Viele der angenehmen Eigenschaften von Potenzreihen, die
wir im vorangehenden Kapitel kennengelernt haben, ergeben sich ja aus der Tatsache, dass die Sum-
menfunktion auch stetig ist, oder dass Integration bzw. Differenziation und Summenbildung vertauscht
werden diirfen. Diese Eigenschaften von Potenzreihen ergeben sich aus der Tatsache, dass Potenzreihen
innerhalb ihres Konvergenzgebiets eben nicht nur punktweise, sondern auch gleichméflig konvergieren.

Was das bedeutet, wollen wir jetzt definieren.

Gleichmiaflige Konvergenz. Eine Funktionenfolge f, definiert auf der Menge X C R heifit
gleichméBig konvergent auf X, wenn es zu jedem € > 0 eine von x unabhdngige Zahl N, gibt, sodass
fir alle n > N, und alle x € X gilt: |f,(z) — f(x)| < e. Anschaulich bedeutet dies, dass die Graphen

von fp(z) fir alle n > N. in einem Streifen der Breite 2¢ um den Graphen der Grenzfunktion f(z)

liegen.
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Wir untersuchen die Funktionenfolge f,(z) = 1252 auf punktweise bzw. auf gleichméflige Konvergenz
im Intervall X = [0,00). Fiir x = 0 gilt f,(0) = 0 und dementsprechend lim, ,~ f.(0) = f(0) = 0.
Auch fiir x > 0 gilt lim,, o, fn(x) = f(x) = 0, weil n? stirker gegen oo strebt als n im Zihler (oder

Anwendung der Regel von de L'Hospital). Wir beweisen die punktweise Konvergenz:

nT nx 1 1
= < = — <e=VYn>— = N_(z) erfiillt
14+n222  n2z2?2 nx ET (7)

x>0:|fulz) — f(z)] = |ful2)]

r=0:|fu(z) — f(x)] =0 < e = Vn erfiillt

Das heifit, die Funktionenfolge konvergiert punktweise fiir alle x > 0. Liegt auch gleichméflige Kon-

vergenz vor? Wenn wir beispielsweise nur das Intervall x € [1,2] betrachten, dann schon. Hier kann

ein von x unabhéngiges N. gewihlt werden, nédmlich N. = N.(z = 1) = 1, sodass fiir alle z € [1,2]

alle Absténde |f,(x) — f(z)| gleichzeitig beliebig klein gemacht werden kénnen. Warum geht das fiir

das Intervall X = [0, 1] nicht? Setzen wir z = % in f,(z) ein, so sehen wir, dass wir den konstanten

Wert fn(%) = % erhalten. Das bedeutet, gleichgiiltig wie grof§ n gewéhlt wird, der Abstand zur Grenz-

funktion |f,(z) — f(z)| an der Stelle 2 = & bleibt immer bei 3, und kann also nicht beliebig klein

gemacht werden. Damit konvergiert die Folge auf dem Intervall [0, 1] nicht gleichm&fig!

05 j ‘f’ ‘\;‘V"v" i

N\

\s‘i\v

\

\

04 r

0.3

fao(x) und f(x)

02 )
n X
01 fn(X): 7l
1+n?2 x?
I f(x)=0 ]
0.07\ N N N N 1 N N N N 1 N | | | 1 | | | | ]
0.0 05 10 15 20

CDF 7. GleichmaBige Konvergenz GleichmaessigeKonvergenz.nb
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1.6.3 Kriterium von Welierstraf3

Wir wollen das Kapitel iiber Folgen und Reihen mit dem wichtigen Kriterium von Weierstraf3 be-
schlieflen, das ein hinreichendes Kriterium darstellt, um die gleichméflige Konvergenz einer absolut
konvergenten Funktionenreihe ), ay(z) in einem Bereich x € X festzustellen. Insbesondere kann
dadurch gezeigt werden, dass Potenzreihen im Inneren des Konvergenzgebiets (nicht aber unbedingt

am Rand) immer gleichméfig konvergent sind.

Dieses Kriterium wird auch Majorantenkriterium bezeichnet. Seine Giiltigkeit wird etwa im Vorle-

sungsskriptum von Prof. Ganster bewiesen (pdf).

Fiir gleichméflig konvergente Reihen gelten dann folgende Eigenschaften

e Die Summe einer gleichméflig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen ist eine stetige Funk-

tion

e Fiir gleichméfig konvergente Reihen sind Summe und Integral vertauschbar,

gjl [t = | dngn(w)

e Wenn die Reihe, die man durch gliedweise Differenziation einer stetig differenzierbaren, konver-

genten Reihe erhilt, gleichméfig konvergent ist, dann konvergiert sie gegen die Ableitung der

Summenfunktion,

> qeh@) = gy )
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Kapitel 2
Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen erweitern den Zahlenbereich der reellen Zahlen derart, dass quadratische Glei-
chungen in der Art 22 + 1 = 0 l16sbar werden. Dies gelingt durch Einfithrung einer neuen Zahl i mit
der Eigenschaft i> = —1. Diese Zahl i wird als imaginire Einheit bezeichnet. Komplexe Zahlen
werden meist in der Form z = z 4 iy dargestellt, wobei x und y reelle Zahlen. Auf die so dargestellten
komplexen Zahlen lassen sich die iiblichen Rechenregeln fiir reelle Zahlen anwenden, wobei 2 stets
durch —1 ersetzt werden kann und umgekehrt. Fiir die Menge der komplexen Zahlen wird das Symbol

C verwendet.

Die komplexen Zahlen bilden einen Kérper mit einer Reihe niitzlicher Eigenschaften, die sich auch in
vielen Bereichen der Physik als duflerst niitzlich erwiesen haben. Einer der Griinde fiir diese positiven
Eigenschaften ist dass jede algebraische Gleichung vom Grad gréfier Null iiber den komplexen Zahlen
eine Losung besitzt (Fundamentalsatzes der Algebra). Ein weiterer Grund ist ein Zusammenhang
zwischen trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion, der iiber die komplexen Zahlen
hergestellt werden kann (siche Kapitel 2.3.1). Ferner ist jede auf einer offenen Menge einmal komplex
differenzierbare Funktion dort auch beliebig oft differenzierbar (anders als in der Mathematik der
reellen Zahlen). Die Eigenschaften von Funktionen mit komplexen Argumenten sind Gegenstand der

Funktionentheorie.

2.1 Die komplexe Ebene

Um eine komplexe Zahl z = x 414y anzuschreiben, bendtigen wir also zwei reelle Zahlen x und y, wobei

wir x als den Realteil und y als den Imaginérteil von z bezeichnen, und wir schreiben

r=Rezund y =Imz

47
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Zwei komplexe Zahlen z; = x1 + 1y, und 25 = x5 + 15 sind genau gleich, wenn ihre Realteile und ihre

Imaginérteile gleich sind, also 1 = x5 und y; = 5.

CDF 8. Komplexe Addition ComplexAddition.cdf
In dieser CDF-Anwendung wird die Addition zweier komplexer Zahlen in der GauBschen Ebene graphisch

dargestellt.

choose e add green to blue add blue to green
display coordinates *

{0.34, 3.38)
o

{—2.04, 1.35)

N

Fiir die graphische Darstellung einer komplexen Zahl z = x 4 iy tragen wir analog zur analytischen
Geometrie den Punkt mit den Koordinaten (x,y) in eine Ebene ein. Die x-Achse nennen wir die
reelle Achse, wihrend wir die y-Achse als die imagindre Achse bezeichnen. Diese Darstellungsweise
heifit "komplexe Ebene” oder ”Gauflsche Ebene” oder auch ” Arganddiagramm”. Gleich wie in der
analytischen Geometrie konnen konnen wir fiir die Darstellung der komplexen Zahl z = x + iy nicht
nur kartesische Koordinaten verwenden, sondern wir konnen auch ebenso die Polarkoordinaten r und
© benutzen, um die Position von z in der komplexen Ebene festzulegen. Der Zusammenhang zwischen

der kartesischen und der Polardarstellung ist dabei durch folgende Gleichungen festgelegt:

T = rcose

Yy = rsing

ro= ya?+y?
_ Y

¢ = arctan—

T

Dabei ist zu beachten, dass der Radius r, den wir auch als Betrag der komplexen Zahl z bezeichnen,
eine positive reelle Zahl r» > 0 ist, und der Winkel ¢, den wir das Argument von z nennen, auf das
Intervall [0,27) beschréinkt ist. Mit den oben genannten Relationen kénnen wir nun eine komplexe

Zahl z auch in folgender Form, in der Polardarstellung, angeben:

z=u1x+1iy =r(cosp +isingp)
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Den Betrag einer komplexen Zahl r = |z| interpretieren wir also als den euklidischen Abstand des
Punktes (z,y) vom Ursprung. Mit dieser Festlegung erfiillt der der Betrag einer komplexen Zahl |z|
auch die Eigenschaften einer Norm (vgl. Kapitel 1.2.3). Der Abstand zweier komplexer Zahlen z und
w wird daher durch d(z,w) = |z — w| berechnet. Die Menge der komplexen Zahlen C zusammen mit
der Norm |z| = \/(Re 2)2 + (Im 2)2 bildet einen metrischen Raum.

Das Argument einer komplexen Zahl ¢ = argz bestimmen wir als den Polarwinkel ausgehend
von der positiven reellen Achse gezihlt im Uhrzeigersinn. Bei der Berechnung des Polarwinkels ¢ iiber
den arctan £ miissen wir allerdings beachten, dass der resultierende Winkel im richtigen Quadranten

liegt.

Ein Beispiel, um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen:

z2==2—2

Der Betrag ist also r = 1/(=2)2+ (—2)? = /8 und fiir das Argument erhalten wir mithilfe eines
Taschenrechners ¢ = arctan :—g = 7 radians. Das ist aber nicht die Lésung, die wir suchen, da unsere
Zahl nicht im ersten, sondern im dritten Quadranten liegt! Den tatséchlichen Wert des Arguments
erhalten wir hier, indem wir zu ¢ noch den Wert 7 addieren, also ¢ = %. Genauer gesagt ist es sogar
noch so, dass wir jeden ganzzahlige Vielfache von 27 noch addieren koénnen ohne die resultierende
komplexe Zahl zu dndern. Das heifit, das Argument einer komplexen Zahl ist nicht eindeutig, sondern

nur bis auf 2n7 mit n € Z festgelegt. In unserem Beispiel also ¢ = %” + 2n7r.

Bevor wir im folgenden einige Beispiele zum Umgang mit komplexen Zahlen {iben werden, fithren wir

noch den Begriff der zu z komplex konjugierten Zahl Z ein. Es gilt

z = T+1y

zZ = x—1

Das heifit die komplex konjugierte Zahl Z, in der Physik schreibt man oft auch z*, unterscheidet
sich von z nur im Vorzeichen des Imaginérteils. Mithilfe von Z konnen wir nun auch den Betrag der

komplexen Zahl in folgender Weise angeben:

|z| = Vz2Z

Rechenbeispiele. Wir berechnen den Betrag |z| sowie jeweils den Real- und Imaginérteil der fol-

genden komplexen Ausdriicke:

3+ 21
1—1

1+1
1—1

(a) z = (b) 2= (1+i)* (c) 2=
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CDF 9. Komplexe Multiplikation ComplexMultiplication.cdf
In dieser CDF-Anwendung wird die Multiplikation zweier komplexer Zahlen in der GauBschen Ebene gra-

phisch dargestellt.

show green's angle (argument) =

show blue's angle (argument) *

show red's composite angle (argument) =
choose order ® green x blue blue x green

Da komplexe Zahlen immer Paaren reeller Zahlen entsprechen, sind Gleichungen, in denen komplexe
Zahlen vorkommen, auch immer Paare von reellen Gleichungen, je eine fiir den Real- und eine fiir den
Imaginérteil. Losungsmengen von Gleichungen mit komplexen Zahlen beschreiben daher Objekte in

der Gauflschen Ebene. Betrachten wir etwa die Gleichung

2= —i = (z+iy)? = —2i,

die in folgende zwei Gleichungen fiir den Real und Imaginérteil zerfallt:
2> —y* =0 und zy=—1,

fiir die wir zwei Losungen angeben kénnen 1 = 1,y; = —1 und x5 = —1,y = 1. das heifit die beiden

komplexen Zahlen z; =1 — ¢ und 25 = —1 4 ¢ l6sen die obige Gleichung.

Als weitere Beispiele betrachten wir die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen und berechnen

die Losungsmenge und deren Interpretation in der komplexen Zahlenebene:

(@) [z2] <2 (b) |z4+2i] =1 (c) 0<arg(z) < (d) |z +i]+|z—i| =6

1
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2.2 Komplexe Reihen

Da die komplexen Zahlenmenge C zusammen mit der Metrik d(z,w) = |z — w| einen metrischen
Raum bildet, kénnen wir die Konvergenz von komplexen Folgen und Reihen analog zur Konvergenz
von reellen Folgen und Reihen definieren. Wir miissen lediglich den reellen Absolutbetrag |z| durch

den komplexen Absolutbetrag |z| ersetzen.

Eine Folge {z,} komplexer Zahlen heiit konvergent gegen z € C, wenn |z, — z| < ¢ fiir fast allen € N
gilt. Geometrisch bedeutet dies, dass fast alle Folgenglieder in einer Kreisscheibe mit dem Radius ¢

um den Mittelpunkt z liegen.

Auch komplexe Reihen, also unendliche Reihen, deren Reihenglieder komplexe Zahlen darstellen,
konnen mit denselben Methoden wie bei reellen Reihen untersucht werden, wenn man jeweils die
Definition des Absolutbetrags einer komplexen Zahl verwendet. Das heifit Kriterien wie Wurzel- oder
Quotientenkriterium (vgl. Kapitel 1.4.4) konnen auch fiir komplexe Reihen angewendet werden, um
deren absolute Konvergenz bzw. Divergenz zu zeigen. Zudem kénnen wir jede Folge oder jede Reihe

auch in Real- und Imaginéarteil zerlegen, also etwa z,, = z,, + iy, wobei x,, und y,, zwei reelle Folgen

darstellen. Es gilt folgender

Beispiel. Wir betrachten die komplexe geometrische Reihe

© /1—4\" 11— 1—i\?
— =1
2 Z( 5 > + = +( 5 ) +

k=0

und untersuchen ihre Konvergenz mithilfe des Quotientenkriteriums:

I

< 1.
2| 2

= lim
n—oo

(1 _ ,Z')n—l-l on
gn+1 (]_ _ Z)n

1—2
2

11—
2

p= lim p, = lim
n—oo n—oo

Die Reihe ist also absolut konvergent. Mit der bekannten Reihenformel der geometrischen Reihe

(siehe Gleichung 1.11, erhalten wir somit mit dem komplexen ¢ = %

I 2 2 21—
1= 2 _14+4 14+¢ 1+4il—i
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Komplexe Potenzreihen. Um die Definition von Potenzreihen, wie wir sie in Kapitel 1.5 kennen-
gelernt haben, auf komplexe Potenzreihen zu erweitern, miissen wir einfach Potenzen von z ansetzen,
also
o0
k _ 2 3
apz” = Qg+ a12 + agz” + azz” + ...
k=0

beziehungsweise fiir einen allgemeinen Entwicklungspunkt zy gilt dementsprechend

(e e}

Zak(z —20)F =ag +ai(z — 20) +as(z — 20)* +as(z — 20)* + ...

k=0
Wie wir durch die Bezeichnung Konvergenzradius bereits vorweggenommen haben, konvergieren Po-
tenzreihen in einem kreisférmigen Gebiet der komplexen Ebene um den Entwicklungspunkt 2y mit dem
Radius R. Die Aussagen, die wir in Kapitel 1.5 iiber die Konvergenz von Potenzreihen gemacht haben,
sind weiterhin giiltig, wenn wir entsprechend den Begriff Konvergenzintervall durch Konvergenzradius

ersetzen.

2.3 Funktionen komplexer Variablen

2.3.1 Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Wie konnen wir die komplexe Exponentialfunktion definieren?

f(z) =¢

Die Antwort ist, dass wir die Taylor-Reihenentwicklung der Exponentialfunktion auf komplexe Poten-

zen erweitern, also
2 2" 22 28
z p— —_— = _— - U
e—g o 1+Z+2!+3!+...furz€(c
n=0

Wir setzen zunéchst in diese Reihendarstellung ein rein imagindres Argument z = iy ein, also

(ip)? N (ip)*  (ip)*

i .
e =14+1ip+ o al + A

+ ...

Wir erkennen, dass gerade Potenzen von (ip) eine reelle Zahl ergeben, wihrend ungerade Potenzen
von (ip) eine imaginére Zahl liefern. Dem zufolge ordnen wir die Glieder der Potenzreihe so um, dass

wir eine reelle und eine imagindre Reihe erhalten:

2 4 3 5
; * P (e ¢ e
[ — _ I r _ I
e _(1 2!+4!+...>+z(1! 3!+5!+...),
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die wir als Reihendarstellung von cos ¢ und sin ¢ identifizieren! (vgl. Kapitel 1.5.4)
€'Y = cosp + isinp (2.1)

Diese Beziehung, die einen Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und den trigonomet-
rischen Funktionen cos und sin herstellt, wird auch als Eulersche Formel bezeichnet. Setzen wir
speziell ¢ = 7, so erhalten wir eine beriihmtesten — und zugleich &sthetischsten — Gleichungen der
Mathematik, die Eulersche Identitit!

e +1=0 (2.2)

CDF 10. Euler-Gleichung EulersIdentity.cdf
Diese CDF-Anwendung erlaubt die Darstellung Euler-Identitit ¢/ = —1 mit Hilfe der Reihendarstellung in

der komplexen Ebene.

g m
n -+ (&=
m 10|
scale v

'Die Eulersche Identitét stellt einen Zusammenhang zwischen fiinf der bedeutendsten mathematischen Konstanten
her: Der Eulerschen Zahl e, der Kreiszahl 7, der imaginéren Einheit ¢, sowie den neutralen Elementen der Multiplikation
1 und der Addition 0. Dariiber hinaus kommen auch die drei Rechenarten Addition, Multiplikation und Potenzrechnung
jeweils genau einmal vor.
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Mithilfe der Eulerschen Formel kénnen wir nun eine komplexe Zahl auch in einer neuen Schreibweise
angeben:

z=1x+iy =r(cosp +ising) = re”

Diese Schreibweise 2z = re’? erweist sich als besonders niitzlich, um eine Vielzahl von Rechenoperation

zu vereinfachen. Dazu einige Beispiele.

Potenzen komplexer Zahlen lassen sich sehr effizient auswerten
(1) = (\/ieiT)s — 2588 = 1661147 = 16(cos 147 + i sin 147) = 16.
Ganz allgemein gilt also die Formel von De Moivre
2" = (rew)n = e,

beziehungsweise wir kénnen Produkte oder Quotienten zweier komplexer Zahlen ebenfalls einfach

auswerten: )
101
; i i 21 re Tl (o —
2179 = TP 19" = rireelP1He2) ynd == ——— = Zeilvrime2)
29 roel¥2 9

Beispielsweise
G i.)2 = (\/ﬁei.ify = 2671.%” =V2e T = —1
T+1 V2eii V2e'i

Winkeladditionstheoreme lassen sich auch mit Hilfe der Eulerschen Formel relativ einfach ablei-

ten

llpite)  — pipr ipe

cos(p1 + @2) +isin(py + p2) = (cosyy + ising;)(cos g + isins)
= cos(p1 + @2) = oS P cos Py — sin gy sin @y
= sin(p1 + p2) = sin g cos @y + cos 1 sin P9
(2.3)

Ganz allgemein kénnen wir mithilfe der Beziehung

z1+22 21,22

€ = €€

die wir im iibrigen durch Einsetzen in die entsprechenden Taylor-Reihe beweisen kénnen, viele Aus-

driicke berechnen. Zunéchst halten wir fest, dass die Exponentialfunktion mit komplexem Argument
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z = x + 1y mithilfe der obigen Beziehung geschrieben werden kann als ein Produkt einer Exponenti-

alfunktion mit reellem Argument und Winkelfunktionen mit dem Imaginérteil y als Argument:
eF = "M = e%e = e (cosy + isiny).

Wir kénnen nun auch die Winkelfunktionen fiir komplexe Argumente angeben, indem wir die Aus-

driicke fiir €”* und e~% geeignet kombinieren.

1 . , 1 . ,
cosz = —(e®+e ), sinz=—(e® —e ")
2 21
t 1 e’LZ _ 6—12 t .622 + e—ZZ
ME= e P T Vm _ewe

Wir kénnen damit etwa ausrechnen, was der sin ¢ ergibt:

R N N A
smz-%(e e) = 2(6 e),

Als Ubung, kénnen wir mit den obigen Definition auch folgende Identititen herleiten:
sinsy = ¢sinhy und cosiy = coshy

Wir kénnen nun auch beliebige Ausdriicke der Form z7? auswerten und erhalten das vielleicht iiberraschende

Ergebnis, dass i’ eine reelle Zahl ist:
i = (¢3) =73 =0.20788.. .

Hierbei gilt es allerdings zu beachten, dass das nur eine von unendlich vielen méglichen Werten von 7
ist! Warum das so ist, sehen wir, wenn wir beriicksichtigen, dass das Argument einer komplexen zahl

nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 festgelegt ist. Die obige Rechnung lautet dann:
it = (ei(%-&-Qnﬂ))Z _ e—(%+2n7r)

Diese Vieldeutigkeit ergibt sich aus der Berechnung einer Potenz mit nicht ganzzahligem Exponenten,

also einer Wurzel, welche im folgenden Kapitel 2.3.2 ndher besprochen wird.

Anwendung: Wellendarstellung. Zum Abschluss dieses Kapitels erwdhnen wir noch eine wich-
tige Anwendung der komplexen Exponentialfunktion zur Darstellung von Wellenphdnomenen in der
Physik. Eine ebene Welle, die sich in die positive xz-Richtung ausbreitet, wird durch Angabe der
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Amplitude ag, der Kreisfrequenz w, der Wellenzahl k und des Phasenwinkel ¢ charakterisiert:
a(z,t) = agcos (kz — wt + )

Die Phasengeschwindigkeit ¢ stellt dabei einen Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl
her (Dispersionsbeziehung)

w = ck.

Mithilfe der Exponentialdarstellung kénnen wir die Welle also auch anschreiben als
a(x,t) = Re [ape**=#9)] = Re [Aeiko—1] |

wobei wir die komplexe Amplitude A = age’? eingefiihrt haben. Wollen wir nun etwa die Superposition
von zwei Wellen mit gleicher Frequenz berechnen, so miissen wir lediglich die komplexen Amplituden
addieren

ar(z,t) + ag(z,t) = Al 1 Ayeihe=wt) — (A 4 Ay)eilke=et),

und am Ende der Rechnung den Realteil des Ausdrucks berechnen, um auf die physikalisch relevante
Grofle zuriickzukommen. Ein weiterer Vorteil dieser Exponentialnotation liegt in der Tatsache, dass
ohne Einfiihrung eines neuen Parameters auch abklingende (geddampfte) Schwingungen oder Wellen
beschrieben werden koénnen. Dies kann erreicht werden, indem die Wellenzahl k£ auch einen positiven,
nicht verschwindenden Imaginéarteil erhélt, der die Rolle des Dampfungskoeffizienten iibernimmt, v =
Im(k).

alz,t) = Aeike=wt) — Al Re(k)+ilm(k))z—wt] _ 4 o= pilRe(k)z—wt]

CDF 11. Komplexe Reihen InfiniteSeriesExplorer.cdf
Diese CDF-Anwendung erlaubt die Darstellung von verschiedenen unendlichen komplexen Reihen und die

Angabe der dazugehorigen komplexen Funktion.
rangeofn 0,1,2,.../1,2,3,... 0,2, 4,... 1,3,5, ...
variable x ix|-x -ix

coefficient 1| 1/n|1/n! 1/n(n+1) 1/(nh?|n
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2.3.2 Wurzeln

Mithilfe der Expontentialdarstellung kénnen wir auch die Mehrdeutigkeit von Wurzeln von komplexen

Zahlen besser verstehen. Wir betrachten also die Losung der folgenden komplexen Gleichung

wobei z und w komplexe Zahlen, und n eine natiirliche Zahl darstellt. Losen wir diese Gleichung nach
w auf, so erhalten wir die n-te Wurzel aus z.

w = Z% = {7;7
Betrachten wir ein Beispiel: Was ist die 4-te Wurzel aus z = 17 Offensichtlich kénne wir 4 Wurzeln
angeben, namlich w; = 1, wy = —1, wg = i, und wy = —i! Driicken wir ”17 als 1 = e'?*™) aus, wobei

wir die Vieldeutigkeit des komplexen Arguments beriicksichtigt haben mit k& € Z, so erhalten wir

.0
(7 =1
Sl
il .
e 2 =1
. 1 .9
\4/I [el(Qkﬂ')} 1 _ ezk—" _ 62777 -1
rus .
e'2 —1
L ¢

Wir erhalten also die schon oben erwéhnten vier Wurzeln 1,4, —1, —i. Ganz allgemein kann man sich
leicht iiberlegen, dass es genau n Einheitswurzeln {/1 gibt, die am Rand eines Kreises in der komplexen
Ebene mit dem Radius 1 liegen. Wollen wir die Wurzel aus einer beliebigen komplexen Zahl z ziehen,

so schreiben wir z zunédchst in Expontentialdarstellung an und gehen analog zum obigen Beispiel vor:
: 1 . -
Vz = [rele ] = \"/Fez<%+%> fir k=0,1,...(n—1)
Betrachten wir zwei Beispiele und berechnen die 3. Wurzel aus z = 1 + ¢ und die 4. Wurzel aus z =1

A V2613 = 1.08422 + 0.290515i
VT+i= [\/iei(%“’”)] PR (EHE) — ] 936 — —0.793701 + 0.793701

- 177

V2e' 12 = —0.290515 — 1.08422;

e's = 0.92388 4 0.382683i
1 it .
Vi [ei(gmﬂ)} ey ) OF = 0.382683+0.92388%
ets = —0.92388 — (0.382683

137

e’’s = 0.382683 — 0.92388:
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CDF 12. Komplexe Wurzeln Roots0fComplexNumbers.cdf

Diese CDF-Anwendung erlaubt die Darstellung der Wurzeln einer komplexen Zahl z in der komplexen Ebene.

degree n 4 ~

choose root 1

sector opacity 0

label powers of the chosen root, g,
z=10955+3.48

connect powers of g, with lines

connect powers of g, with spiral

show powers of g, as sectors

emphasize symmetry of roots x
emphasize argument of first root x

N

2.3.3 Logarithmus

Genauso wie die Wurzel die Umkehrfunktion der Potenzen darstellt, so ist der Logarithmus die Um-

kehrfunktion zur Exponentialfunktion

z=¢e% <<= w=Inz.

Verallgemeinert man den Logarithmus auch auf komplexe Zahlen, so ergeben sich wieder Vieldeutig-
keiten, die von der Vieldeutigkeit der komplexen Phase von z herriihren

w=1Inz=In[re""™"] =Inr +ip+ 2kmi, k=0%£1,£2,...

Wir sehen also, dass der Logarithmus einer komplexen Zahl z unendlich viele Losungen hat, die sich

im Imaginérteil um ganzzahlige Vielfache von 27 unterscheiden. Deshalb beschrénkt man sich bei
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der Angabe der Logarithmus in der Praxis sehr oft auf den Hauptwert des Logarithmus, der wie folgt
definiert ist

Inz=1Inr+ip.

Damit konnen wir beispielsweise auch den Logarithmus einer negative Zahl berechnen

In(—e) =In[e-e™] =1+in

2.3.4 Uberblick iiber einige elementare komplexwertige Funktionen

Whurzelfunktion

vz = (rew)% — Jrei(§+En)

Rev/z \/7 cos g

Imy/z = \/Fsing
Val = v

Exponentialfunktion

eF = "W =W = " (cosy + isiny)
Ree* = e®cosy
Ime* = e*siny
| = e
Cosinusfunktion
1 iz —iz 1 i(z+iy) —i(z+iy) . s :
cosz = 5[@ +e } 25[6 +e ]:cosxcoshy—zsm:rsmhy
Re cosz = cosxcoshy
Im cosz = —sinxsinhysiny

lcosz| = \/ cos? z cosh? y + sin? 2 sinh? y
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Sinusfunktion
) 1 .. o L ¢ s T . . .
sinz = o [¢% — e %] = v [ F) — =@+ )] = gin gz coshy + i cos zsinhy
Re cosz = sinxzcoshy
Im cosz = cosxsinhy
lcosz| = \/ sin? x cosh? y 4 cos? z sinh? y

Natiirlicher Logarithmus

Inz = In [rei(“’wk”)] =Inr +ip + 2ikn

Reyvz = Inr
Imyz = @+ 2km
[Vz| = y/(lnr)” +¢?

CDF 13. Komplexe Funktionen ComplexFunctions.cdf
Diese CDF-Anwendung erlaubt die Darstellung von Real-, Imaginarteil bzw. des Absolutbetrages von ver-

schiedenen elementaren Funktionen iiber der komplexen Ebene.

3D plot | contour plot

real part  imaginary part | absolute value

function .- v

X interval —(

y interval
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2.3.5 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Suchen wir etwa nach der Umkehrfunktion der Sinusfunktion
z =slnw <= w = arcsin z,

so finden wir unter Zuhilfenahme der Expontentialdarstellung der Sinusfunktion und Auflésung der

quadratischen Gleichung in (e™)

1 LW —iw
z = Z(e e ")

!
arcsinz = w = —,ln[iz:t\/l—ZQ}-i-le,kGZ
i

Eine analoge Rechnung fiir w = arccos z fiihrt auf

1
arccos z = — In [z:i:\/z2—1] +2kw k€Z
i

Mit diesen Darstellungen der Umkehrfunktionen konnen wir den Wert der Funktionen Arcussinus und

Arcuscosinus fiir beliebige komplexe Zahlen angeben.

CDF 14. Mandelbrotfolge http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/Mandelbrot.cdf
Diese CDF-Anwendung stellt die sogenannte Mandelbrot-Menge M, eine Teilmenge der komplexen Zahlen

C dar. M ist die Menge aller komplexen Zahlen ¢, fiir welche die rekursiv definierte Folge 2,,1 = 22 + ¢
mit dem Anfangsglied 2y, = 0 beschrankt bleibt. Die grafische Darstellung dieser Menge erfolgt in der
komplexen Ebene. Die Punkte der Menge M werden hier braun dargestellt und der Rest farbig, wobei die
Farbe eines Punktes auBerhalb von M den Grad der Divergenz der zugehorigen Folge widerspiegelt.

i G 1
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Kapitel 3
Differenzialrechnung

Die Differenzialrechnung geht zuriick auf Isaac Newton (1643 — 1727) und auf Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 — 1716), siehe zum Beispiel http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialrechnung
fiir einen kurzen historischen Uberblick. Wiahrend Newton’s Motivation fiir die Entwicklung der Dif-
ferenzialrechnung aus der Berechnung der Momentangeschwindigkeit von Koérpern herriihrte, suchte

Leibniz nach einer Moglichkeit Tangenten an beliebige Kurven legen zu konnen.

3.1 Die lineare Niherung

3.1.1 Differenzenquotient und Differenzialquotient

Wir wollen uns der Thematik zunéchst nach dem Leibniz’schen Zugang ndhern. Wenn wir fiir eine
Funktion f(z) an einer Stelle x, eine Tangente berechnen wollen, so konnen wir diese ndherungsweise
beschreiben als eine Sekante durch die Punkte {zq, f(zo)} und {zo + Az, f(xq + Ax)}. Die Steigung
dieser Sekante ist dann gegeben als Quotient der Differenzen auf der Ordinatenachse, Ay, und der

Differenzen auf der Abszissenachse, Ax.

f(xo+ Az) — f(x0)
Az

tana =

Dieser Ausdruck wird als Differenzenquotient bezeichnet. Macht man nun Az immer kleiner, so wird

aus der Sekante im Grenziibergang Az — 0 eine Tangente mit der Steigung

tan o — lim f(xo + Az) — f(x0)
Axz—0 Al‘

63
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Wir bezeichnen diesen Ausdruck nun als Differenzialquotienten oder auch als 1. Ableitung der Funktion
f(z) and der Stelle zg, und schreiben
(A
T Ao\ Az )
T=x0 T=T0

df

J'(wo) = dzx

CDF 15. Differenzialquotient Differenzial vs_Differenzen.cdf
Mit dieser CDF-Anwendung kénnen Sie den Differenzenquotienten (Steigung der Sekante) bzw. den Diffe-

renzialquotienten (Steigung der Tangente) grafisch darstellen.

function 7: -
point position (red) 3.
move A a1,
move B 0.
¥
’ x =3 slope of tangent = 1.08

slope of secant = 1.48

-1r - equation of tangent: y = 1.08 x — 2.16
-7 equation of secant: y = 1.48 x — 3.36

Beispiele. Betrachten wir die Funktion f(x) = z?, und setzen in die Definition des Differenzialquo-
tienten ein, so erhalten wir
(r + Az)? — 22 I 2zAz + (Az)?

fla) = fim —— S — A 2z + lim Az =2z

Mit einer dhnlichen Rechnung erhalten wir fiir allgemeine Potenzen f(x) = x"

f(z)=a"= f'(x) =na"".
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In dhnlicher Weise kénnen wir auch die Ableitung der Exponentialfunktion f(z) = e” iiber die Defi-

nition des Differentialquotienten bestimmen:
eerAz e eAx -1
f'(z) = lim —— =¢" lim =e"
Az—0 Ax Az—0 Az
=1

Was wir in obiger Gleichung zeigen miissen ist, dass der Grenzwert tatsédchlich den Wert 1 hat. Mit un-
serem Wissen der Taylorreihendarstellung der Exponentialfunktion oder der Regel von De L’Hospital
wére das natiirlich ein Leichtes. Beide Methoden setzten aber die Kenntnis der Ableitung der Expo-
nentialfunktion voraus, was wir vermeiden wollen. Wir kénnen uns aber folgender Abschéatzung der

Exponentialfunktion bedienen, die auf jedem Fall in dem Intervall z € [—1, 1] erfiillt ist.

1+ <e <

1—=x

Der linke Teil der Abschitzung folgt aus der Folgendarstellung der Exponentialfunktion und der
Bernoulli-schen Ungleichung (1 + x)™ > 1 + nz. Der rechte Teil der Ungleichung folgt ebenso aus der

Bernoulli’schen Ungleichung kombiniert mit der Tatsache, dass fiir ein u < 1 gilt:

1+u<

1—u

Formen wir die obige Abschédtzung der Exponentialfunktion nach unten und oben geeignet um, so

kénnen wir den fiir die 1. Ableitung gebrauchten Grenzwert ermitteln:

1
u < e —1 < %= |
—Uu
1 < =2 < i [lime
1 < lim, 0t <1

u

Somit haben wir gezeigt, dass die 1. Ableitung der Exponentialfunktion wiederum die Exponenti-
alfunktion ergibt. Auf dhnliche Art und Weise kénnen die Ableitungsregeln fiir weitere elementare

Funktionen aus der Definition des Differenzialquotienten gewonnen werden:
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f(zx) f(x) Einschrankung
a 0
x 1
x® bt
1 b
atbx (a+bz)?
e’ e’
e ae®
a® = erlna a*lna a>0
Inz % x>0
z(lnz —1) Inx x>0
sin x cosx
cosT —sinx
tan (Coslm)g =1+ (tanz)?
cot —m = —1— (cot z)?
arcsin x 11_z2 —-l<z<+1
arccos T — 11_9:2 —l<z<+1
arctan x T +1$2
arccot x H%
sinh z cosh
cosh sinh x
arsinh lil&
arcosh x;_l x>1
artanh — lz| <1
arcoth = — lz| > 1

CDF 16. 1. und 2. Ableitung ErsteUndZweiteAbleitung.cdf
Mit dieser CDF-Anwendung konnen Sie die 1. und 2. Ableitung einer Funktion grafisch darstellen.

k. the instantaneous rate of change
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3.1.2 Totales Differenzial

Da die Ableitung einer Funktion ein zentrales Thema dieser Vorlesung ist, betrachten wir die Thematik
noch von einem anderen Blickwinkel. Und zwar konnen wir die Ableitungsfunktion einer Funktion f(z)
auch so definieren, dass wir mithilfe der Ableitung f’(x) die beste lineare Niherung von f(z) in einer
Umgebung um die Stelle 2 angeben konnen. Das heifit wir konnen die Anderung der Funktion durch

die Ableitung ausdriicken:
flz+ Az) = f(z)+ f'(z)Az + O ((Az)?) . (3.1)

Hierbei fordern wir, dass der Fehler der linearen Naherung zumindest quadratisch mit der Grofle Ax
abnimmt. Beispielsweise heifft das, verkleinern wir den Abstand von x um einen Faktor 5, so nimmt
der Fehler Af(z) = f(z + Az) — f(x) zumindest um einen Faktor 25 kleiner werden. Existiert eine
solche Funktion f’(x), dann nennen wir sie die 1. Ableitung der Funktion f(z), und die Funktion f(z)
ist an der Stelle 2 differenzierbar. Wir nennen nun diese lineare Néherung der Anderung der Funktion

das Totale Differenzial das wir wie folgt anschreiben

Im letzten Schritt haben wir die endliche Differenz Az durch die infinitesimale Differenz dx ersetzt.

Betrachten wir als Beispiel wieder die Funktion f(z) = 2%, dann lautet das totale Differenzial
df = 2xdx

An jeder beliebigen Stelle z gilt dann, dass die lineare Niherung fiir die Anderung der Funktion df
die tatsichliche Anderung bis zur Ordnung O ((Ax)?) beschreibt.

Af(z) = flz+dz) — f(z) = (z + dz)* — 2° = 2zdx + (dz)* = df + O ((dz)?)

Betrachten wir hingegen die Betragsfunktion

f(x):]x\:{ xz falls z>0

—x falls <0

dann kénnen wir an der Stelle x = 0 keine Zahl f’(0) angeben, so dass sie die Anderung der Funktion
in einer Umgebung (—dz,dz) um den Punkt z = 0 in linearer Néherung beschreibt. Wir finden also,

dass die Ableitung der Betragsfunktion an der Stelle x = 0 nicht existiert, oder anders ausgedriickt,
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dass die Funktion an der Stelle £ = 0 nicht differenzierbar ist.

—1 falls <0
f'(x) = < nicht definiert falls = =0
+1 falls >0

Die Differenzierbarkeit einer Funktion konnen wir auch mithilfe des Differenzialquotienten definie-

ren. Und zwar betrachten wir beim Grenziibergang getrennt den rechtsseitigen und den linksseitigen

Grenzwert o+ Az) — ()
, L x z) — f(x

fla?) = Jim, Az
ooy o fla+Ax) — f(2)

fa) = A}clirtl)* Az

Beim rechtsseitigen Grenzwert, f'(z"), ist Az > 0 und wir ndhern uns von der rechten Seite. Existiert
dieser Grenzwert, so nennen wir die Funktion rechtsseitig differenzierbar. Analog bezeichnen wir eine
Funktion linksseitig differenzierbar, wenn der Grenzwert f'(z~) fir Ax < 0 existiert. Existieren beide
Grenzwerte und gilt f'(z*) = f’(27), dann nennen wir die Funktion differenzierbar. Funktionen, deren

Ableitungsfunktion stetig ist, nennen wir stetig differenzierbar. Dazu zwei Beispiele:

e Die Betragsfunktion f(x) = |z| ist stetig. Ihre linksseitige Ableitung an der Stelle 2 = 0 ist —1,
die rechtsseitige Ableitung ist +1. Damit ist die Funktion an der Stelle x = 0 nicht differenzier-

bar.

e Die erste Ableitung der Funktion

0 falls z<0
fl@) = { x? falls >0

ist auf ganz R stetig, damit ist f(z) stetig differenzierbar. Die 2. Ableitung der Funktion ist
allerdings an der Stelle x = 0 nicht definiert. Salopp gesprochen, weist die 1. Ableitung an der

Stelle z = 0 einen Knick auf (genauso wie die Betragsfunktion).

Schreibweise. Wir fassen zusammen. Fiir die 1. Ableitung einer Funktion haben wir mehrere gleich-

bedeutende Schreibweisen kennengelernt
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Fiir die 2. bzw. n-te Ableitung schreiben wir

" _ d d _ d2 _d2f<l‘) _ 2
@)= o fla) = 25 f ) = = = fO)

n _d d _d" _d"f(x)

f@) = f ) = o fla) = =

3.1.3 Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Der Mittelwertsatz der Differenzialrechnung sagt aus, dass fiir eine Funktion f(z), die auf dem Intervall

[a, b] stetig ist, und die auf dem offenen Intervall (a,b) auch differenzierbar ist gilt:

% e o) 19 = 1O

—a
In Worten bedeutet das, dass es zwischen den Intervallgrenzen a und b eine Zahl & geben muss, sodass
die Steigung der Funktion an der Stelle £ gleich der Steigung der Verbindungsgerade zwischen den
Punkten {a, f(a)} und {b, f(b)} ist. Anhand einer Skizze kénnen wir diesen Sachverhalt unmittelbar
einsehen, solange wir fordern, dass die Funktion zwischen a und b keine Spriinge aufweist (Stetigkeit)

und auch keine "Knicke” hat (Differenzierbarkeit).

Anwendungen. Mithilfe des Mittelwertsatzes konnen wir zeigen, dass eine Funktion im Intervall
(a,b) streng monoton wachsend ist, wenn Vzx € (a,b) gilt: f'(x) > 0. Wahlen wir a < z; < 25 < b und

wenden den Mittelwertsatz auf x; und x5 an, so finden wir
f(x2) = f(z1) = f/(§) (12 — 21) >0,
0 >0
>

womit f(z3) > f(z1), und damit die strenge Monotonie gezeigt ist.

Als zweite Anwendung des Mittelwertsatzes wollen wir die bereits bekannte Ungleichung

1
1 <e' < , Ve (0,1
+zr<e T2 x € (0,1)

zeigen. Wir wenden den Mittelwertsatz auf ein £ im Intervall [0, z] an

e? — ¢! _
et = 0 mit 0 <& <z
l’l’/‘_
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Da die Exponentialfunktion streng monoton wachsend ist, gilt folgende Ungleichung

e —1
1=¢"<e¢f =

<e

x

Der linke Teil der Ungleichung fiihrt auf 1 + = < e* wéhrend der rechte Teil der Ungleichung auf
e’ < ﬁ umgeformt werden kann. Damit ist die obige Ungleichung bewiesen.

3.1.4 Ableitung der Umkehrfunktion

Die Umkehrfunktion f~!(z) einer Funktion f(z) ist so definiert, dass die Anwendung der Funktion

f~1 auf das Ergebnis der Funktion f wieder auf den urspriinglichen Funktionswert x zuriickfiihrt
f7Y(f(x)) = x, oder anders ausgedriickt:

ro S
r——y=f(zr)—=x

Die Umkehrfunktion bildet also y auf x ab. Damit kénnen wir uns auch den Graphen der Funktion

f~! auch als Spiegelung an der Geraden y = x vorstellen. Somit ist die Steigung der Umkehrfunktion
gleich der reziproken Steigung der Funktion f

d 1
tana:f'(a:)——y— L

& E ()
Als Beispiel untersuchen wir die Funktion f(z) = y

2% deren Ableitung f'(z) = % = 2z ist.
Fiir die Umkehrfunktion finden wir f~(y) = =z = /¥, und somit erhalten wir fiir die 1. Ableitung
(f )y =5%= ﬁy Somit iiberpriifen wir

dy 1 1

1
dy 2y
Wir kénnen den Zusammenhang zwischen den Ableitungen von Funktionen und ihrer Umkehrfunk-

tionen also dazu benutzen, um eine der beiden Ableitungen durch die jeweils andere auszudriicken.
Wollen wir etwa die Ableitung der Umkehrkehrfunktion des Tangens berechnen, so finden wir

y=tanx =

sinz  dy 9
— =14(t
cosz’ dx + (tanz)’,
1
r = arctany, — 5 = 5 (3.2)
® 1+ (tanz) I+y

dz 1 1
dy
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3.2 Funktionen mehrerer Variablen

3.2.1 Motivation

Bis jetzt hatten wir es mit Funktionen einer verédnderlichen Variable zu tun. Beispiele fiir solche

Funktionszusammenhénge in der Physik sind etwa der Ort s eines Massenpunktes zum Zeitpunkt ¢,

also s(t). Bekanntlich ist dann die Momentangeschwindigkeit die 1. Ableitung, v(t) = %, und die
zweite Ableitung die Beschleunigung a(t) = %. Der zeitliche Verlauf der Bewegung wird dann {iber

die Newton’sche Bewegungsgleichung beschrieben

d?s

— = F(t).
My = F(t)

Bei sehr vielen Fragestellungen in der Physik héngt aber die betrachtete physikalische Grofle von mehr
als einer unabhéngigen Variable ab. Wollen wir etwa die Ausbreitung einer ebenen Welle beschreiben,
so héngt die Amplitude u von dem Ort = und von der Zeit ¢ ab, also u(z,t). Die bekannte Form der

kr—wt

Losung u(z,t) = uge™ ) erhalten wir als Losung der Wellengleichung

1 0% O*u

cor o2
In dieser sogenannten partiellen Differenzialgleichung wird ein Zusammenhang hergestellt zwischen
der 2. Ableitung der Funktion u(z,t) in Bezug auf die Zeit ¢ und den Ort z, wobei ¢ die Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Welle bezeichnet. Die Verwendung des Symbols ”0” anstelle des gewthnlichen
Zeichens ”d” soll verdeutlichen, dass es sich hierbei um eine partielle Ableitung handelt. Im Laufe
des Physikstudiums werden Ihnen noch zahlreiche weitere Félle begegnen, die partielle Ableitun-
gen von Funktionen mehrerer Verédnderlicher erfordern. Beispielsweise folgt die Temperaturverteilung
T(z,y,z,t) als Funktion der Ortsposition (z,y,z) und der Zeit ¢t der Warmeleitungsgleichung, die

wiederum eine partielle Differenzialgleichung darstellt

Lo _ 9T 0T 5T
Not  0x2 Oy 022’

wobei A den Warmeleitkoeffizienten darstellt. Auch in anderen Teilen der Thermodynamik, in der Elek-
trodynamik und in der Quantenmechanik kommen wir ohne partielle Differenzialgleichungen nicht aus.
Sie stellen jeweils einen Zusammenhang zwischen verschiedenen partiellen Ableitungen der gesuchten

Funktion her, also Ableitungen in Bezug auf unterschiedliche unabhéngige Variable.

Elektrostatik:
ektrostati o ay 5, =
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oV t A t)  O°V t) 0PV t
Schrédinger-Gleichung: ih—(xéi’z’ ) _ 5 (g;g,z, )—i- (z;ﬁ’a )+ (g;gg,z, )

3.2.2 Partielle Ableitung

Im Rahmen dieser Vorlesung werden Sie nicht lernen, wie man die Losung zu den obigen Differenzi-
algleichungen findet, sie werden aber erfahren, worum es sich bei einer partiellen Ableitung handelt,
und wie man sie bildet. Betrachten wir also zunéchst eine Funktion f, die jedem Punkt in der Ebene

(z,y) € R? eine reelle Zahl z zuordnet.
fRE—R: (z,y)— 2= f(z,y)

Den Graphen einer solchen Funktion von zwei unabhéngigen Variablen z und y konnen wir uns als

Flédche iiber der (z,y)-Ebene vorstellen.

Beispiel. Wir veranschaulichen uns zunéchst anhand eines Beispiels die Bedeutung der partiellen

Ableitung. Dazu betrachten wir die Funktion
f(z,y) = sin(x — y) + cos z.

Halten wir die y-Koordinate fest und setzen sie auf den Wert 3y, so haben wir es nur mehr mit
einer "gewohnlichen” Funktion von einer Variable z zu tun. Und genau das verstehen wir unter
partieller Ableitung: Wir bilden die Ableitung der Funktion nach einer Variablen, wobei wir alle

anderen Variablen — in unserem Beispiel nur y — festhalten

9t = 2L — o0, 4p) = ol ) = costa o) — sin

Wir haben hier vier verschiedene Schreibweisen eingefiihrt, die allesamt denselben Sachverhalt aus-
driicken. Die ersten drei (von links gesehen) werden vorwiegend in der Physik, die vierte, f,(z,yo), ist
vor allem in der Mathematik sehr gebrduchlich. Anschaulich kénnen wir uns die partielle Ableitung
nach z vorstellen, indem wir die Fliche z = f(z,y) mit der Ebene y = g schneiden und dann die
entstandene Schnittkurve entlang der x-Achse ableiten. Analog finden wir die partielle Ableitung nach
y, indem wir die Flache z = f(z,y) mit der Ebene # = xy schneiden, und dann die erhaltene Kurve

entlang der y-Achse differenzieren. In der Rechnung halten wir also x = xq fest und bekommen:

0 0
o v, = 2L = 0, f(20.4) = fyfans) = —cosn )
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Zur Ubung haben wir wieder die vier moglichen Schreibweisen angegeben. In Zukunft beschriinken

wir uns natiirlich auf eine davon.

CDF 17. Partielle Ableitung PartialDerivatives.cdf
Mit dieser CDF-Anwendung wird die Bedeutung der partiellen Ableitung einer Funktion f(x,y) veranschau-

licht.

f(x, Y) = sinix-y)+cos(x) v

Xo

Yo

surface opacity

fixed y plane =
show x-partial *

f(x, ¥) = sin(x - y) + cos(x)
2

fixed x plane 1
show y-—partial

0

show surface *
show values

Beispiel. Wir berechnen alle moglichen 1. und 2. Ableitungen der Funktion f(z,y) = a2y3+e~(*"+v*)

fo = 2xy° — 2we” (7 HY%)
f, = 32%y* — 2ye~ (@ +v%)
foo = 2%+ (427 — 2)e” YY)
foy = 62y* + Agye~ @ +v7)
fyr = 6xy* + dpye @ +v?)
foy = 62%y+ (49° — 2)e~ @ +v%)

Einer kompakteren Schreibweise willen haben wir hier darauf verzichtet, die jeweils festgehaltene Va-
riable auf yo bzw. xq umzubenennen. Weiters bemerken wir, dass die beiden gemischten 2. Ableitungen

fay und f,, das gleiche Ergebnis liefern. Ganz allgemein gilt:


http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/PartialDerivatives.cdf

74 KAPITEL 3. DIFFERENZIALRECHNUNG

Satz von Schwarz. Sind die gemischten partiellen Ableitungen f,, und f,, einer Funktion f an

der Stelle (z,y) stetig, dann kann man die Reihenfolge der Ableitungen vertauschen:

f(z,y) _ 0f(z,y)
Oxdy oyoxr

fxy(x,y) :fyw(x7y) —

Bei den bisherigen Beispielen hatten wir es mit Funktionen f(z,y), also Abbildungen der Art f :
R? — R zu tun. Das Konzept der partiellen Ableitung kénnen wir aber ganz leicht auch auf Funk-

tionen von n unabhéngigen Variablen erweitern.
. n .
fR'"—R: (x1,29,...,%...,2,) —> f(T1,29,..., % ..., Ty)

Die partielle Ableitung einer solchen Funktion nach der Variable z; erhalten wir — analog zu unse-

rer Vorgehensweise bei f(z,y), indem wir alle anderen unabhéngigen Variablen bei der Ableitung

festhalten.
<8f(:£1,x2, e T ,mn))
O L1y Tim1,Tit1sees T

Hierbei haben wir die iibliche Schreibweise eingefiihrt, in der die festgehaltenen Variablen explizit

angegeben werden.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion
f(x, Y, <, t) = 67:(227-"32!"1‘2—415)

und bilden einige partielle Ableitungen:

(8]”(% Y, z, t)) _ 2iei(2x+3y+zf4t)
Y,2,t

ox
(af(x7 yJ Z, t) ) — 32'61'(2x+3y+z—4t)
8@/ z,z,t
af(ﬂf, Y, %, t) _ _4Z~6i(2x+3y+z—4t)
ot e

In der Praxis werden wir zwar oft auch eine verkiirzte Schreibweise benutzen

Je (-1', Y, 2, t) —  9jpi2e+3y+z—dt)
fy (l‘, Y, z, t) = 3i€i(2m+3y+z_4t)

film,y,2,t) = —dieGrtivt=—it)
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wir sollten dabei aber nicht vergessen, dass wir bei partiellen Ableitungen immer beriicksichtigen
miissen, welche Variablen festgehalten werden. Das ist besonders wichtig, wenn wir Funktionen von
einem Satz von unabhingigen Variablen auf einen anderen Satz von Variablen umschreiben, also eine

Variablentransformation durchfiihren.

3.2.3 Variablentransformation

Sehr oft lassen sich physikalische Zusammenhénge vereinfacht darstellen, wenn man die Symmetrie
des Problems beriicksichtigt, und spezielle Koordinaten verwendet. Wir betrachten dazu zwei sehr

héaufig auftretende Beispiele, namlich Polar- oder Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten.

Polarkoordinaten. Wie bereits im Kapitel {iber Komplexe Zahlen erwéhnt kénnen wir einen Punkt
(x,y) in der Ebene entweder durch Angabe der kartesischen Koordinaten x und y festlegen, oder den

Abstand vom Ursprung r und den Polarwinkel ¢ angeben.

T =TCosp T:\/m

y = rsinp ¢ = arctan £
Betrachten wir jetzt eine Funktion
x? x? N
2 =——"=— =1rcos g,
/ 12 + y2 r

so konnen wir die partiellen Ableitungen nach x, y, r, und ¢ berechnen. Dabei ist zu beachten, dass

das Ergebnis davon abhingt, welche Variable wir festhalten.

ey 2a+/ a2 + y? — 22 \/Q_er op 4
(%)y - x? + y? T8
0z 2z

(&) - %

0z z? 9

=\
arw—cosgp

Wir sehen also, dass partielle Ableitungen davon abhéngen, welche zwei Variablen wir gewéhlt haben,
um z auszudriicken. Mathematisch gesehen handelt es sich ja bei den Funktionen z(x,y) und z(z,r)

bzw. bei z(z,r) und z(r,p) um jeweils andere Funktionszusammenhénge, wodurch es auch nicht
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iiberraschen sollte, dass sich ihre partiellen Ableitungen unterscheiden. Streng genommen miissten wir
also auch jeweils andere Symbole fiir diese Funktionen einfiihren, also zi(x,y), zo(z,7), und z3(r, ¢).
Wenn z aber zum Beispiel die ein und dieselbe physikalische Gréfie ausdriicken soll, dann wird das
in der physikalischen Anwendung nicht gemacht, und man muss bei partiellen Ableitungen nicht nur

angeben, nach welcher Variable abgeleitet wird, sondern auch welche Variable(n) festgehalten werden.

Kugelkoordinaten. In Kugelkoordinaten wird ein Punkt (x,y,z) im dreidimensionalen Raum
durch seinen Abstand vom Ursprung r und durch zwei Winkel angegeben, den Polarwinkel # und
den Azimutwinkel ¢. Wenn der Abstand vom Ursprung konstant ist (auf einer Sphiare = Kugelober-
flache), benotigt man nur die zwei Winkel, um einen Punkt eindeutig zu bezeichnen, und spricht dann

von sphérischen Koordinaten.

x =rsinf - cosy r=+/22+y? + 22

y =rsind -sinp 0 = arccos ——=——
o ’x2+y2+z2

z=rcost ¢ = arctan £
xr

Wir betrachten folgende Funktion (das elektrostatische Potentials eines Dipols), zum einen gegeben

als Funktion der kartesischen Koordinaten x, ¢, und z, und zum anderen in Kugelkoordinaten,

z cosf

Vi(z,y,2) = ;o Vi(rb,9) =
(x2+y2+z2)% r2

und berechnen die partiellen Ableitungen nach z, y, und z bzw. r, 6, und ¢.

(8_V) L 3xz
or ), . B (22 + 32 —1—22)%

oV B 3yz

<3_y) e (22 4yt 2)

oV B (m2+y2+22)% — 322 (x2+y2—|—22)% B 2+ y? — 222
(E)my B (22 + 92 + 22)° a (2 442 + 22)%
(8_‘/) _ _26088

o )., r3

ov sin ¢

) -
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3.2.4 Taylor-Reihe fiir mehrdimensionale Funktionen

Wir kénnen auch Funktionen mehrerer Verénderlicher in eine Potenzreihe entwickeln. Bevor wir die
allgemeine Taylor-Formel fiir n-dimensionale Funktionen kennenlernen, demonstrieren wir die Vorge-
hensweise anhand eines Beispiels, und betrachten die Funktion f(z,y) = e*siny iiber R%. Wir suchen

nach einer Potenzreihendarstellung mit dem Entwicklungspunkt {0,0} in folgender Form
f(z,y) = e siny = ago + a10% + aory + ax®” + an1zy + agy® + ...

Analog zur Herleitung der Taylor-Formel fiir eine Funktion mit nur einer unabhéngigen Variable,
bilden wir nacheinander verschiedene partielle Ableitungen der obigen Gleichung und setzten an-
schlieend auf beiden Seiten der Gleichung den Entwicklungspunkt z = 0 und y = 0 ein. Daraus
erhalten wir

0=ap, O0=uap, 1=an, 0=2ayn, 1=a, 0=2ap,

wodurch wir fiir die Taylor-Reihe bis zur quadratischen Ordnung folgenden Ausdruck bekommen?
e’siny=y+axy+...

Verallgemeinern wir die obige Vorgehensweise auf einer beliebige Funktion f(x,y) und suchen nach der
Potenzreihe um den Entwicklungspunkt {xg, yo}, so erhalten wir die Formel von Taylor fiir Funktionen

von 2 Veranderlichen

%s) k

Fen) =Y g |- ag + -] fanm) 33)

k=0

Die Bedeutung des Differenzialoperators in eckigen Klammern sei anhand eines Beispiels erldutert.

Das Reihenglied fiir £ = 2 lautet etwa

0 a1’ , 0° i , 0°
(0= )+ (= | = (o= g4 2o = 0y = )+ (5= )

92 9?2
B2 ox0y’

oder anders ausgedriickt wir miissen die partiellen Ableitungen f,,, fzy, und f,, berechnen. Erst nach

Das heifit wir lassen die Differenzialoperatoren und 59—;2 auf die Funktion f(z,y) anwenden,
der Ableitung setzen wir den Entwicklungspunkt ein. Wir kénnen leicht iiberpriifen, dass die Form der
Gleichung 3.3 identisch ist mit der zuvor abgeleiteten Taylor-Entwicklung fiir die Funktion e” siny.

Die Form von 3.3 kann auch problemlos auf Funktionen mit mehreren Verdnderlichen verallgemeinert

'Um dieses Ergebnis zu erhalten, hitten wir auch das Produkt der Taylor-Entwicklungen der Funktionen e® und
siny bilden kénnen.
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werden

fxyaa-' Z

k=0

k

+(z — zo)2 +. f(xo, Y0, 20, - - ) (3.4)

8 0
(z — x0) x+(y—yo)— %

Jdy

=) -

Beispiel. Wir wollen die Taylor-Reihe der Funktion f(z,y, z) = sin(z—y) In(1+z2) bis zur 2. Ordnung
um den Punkt (x¢, yo, z0) = (0,0,0) auf zwei Arten berechnen. In der ersten Variante verwenden wir
die allgemeine Taylor-Form aus Gleichung 3.4. In einer zweiten Methode verwenden wir die bekannten
Taylor-Reihen der Funktionen sin(z) und In(1 + z), ersetzten in der Sinusreihe z durch z — y und
multiplizieren mit der Reihe fiir den Logarithmus. Aber zunéchst zur Variante 1, bei der wir alle

partiellen Ableitungen der Funktion f(x,y, z) bis zur 2. Ordnung bendtigen

f = sin(z —y)In(1+ 2), f(0,0,0) = 0
fo = cos(z—y)In(l+ 2), f2(0,0,0) = 0
fy = —cos(x—y)In(1+2), f,(0,0,0) = 0
f, = salew) £2(0,0,0) = 0
fex = —sin(x —y)In(1+2),  f(0,0,0) = 0
foy = sin(z —y)In(1+ 2), f24(0,0,0) = 0
o = = Fe0.0.0) = 1
fyy = —sin(z —y)In(1 + 2), fyy(0,0,0) = 0
fy: = —%, f4y(0,0,0) = -1
[ =) £-(0,0.0) = 0

Gleichung 3.4 lautet explizit

fla,y,2) = [+ (for+ fyy+ f22) + % (fea®® + fygt® + foz2® + 2fuyy + 2fuzz + 2f2y2) +
f(z,y,2)

xZ—Yz+ ...

Wir tberpriifen noch dieses Ergebnis, indem wir die bekannten Taylor-Reihen fiir sin(z — y) und

In(1 + z) verwenden:

sin(z —y) = (x—y)— (z ;y) +..
In(l+2) = z—%2+...
sin(z—y)In(l1+2) = zz—yz+... (3.5)

Wir sehen also, dass wir mit dieser Variante viel schneller zum Ziel gekommen sind.
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3.2.5 Totales Differenzial

Wir kénnen die Definition des totalen Differenzials, wie wir sie fiir eine Funktion einer Verédnderlichen
kennengelernt haben, auch auf 2 und mehr Dimensionen erweitern. Im Fall einer Funktion f(z,y) von

zwei Verdnderlichen, x und y, beschreibt das totale Differenzial

% 4o+ Py

af = ox oy

eine Tangentialebene an die Fliche z = f(x,y) im Punkt {z,y, f(x,y)}. Das totale Differenzial be-
schreibt also die beste Naherung der Funktion f(x,y) bis zur linearen Ordnung in dx und dy:

Af(z,y) = df + O ((dz)*, dzdy, (dy)*)
Die Gleichung der Tangentialebene an den Punkt {zo, yo, f (0, y0) } konnen wir dann wie folgt angeben

z = f(x0,90) + fo(Z0, Yo)(x — o) + fy(x0,%0) (¥ — ¥o)

Beispiel. Wir bestimmen das totale Differenzial der Funktion f(z,y) = 1 — 2® — y* sowie die

Tangentialebene an den Punkt zy = % und yo = % Dazu benotigen wir die partiellen Ableitungen

folz,y) = =22 fy(r,y) = -2y
und erhalten fiir das totale Differenzial
df = —2xdx — 2ydy.

Fiir die Gleichung der Tangentialebene finden wir
1 1 1
T "2 Y73

Verallgemeinerung auf R". Fiir eine Funktion f, die von n unabhingigen Variablen x1, zs, ..., x,
abhéngt, f(zq,xs,...,x,), lautet das Totale Differenzial

df = L ﬁdycn => ﬁcla:i- (3.6)
T €z Ti
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Die Gleichung der " Tangentialebene” an die Hyperflache z = f(xy, 2, ..., x,) in dem Punkt {ay, as, ..., a,}

lautet dann

"\ Of(ay,as, ..., an
z:f(al,aQ,...,an)—l—Z f<1824 >(37i_@i)'
i—1

L

CDF 18. Totales Differenzial TotalDifferential.cdf
Die geometrische Interpretation des totalen Differenzials als Tangentialebene wird hier verdeutlicht.

fOGY)=  x2+y? xy | 1-x%-y?

X 0.4 0.4
y 0 0.3
dx 0 0.3
dy —0—=r 0.3
surface opacity —o———1= 0.3

thickness o————= 0.1
show axes x
show horizontal plane
show tangent plane x
show text =
show additional text

Beispiel: Mit Hilfe des totalen Differenzials einer Funktion kénnen wir die lineare Anderung der
Funktion in der Umgebung eines vorgegebenen Punktes sehr schnell abschitzen. Nehmen wir als
Beispiel die Formel fiir das Volumen eines Zylinders V = r?7h, wobei r den Radius und h die Hohe
bezeichnet. Wie dndert sich das Volumen, wenn wir den Radius bzw. die Hohe leicht &ndern? Diese
Frage konnen wir mithilfe des totalen Differenzials beantworten:

oV oV

=+ —h=2 2
dV arr—l— 8hh rrhdr + r°wdh

Nehmen wir an, der Ausgangsradius sei r = 5 cm, die Héhe A = 10 c¢m, was ein Volumen von
V = 785.398 cm? ergibt. Wie dndert sich das Volumen, wenn wir den Radius um Ar = 0.1 cm und
die Hohe um Ah = 0.1 cm &ndern? Natiirlich konnen wir das neue exakte Volumen berechnen und
erhalten V + AV = (r + Ar)?x(h + Ah) = 825.299 cm®. Wir konnen die Anderung AV = 39.90 cm?®

auch abschéitzen:
AV =dV + O (dr?,drdh, dh*) = 2rrhdr + r’ndh = 31.41 + 7.85 = 39.27 cm®

Wir sehen also, dass die lineare Néaherung fiir sehr kleine Abweichungen sehr gut funktioniert und
lernen auch, dass die Anderung des Radius einen viel grofleren Einfluss auf die Volumenénderung hat

als eine Anderung der Hohe.


http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/TotalDifferential.cdf
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Fehlerfortpflanzung: Das totale Differenzial einer Funktion ist auch Ausgangspunkt fiir die Be-
trachtung der Fehlerfortpflanzung bei Messungenauigkeiten. Als ein ganz einfaches Beispiel nehmen
wir die Bestimmung der Erdbeschleunigung ¢g durch einen Fallversuch, bei dem wir die Fallhéhe h
und die Fallzeit ¢t messen. Bekanntermaflen gilt ja der Zusammenhang g = 3—25 Das totale Differenzial
lautet also
dg = @S—F@t: t%ds—%dt

Ersetzen wir die Differenziale durch endliche Gréfien, die Messungenauigkeiten, ds — As, dt — At,
und dg — Ag, dann erhalten wir fiir den maximalen absoluten Fehler Ag bzw. den mazimalen relativen

Fehler %

2 4s

A A A
Ag _ As A
g S t

3.2.6 Richtungsableitung und Gradient

Unter Richtungsableitung einer von mehreren Variablen abhéngigen Funktion verstehen wir die Ander-
ungsrate dieser Funktion in einer durch einen Einheitsvektor ¢’ vorgegebenen Richtung. Wir betrachten
eine Funktion

R —R:  (z1,29,...,2,) — 2 = f(x1,22,...,2,)

Die Richtungsableitung an einem Punkt ¥ = (z1,29,...,2,), die wir mit Dzf(Z) bezeichnen,

erhalten wir dann aus folgendem Grenzwert

— h—» . —
Dyf(F) = lim LE 00 = /(@) (3.7)
h—0 h
Existiert der Grenzwert, so nennen wir die Funktion f am Punkt 7 in die Richtung ¢ mit |v| = 1

beidseitig differenzierbar. Wir bemerken, dass partielle Ableitungen spezielle Richtungsableitungen
darstellen, ndmlich Ableitungen in Richtung einer der kartesischen Koordinaten zq, x5, ... oder x,.

Beispielsweise ist die partielle Ableitung der nach der i-ten kartesischen Koordinate gleich

D O)f(f):hmf(f+h(0,...,1,...,0))—f(f)_8f

h—0 h N 8x,

(7)

Wie koénnen wir aber Richtungsableitungen in eine beliebige Richtung ¢ berechnen? Mithilfe der

Definition des Totalen Differenzials in Gleichung 3.6 kénnen wir den Zéahler in Gleichung 3.7 iiber das
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totale Differenzial ausdriicken und finden

<

n  Of h
Dy f(Z) = lim izt dfc Z , (3.8)

h—0

Das heifit, wir kdnnen die Richtungsableitung als Skalarprodukt zweier Vektoren verstehen, nédmlich
zwischen dem Vektor (a%’ 5?7’;, cee %), den wir als Gradienten der Funktion f(x1,zs,...,2,) be-
zeichnen, und dem Einheitsvektor (vy,vs,...,v,) in die betrachtete Richtung.

Gradient. Der Gradient einer partiell differenzierbaren Funktion f : R® +—— R im Punkt p =
(p1,D2,--.,pn) ist der Vektor der partiellen Ableitungen in diesem Punkt:

B, £ ()
. 5
(VF)(P) = (grad f)(p) = f (P)

Hier haben wir das Symbol ”V” eingefiihrt, das man als den ”Nabla”-Operator bezeichnet, also

i)
O, 5=

Oz

2]

vo| =] ™
2]

ailjn 85571,

Mit Hilfe des Nabla-Operators konnen wir Gleichung 3.6 fiir das totale Differenzial der Funktion f auch
als Skalarprodukt des Gradientenvektors v f mit dem Vektor der Differenziale d¥ = (x1,za,...,x,)
schreiben

df = (Vf)-d& (3.9)

Totale Differenzierbarkeit von Funktionen auf R". Wir nennen eine Funktion f : R" — R
im Punkt & = (21, %y, ...,2,) (total) differenzierbar, wenn das totale Differenzial die Anderungen der
Funktion f im Punkt 7 in linearer Naherung beschreibt. Oder anders ausgedriickt, der Fehler ist von
hoherer als erster Ordnung in AZ = (Axq, Azy, ..., Ax,)

F(@+ AZ) = f(@) + (Vf) - AT + O (|AZ]?) (3.10)

Diese Definition der Differenzierbarkeit ist analog zur Definition, wie wir sie bereits fiir eindimensionale
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Funktionen kennengelernt haben 3.1, und die hier fiir Vergleichszwecke noch einmal angegeben wird:
flx+ Az) = f(z) + f'(x)Az + O ((Ax)?) .

Ein wichtiger Hinweis: Die Existenz der partiellen Ableitungen allein sagt noch nichts iiber die totale
Differenzierbarkeit einer Funktion aus! Das heifit, es gibt Funktionen, von denen zwar die partiellen
Ableitungen existieren, die aber im Sinne der Gleichung 3.10 nicht differenzierbar sind. Im folgenden
wollen wir uns aber auf solche Fille beschrianken, fiir die die totale Differenzierbarkeit gewéhrleistet

ist, und geben folgendes hinreichendes Kriterium fiir die Differenzierbarkeit an:

Sind die partiellen Ableitungen einer Funktion f : R™ —— R in einer Umgebung eines Punktes p’ stetig,

so ist f im Punkt p differenzierbar. Es gelten folgende Implikationen

stetige partielle Differenzierbarkeit = totale Differenzierbarkeit
totale Differenzierbarkeit = Differenzierbarkeit in jede Richtung

Differenzierbarkeit in jede Richtung =- partielle Differenzierbarkeit,

jedoch keine der Umkehrungen!

Beispiel: Wir geben ein Beispiel fiir eine Funktion an, die zwar partiell differenzierbar ist, aber

nicht stetig differenzierbar, und von der nicht alle Richtungsableitungen existieren.

o] st (@) £ (0,0
f(z,y) {0 fir (x,y) = (0,0)

Von Interesse ist hier nur die Differenzierbarkeit und Stetigkeit am Ursprung (0,0). Uberall sonst ist
die Funktionen stetig differenzierbar. Die partielle Ableitung von f(z,y) entlang der z-Achse finden
wir, indem wir y = 0 setzen, also f(x,0) = 0. Damit ist auch die beidseitige partielle Ableitung
in z-Richtung identisch Null, also f.(z,0) = 0. Analoges gilt fiir die Ableitung in z-Richtung, also
fy(0,y) = 0. Die Funktion f(x,y) ist jedoch an (0, 0) nicht stetig, und damit nicht total differenzierbar,
und auch die Richtungsableitungen in andere Richtungen als in die Koordinatenrichtungen existieren
nicht. Setzen wir etwa t = x = y, so finden wir f(¢,t) = 1, andererseits finden wir fir f(¢t,—t) = —1.
Damit ist diese Funktion ein Beispiel dafiir, dass die Umkehrung der oben angefiihrten Implikationen
nicht gilt.

Fiir Funktionen, die jedoch stetig partiell differenzierbar sind — und mit solchen wollen wir uns im
weiteren auseinandersetzen — konnen wir folgende wichtige Eigenschaften des Gradienten der
Funktion feststellen.

1. Fir stetig partiell differenzierbare Funktionen f kann die Richtungsableitung Dy f(Z) in eine
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Richtung ¢ durch den Gradienten ausgedriickt werden

-

Dzf(Z) = (V)

<y

2. Der Betrag des Gradientenvektors )6 f ‘ gibt die maximale Anderung der Funktion f an.

3. Gilt ‘6 f ‘ # 0, dann gibt der Einheitsvektor

<

f
f

€=

<

|

die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f an. Anders ausgedriickt: Die Richtungsablei-

tung wird maximal, wenn man in Richtung des Gradienten ableitet.

Beispiel. Wir betrachten eine Funktion f : R? — R gegeben durch f(z,y) = sin(z — y) + cosz,
und suchen nach der Richtungsableitung am Punkt p" = (7, ) in die Richtung v = \/Lﬁ (1,1). Wir

berechnen zunachst den Gradienten

G/ <%> <cos(x—y)—sinx> <\/7§_ )
oy —cos(z — y) et et —=
1

) skalar mit dem Richtungsvektor NG (1,1) so er-

Multiplizieren wir den Gradienten am Punkt (7, 3

halten wir fiir die Richtungsableitung

s
Dsf (%) = E2il DU S (U I S —0.707107
AR AR V2

Wir berechnen noch den Betrag des Gradienten am Punkt (7, T)

g1 5
B | . =3~ V3 = 0.876327

sowie die Richtung des steilsten Anstiegs an diesem Punkt

2

Vs 1 (\/5 1)_(—0.152882)
AT - s =
‘Vf‘ /3 ~ 3\ % —0.988244

™
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Diese Ergebnisse sowie Richtungsableitungen und Gradienten von weiteren Funktionen konnen sie

auch in den folgenden interaktiven Mathematica-Demonstrationen visualisieren:

CDF 19. Richtungsableitung http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/Gradient.cdf
Hier wird die geometrische Interpretation der Richtungsableitung verdeutlicht.

f(X,y) = o-ya2

surface opacity

o— .
© 019 § —0——————11.01788
slide tangent ———0——

Yo - & - 0.32

show plane =

—1 2 2

show tangent * fx,y)= ) (x*-y?)

set (o, Yo) * . Dyf(x,y)=Vf(x,y)-u

V1) = (o fy)
show surface *
fx(x, y)=x

£x(0.19, 0.32) = 0.19

fyx, p=-y
fy(0.19, 0.32) = -0.32

u = (0.525, 0.851)

Dy f(0.19, 0.32) = -0.172535

CDF 20. Gradient http://physik.uni-graz.at/~pep/DifflInt/Gradient?2.cdf
Eine weitere CDF-Applikation zum Thema Gradient und Richtungsableitung:

f(X,y)= -x-yr+a -

point = (1,-1)
g=1 2
2 3
u=01 2 ViA,-1)=(-2,2)
1
T ) IVFA-D)l =22
_8 11 3
2t 2 22 Dy.f(1,-1)=2
-1 o
.3
2
-2

N o I LN Wy

?
A

*x snap to grid % show gradient Vf = show unit direction vector u
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86 KAPITEL 3. DIFFERENZIALRECHNUNG

CDF 21. Gradient — Teil 2 http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/Gradient3.cdf
.. und noch eine CDF-Applikation zum Thema Gradient.

x Vf = _Vf normalize large format * show function

function  maximum | minimum  linear saddle 1| saddle 2| example 1 example 2

M %2 ,
Jx, y):—; —yo+5

location

3.2.7 Jacobi-Matrix

Bisher hatten wir es mit Funktionen der Art f : R” —— R zu tun. Solche Abbildungen bezeichnet
man in der Physik als Skalarfelder. Speziell fiir n = 3, also f : R® —— R kénnen wir uns solche
Funktionen als Abbildungen vorstellen, die jedem Punkt (x,y,z) im dreidimensionalen Raum eine
Zahl, also einen Skalar zuordnen. Beispiele fiir skalare Felder waren etwa die rdumliche Temperatur-
oder Druckverteilung, das Potenzial der Schwerkraft iiber der Erde, die elektrostatische Potenzial
eines geladenen Korpers, oder die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte eines quantenmechanischen
Teilchens.? In der Physik gibt es aber auch eine Reihe von physikalischen GroBen, die durch Vek-
toren beschrieben werden. Bei der Stromung einer Fliissigkeit etwa, wird jedem Punkt (x,y, z) ein
Geschwindigkeitsvektor (v, vy, v,) zugewiesen. Es handelt sich also um ein Vektorfeld, das man ma-
thematisch als Abbildung f : R?* — R3 beschreiben kann. Weitere Beispiele von Vektorfeldern wiiren

das Gravitations-Kraftfeld, oder das elektrische Feld einer Ladungsverteilung.

Um nun das totale Differenzial, also die lineare Naherung, einer allgemeinen Funktion f : R" —— R™

ausdriicken zu konnen, definieren wir die Jacobi-Matriz (benannt nach Carl Gustav Jacob Jacobi;

’Die stationire Wellenfunktion ist eine komplexwertige Funktion der Art ¥ : R? — C.
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auch Funktionalmatrix oder Ableitungsmatrix genannt) in der folgenden Form:

oh  Ofi of1

J4(F) = o1 Oos 0 Oun _ i fm)

d Lo Oy wn) |y,
Ofm  Ofm Ofm
o0z Oz Y Oxp Zo

Die Jacobi-Matrix ist also nichts anderes als eine m xn Matrix simtlicher erster partieller Ableitungen.
Wir identifizieren die i-te Zeile der Jacobi-Matrix mit dem Gradientenvektor der i-ten Vektorkom-
ponente f;. Ganz dhnlich wie wir den Gradienten einer Funktion dazu benutzt haben, das totale
Differenzial, also ihre lineare Naherung, anzugeben (siehe Gleichung 3.9), so konnen wir mithilfe der
Jacobi-Matrix das totale Differenzial einer Vektorfunktion f : R” — R™ angeben

df = Js(z) - dz, (3.11)

wobei wir die Multiplikation als Matrix-Vektor Produkt verstehen.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f : R3 — R?

Y _ fl(xayVZ) $2+y2+zsinx
f(xa Y, Z) - = 2 . 9
folz,y,2) z" + zsiny
und wollen die Jacobi-Matrix aufstellen, sowie das totale Differenzial der Funktion mithilfe der Glei-

chung 3.11 angeben. Bilden wir alle partiellen Ableitungen, so finden wir fiir die Jacobi-Matrix

Jf(l‘,]J,Z) = (

2z + zcos 2z 2y sin
0 zcosy 2z 4+ siny,

und konnen das totale Differenzial nach Gleichung 3.11 anschreiben als
) dx
dfi \ [ 2x+zcosz 2y sin x J
dfs B 0 zcosy 2z 4+siny, dy ’
z

und finden schlieilich

dfy, = (2x+ zcosz)dx + 2ydy + sin zdz
dfy = zcosydy+ (2z 4 siny)dz
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Jacobi-Matrix fiir Polarkoordinaten. Wir betrachten die Transformation von kartesischen Ko-
ordinaten auf Polarkoordinaten also eine Abbildung R? — R?

( x(r, ) ) _ ( T COS )
y(r, ) rsing |’

und wollen wiederum die Jacobi-Matrix aufstellen,
J(r ) = Orx Oy _ c?s @ —rsing
0y Oyy sing rcose

Jacobi-Matrix fiir Kugelkoordinaten. Zum Abschluss dieses Kapitels berechnen wir noch die
Jacobi-Matrix fiir Transformation von kartesischen Koordinaten auf Kugelkoordinaten also fiir folgen-
de Abbildung von R? — R3

x(r, 0, p) 7 sin 6 cos @
y(r,0,¢) | = rsinfsingp
2(r, 0, ) r cos 0

Die Jacobi-Matrix fiir diese Transformation hat dann folgende Gestalt:

Orx Ogx O,w sinfcosp rcosfcosp —rsinfsingp
J(r,0,0) =1 Oy Opy Opy | = | sinfsing rcosfsing rsinfcosgp (3.12)
Orz Opz 0,2 cos f —rsinf 0

3.3 Methoden der Differenziation

Fiir die praktische Berechnung von (partiellen) Ableitungen von Funktionen gehen wir iiblicherweise
nicht von der Definition des Differenzialquotienten aus. Hingegen verwenden wir unsere Kenntnis iiber
die Ableitung einiger elementarer Funktionen und einfach anwendbare Ableitungsregeln, die es uns
erlauben, auch die Ableitungen von komplizierteren zusammengesetzten Funktionen zu berechnen.
Einige dieser Ableitungsregeln sind uns bereits wohl bekannt und wir haben sie im bisherigen Ver-
lauf der Vorlesung vielfach eingesetzt. Dazu gehoren die Produktregel, die Quotientenregel, sowie die
Kettenregel. Wir werden diese Regeln an dieser Stelle nochmals wiederholen bzw. auch im Lichte von
partiellen Ableitungen betrachten. Zudem lernen wir auch eine Methode kennen, mit deren Hilfe wir
die Ableitungen von Funktionen berechnen koénnen, fiir die wir den Funktionszusammenhang nicht

explizit angeben konnen, sondern die nur implizit geben sind.
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3.3.1 Produktregel, Quotientenregel, und Kettenregel

Produktregel. Die Produktregel fiir Funktionen f : R —— R, die sich als Produkt zweier Funktio-

nen u(z) und v(x) darstellen ldsst, lautet

Quotientenregel. Die Quotientenregel fiir Funktionen f : R —— R, die sich als Quotient zweier

Funktionen u(z) und v(x) darstellen lésst, lautet

Kettenregel. Die Kettenregel trifft Aussagen iiber die Ableitung einer Funktion, die sich als Ver-
kettung von zwei differenzierbaren Funktionen darstellen ldsst. Die Kettenregel ergibt, dass eine sol-
che Funktion selbst wieder differenzierbar ist und man ihre Ableitung erhélt, indem man die beiden
miteinander verketteten Funktionen separat ableitet und — ausgewertet an den richtigen Stellen —

miteinander multipliziert. Wir betrachten also die verkettete Funktion f(z) = g(h(z))

R — R — R
z W b)) =y D fy)

Die Kettenregel besagt, dass wir die Ableitung f’(z) erhalten, indem wir folgenden Ausdruck berech-

nemn:

f(@) =gy (x) = g'(h(x))N ().

Beispiel: Wir wollen die Funktion f(z) = (sinz)?* ableiten. Wir kénnen f in die zwei Teilfunktionen

h(z) = sinz und g(y) = y* zerlegen. Damit erhalten wir

f'(z) = [(sin x)ﬂ/ = 4y® cosz = 4(sinz)* cos z.
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Verallgemeinerung der Kettenregel — Teil 1. Soweit, so bekannt. Wir wollen jetzt die Ketten-
regel auch auf Funktionen mehrerer Verdnderlicher anwenden. Als ersten Schritt in diese Richtung
betrachten wir verkettete Funktionen der Art R — R" —— R

VL h(z)
ha
— h

v 2@ Ly F(ha oy B

Um ein Beispiel zu geben. Die Funktion y = vz — 2¢~"" sinz konnen wir mit hi(z) = vV —2,
ho(z) = e, und hs(x) = sinz in die Form y = f(hy, ha, hs) = hyhshs bringen. Um die Ableitung Z—gyc

zu bilden, berechnen wir zunéchst das totale Differenzial der Funktion f(hy, hs, ..., hy)
af of af
df = =—dhy + =—dhy + ...+ ——dh,,
= o0 ™ g 2 s
und ersetzen die Differenziale dhy,dhs, ..., dh, durch die jeweiligen totalen Differenziale der eindi-
mensionalen Funktionen hi(z), ha(z), ..., ha(z), also dhy = %2dx usw. Damit erhalten wir
o Of dhy of dhsy af dh,
df = ol dz dr + By da dr + ...+ o dr dx
_(Ordm ofdh L of dh
~ \Ohydz  Ohydx " Oh, dx

und identifizieren den Ausdruck in Klammern somit als die Ableitung der Funktion nach x

G _ofdn  ofdn  ofdn,
de  Ohy dr  Ohy dx ' Oh, dx

(3.13)

Wenden wir diese Gleichung auf das obige Beispiel an, so finden wir

df dh, dhs dhs

2 1 2 2
= e ¥ sinr———+ vV —2sinz <—2xe‘x ) +vVr—2e"" cosx
2V — 2
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Verallgemeinerung der Kettenregel — Teil 2. In einem zweiten Schritt wollen wir jetzt die
Kettenregel auch auf Funktionen mehrerer Verdnderlicher anwenden, die wir wieder analog zu oben
in der folgenden Form zerlegen: R™ +—— R"” —— R

h

(T1, T2, ..., Tm) = hi(T1, 20, ..., Tp,)
ho

L1, T e s Tom) —>  hol(Xy,To,.... T

( 1) 42, ) m) 2( 1,42, ) m) f f(hl,hg, ,hn)
hn

(X1, T2,y T) — hp(x1, 29, ..., 2p)

Ein Beispiel fiir eine solche Funktion f : R"™ —— R wire etwa

e~
f(x1, 29, 23) = - sin(xe — x3)

x4+ 13 4 23

mit den Funktionen

hy(x1, 9, 23) = e_x%, ho(x1, g, 23) = \/ ¥+ +ad, hy(xr, 22, x3) = sin(zy — 3),

f(hlah27h/3> _h3‘
Wir bilden wieder das totale Differenzial der Funktion f in Bezug auf die Groflen hy, hs, ..., h,

of ——dh; + —fdh2 +. 8f

——dh,,
Ohy Ohs (9h

df =

und ersetzen die Differenziale dhy, dhs, ..., dh, durch die jeweiligen totalen Differenziale der eindi-

mensionalen Funktionen hq(x), ho(z), ..., h,(z), also etwa

ohy ohy ohy . .
dhy = ——dz, + —d —dz, = d
! 8x1 Tt ox T Tt 3(13m * ( > v

Damit erhalten wir fiir das totale Differenzial

g = 9 (v h1> d7 + 5;{ (v hz) it o+ ( hn> 47

Ohy * on,
_ [0f Ohy  Of Ohy of oha] -
"~ |0hy 0z, | Ohy Oy oh,, 0z, | !

—~ -

[0f Ohy | Of Ohy of oha]
(0l Oz, | Ohg Dxyy T Ohy Oy ]
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Die Terme in eckigen Klammern identifizieren wir als die gesuchten partiellen Ableitungen der Funk-

tion f nach den Variablen zy, s, ..., z,,. Die partielle Ableitung nach xz; ist also

of  Of ohy  Of Ohy af Ohy,

@l’j N 8h1 &xj 8h2 8xj o 8hn @(L‘j (314)

Wir wenden die soeben gefunden Kettenregel zur Bildung der partiellen Ableitung auf die oben
erwihnte Beispielfunktion an, und wollen alle drei partiellen Ableitungen - 8f , 88 :f , und 8f berechnen.

Wir finden also zunéchst mit f(hq, ho, h3) = h; hs

Of _hs Of _ h, o Of M
Ohy  hy Ohy  hE " Bhy hy

Jetzt bilden wir noch die partiellen Ableitungen der Funktionen hy, hs, und hs nach den Variablen

T1, To, und x3, also die insgesamt 9 partielle Ableitungen:

Oh _ _ —x? Ohp _ _ @  Ohs _

81‘1 - 21)16 31‘1 - /x%er%Jra:% 3$1 - 0

Oh1 Ohy _ ___xy  Ohs _ _

5o =0 00 = T e = cos(zy — x3)
Oh1 __ Ohy _ _ ®3  Ohy _ __ —

dxz 0 dxz V@2 +ad+ad dxz COS(J]Q IL‘3)

Damit erhalten wir schliefSlich fiir die partiellen Ableitungen der Funktion f

O Ly by m
0z “hy B3 3\52; + a2 + a2

af hl h

- = cos (29 — x3)
Oy \/xl—i-xg—i-x:g

of h1 h

= cos(zy — x3)

3_353 \/xl—i—xQ—l—x% hz

Bei diesem Beispiel hdatten wir natiirlich genauso gut direkt die partielle Ableitung der Funktion
f(z1, 29, z3) bilden kénnen, was auf das gleiche Resultat gefithrt hiitte, wie wir leicht als Ubung

zeigen konnen.

Beispiel: Als abschlieendes Beispiel zur Anwendung der Kettenregel, und um einen Zusammenhang

zur Jacobi-Matrix herzustellen, betrachten wir noch folgende Funktion

1

fxayaz = )
( ) /I2+y2+22
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von der wir die partiellen Ableitungen nach den Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) berechnen wollen. Dazu
schreiben wir das totale Differenzial der Funktion f zunéchst in der Form
(9f of of ..

Fodut =ody + -d

df = dy 82

Fiir die totalen Differenziale der kartesischen Koordinaten als Funktion der Kugelkoordinaten finden
wir (siehe Kapitel 3.2.7)

dr = a—dr + 8—d«9 + a—dg& = sin @ cos @dr + r cos 6 cos pdf — rsin 0 sin pdp
or 00 Op
oy dy Jy
dy = 5 —dr + 88d0 + a—dgp = sin 6 sin wdr + r cos 0 sin df + r sin 0 cos pdyp
r
0 0 0z
dz = —zdr % 9 + —dgp = cosOdr — rsin 0dl

or 00 Oy

Das heiit mithilfe der Jacobi-Matrix J(r, 0, ¢) aus Gleichung 3.12 hétten wir obige Gleichungen auch

vereinfacht schreiben konnen, als:

dx dr
dy | =J(r,0,9) | db
dz dey

Setzen wir die Differenziale dx, dy, und dz in das totale Differenzial df ein, und ordnen die Terme

nach den neuen Differenzialen dr, df, und d¢, so erhalten wir

af = 8—fsmﬁcos<p+a—fs;irlﬁs.irlg0+a—fcosﬁ dr
Ox dy 0z

of

x

+ frcos@cosgo—i-a—frcos@singo—grsin@ do
0 dy 0z

0 0
+ frsm@smgo—i——fr&chosgo de.
ey oy
Hierbei identifizieren wir die Terme in runden Klammern als die partiellen Ableitungen der Funktion
f nach den Kugelkoordinaten r, 6, und ¢. Mit

G_f_ x of Yy af z

or (22 + y2 + 22)3 dy (22 4 42 + 22)3 0z (22 + 42 + 22)

Njw
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finden wir fiir die partiellen Ableitungen nach r, 6, und :

of T (a2 2 2 a2 2 1

% = = (sin” 6 cos® ¢ + sin® # sin® ¢ + cos” 6) =-3

8f 7”2 . 2 . -2 :

3 = 3 (sin @ cos 6 cos® ¢ + sin 6 cos @ sin® ¢ — sinf cos §) = 0
r

o 2

a—f = _7”_3 (—sinQQSingocosga+sin298ingocosg0) =0

© r

3.3.2 Implizite Differenziation

Bisher hatten wir es immer mit expliziten Funktionszusammenhéngen zu tun. Das heifit wir konnten
fiir die abhéngige Variable, zum Beispiel y, immer eine explizite Abhéngigkeit von der unabhéngigen
Variable x angeben. In manchen Féllen ist es allerdings nicht moglich den Funktionszusammenhang
zwischen y und x in die Form y = y(z) zu bringen, sondern wir konnen nur einen impliziten Zusam-
menhang in der Form f(z,y) = 0 angeben. Die Frage, die wir in diesem Kapitel beantworten werden,

wie man Ableitungen und totale Differenziale von solchen implizit gegebenen Funktionen bilden kann.

Beispiel 1: Wir beginnen mit einem Beispiel fiir eine implizite Funktion

f(z,y) = 2* +y — sin(zy) = 0.

Diese Gleichung koénnen wir nicht nach y auflésen, wir konnen also keine explizite Form y = y(x)
angeben. Nichtsdestotrotz beschreibt f(z,y) = 0 eine Kurve in der zy-Ebene,? fiir die es moglich sein
sollte Tangenten zu bestimmen, das heiffit Ableitungen zu bilden. Die Frage, die wir uns also stellen,
ist: Wie dndert sich y, wenn wir z um ein dx &ndern, wir suchen also g—g. Diesen Ausdruck konnen wir
aber gewinnen, indem wir das totale Differenzial des impliziten Funktionszusammenhangs f(z,y) = 0
bilden:

f of

0
df axdx + By dy = [2z — ycos(xy)| dz + [1 — x cos(zy)| dy = 0

Damit erhalten wir 5
dy a—i 2z —ycos(zy)

do g—i_ 1 — xcos(zy)

und damit die gesuchte Anderung der Variable y in Bezug auf z. Im allgemeinen — wie auch in diesem

Beispiel — erhalten wir das Ergebnis wieder in Form eines impliziten Funktionszusammenhangs.

3Fiir ein vorgegebenes z erhalten wir eine Gleichung fiir 4, und damit kénnen wir jedem z ein y zuordnen, wie wir
es fiir Funktionen gewohnt sind.
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Beispiel 2: Mithilfe des totalen Differenzials konnen wir auch Ableitungen von Funktionszusam-
menhéngen bilden, die in Form mehrerer Gleichungen gegeben sind. Betrachten wir dazu wieder ein

Beispiel:

Vs+ti+u = 0
1
2s + — —¢e" =

Vit
Wir haben es hier mit einem Gleichungssystem bestehend aus zwei Gleichungen mit den drei Variablen

s, t, und u zu tun. Im Prinzip konnten wir also eine Variable, beispielsweise u eliminieren, und erhalten

dann einen Zusammenhang zwischen den anderen beiden, also s und ¢, fiir die wir wiederum die

ds
dt

—ist, diese Eliminierung durchzufiihren, gehen wir einen anderen Weg, indem wir das totale Differenzial

implizite Ableitung % berechnen konnten. Da es aber nicht immer einfach — oder iiberhaupt moglich

der obigen Gleichungen bestimmen:

1
—ds+3t%dt+du = 0
2\/§S—|— —+ du

1
2ds — ——=dt —e*du = 0
213

Wir erhalten bei dieser Vorgehensweise immer ein lineares Gleichungssystem in den Differenzialen ds,
dt, und du, das wir auf in jedem Fall I6sen kénnen. Wollen wir die Ableitung % bilden, so eliminieren
wir aus obiger Gleichung die Terme mit du, indem wir etwa die erste Gleichung mit e* multiplizieren,

und dann die Addition der beiden Gleichungen bilden

et 1
+2)ds+ (3t — )dtzO
(2\/5 ) ( 2/13

Damit erhalten wir fiir das gewiinschte Ergebnis:

. 2 1)
ds 3" — g5 B (23+¢z> B

T et 2541

Beispiel 3: In einem letzten Beispiel zur impliziten Ableitung betrachten wir die Funktion
z=a2+ xy,
wobei x und y wiederum implizite Funktionen der Variablen s und ¢ sein sollen, in der Art

fl(x7y757t) :x+92_5_t:07 fQ(x7y787t>:x2_y_S2:O
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Was wir suchen, sind die partiellen Ableitungen % und %. Wir gehen dabei so vor, dass wir zunéchst

das totale Differenzial von z anschreiben
dz = (2z + y)dx + xdy

und anschlieend die Differenziale dx und dy mithilfe des impliziten Zusammenhangs zwischen x und
y bzw. s und t durch die Differenziale ds und dt ausdriicken. Dazu bilden wir das totale Differenzial
von f; und fo

dfy, = dx + 2ydy — ds — dt = 0, dfy = 2xdr — dy — 2sds = 0

und berechnen aus dem linearen Gleichungssystem die unbekannten Differenziale dx und dy:

1
= 1+4
dx Ty (14 4sy)ds + dt]
1
dy = 2x — 2s)ds + 2xdt
y 1+4xy[(13 s)ds + 2udt]

Einsetzen der Differenziale dx und dy in das totale Differenzial dz ergibt

2¢ +y
1+ 4ay

2 22
Ty T dar=%ass P

dy —
- 1+4xy+ 1+ 4zy 0s ot

(14 4ys) + 1 (255—25)} ds + [

x
+ 4dzy
wodurch wir die das totale Differenzial von z nun durch ds und dt ausgedriickt haben. Die gesuchten

partiellen Ableitungen kénnen wir schliefSlich mit den Ausdriicken in eckigen Klammern identifizieren.

3.4 Extremwertwertberechnungen

Ob und vor allem an welcher Stelle Funktionen Extremwerte, das heifit Maxima oder Minima aufwei-
sen, ist eine sehr héufige Problemstellung, die bei sehr vielen Fragestellungen in der Physik auftritt.
Nehmen wir etwa als zu untersuchende Funktion die potentielle Energie eines Teilchens als Funktion
seiner Position, dann wird das Teilchen — sofern wir es sich selbst iiberlassen — die Position einneh-
men, an der seine potentielle Energie ein Minimum annimmt. An diesem Punkt angelangt, kann das
Teilchen in Ruhe verharren, man sagt es hat eine stationdre Position erreicht, die es nur durch Zufuhr
von Energie wieder verlassen kann. Ein solcher stationdrer Zustand muss nicht notwendigerweise, der
energetisch tiefstmogliche auf einer globalen Skala sein, sondern wir im allgemeinen nur ein lokales

Minimum darstellen.

In diesem Kapitel werden wir uns damit beschéftigen, wie wir solche lokalen Extremstellen von Funk-
tionen auffinden kénnen, und wodurch wir sie charakterisieren kénnen. Zunéchst beschéftigen wir uns

mit Funktionen einer Verénderlichen, also f(z), bevor wir uns auch mehrdimensionaler Funktionen
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annchmen.

3.4.1 Funktionen einer Veranderlichen

Zunéchst geben wir eine Definition an, was wir unter einem globalen bzw. einem lokalen Maximum

(Minimum) einer Funktion verstehen.

Definition. Sei eine Funktion f definiert auf f : D € R —— R, dann nennen wir zy ein globales
Maximum (bzw. Minimum), wenn Vz € D gilt, dass f(z¢) > f(x) (bzw. f(zq) < f(z)).
Wir nennen zy ein lokales Maximum (bzw. Minimum), wenn ein € > 0 existiert, sodass fir Vo €

K (z9,¢), also fur alle x innerhalb der offenen e-Kugel um zy, gilt, dass f(x¢) > f(z) (bzw. f(x¢) <

f(x)).

Die Suche nach dem globalen Maximum (Minimum) stellt sich oft als sehr schwierig heraus, vor allem
fiir mehrdimensionale Probleme, fiir die keine einfachen Algorithmen existieren. Fiir die Existenz
von lokalen Extrema konnen wir hingegen folgendes (bereits aus der Schule bekannte) hinreichende
Kriterium angeben.

Kriterium von Fermat. Liegt an der Stelle z( ein lokales Extremum vor, so gilt f'(zo) = 0.

Es ist zu beachten, dass das Verschwinden der 1. Ableitung nur eine notwendige Bedingung fiir die
Existenz eines Extremums ist, aber keine hinreichende! Das heifit, der Umkehrschluss gilt nicht, und
aus f'(zg) = 0 folgt nicht, dass zo ein Extremum ist. Um die Frage zu kléren, ob eine Funktion mit
der Eigenschaft f'(x¢) an der Stelle x( tatséchlich ein Extremum aufweist, und wenn ja welcher Art

es ist, miissen wir hohere Ableitungen der Funktion f betrachten. Dazu zwei Beispiele.

Beispiel. Wir betrachten die zwei Funktionen fi(x) = 2% und fo(z) = z7. Wie Sie sich leicht
iiberzeugen konnen, besitzt die Funktion fi(z) = 2% eine lokales Minimum an der Stelle zqp = 0,
wihrend die Funktion fy(z) = z7 weder ein lokales Maximum noch eine Minimum (also kein Ex-
tremum) besitzt, sondern an der Stelle o = 0 einen Wendepunkt aufweist. Fiir beide Funktionen
verschwinden jedoch die 1. Ableitungen, also fj(z) = 62° und fi(z) = 72% und somit f{(0) = 0 und
f4(0) = 0. Bei diesen Beispielen bringt uns auch die Berechnung der 2. Ableitungen nicht weiter,

(z) = 30x* und fY(x) = 4225, da sie an der Stelle xy = 0 beide Null sind: f;(0) = 0 und f5(0) = 0.
Anhand dieses Beispiels konnen wir allerdings folgendes Kriterium fiir die Existenz eines Extremums
ableiten.
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Kriterium fiir die Existenz eines Extremums. Sei f(z) eine in dem Intervall (a, b) n-mal stetig
differenzierbare Funktion deren 1. Ableitung an der Stelle xy € (a,b) verschwindet, also f’(zo) = 0,

und es gilt
f'(zo) = f'(@o) = ... = f™ V(xg) =0 und ™ (x) #0,

dann hat f kein Extremum and x(, wenn n eine ungerade Zahl ist bzw. es existiert Extremum an der
Stelle z, wenn n eine gerade Zahl darstellt. Fiir letzteren Fall ist 2 ein Minimum, wenn ™ (zy) > 0,

und zg ein Maximum, wenn f(™ () < 0 gilt.
Wir definieren zwei weitere Begriffe, die in Zusammenhang mit Extrema h&ufig diskutiert werden.

Konvexheit, Konkavheit. Sei eine Funktion f definiert auf f : D C R —— R, dann nennen wir
die Funktion konvexr bzw. konkav auf dem Intervall I C D, wenn Va; < x5 € I gilt:

f(z2) — f(m1)

konvex: f(x) < f(z1) + (x —x1) Vo€ (x1,29)

To — X1
konkav: f(z) > f(x1) + ww —x1) Vz € (x1,x9)

Anschaulich bedeutet diese Definition, dass eine konvere Kurve unter der Sekante durch die Punkte
x1 und w9 liegt, wihrend eine konkave Kurve oberhalb dieser Sekante liegt. Fiir Funktionen, die in

einem Intervall (a, b) zweimal stetig differenzierbar sind, gilt insbesondere folgendes Kriterium
f"(z) >0 auf(a,b) < f ist konvex auf (a, b)

f"(z) <0 auf(a,b) < f ist konkav auf (a,b)

Beispiel. Wir untersuchen die zwei Funktionen f(z) = z + 2cosz und fy(x) = = + cosx definiert
auf R — R auf lokale Extrema.

Zwei Hinweise: Das Verschwinden der 1. Ableitung weist nur auf lokale Extremstellen hin. Etwaige
globale Minima oder Maxima, die an den Réndern des Definitionsbereichs liegen konnen, werden durch
den oben beschriebenen Algorithmus nicht erfasst. Davon kénnen wir uns ganz einfach iiberzeugen,
wenn wir eine Funktion f : [—1, 1] — R definiert durch f(z) = 1+ 22 betrachten. Diese Funktion hat
offensichtlich ein lokales Minimum an der Stelle z = 0, weist aber zusétzlich Maxima an den Réandern

des Intervalls bei = —1 und z = +1 auf.
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Ebenso kénnen wir die Forderung f’'(z) = 0 zum Auffinden von Minima nicht auf Funktionen anwen-
den, die nicht stetig differenzierbar sind. Beispielsweise weist die Betragsfunktion |z| : R — R an
der Stelle = 0 eine Minimum auf, wohingegen ihre Ableitung auf ganz R nicht verschwindet. Dieses

Minimum ”entgeht” unserem Algorithmus, weil die 1. Ableitung nicht iiberall (an z = 0) definiert ist.

3.4.2 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Fiir eine Funktion f(x,y) von zwei Variablen, f : R? — R, erhalten wir einen Extremalpunkt, wenn
die Tangentialebene horizontal verlauft. Da wir die Tangentialebene mithilfe des totalen Differenzials
af af
df = —d —d
/ 8z ™" + dy Y
ausdriicken konnen, bedeutet das, dass sowohl die partielle Ableitung nach x als auch die partielle
Ableitung nach y verschwinden muss. Wir konnen diesen Sachverhalt leicht auf mehrere Dimensionen

erweitern und formulieren folgendes Kriterium fiir die Existenz eines Extremums.

Kriterium fiir das Vorliegen eines Extremums. Hat eine Funktion f : R” — R an der Stelle
a = (ay,as,...,a,) ein lokales Extremum, dann gilt dass der Gradient der Funktion an der Stelle @

identisch ist mit dem Nullvektor.

Vi@)| =0

r=a

Wiederum gilt es zu beachten, dass das Verschwinden des Gradienten nur eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz eines Extremums ist, aber keine hinreichende. Das heif3t, der Umkehrschluss gilt
nicht, und aus \Y f(@) = 0 folgt nicht, dass Z ein Extremum aufweist. Um die Frage zu kliren, ob eine
Funktion mit der Eigenschaft V f (Z) = 0 tatsiichlich ein Extremum aufweist, und wenn ja welcher Art

es ist, miissen wir hohere, partielle Ableitungen der Funktion f betrachten.

Beispiele in 2D. Wir betrachten die drei Funktionen fi(z,y) = 2> + 4%, fo(z,y) = 2% — 9%, und

fo(x,y) = —2? — y? und berechnen jeweils den Gradienten.

- 2x - 2x - —2x
ar(5) o) (%)

An der Stelle (z,y) = (0,0) ist der Gradientenvektor aller drei Funktionen der Nullvektor. Um zu

entscheiden, ob ein Maximum, ein Minimum, oder ein Sattelpunkt vorliegt berechnen wir alle 2.
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partiellen Ableitungen f,,, f,,, und f,, und stellen damit folgende Determinante auf:

fozr  fa
D= Y :fzxfyy_fzyfyx:fxxfyy_ x2y
Joe fyy
Fiir die drei Beispielfunktionen erhalten wir somit.
2 0 2 0 -2 0
0 2 0 -2 0 -2

Das Vorzeichen der Determinante D sowie die Vorzeichen der partiellen Ableitungen f,, und f,, geben

nun Auskunft iiber die Art der Extremstelle beziehungsweise iiber das Vorliegen eines Sattelpunktes.

Maximum fir D >0, f,. <0, f,, <0
Minimum fir D >0, fzr > 0, fy >0
Sattelpunkt fiir D <0
keine Aussage moglich fir D =0

Im Fall D = 0 muss die Art der Extremstelle mit Hilfe von héheren Ableitungen genauer untersucht

werden.

CDF 22. Extrema in 2D http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/TangentialEbenel.cdf

Tangentialebene an Funktionen mit lokalem Minimum (Maximum) oder Sattelpunkt.

Xo

Yo
function h g/ j|I

h(x,y) = x*+y?
he'(x,y) = 2x
hy'tx,y) = 2y



http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/TangentialEbene1.cdf
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Erweiterung auf n-Dimensionen. Um die Art von Extremstellen fiir n-dimensionale Funktionen
f zu untersuchen, erweitern wir das oben vorgestellte Konzept der Determinanten und definieren die
sogenannte Hesse-Matrix. Das ist eine n x n Matrix, die alle zweiten partiellen Ableitungen der

Funktion f in folgender Form beinhaltet

02 f 02 f 02 f
Ox10x1 Ox10x2 °°  Ox10Tn
TR N i 52
H (f) _ Ox20x1 0x20x2 Tt Oxo0xn — f
! : A O;0x;
02 f 02 f 02 f
0xn0x1 0xnOxrs "  Oxnlrn

Zur Klassifizierung der Extrema wird der Begriff der Definitheit einer Matrix herangezogen (vgl.

Vorlesung Lineare Algebra). Und zwar gilt folgender Sachverhalt.

Extrema und Hesse-Matrix. Verschwindet der Gradient der Funktion f an einer Stelle ¥, dann

e hat f ein lokales Minimum an der Stelle Zy, wenn H (%)) positiv definit ist.
e hat f ein lokales Mazimum an der Stelle Zy, wenn H (%)) negativ definit ist.

e hat f einen Sattelpunkt an der Stelle Zy, wenn H (7o) indefinit ist.

Um herauszufinden, ob eine Matrix positiv, oder negativ definit, oder indefinit ist, existieren mehrere
Verfahren, die in der Vorlesung iiber Lineare Algebra besprochen werden. Erwéhnt sei an dieser Stelle
nur ein Kriterium, das Bezug nimmt auf die Eigenwerte der Matrix. Da es sich bei der Hesse-Matrix
um eine symmetrische Matrix handelt — die gemischten Ableitungen sind fiir stetig differenzierbare
Funktionen nach dem Satz von Schwarz gleich, sind alle ihre Eigenwerte reelle Zahlen. Eine Matrix
nennt man nun positiv definit, wenn alle ihre Figenwerte positiv sind, die Matrix ist negativ definit,
wenn alle ihre Eigenwerte negativ sind, und sie ist indefinit, wenn sie sowohl positive als auch negative

Eigenwerte aufweist.

Beispiel. Wir berechnen die Extremstellen der Funktion f(z,y) = 23 + y* — 3zy und untersuchen
die Art der Extremalpunkte, indem wir die Hesse-Matrix und deren Eigenwerte berechnen. Zunéchst

berechnen wir den Gradienten und die Hesse-Matrix der Funktion f

- 322 — 3 6x —3
Vf(z,y) = (ByQ_Bi ) » Hylz,y) = ( 3 6y )
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Setzen wir den Gradienten gleich 0, so finden wir die zwei reellen Losungen
(z1,91) = (0,0) und (22,52) = (1,1).

Nun miissen wir iiberpriifen, welcher Art die Extrema sind bzw. ob es sich um einen Sattelpunkt

handelt. Dazu setzen wir die gefundenen Losungen von v f = 0 in die allgemeine Form der Hesse-

H(0,0) = ( _?3 _53 ) Hi(1,1) = < _?3 _é3 > .

Wir berechnen nun die Eigenwerte A dieser zwei Matrizen. Zunéchst fiir H(0,0):

(L)) () = (220

Dieses lineare homogene Gleichungssystem besitzt eine nicht-triviale Losung fiir den Fall, dass die

Matrix ein

Determinante der Matrix verschwindet, also

=0 <= MN-9=0 = \N=43

-2 =3
-3 =

Das bedeutet also, dass die Hesse-Matrix an dem Punkt (0,0) sowohl positive als auch negative
Eigenwerte besitzt, wodurch die Matrix indefinit ist. Dementsprechend handelt es sich bei dem Punkt
(0,0) also um kein lokales Maximum oder Minimum, sondern um einen Sattelpunkt. Betrachten wir
nun die Hesse-Matrix and dem zweiten Punkt (1,1) und berechnen wiederum ihre Eigenwerte aus

dem charakteristischen Polynom der Determinante

6-XN -3

=0 <= (6-X)*-9=0 = N\,=06%3,
-3 6-—2A ’

so finden wir, dass beide Eigenwerte, \; = 3 und Ay = 9, positiv sind. Damit ist die Matrix positiv
definit, und es handelt sich bei dem Punkt (1, 1) um ein lokales Minimum. Wir berechnen abschlieflend
noch die dazugehérigen Figenvektoren. Setzen wir \y = 3 bzw. Ay = 9 in die Eigenwertgleichung ein,

so finden wir fiir die normierten Eigenvektoren

L1 (1 L, 1 1
U—E ) ,v—ﬁ y

Die Bedeutung dieser Eigenvektoren ist, dass sie die Richtungen in der xy-Ebene angeben, in denen

die Funktion am geringsten (0 mit A\; = 3) bzw. am stérksten (7% mit Ay = 9) gekrimmt ist. Die
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Eigenwerte der Hesse-Matrix geben also die Hauptkriimmungen der Funktion an.

Zum Abschluss dieses Kapitels sei noch erwahnt, dass wir mithilfe des Gradienten und der Hesse-
Matrix einer Funktion auch die Taylor-Reihen Entwicklung einer Funktion bis inklusive zur 2. Ordnung
wir folgt anschreiben kénnen.

1

F@) = f(@0) + (V@) (7 = §0) + 5(& = @) - Hy(do) - (7 = 50) + O (IF &) (315)

Handelt es bei dem Punkt 7y um ein lokales Extremum, verschwindet also der Gradient an dieser
Stelle, so konnen wir also die Funktion f in der Umgebung dieses Punktes &y bis zur quadratischen

Ordnung annéhern als:
f(Z) = [(@o) + (& — Zo) - Hy(Zo) - (T —To) + ...

Fiir die Funktion f(z,y) = 2° 4+ y® — 3y aus unserem obigen Beispiel bedeutet das fiir die Umgebung
um den Punkt (0,0)

f(x,y)—f(0,0)—i—%(x, y)(_(]3 _03><§>——3Iy—|—

Die Taylor-Reihe um das lokale Minimum an der Stelle (1, 1) hat dann die Form

1 6 -3 x—1
flzy) = fALD+5@E-1, y—l)-<_3 6 )'(y_1>

= —1+3@ -1’ =3@@-Dy—-1)+3@y—1"+...

3.5 Extremwertwertberechnungen mit Nebenbedingungen

Sehr haufig tritt die Problemstellung auf, dass das Minimum (oder Maximum) einer Funktion gesucht
wird, es aber zusétzliche Nebenbedingungen zu erfiillen sind. Beispielsweise, Sie suchen den kiirzesten
Abstand eines Punktes (x,y,z) € R? vom Ursprung. Das heifit wir wollen die Funktion d(z,y,z) =
\/m minimieren, nehmen aber als Nebenbedingung an, dass sich der Punkt (z,y,z) auf
einer Ebene im Raum befindet. Wir erhalten als Ergebnis also den kiirzesten Abstand der Ebene vom
Ursprung. Als ein anderes Beispiel, das ebenfalls auf eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen
fithrt, betrachten wir den Fall, dass wir aus einer Metallkugel den volumensgrofiten Quader bestimmen
wollen, der in der gegebenen Kugel Platz findet. Um solche und dhnliche Extremwertaufgaben zu
l16sen, lernen wir zwei Verfahren kennen, namlich das FEliminationsverfahren und das Verfahren der

Lagrangeschen Multiplikatoren.
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3.5.1 Elimination

Wir beginnen mit einem konkreten Beispiel und behandeln die oben erwihnte Fragestellung: Wie

bestimmt man den kiirzesten Abstand einer Ebene zum Ursprung? Nehmen wir die Ebene
T —2y—22=23,
die also unsere Nebenbedingung darstellt. Die Funktion, die es zu minimieren gibt, ist die Abstands-

d(z,y,z) = /2?2 +y>+ 22

Es ist klar, dass das lokale (in diesem Fall auch das globale Minimum) dieser Funktion ohne Nebenbe-

funktion

dingung der Ursprung des Koordinatensystems (0, 0, 0) ist. Um die Nebenbedingung zu beriicksichtigen,
kénnen wir eine der Variablen z, y, oder z mithilfe der Nebenbedingung eliminieren. Entscheiden wir

uns fiir z = 3 + 2y + 22 und setzen dies in die Abstandsfunktion ein, so erhalten wir

d(y,z) = V(B3 +2y +22)2 +y? + 22

Aufgrund der Elimination héngt die Abstandsfunktion nur mehr von zwei unabhéngigen Variablen y
und z ab. Aus dem vorangegangenen Kapitel wissen wir, wie wir die Extremstellen einer solchen Funk-

tion finden kénnen. Wir miissen fordern, dass die partiellen Ableitungen nach y und z verschwinden,

also
ad 4342y +22) +2y
Ay 24/(3 + 2y + 22)2 + y2 + 22
od 4342y +22) + 22

9z 2 /Br2w+22) 1y’ 22

Wir erhalten ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten y und z, fiir das wir die Losung

Yy = —% und z = —% finden. Eingesetzt in die Ebenengleichung (die Nebenbedingung) erhalten wir

noch z = % Damit erhalten wir fiir den minimalen Abstand der Ebene vom Ursprung

1\? 2\° 2\’
d=y/{s]) +(-3) +(-5) =1
) +(5) ~(55)
Streng genommen miissten wir an dieser Stelle auch iiberpriifen, ob es sich tatsdchlich um ein Minimum
12 2
y 3°7 3 3
der Funktion d(y, z) berechnen (Ubung). Des weiteren kénnen wir uns auch leicht davon iiberzeugen,

handelt, indem wir die Hesse-Matrix an dem Punkt ( ) aufstellen, also die zweiten Ableitungen

dass wir zu demselben Ergebnis gelangt wéren, héitten wir nicht x, sondern etwa y oder z aus der

Abstandsfunktion eliminiert.
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3.5.2 Lagrangesche Multiplikatoren

Das Eliminationsverfahren ist immer dann moglich, wenn die Nebenbedingung es zuldsst, dass eine
Variable explizit durch die anderen ausgedriickt werden kann, und dann in die Funktion, die es zu
minimieren gilt, eingesetzt werden kann. Wenn die Nebenbedingung allerdings in Form einer impliziten
Funktion gegeben ist, dann ist das Eliminationsverfahren nicht anwendbar. In einem solchen Fall kann
man das Verfahren der Lagrangeschen Multiplikatoren anwenden. Wir werden das Verfahren zunéchst
ableiten. Danach wenden wir das Verfahren auf das obige Beispiel mit minimalen Anstand der Ebene
vom Ursprung an. Schlielich erldutern wir das Verfahren auch anhand eines etwas komplizierten

Beispiels.

Ableitung des Verfahrens der Lagrangeschen Multiplikatoren. Wir betrachten eine Funk-
tion f(z,y), deren Extremwerte wir berechnen wollen. Die Nebenbedingung bringen wir in die Form
¢(z,y) = 0. Fiir die Extremwerte der Funktion f muss ihr totales Differenzial df verschwinden
of of
df = —dx + =—dy = 0.
f or + dy 4
Die Differenziale dx und dy sind aber nicht unabhéngig voneinander, sondern iiber die Nebenbedingung
¢(z,y) = 0 miteinander verkniipft. Das sehen wir unmittelbar, wenn wir das totale Differenzial der
Nebenbedingung bilden
O 99
dp = —dxr + —dy = 0.
¢ or + dy 4
Wie wir auch schon bei der Bildung der impliziten Ableitung gesehen haben, konnen wir somit das

Differenzial dy durch dx ausdriicken

Eingesetzt in das totale Differenzial df finden wir
9¢
<g—f — g—gg—f> dx =0
x50y

Da dx beliebig ist, muss in obiger Gleichung der Ausdruck in runden Klammern Null sein. Zusammen
mit der Nebenbedingung ¢(z,y) = 0 haben wir dann ein System von 2 Gleichungen, das wir fiir die 2

Unbekannten = und y 16sen konnen, und somit haben wir das Extremalproblem mit Nebenbedingung
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gelost.
o _Ror _
0
Ox a_j;ay
o(z,y) = 0

Um diese Methode leichter auf mehrere Verdnderliche erweitern zu konnen, und auch um ein Verfahren
zu finden, das wir uns leichter einprigen konnen, formen wir obiges Gleichungssystem in folgender

Weise um. Wir fiihren eine neue Variable A ein, die wir den Lagrangeschen Multiplikator nennen.

Mithilfe von A kénnen wir das oben abgeleitete System von 2 Gleichungen mit den Unbekannten x

und y nun auf ein System von dre: Gleichungen mit den drei Unbekannten x, y, und A umschreiben.

of dg
of 06
o(z,y) = 0.

Was haben wir jetzt erreicht, aufler ein Problem mit urspriinglich 2 Unbekannten auf ein scheinbar
komplizierteres Problem mit 3 Unbekannten umzuschreiben? Zum einen interessiert uns der Wert
des Lagrangeschen Multiplikator A meist nicht, das heifit wir brauchen ihn nicht auszurechnen, zum
anderen kénnen wir das obige System von drei Gleichungen sehr einfach aufstellen. Dazu betrachten

wir die neue Funktion
F(x,y,\) = f(z,y) + Ad(z,y).

Fordern wir von dieser Funktion, die ja die urspriingliche zu minimierende Funktion f(z,y) und
die Nebenbedingung ¢(z,y) multipliziert mit dem Lagrangeschen Multiplikator A enthélt, dass ihre

partiellen Ableitungen verschwinden, dann erhalten genau dasselbe System von Gleichungen!

OF of 06
OF of 06
oF

Der Vorteil des Verfahrens der Lagrangeschen Multiplikatoren ist, dass es
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e leicht zu merken ist,
e leicht auf mehrere Variablen anwendbar ist,
e leicht auf mehrere Nebenbedingungen erweiterbar ist,

e auch fiir Nebenbedingungen in implizierter Form geeignet ist.

Wir bemerken also, dass wir mithilfe der Methode des Lagrangeschen Multiplikators die Extremwert-
aufgabe mit Nebenbedingung in ein einfaches Extremwertproblem transformiert haben, das allerdings
eine Variable mehr — ndmlich den Lagrangeschen Multiplikator — umfasst als das urspriingliche Pro-

blem.

Beispiel 1. Als erste Anwendung berechnen wir nun den minimalen Abstand der Ebene x—2y—2z =
3 vom Ursprung mithilfe der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren. Die Extremalbedingung
(Abstandsfunktion) und die Nebenbedingung (Ebenengleichung) lautet in diesem Fall

flr,y,2) = a® +y*+2°
o(r,y,2) = x—2y—22—3=0.

Nach obiger Vorschrift bilden wir also die Funktion F(z,y, z, A) in der Art
F(ﬂ?,y,z,A) - f(xayaz) +)\¢($,y72) = .T2+y2 +22+)\('T_ 2y— 2z — 3)

und setzen ihren Gradienten gleich Null:

OF

— =0 & 2xr+A=0

Ox

OF

— =0 & 2y—2\=0

dy

oF

— =0 & 22-2\=0

Ox

or 0 & 2y—22—-3=0

—-— = r—2y—22—-3=

O Y
Dieses Gleichungssystem kénnen wir am einfachsten auflosen, indem wir aus dem ersten drei Glei-
chungen ablesen, dass z = —%, y = A, und z = \. Eingesetzt in die vierte Gleichung finden wir fiir
A= —%. Damit erhalten wir das bereits aus dem Eliminationsverfahren bekannte Ergebnis z = %,

Yy = —%, und z = —%. Da Abstand ist entsprechend d = 1.
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CDF 23. Lagrange Multiplikator LagrangeMuliplikator2.cdf
Diese CDF-Anwendung veranschaulicht, dass fiir die gesuchte Losung gilt: Vf = AVg, wobei f die zu

optimierende Funktion und g Nebenbedingung ist. Das bedeutet also, dass im gesuchten Minimum (griiner
Punkt) die Gradienten von f (blauer Pfeil) und g (roter Pfeil) parallel zueinander stehen.
optimization type minimum -
fletizyt -
9 (x-32lr3) -y -

* show g = show optimal solution
x show gradient V vector of f = show gradient V vector of g

optimal solution at (-0.476061 , 0.0588321)

Lagrangesche Multiplikatoren mit mehreren Nebenbedingungen. Analog zur Herleitung
des Verfahrens des Lagrangeschen Multiplikators lédsst sich leicht zeigen, wie das Verfahren auf meh-
rere Nebenbedingungen erweitert werden kann. Wollen wir eine Funktion f minimieren, die von
n Variablen y,xs,...,2, abhidngt, und gelten die m Nebenbedingungen ¢;(x1,zs,...,2,) = 0,
Go(x1, 29, ..., Tn) =0, ..., O(x1, 29, ...,2,) = 0, dann erhalten wir die Extremstellen als stationére

Punkte der folgenden Funktion:

F(Il,xg,...,In;/\1,>\2,...,)\m) :f<x1,$2,...,$n)+)\1¢1+.../\m¢m.


http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/LagrangeMuliplikator2.cdf
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Wir miissen also die folgenden n+m Gleichungen fiir die Unbekannten x1, zo, ..., x, und A\, Ao, ..., A\,
l6sen

oF = 0 fir 1=1,2,...,n

8Ii

OF

8_)\j = 0 fir j:1,2,...,m

Beispiel 2. Es soll wiederum der kiirzeste Abstand vom Nullpunkt berechnet werden, dieses mal
allerdings zur Schnittkurve folgender beider Flachen: xy = 12 und = + 2z = 0. Das heif}t, wir wollen
die Funktion f(z,y,2) = 2? + y* + 2? minimieren, und haben zwei Nebenbedingungen, niimlich
o1(z,y,2) = xy— 12 = 0 und ¢o(z,y, 2) = z + 2z = 0. Wir suchen also nach einem stationidren Punkt
der Funktion

Die Bedingung, dass der Gradient von F' verschwinden muss, fiihrt auf folgende 342 = 5 Gleichungen

oF

— =0 & 2z+ X y+up=0
ox

oF

— =0 & 2y+rxx=0
dy

oF

— =0 & 2242u=0
0z

oF

F

—8 =0 & x4+22=0
o

Wir eliminieren mithilfe der ersten beiden Gleichungen den Lagrangeparameter A, und driicken dann
x, y, und z mithilfe der Gleichungen 3-5 durch den zweiten Lagrangeparameter p aus. Eingesetzt in

die Kombination aus Gleichung 1 und 2 erhalten wir p = £’ %. Damit erhalten wir fiir die Variablen

/36 /5 /36
=42/ = = 464/ — = T/ =.
x Y 6 s ST\

Den Abstand erhalten wird dann zu d = /22 4+ 42 + 22 = 2v/3/5.

x, y, und z
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Kapitel 4

Integralrechnung

4.1 Integral und Stammfunktion

4.1.1 Riemannsches Integral

Das Riemannsche Integral (auch Riemann-Integral) ist eine nach dem deutschen Mathematiker Bern-
hard Riemann benannte Methode zur Prézisierung der anschaulichen Vorstellung des Flédcheninhaltes
zwischen der z-Achse und dem Graphen einer Funktion f(z). Der Riemannsche Integralbegriff gehort
neben dem allgemeineren Lebesgue-Integral Begriff (vgl. Kapitel 4.1.3) zu den beiden klassischen der
Analysis.

Das zu Grunde liegende Konzept des Riemannschen Integrals besteht darin, den gesuchten Flacheninhalt
mit Hilfe des leicht zu berechnenden Flécheninhalts von Rechtecken anzunihern. Man geht dabei so
vor, dass man in jedem Schritt zwei Familien von Rechtecken so wéhlt, dass der Graph der Funktion
»zwischen® ihnen liegt. Indem man sukzessive die Anzahl der Rechtecke erhoht, erhélt man mit der
Zeit eine immer genauere Anndherung des Funktionsgraphen durch die zu den Rechtecken gehorenden
Treppenfunktionen. Entsprechend lésst sich der Fldcheninhalt zwischen dem Graphen und der z-Achse
durch die Fliacheninhalte der Rechtecke approximieren. Eine graphische Darstellung dieser Vorgehens-

weise finden wir in den folgenden beiden CDF-Anwendungen:

Intervallzerlegung. Wollen wir den Flécheninhalt zwischen dem Graphen f(x) und der z-Achse
in dem Intervall [a,b] berechnen, so zerlegen wir das Intervall [a, b] in viele kleine Teilintervalle und

erhalten dadurch eine Zerlequng oder auch Partition P in folgender Form:

Aa=Tg<T1<X3<...<Tp_1<zT,=0>0

111
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In jedem der Teilintervalle |x_1, x| suchen wir den grofiten und den kleinsten Funktionswert, den

wir mit f, beziehungsweise mit f . bezeichnen

fr= max f(z), f = min f(z)

[Th—1,7k] [Th—1,7k]

Ober- und Untersummen. Fiir eine gegebene Intervallzerlegung P definieren wir nun die Ober-

summe Sp bzw. die Untersumme Sp in der folgenden Weise:

Sp= Z?k(xk —2p-1) und Sp= ;ik(% — Tp1)
-1

k=1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir von nun an als Intervallzerlegung nun eine dquidistante
Zerlegung wihlen, es soll also gelten, dass alle Teilintervalle die konstante Lénge A, haben sollen. Da-
mit vereinfachen sich die Ausdriicke fiir die Ober- und Untersumme entsprechend. Mithilfe der Ober-
und Untersummen kénnen wir nun eine obere und untere Schranke fiir die Flache zwischen der Kurve
f(x) und der z-Achse angeben, die wir in weiterer Folge als das bestimmte Integral der Funktion f(x)

in dem Intervall [a, b] bezeichnen, und mithilfe des Integralsymbols [ abkiirzen:

n b n
IFRVEY WIS Sy Y
k=1 ¢ k=1

Verfeinern wir nun die Zerlegung, das heif3t, lassen wir die Teilintervallbreite Ax — 0 und entsprechend
die Anzahl der Intervalle n — oo gehen, dann konvergieren — fiir gentigend friedliche Funktionen —
sowohl die Ober- als auch die Untersumme gegen den gleichen Wert. Diesem Wert wird das Integral

zugewiesen:
b n n
[ o= i 3= g0 i 3T
a k=1 k=1

Wir haben es also wieder mit dem Grenzwert einer unendlichen Reihe zu tun. Existieren sowohl der
Grenzwert der Obersumme als auch der Grenzwert der Untersumme, und sind diese gleich, dann

nennen wir die Funktion f(x) auf dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbar.

Riemann’sche Integrabilitidtskriterium. Wir nennen die reellwertige Funktion f : [a,0] — R
Riemann-integrierbar auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] C R, wenn Ve > 0 eine Intervallzerlegung

P, von [a, b] existiert, so dass [Sp — Sp| < €.

Es kann gezeigt werden, dass jede auf [a, ] stetige Funktion Riemann-integrierbar ist. Weiters gilt,

dass wenn eine Funktion f(z) auf dem Intervall [a,b] Riemann-integrierbar ist, auch die folgende
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Summe konvergiert

Sp =Y f(&)(xr — z41)

fiir Zerlegungen max Ax — 0 gegen denselben Grenzwert, wobei & eine beliebige Stelle in dem

Intervall [z)_1, x1] bezeichnet.

CDF 24. Riemann-Integral RiemannSummme?2.cdf
Diese CDF-Anwendung veranschaulicht Ober- und Untersummen fiir eine wahlbare Intervallzerlegung.

subdivision multiplier n C 3

rectangle heights max -

subdivisions of a unit interval 8 integral of sin(3x)+1 from 1 to 5 | 3.92323

error —-0.4657 Riemann sum 4.38893

1. Mittelwertsatz der Integralrechnung. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung ist ein wichti-
ger Satz der Analysis. Er erlaubt es, Integrale abzuschétzen, ohne den tatsiachlichen Wert auszurechnen
und liefert einen einfachen Beweis des Fundamentalsatzes der Analysis (siehe Kapitel 4.1.2). Hier wird
das Riemann-Integral betrachtet. Die Aussage lautet: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, sowie
g : la,b] — R integrierbar und entweder g > 0 oder g < 0 . Dann existiert ein £ € [a, b], so dass

b b
/fumuMw:ﬂa/gqu (4.1)

gilt. Manchmal wird die obige Aussage als erweiterter Mittelwertsatz und die Aussage fiir g = 1 als

erster Mittelwertsatz bezeichnet. Fiir g = 1 erhalten wir den wichtigen Spezialfall

/f@ﬁwzﬂow—@- (4.2)


http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/RiemannSummme2.cdf
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Einfache Integrationsregeln. Aus der Definition des Integrals f; f(z)dx als Summe unter dem
Graphen f(z) und der z-Achse im Intervall [a, b] ergeben sich unmittelbar folgende Eigenschaften des
Integrals:

/a f@)dr = 0 (4.3)

/a " oo+ /b e = | f)de (4.4)
/abk;f(x)dx Y (4.5)
[v@+s@iar = [ s@ws [ g (1.6

4.1.2 Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Der Fundamentalsatz der Analysis, auch bekannt als Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung,
bringt die beiden grundlegenden Konzepte der Analysis miteinander in Verbindung, nadmlich das
der Integration und das der Differenziation. Er sagt aus, dass Ableiten bzw. Integrieren jeweils die
Umkehrung des anderen ist. Bevor wir diesen Hauptsatz formulieren und ihn beweisen, fiihren wir

noch den Begriff der Stammfunktion ein.

Stammfunktion. Unter einer Stammfunktion einer reellen Funktion f versteht man eine differen-
zierbare Funktion F, deren Ableitungsfunktion F” mit f {ibereinstimmt. Ist also f auf einem Intervall
[a, b] definiert, so muss F auf [a,b] definiert und differenzierbar sein, und es muss fiir beliebige Werte

x € |a, b] gelten
dF(x)
F'(z) = = .
(@)= D _ ya)
Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so ist auch die Funktion G(z) = F(x) + C mit C gleich

konstant, eine Stammfunktion von f(z), da ja die Konstante C' die Ableitung nicht dndert: G'(z) =
Fi(x) = f(x).

Der Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung besteht aus zwei Teilen, die manchmal
als erster und zweiter Hauptsatz der Analysis bezeichnet werden. Die konkrete Formulierung des
Satzes und sein Beweis variieren je nach Aufbau der betrachteten Integrationstheorie. Hier wird das
im vorangegangen Kapitel erlauterte Riemann-Integral betrachtet. Der erste Teil des Satzes ergibt die

Existenz von Stammfunktionen und den Zusammenhang von Ableitung und Integral.
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Fundamentalsatz der Analysis — I. Sei f : [a,b] — R eine reellwertige stetige Funktion auf dem
abgeschlossenen Intervall [a,b] C R so ist fur alle 2y € [a, b] die Integralfunktion:

F:la,b) = R mit F(z)= /w f(t)dt (4.7)

differenzierbar und eine Stammfunktion zu f. Das heifit, es gilt F'(z) = f(x) fiir alle € [a,b]. Zu
beachten ist, dass die Funktion F' aufgrund der Existenz des Riemann-Integrals fiir stetige Funktionen

an allen Stellen in [a, b] definiert ist.

Fundamentalsatz der Analysis — II. Der zweite Teil des Satzes erklart, wie Integrale berechnet
werden konnen. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit Stammfunktion F' : [a,b] — R, dann gilt

die Newton-Leibniz-Formel:

/f@mxzp@—pmy (4.8)

Beweis. Wir bilden die Differenz der Integrale F'(x + h) und F(z), indem wir in die Definition 4.7

einsetzen

z+h T z+h
F@+@—ﬂm2/ f@ﬁ—/f@ﬁ:/ F(b)dt.

Der letzte Schritt folgt aus der Tatsache, dass wir das Integral von xy bis x + h in zwei Teilschritten
durchfiithren kénnen, namlich einmal von zy bis  und von z bis z + h (siche Gleichung 4.4). Nach
dem 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung (4.2 konnen wir das Integral auf rechten Seite auch in

folgender Weise berechnen

z+h
/ f@®)dt = f(&)h mit & € [x,x + h]

Dividieren wir nun die obige Gleichung durch A und bilden anschlieBend den Grenzwert h — 0, so

finden wir

lim F(x+h)—F(h)
h—0 h

= }lllg(l)f(é) mit & € [z, 2+ h)

Die linke Seite entspricht der Definition des Differentialquotienten und ist damit gleich der 1. Ableitung
der Funktion F'(z). Der Grenzwert der rechten Seite ergibt f(x), da im Limes h — 0 der Wert { — x

geht. Damit ist der 1. Teil des Fundamentalsatzes der Analysis bewiesen.

Um den zweiten Teil des Fundamentalsatzes (4.7) zu beweisen, setzen wir F'(b) und F'(a) in die Aussage
des 1. Fundamentalsatzes (4.8) ein, und bilden die Differenz F(b) — F(a), wobel wir zy < a < b
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annehmen wollen:
F(b) — F(a) :/x:f(:v)dx—/x:f(x)d:p:/x:f(x)dan/abf(x)d:v—/x:f(x)dx:/abf(x)dx.

Wir haben hier wieder die Eigenschaft (4.4) verwendet, die es uns erlaubt das Integral von zy nach b

in zwei Teilintegrationen von zy nach a und von a nach b aufzuteilen.

4.1.3 Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral (nach Henri Léon Lebesgue) ist der Integralbegriff der modernen Mathematik,
der die Berechnung von Integralen in beliebigen Mafiriumen ermoglicht. Im Fall der reellen Zahlen mit
dem Lebesgue-Maf stellt das Lebesgue-Integral eine echte Verallgemeinerung des Riemann-Integrals

dar.

Anschaulich gesprochen bedeutet dies: Zur Annéherung des Riemann-Integrals wird die z-Achse in
Intervalle unterteilt (Partitionen) und Rechtecke geméfi dem Funktionswert an einer Stiitzstelle inner-
halb der betreffenden Intervalle konstruiert und diese Flachen addiert. Dagegen wird zur Anndherung
des Lebesgue-Integrals die y-Achse in Intervalle unterteilt und die Fldchen zur Approximation erge-
ben sich aus einer Stiitzstelle des jeweiligen Ordinatenintervalls multipliziert mit der Gesamtldnge der
Vereinigung der Urbilder des Ordinatenintervalls. Die Summe der so gebildeten Flédchen ergibt eine
Approximation des Lebesgue-Integrals. Die Gesamtlinge der Urbild-Menge wird auch als ihr Maf
bezeichnet. Eine Veranschaulichung des Riemann-Summe im Vergleich zur Lebesgue-schen Summe
finden Sie hier:

Wir werden uns im weiteren Verlauf der Vorlesung nicht weiter mit dieser allgemeineren Definition des
Integralbegriffs auseinandersetzen. Wir halten nur fest, dass fiir Funktionen, die Riemann-integrierbar
sind, auch das Integral nach der Lebegue-Definition existiert und auch den gleichen Wert besitzt. Das
heifit fiir die Funktionen, mit denen wir uns beschéftigen, liefern beide Integraldefinitionen dasselbe
Ergebnis. Es gibt aber Funktionen — etwa die Dirchlet’sche Sprungfunktion, die so definiert ist, dass
sie den Wert 1 annimmt fiir z € Q und den Wert 0 fiir z ¢ Q — die zwar Lebesgue-integrierbar nicht

aber Riemann-integrierbar sind.
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CDF 25. Lebesgue-Integral Riemann_vs_Lebesgue.cdf
Diese CDF-Anwendung veranschaulicht den Unterschied zwischen dem Riemann- und Lebesgue-

Integralbegriff.
method | Riemann | Lebesgue
function sine on o, x1 -

type |lower | upper

number of divisions 14

approximation: 1.880
integral: 2.000

4.2 Integrationstechniken

4.2.1 Variablentransformation

Ein wichtiges Werkzeug bei der Berechnung von Integralen besteht in der Transformation von Va-

riablen, was auch Substitutionsverfahren bezeichnet wird. Betrachten wir als einfaches Beispiel die

1
/ ey
0

Hier konnen wir die Stammfunktion F(z) des Integranden f(z) = e

Berechnung des bestimmten Integrals

32=4 7 erahnen”, indem wir die

Ableitung der Exponentialfunktion bilden, und durch die innere Ableitung (3z — 4)" = 3 dividieren,

also
1

_ i1
0_3 e et)’

Dass F(x) = $e3* tatséichlich Stammfunktion von f(z) = ¢**~* kénnen wir durch Rechnung leicht

1
1

/ 3y = F(:c)]é = —¢lrt
0 3

iiberpriifen. Etwas systematischer betrachtet — mithilfe von Variablentransformation — gehen wir wie

folgt vor:
u=3r—4
_ ~1
/163$4dx: du = 3dx :/1eu@:16u :1 l_l )
0 up = —4 4 3 3 1., 3\e ¢

U2:_1
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Hierbei haben wir die (nicht zwingende) Schreibweise eingefiihrt, dass wir die Variablensubstituti-
on, die Transformation des Differenzials und der Integrationsgrenzen zwischen senkrechten Strichen

vermerkt haben. Wir formulieren diese wichtige Substitutionsregel in einer allgemeinen Form.

Integration durch Variablentransformation.

x = x(t)
x2 T = dx _ fL'I to
[ rn=| 47 : tdt) ~ tft):di o | | e
Ty = (E(tQ) = 1y = t((Eg)

Integration durch Substitution kénnen wir als Umkehrung der Kettenregel der Differenziation verste-

hen. Im folgenden wollen wir einige typische Beispiele behandeln.

Beispiele.

T =siny

dr = dy =y + C = arcsinz + C

1
/ V1—2a?
Beachte, dass in obigen Beispiel auch die Substitution x = cosy zum Ziel fithrt. Das anscheinende

widerspriichliche Ergebnis — arccos  + C' kann dadurch verstanden werden, dass die Integrationskon-

dxr = cos ydy

1
:/—cosydy:/
V1 —sin?y

stante eine andere sein muss. Zu besonders einfachem Ergebnis fiihrt die Variablentransformation,

wenn f'(z)dz bereits im Integranden steht, wie in den folgenden Beispielen.

cos T
——dr =
sin® x

mr =t dt 1 1
sin _ L C

T B 2 2sin? z

cosxdxr = dt

2=t 1 1 1
/xsin(wQ)dx = gxdx a3 /sintdt =-3 cost = . cos(z?) + C
/de: a+bx®=t :i ﬂ:i;—nﬂz 1 1 LC
(@ + ba2)n 2bxdr = dt 20 ) tm 20(—n+1) 2b(1 —n) (a + bx?)n—1

4.2.2 Partielle Integration

Das zweite Verfahren zur Bestimmung von Integralen ist das Gegenstiick der Produktregel der Dif-

ferenziation. Lésst sich der Integrand als Produkt zweier Funktionen ausdriicken, so gelingt es sehr
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oft durch partielle Integration das gesuchte Integral zu berechnen. Betrachten wir dazu eine Stamm-
funktion F'(z) = u(z)v(z), die als Produkt der Funktionen u(x) und v(z) angeschrieben werden kann.

Damit erhalten wir

/ (u(@)o(2))dz = u(z)o(z) = / W (2)o(z) + u@) ()] de = / o (2)o(z)dz + / (@) (z)dz.

Hieraus konnen wir die Formel fiir partielle Integration ablesen:

/u’u’dm = uv — /u’vdx.

Das heifit, ein Faktor wird integriert (v'), wéhrend der andere Faktor (u) differenziert wird. Um die-
se Regel sinnvoll anwenden zu konnen, sollten zwei Bedingungen erfiillt sein: Zum einen sollte der
Faktor v’ leicht integrierbar sein, und zum anderen sollte der zweite Faktor v durch die Differenzie-
rung einfacher werden. Paradebeispiele dafiir sind, wenn wir fiir v’ eine Exponetialfunktion oder eine
Winkelfunktion ansetzen kénnen, und fiir die Funktion u etwa ein Polynom in x darstellt. Dazu ein

Beispiel:

/xexda: =

Mit Hilfe von partieller Integration lisst sich auch das Integral von (sin z)? bestimmen:

/sin2 xdr = /sin:z:sinxdx =

= —sinxcosx+/(1—sin2x)dx——sinxcosx+x—/sin2xdx

u(z) = z,u'(x) =1
=e” v(x) =¢€"

::cex—/1~exda::xe’”—ex+C’:ex(:c—1)+C

u(z) = sinz,u'(x) = cosx

. :—sinxcosx—l—/cosxcosxdx
V'(z) = sinz,v(x) = —cosz

und damit erhalten wir das gesuchte Integral zu
.9 1 .
sin® xdx = E(a: —sinz cosz) + C,
dessen Richtigkeit wir durch Differenzieren leicht iiberpriifen konnen.

Die Methode des partiellen Integrierens gilt natiirlich auch fiir bestimmte Integrale

b b
b
/ w'dr = |, —/ uw'vdz,
a a
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was wir anhand eines abschlielenden Beispiels demonstrieren wollen:

™ — 43 / — 3 2
/ ?sinwvdr = wz) x' u(@) =3z
0 V'(z) =sinz,v(x) = —cosx

iy
T
= —3 cosx|0 +/ 322 cos xdx
0

u(x) = 322, u/(z) = 6z

™
. ™ .
, :7T3+31‘281I1$‘0—/ 6x sin xdz
v'(z) = cosz, Ux):sma: 0

(
u(z) = 6z, u'(x) =

V'(z) =sinz, v(x) —COS T

™
=7 + 6xcosz|] —/ 6 cos xdx = 7 — 6.
0

4.2.3 Partialbruchzerlegung

Die Partialbruchzerlegung ist eine standardisierte Darstellung rationaler Funktionen R(z), die als

Quotient zweier Polynomfunktionen definiert sind:

Hierbei sind Py(z) und Qas(z) Polynomfunktionen vom Grad N bzw. M. Die Partialbruchzerlegung

kommt insbesondere bei der Integration rationaler Funktionen zur Anwendung.

Jede rationale Funktion R : R — R mit den m verschiedenen reellen Polstellen (= Nullstellen des
Nennerpolynoms Qs (z)) z; der Ordnung 7; und den n bis auf Konjugation verschiedenen komplexen

Polstellen z; der Ordnung s; hat eine eindeutig bestimmte Darstellung der Form

LD Yy (19

lel 11]1

mit einer Polynomfunktion p(x) und reellen Konstanten a;;, b;; und ¢;;. Diese wird die Partialbruch-
zerlegung von R(x) genannt. Die Briiche

(x — @)/
heiflen Partialbriiche 1. Art, die Briiche

bij[l? + Cij

(x — z)(x — %)

Partialbriiche 2. Art.

Musterbeispiel. Wir wollen das Verfahren der Partialbruchzerlegung — das heifit die Bestimmung

der Entwicklungskoeffizienten a;;, b;; und ¢;; und des Polynoms p(x) anhand eines Musterbeispiels
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kennenlernen. Dazu betrachten wir die rationale Funktion

x5+ 223 + 22
xt — 223 + 222 - 20+ 1

R(z) =

Zunichst bemerken wir, dass der Grad des Zihlerpolynoms Py(z) = x° + 223 + 2? mit N = 5 grofer
(oder gleich) ist als der Grad des Nennerpolynoms Qy(x) = 2% — 223 + 22? — 2z + 1 mit M = 4. Fiir

so einen Fall, N > M, miissen wir zunéchst eine Polynomdivision durchfiihren:

423 — 22 4+ 32 — 2
xd — 223 + 222 — 20+ 1

( x® + 23 +:c2):<x4—2x3+2x2—2x+1>:x+2+

— x5+ 22t — 223 + 222 — 2

224 +322 -2
— 2t + 4% — 4?4+ 4 — 2

4o — 22+ 32 —2
Das Ergebnis liefert das Polynom p(z) = x + 2 sowie die verbleibende rationale Funktion

dp3 — 22 4+ 320 — 2
x4 =203 + 222 —2x 4+ 1’

r(z) =

in der der Grad des Zéhlerpolynoms nun kleiner als der Grad des Nennerpolynoms ist. Der néchste
Schritt besteht darin die Nullstellen des Nennerpolynoms (die Pole der rationalen Funktion) zu finden.
Fiir ein Polynom 4. Grades kann man hierfiir keine allgemeine Formel angeben. Fiir dieses Beispiel
(und fiir andere Ubungsbeispiele) konnen wir jedoch oft zumindest eine der Nullstellen erraten. Hier
etwa sehen wir, dass x; = 1 eine Polstelle ist, und wir konnen nun wiederum eine Polynomdivision

durchfithren, um die Auffindung der weiteren Nullstellen zu vereinfachen:

< x4—2x3+2x2—2x+1> : (x—1>:x3—x2+x—l

—zt 4+
— 3 4 222
3 — 2?
% — 2x
—2? +x
—x+1
r—1

0

Auch das verbleibende kubische Polynom z® — 22 4+ x — 1 hat offensichtlich die Nullstelle 25 = 1, und

wir dividieren nochmals
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( x3—x2+x—1) : (x—1>:x2+1

— 2%+ 2?
r—1
—x+1
0

Das verbleibende quadratische Polynom x? + 1 besitzt keine reellen Nullstellen, sondern das Paar
zueinander komplex konjugierter Losungen z3 = i und z4 = —i. Nach der allgemeinen Formel (4.9)

kénnen wir schliellich die Partialbruchzerlegung in folgender Weise ansetzen

4o — 2? +3x — 2 a 19

(x —1)2(z2+ 1) :I+2+x—1+(x—1)2

bnl' + C11
x?2+1

Rz)=x+2+

Wir bestimmen die vier noch unbekannten Koeffizienten a1, a1z, b11, und ¢, indem wir in der obigen
Gleichung das Polynom x + 2 auf beiden Seiten der Gleichung subtrahieren und danach mit dem
Nennerpolynom multiplizieren. Ein Koeffizientenvergleich in Potenzen von x fiithrt auf ein lineares

Gleichungssystem fiir die vier Unbekannten.

4 — 2 +3r —2=an(r — 1)(2* + 1) +ap@@®+ 1)+ (bnr+cn)(z - 172 =

I: -2 —a1; +ais +c11 (QJ )
Im: 3 aiy +bi1 —2cn (z')
Ir: -1 —a;y +ap —2bip +en (%)
v: 4 an +b11 (%)

Subtrahieren wir hier die Gleichung (III) von (I), finden wir by; =
liefert a;; = g. Gleichung (IT) ergibt dann ¢;; =

wir die Partialbruchzerlegung anschreiben

0 4 223 + 22

R(z) =

xt — 203 + 222 - 20+ 1

—3. Einsetzen in Gleichung (IV)

5, und (I) fithrt schlieBlich auf a;, = 2. Damit kénnen

=rx+2+

2 z—1

+

2(x —1)

(¢ —1)2

222+ 1)

Was haben wir damit erreicht, warum die ganze Miihe? Mithilfe der Partialbruchdarstellung kénnen

wir nun auch das Integral der rationalen Funktion R(x) berechnen — und das war ja unsere ur-

spriingliche Intention

/R(x)dxz/(x+2)dx+/ﬁdaz+/%

r—1
de — | —————d
v /2(x2—|—1) v

Jedes der obigen Integrale konnen wir mit den Mitteln berechnen, die wir bereits kennen. Das wollen
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wir nun der Reihe nach erledigen.

22
/(x+2)d:v:7+2x
9 r—1=y 9 [dy 9
dr = =— [ Z=-Iny==-In(z—1
/2(3:—1) dr = dy o) y ~ 2 (z-1)
2 r—1=y L y~ ! 2
— _dr= =2 dy =20 =
/(37—1)23: dx = dy /y Y -1 r—1

Das verbleibende Integral kénnen wir noch auf zwei Summanden aufspalten

v —1 1 [ = 1 1
A de — = | ——d
/2(x2~|—1)x 2/x2+1x 2/3524-1:5’

die wir anschliefend getrennt berechnen kénnen:

/ L dr =
2+ 1

1
/ T 1dx = |siehe Gleichung (3.2)| = arctan z.
x

?+1l=y
2edr = dy

1 fdy 1 1
== [ 2 =Chy=-In(*+1
5] 5 "3y 5 In(z” +1)

Wir fassen das Ergebnis unseres Musterbeispiels zum Thema Partialbruchzerlegung von rationalen

Funktionen zusammen:

dr =2 497+ 2ln(z — 1) —
Py v g e Lt SRR Ll )

54223 4 22 2 9 2 1 1
/ e ’ x_l—Z—lln(x2+1)+§arctanx+0.
Als Ubung kénnen wir die Probe machen und die rechte Seite der obigen Gleichung nach x ableiten,

was dann nach Zusammenfassen der Terme auf den Integranden auf der linken Seite fiihrt.

4.2.4 Differenziation von Integralen

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie wir Integrale ableiten konnen. Und zwar einerseits nach den
Integrationsgrenzen, die wir als variabel auffassen konnen, und andererseits nach einer Variable im

Integranden. Das fiithrt uns dann auf eine weitere Moglichkeit gewisse Integrale berechnen zu kénnen.

Aus der Definition des Integralbegriffs bzw. aus dem Fundamentalsatz der Integralrechnung, siche

Gl. (4.7) ist ersichtlich, dass die Ableitung eines bestimmten Integrals nach der oberen Integrations-
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grenze als Resultat ganz einfach den Integranden ergibt:

[ #wd= 4 F@) - F@) = P = fa)

Ganz analog kénnen wir auch nach der Ableitung in Bezug auf die untere Integrationsgrenze fragen

und finden: P g
= | 10d= LI - F@) = ~Fe) = ~f@)

Ist nun die Integrationsgrenze selbst eine Funktion von x, kénnen wir mithilfe der Kettenregel folgende

Erweiterung der obigen Gleichungen herleiten:

d (@ d

— f@)dt = —[F((v(z)) = F(a)] = F'(v(z)) = f(v(x)'(z).

dz J, dx
Wir miissen also mit der inneren Ableitung v’(z) der oberen Integralgrenze multiplizieren. Ist die
untere Grenze eine Funktion von x, so gilt analoges, allerdings miissen wir wie schon oben ein negatives

Vorzeichen beriicksichtigen.

Beispiel.

d sinx

. V1 —t2dt = \/1 — (sinz)2 cosx = cos®z.
€z a

Héngt der Integrand nicht nur von der Integrationsvariablen ab, sondern auch noch von weiteren Varia-
blen, so konnen wir fragen, wie die Ableitung des Integrals in Bezug auf diese Variablen aussieht. Fiir

hinreichend ”gutmiitige” Funktionen kénnen wir dabei Differenziation und Integration vertauschen,
d [° bOf(x,t)
— t)dt = "~ dt.
= | fana= [ 25

Leibniz’sche Regel. Eine Zusammenfassung aller drei oben erwiahnter Integrationsregeln bietet die

also

sogenannte Leibniz’sche Regel zur Ableitung von Integralen.

d v(z)

z Jom) Fla, )dt = f(z,v(@)' (@) — F(z, u(z))u (z) +/u(x)

@) Of (z,t)
ox

dt. (4.10)

Eine typische Anwendung des ”Hineinziehens” der Ableitung in das Integral besteht darin, um Rekur-
sionsformeln zur Berechnung von Integralen zu berechnen. Ein Beispiel dafiir ist folgender Typ von
Integral, der auch bei der Partialbruchzerlegung auftauchen kann, wenn die Nullstellen des Nenner-

polynoms aus mehrfachen zueinander komplex konjugierter Losungen besteht. Nach Gleichung (4.9)
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konnen dann Integrale der Form

/ dx
(22 4+ px +q)n?
auftreten. Differenzieren wir dieses Integral nach ¢, so erhalten wir nach der Leibniz’schen Regel (4.10)

folgenden Zusammenhang

2 dx B /(—n+ 1) dx
9q) (x2+pr+qnt (22 + pz + q)"

Wenn wir diese Gleichung noch etwas anders anschreiben

/ dx 1 g/ dz
(22 4+pr+qm 1—-ndqg ) (22+px+ gV

so haben wir eine Rekursionsformel gefunden, mit deren Hilfe wir die Potenz n im Nenner sukzessive

verkleinern konnen, bis wir das verbleibende Integral berechnen kénnen.

Beispiel. Wir wollen folgendes Integral mithilfe der oben abgeleiteten Rekursionsformel berechnen

/ dzx __g/ dz
(x2+q)2_ oq ) 22+q

Das Integral auf der rechten Seite konnen wir aber durch geeignete Substitution berechnen
r=,/qt

/ dx Vqdt / 1 Lt 1 . ( x )
= —— = arcan = —arctan | — | .

2 +q dx = \/qdt a2 +q  \/q 2+1 Va Va
Und damit kénnen wir mittels partieller Ableitung nach ¢ auch das gesuchte Integral berechnen.

dx 0 _1
@rq? ~ og o arctan (g2 )

1 75 t ( xXr ) i 7% 1 1 _

= —q ?2arctan | — —x

2 va) Tt T =t

1arctan<\%>
2 g4
q2

Es gilt also

o

1 T
2q(2? +q)
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4.2.5 Uneigentliche Integrale

Unter einem uneigentlichen Integral versteht man Integrale deren Integrand einzelne Singularitidten
aufweisen (der Integrand wird unendlich) oder deren Integrationsbereich unbeschrénkt ist. Das unei-
gentliche Integral kann als Erweiterung des Riemann-Integrals aufgefasst werden. Es gibt zwei Griinde,
warum uneigentliche Integrale betrachtet werden. Zum einen mochte man Funktionen auch iiber un-
beschrankte Bereiche integrieren. Beispielsweise méchte man Funktionen von —oo bis +00 integrieren.
So ergibt etwa das Integral {iber die Gau’sche Glockenkurve trotz der Unbeschréanktheit des Integra-

tionsintervalls einen endlichen Wert

/ e dy = Nz

—0o0
Dieses Ergebnis ist allerdings mit dem Riemann-Integral Begriff, wie wir ihn bis jetzt verwendet
haben, ohne weiteres nicht vereinbar. Uneigentliche Integrale, die dieses Problem losen, nennt man
uneigentliche Integrale erster Art. Aulerdem ist es auch von Interesse, Funktionen zu integrieren, die

im Inneren oder am Rand ihres Definitionsbereichs eine Singularitéit haben, also zum Beispiel

1
/ Inzdzx = —1.
0

Uneigentliche Integrale, die das ermoglichen, nennt man uneigentliche Integrale zweiter Art. Es ist
moglich, dass uneigentliche Integrale an einer Grenze uneigentlich erster Art und an der anderen

Grenze uneigentlich zweiter Art sind.

Wir behandeln zunéchst uneigentliche Integrale erster Art und geben folgende Definition.

Definition. Sei —oco < a < b < oo, dann heifit die Funktion f(z) uneigentlich integrierbar auf

la,00), wenn f auf jedem Teilintervall [a,b] C [a, 00) Riemann-integrierbar ist, und der Grenzwert

lim /ab f(z)dx = /aoo f(z)dz

b—o0

existiert. Dieser Grenzwert ist dann der Wert des uneigentlichen Integrals.

> q bd 1° 1
/ =~ lim —f:lim<——>:hm<——+1>:1
1 X b—00 1 b—o0 :L‘l b—o0 b

Allgemeiner finden wir fiir das Integral {iber x%, dass es nur fiir & > 1 uneigentlich integrierbar ist,

< d 1
/ & , fir a>1.
1

Beispiele.

und dann folgenden Wert hat

o a—1
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Natiirlich kann auch die untere Grenze des Integrals gegen —oo streben. In diesem Fall verwenden
wir eine analoge Definition wie oben, um die Integrierbarkeit des Integrals zu entscheiden. Sind beide

Grenzen unendlich, so teilen wir das Integral in zwei Teilintegral in der Art

/_Z f(z)de = /_OO f(z)dx + /COO flx)dz,

wobei wir nun fiir jedes der beiden Integrale die bereits bekannten Regeln anwenden koénnen. Das
gesamte Integral ffooo f(z)dz nennen wir integrierbar, wenn bei Teilintegrale integrierbar sind. Der

genaue Wert des Teilungspunktes c ist dabei irrelevant. Dazu ein Beispiel:

/OO dz B /0 dz +/°° dz
o a2 o 14+, 1+a?

. O dx . b dx
= lim + lim
a——oo [, 1+ 2 b—oo J 1+ 2

: 0, 1 b
= lim arctanz|, + lim arctanz|,
a——00 b—o0

TR
- 2) T =T

Wir wollen noch ein notwendiges und hinreichendes Kriterium angeben, das es uns erlaubt zu {iberpriifen,

ob uneigentliche Integrale konvergieren.

Cauchy-Kriterium. Das uneigentliche Integral fooo f(z)dz konvergiert genau dann, wenn Ye > 0
eine Zahl X > 0 existiert, sodass Vry,xy > X gilt:

/:2 f(z)dz

Das bedeutet, dass die Teilflichen, die zu dem Integral beitragen, fiir grole x beliebig klein werden

< E.

miissen.

Mithilfe des Cauchy-Kriteriums kénnen wir zum Beispiel zeigen, dass das Integral fooo sin zdx nicht
konvergiert. Wahlen wir 1 = 2km und x5 = (2k+1)7, wobei k eine beliebig grofie ganze Zahl darstellt,

(2k+1)m
/ sin xdx
2kt

so gilt

= ‘—cosx\gﬁf“ﬂ =|+1+1]=2+4c¢.

In einer anderen Anwendung des Cauchy-Kriteriums wollen wir zeigen, dass das sogenannte Fresnel-
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Integral konvergiert!

0 1
/ sin(z?)dr = = T
; 2\ 2

Was wir zeigen miissen, ist, dass fiir geniigend grofle £1 und x, der Betrag des Integral

/ sin(z?)dx

1

<e€

beliebig klein wird. Dazu fithren wir mittels Substitution und anschliefender partieller Integration

folgende Umformungen durch:

9 u'(t) = sint
2 _— 1 ["sint o(t) =t2 cost | 2 cost
/ sin(z?)dr = | 2xdr = dt | = —/ —dt = — _ 2 / dt
1 do — dt 2 1 \/E U(t) = —cost 2\/% t t 4\/t_3
T =5V U’(t) _ _% -3

Mithilfe der Dreiecksungleichung, |a+b| < |a|+|b|, kénnen wir nun folgende Abschéitzung durchfithren

T2
/ sin(z?)dx

2[E1 2ZE2 4

1 1 1 2
R + - -
201 29 4 W/t

< +- | —=dt
\/t_3 2(131 21’2 4 t \/t_3

| 1 1 N 1 L
= -_— Rt — _— — 6,
4 21’1 233’2 2&32 21’1 T

| cos(z?)| N | cos(z2)] N 1 /t2 | cost| < 1 1 1 (™ dt
¢

womit wir mithilfe des Cauchy-Kriteriums gezeigt haben, dass das Fresnel-Integral konvergiert.

Wir wenden uns nun uneigentlichen Integralen zweiter Art zu, das heifit Integralen, bei denen der
Integrand gegen unendlich geht. Als Beispiel betrachten wir das bereits eingangs erwihnte Integral

iiber den natiirlichen Logarithmus, der ja bekanntlich fiir z — 0 gegen —oo geht.

1
/ ln zdx =7
0

Wenn wir die Integration statt bei x = 0 bei einem z = ¢ > 0 starten, erhalten wir jedenfalls einen
endlichen Wert

1
/ Inadr = (zlnz — )|l = 1 —¢clne +¢,

IMit unseren Mitteln kénnen wir nur die Existenz des Integrals beweisen, um dessen Wert zu berechnen braucht
man Ergebnisse aus der Funktionentheorie, die sich mit der Integration von Funktionen in der komplexen Zahlenebene
beschéftigt.
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und wir konnen den Grenziibergang € — 0 durchfithren

lim(—1—-elne+e)=-1—-lim— = —-1—-lim = = -1+ lime = —1.
e—0 e—=0 = e—0 —= e—0

Das heifit wir haben gezeigt, dass das uneigentliche Integral fol In xdx den Wert —1 hat. Wir kénnen
also auch uneigentliche Integrale zweiter Art, genauso wie uneigentliche Integrale erster Art, auf die

Berechnung von Grenzwerten zuriickfithren und gelangen zu folgender Definition.

Definition. Seia < ¢ <bund lim,_,¢ f(z) = £oo, dann existiert das uneigentliche Integral zweiter

Art f; f(z)dz, wenn bei der Aufteilung in Teilintervalle

b c b
/ f(z)dz = lim f(z)dz + lim f( )dx

=€ Ja d—&+

beide Grenzwerte existieren, also endlich sind. Liegt der Punkt £ an einem Rand des Integrationsin-

tervalls [a, b], so ist nur ein Grenzwert erforderlich.

Nehmen wir als Beispiel das Integral fo , fiir das der Integrand am linken Rand, bei x = 0, eine

Singularitéit aufweist, das heifit die Funktlon gegen oo strebt. Nach obiger Definition erhalten wir

! 1
= — lim (1——) = +00.
d d—0t d

Das heifit, das unbestimmte Integral existiert nicht. Allgemeiner finden wir fiir das unbestimmte

Udx . Uda . 1
— = lim — =- lim —
0o T d—0t J4 T d—0t I

Integral vom Typ ! 4z " dass es nur fiir @ < 1 existiert, und dann folgenden Wert hat
g 0 z g

e 1 .
— = , fir a<l1.
0 % 11—«

Was passiert, wenn wir das folgende unbestimmte Integral nach obiger Definition berechnen wollen?

/+2d:)3 . +1 ? dx i 1+1 L 1+ 1 N
1m — 1m = 11m —_— 1m ——= — = —0Q (0. @]
1 c—0— d—0+ :E3 c—0~ 2c2 2 d—0+ 8 2d2

Die beiden Grenzwerte existieren nicht, und daher existiert auch das unbestimmte Integral nicht.
Andererseits konnte man argumentieren, dass sich die negativ gezéhlten Flichen auf der negativen x
Achse mit den positiv gezédhlten Flachen auf der positive x Achse doch genau aufheben, und es daher
moglich sein sollte, einen endlichen Wert des Integrals zu definieren. Dies ist tatsédchlich moglich und

wird Hauptwert eines Integrals oder auch Cauchy’scher Hauptwert genannt und in folgender Weise
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definiert.

Cauchy’scher Hauptwert. Sei a < ¢ < b und lim, ¢ f(z) = Zoo, dann bezeichnen wir den

Grenzwert ,

1im{ ;_8 f(z)dz + f(:v)d:v} — P/ab f(z)dz

e—0 Ete

als den Cauchy’schen Hauptwert P [ des Integrals (englisch: principal value, deshalb das vorangestellte
2 ’P77 ) .

Im Unterschied zur bisherigen Definition, in der die links- und rechtsseitigen Grenzwerte unabhéngig
voneinander durchgefiihrt wurden, wird im Cauchy’schen Hauptwert ein gemeinsamer Grenzwert

berechnet. Berechnen wir nun den Hauptwert des Integrals aus obigen Beispiel, so finden wir nun:

P/“ dx r /—5 dx N /” dx i 1 N 1 1 N 1 3
— = lim — — |=lm|——+-—=-+-—= | ==
o =0\ ), 2 .l e—0\ 22 2 8 22 8
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4.2.6 Integraltabelle

In der linken Spalte steht der Integrand und in der mittleren die Stammfunktion bei unbestimmter
Integration iiber z. Zu jeder Stammfunktion kann man eine Konstante £ € R addieren, die in der

Tabelle nicht angefiihrt wird.

Wenn nicht anderes angegeben sind alle auftretenden Konstanten beliebige reelle Zahlen.

f(z) F(z) Anmerkungen
1 z
ax® w zbt1 b#—1
1 In(x) x>0
In(x) z(In(z) — 1) x>0
0T %eaa:
cos(z) sin(x)
sin(x) — cos(x)
sinh(x) cosh(z)
cosh(z) sinh(x)
1 1 1+4sin(x)
cos(z) 2 In (‘ 1—sin(x) )
1 1 1—cos(x)
sin(z) 2 In (‘ 1+cos(z) )
@ tan(x) Wl(z) = 1+ tan?(x)
Wl(m) — cot(z) m =1+ cot?(z)
lez arctan(z) T <arctan(z) < 5
1+1w2 arccot(z) 0 < arccot(z) < 7
11712 arcsin(x) -l<z<1
—\/11_7 arccos(z) -l<az<1
\/11_? arsinh(z)
m;q arcosh(x) xz>1
— artanh(z) lz] <1
—L arcoth(z) |z| > 1
(a—b)" e G By n#1
— aln(|z —b|)
br+c b 2c—b 2z &
m2+;;+q 21n(|Q+pw+x2|)+Vﬁarctam(ﬁ) q>5
bx+c 1 0 bx+c
@tpria” T 9¢ J 2 @ parqoD n>1
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4.3 Mehrdimensionale Integrale

In vielen Bereichen der Physik spielen Integrale eine grofie Rolle. Dabei wird oft nicht nur iiber eine
Variable integriert, sondern iiber mehrere, etwa iiber die drei Raumkoordinaten z, ¥ und z- Um eine
Beispiel aus der Mechanik zu geben, die Schwerpunktskoordinaten 7y = (xg, ys, z5) eines ausgedehnten

Korpers berechnen sich aus folgendem dreidimensionalen Integral:

1
Ty = — /// dxdydz -7 p(z,y, 2). (4.11)
M 1%

Hierbei lduft die Integration iiber das Raumgebiet V' € R, p(x, vy, z) beschreibt die Massendichte des
Korpers also Funktion des Orts 7 = (z,y, z), und M ist die Gesamtmasse des Korpers. Ein anderes

Beispiel aus der Mechanik ist die Berechnung des Tragheitsmoments I eines Korpers in Bezug auf

I= /// dxdydz -3 - p(z,y, 2), (4.12)
v

wobei 7, den Normalabstand des Volumselements dxdydz and dem Ort ¥ = (x,y, 2) von der Dreh-

eine vorgegebene Drehachse:

achse bedeutet. Die Integration lduft hier wieder iiber das Raumgebiet V' € R3. Auch in anderen
Bereichen der Physik sind mehrdimensionale Integrale von grofler Bedeutung. In der Quantenmecha-
nik beschreibt das Betragsquadrat der Wellenfunktion |¢(x, y, z)|* die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte eines Teilchens. Dementsprechend muss — damit die Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo
2

im Raum zu gleich eins ist — das Integral iiber |¢)(x,y, z)|* auf eins normiert sein:

///RS dzdydz - [{(z,y, 2)|> = 1. (4.13)

Auch in der Elektrodynamik werden viele physikalische Gesetzte in Form von Integralen ausgedriickt.
Das Gaufi’sche Gesetz der Elektrostatik etwa verbindet das Integral der elektrischen Feldstérke E

itber die Oberfliche OV eines Korpers mit der im Volumen V' eingeschlossenen Ladung @)

//WE-M:% (4.14)

Am Rande sei noch erwihnt, dass sich auch fiir das Newton’sche Gravitationsgesetz ein analoges

Gaufl’sche Gesetz formulieren 1&sst

/ /8 § 7-dA = —47GM, (4.15)

wobei ¢ die lokale Gravitationsbeschleunigung, G' die Gravitationskonstante, und M, die im Volumen

V' eingeschlossene Masse ist.
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4.3.1 Integration entlang einer Kurve

Bevor wir uns nun diesen eingangs erwahnten mehrdimensionalen Integralen von mathematischer Seite
néhern, betrachten wir noch eine anderen Typ von Integralen, ndmlich die Integration entlang von
Kurven. Ein typisches Anwendungsbeispiel aus der Physik liefert einen Zusammenhang zwischen der
Kraft F , die entlang eines Weges C' integriert, die geleistete Arbeit W ergibt

W:/ﬁ-dg. (4.16)
C

Beispiel: Bewegung im homogenen Gravitationsfeld. Nahe der Erdoberfliche wirkt die kon-

stante Gravitationskraft
0

F=| o
Wir berechnen die Arbeit W fiir eine Bewegung senkrecht nach oben, in positive z Richtung mit der
Geschwindigkeit v auf die Hohe h. Diesen Integrationsweg §(¢) konnen wir als in eine nach der Zeit ¢

parametrisierten Form

vt

0
ds
ds = —dt = dt
S 7 0 ,
v

womit wir fiir die Arbeit erhalten

. h/v
W = / F.ds= /(—mgvdt) :/ (—mgv)dt = —mgot|}/" = —mgh.
c c 0

Wenn wir statt einer Bewegung senkrecht nach oben, eine spiralférmige Bahn der Masse nach oben

annehmen, also
R cos(wt)

s(t)=| Rsin(wt) |,
vt
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wobei R den Radius der Spirale und w die Kreisfrequenz bedeutet, so kénnen wir mithilfe des totalen

Differenzials
iz — Rwsin(wt)
ds = d_jdt = | Rwecos(wt) | dt,
v

wiederum die geleistete Arbeit berechnen. Wie zu erwarten erhalten wir das gleiche Ergebnis wie wir

es bereits weiter oben fiir die senkrechte Bewegung nach oben erhalten haben,

—Rw sin(wt) 0 W
W = / F.ds= / Rw cos(wt) : 0 dt = / (—mgv)dt = —mgvt|g/” = —mgh.
c c 0

Eine tiefere Begriindung dafiir werden Sie in der Vorlesung ” Vektoranalysis” erfahren. Kurz gesagt
héngt das Ergebnis solcher Wegintegrale W = fc F - d5 nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges
ab, wenn es sich bei dem Kraftfeld F um ein konservatives Kraftfeld handelt, das heiflt, um ein Feld,

das sich als Gradient eines skalaren Feldes (eines Potentials) ausdriicken ldsst.

Wir wollen noch die Lange der oben verwendeten Spiralbahn berechnen. Dazu miissen wir die Linge
des entsprechenden Wegelements, also ds = |ds] = V/ds- d§ iiber den Weg C' aufintegrieren. Damit
erhalten wir fiir die Lange L des Weges

to to
L= / ds = / Vds - d§= / V R2w? sin? + R2w? cos? +v2dt = VR?w? + v2/ dt = VR?w? + v%(ta—t1).
C C t1 t1

Bisher hatten die Kurven C, entlang derer wir die Integration durchfiihrten jeweils in Parameterdar-
stellung vorliegen. Das heifit, der Vektor 5(t) € R3 war eine Funktion eines Parameters ¢, den wir
in den obigen Beispielen mit der Zeit identifizieren konnten. Alternativ dazu kann eine Kurve in der
Ebene auch explizit als Funktion y = f(x) ausgedriickt werden. In diesem Fall gilt mithilfe des Satzes
von Pythagoras fiir das Wegelement folgende Beziehung.

(ds)* = (dw)* + (dy)*.

Da die Differenziale dr und dy nicht unabhéngig voneinander sind, sondern durch die Funktion y =
f(x) miteinander verkniipft sind, kénnen wir beispielsweise dy durch das totale Differential dy =

y'(z)dz ausdriicken und finden somit fiir das Wegelement ds

ds = \/1+ [y/(z)]*dx. (4.17)
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Damit konnen wir die Léange L einer Kurve C' als das Integral iiber ds anschreiben

L:/Cds:/:Q\/l—i—[y’(x)]de,

wobei x; und zo den Start- und Endpunkt der Kurve festlegen. Alternativ hétten wir auch das

Differenzial dx mithilfe der Umkehrfunktion z = x(y) schreiben kénnen als dz = z’(y)dy und erhalten

ds = \/1+ [2/(y)]"dy,

dann fiir das Wegelement

und das dazugehorige Integral

L:/Cds:/yf\/l—i—[x’(y)fdy.

Beispiel. Wir berechnen die Lénge eines Viertelkreises L mit dem Radius r. Aus der bekannten
Kreisgleichung 22 + 3* = r? folgt y(x) = V/r? — 22 und mit Gleichung (4.17) erhalten wir fiir das

Wegelement
—or 2 r2
== \/” () o=t

und damit konnen wir die Lénge eines Viertelkreises berechnen, indem wir von z = 0 bis x = r

integrieren

r=rsint

L:/ds:/r /27“2 dr = dr = rcostdt :/”/2 r? cos tdt . ﬂ/zdtzﬂ.
c o V1o w r1=0=1=0 o Vr2—r?cos’t 0 2

To =1 =1ty =1/2

Alternativ hatten wir die Kurve (also in unserem Beispiel den Viertelkreis) auch in Parameterdarstel-

lung angeben konnen. Mit

cost

int ds t
5’(75)—7‘( S ) d§——8dt_r< o8 )dt, ds = Vd5 - d5 = rv/cos? t + sin® tdt = rdt

erhalten wir fiir die gesuchte Lange der Kurve natiirlich wieder dasselbe Ergebnis

w/2
L:/ds:/ rdt = ¢,
c 0 2
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Liange einer Wurfparabel. Als weiteres Anwendungsbeispiel wollen wir die Bahnlénge einer Wurt-
parabel berechnen. Wir nehmen an, dass eine Masse horizontal mit der Geschwindigkeit v aus einer

Hohe h abgeworfen wird. Vernachléssigen wir den Luftwiderstand, so ergibt sich die bekannte Wurf-

parabel:
vt JF v
7(t) = 0 , dF = d—’;dt —| o |at, ds=Vdr di = /o + 22t
h — g2t2 —gt

Hierbei haben wir auch gleich nach den bereits bekannten Regeln das Wegelements ds berechnet. Um
die Lénge L der Parabel bis zum Aufschlagen der Masse bei z = 0 zu berechnen benotigen wir noch
die Zeit tq, die wir aus der Forderung z(t) = 0 gewinnen, also o = 4 /%, und damit gilt:

to
L= / V2 + g?t2dt.
0

Dieses Integral konnen wir auflésen, indem wir die Eigenschaft der hyperbolischen Winkelfunktionen,
cosh? z —sinh? x = 1, dazu benutzen um die Wurzel ”loszuwerden”. Dazu miissen wir zuerst geeignete

Variablentransformationen (Substitutionen) durchfiithren. Das erledigen wir in zwei Schritten:

tz%u
t2 dt = 2du 02 v
L:/ VU2 + g2t2dt = g :—/ V14 u?du.
0 t1i=0=u; =0 g Jo
to= /2t =y =9, /22
v\ g

In der zweiten Substitution kommen nun die erwéhnten hyperbolischen Winkelfunktionen ins Spiel,

u = sinh w

du = cosh wdw 02 w2 > 2 [
L= :—/ V' 1 + sinh w~coshwdw:—/ cosh? w dw.
g Jo g Jo

uy=0=w; =0

2gh .
uy = y/ % = wy = arcsinhuy

Das verbleibende Integrals 16sen wir am einfachsten, wenn wir folgende Eigenschaft der hyperbolischen

Cosinusfunktion beniitzen, cosh®w = % (1 + cosh(2w)]. Damit erhalten wir fiir das gesuchte Integral

2 w2

1
L=2 [w + —sinh(2w)} S

2 1
- ha ~ ginh(2ws) — 0 —
% 5 T (w2+ 5 Sin (2wy) — 0 O>
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Und mit
|
wy = arcsinh — 1>
v
und der Tatasche, dass sich Funktion und Umkehrfunktion ”aufheben”, also sinh(arcsinh(z)) = z,

allgemein gilt ja f(f~!(z)) = x, gelangen wir schlieBlich zu dem gewiinschten Ausdruck fiir die Linge

der Wurfparabel
21 [2gh [2gh
L= 12)_9 [ % + arcsin %]

Mittelwert von Funktionen entlang von Kurven. Sei f(z,y) eine Funktion R* — R, und C
eine Kurve in R? mit der Linge L, dann ist der Mittelwert f entlang der Kurve C' durch folgendes
Integral gegeben

- 1

In einem Beispiel nehmen wir an, dass T'(z,y) = 1+ +y?* die Temperaturverteilung in der xy-Ebene
beschreibt, und dass wir die mittlere Temperatur T entlang einer Bahn C gegeben als Viertelkreis von
(x,y) = (0,2) bis (z,y) = (2,0) berechnen wollen, also L = 2rmw/4 = m. Mit dem bereits bekannten
Wegelement fiir y(z) = v/4 — 22 fiir eine Kreishewegung (siehe oben)

4
4 — g2

ds = dr, und T(z,y(x))=1+2+4—2°=5+x— 2%

erhalten wir fiir die mittlere Temperatur

T 4 — g2

— 1 4 4
T:—/(5—|—x—x2) de =--- =3+ —.
7r

Das obige Integral lidsst sich mit der Substitution z = 2sint in den Griff bekommen.

4.3.2 Flachen- und Volumenintegrale

Flachen- und Volumenintegrale sind Verallgemeinerungen des Integralbegriffes auf Teilmengen von
R? bzw. R?. Das Integrationsgebiet ist also nicht ein eindimensionales Intervall [a,b] wie im eindi-
mensionalen Fall, sondern eine Teilmenge A C R? (Flichenintegral) oder eine Teilmenge V' C R3

(Volumenintegral). Flachen- und Volumenintegrale stellen wiederholte Integrationen dar, wir schrei-
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ben daher fiir Flachenintegrale zwei, fiir Volumenintegrale drei Integralsymbole

no- | /A dade flz,) = [ /R dady xa(y) f(x,9) (4.18)

Iy = /// dadydz f(z,y, 2 ///]R dzdydz xv (z,y, 2) f(z,y, 2). (4.19)

Hierbei haben wir die charakteristische Funktion x eingefiihrt, die den Wert 1 innerhalb des Integra-

tionsgebiets und den Wert 0 auflerhalb des Integrationsgebiets annimmt.

(2.1) 1 fur (r,y)eA nd (2,9, 2) 1 fur (z,y,2) eV
) - u Y, %) =
Xaln ¥ 0 fir (z,y)¢ A VLY 0 fir (z,y,2)¢V

Zum Unterschied von eindimensionalen Integralen, bei denen das Integrationsgebiet ja einfache Inter-
valle [a,b] € R? darstellt, ist die Festlegung von Integrationsgebieten in R? oder R? aufwendiger. Wir

betrachten dazu ein Beispiel, um die Vorgehensweise zu erklaren.

Beispiel Flichenintegral. Wir wollen die Flache A gebildet aus der z-Achse, der Gerade = = 2,

und der Funktion y(z) = 2% mithilfe eines zweidimensionalen Integrals berechnen.

IA:// dxdy.
A

Um die zweifache Integration durchzufiithren, miissen wir uns zunéchst iiberlegen, welche der zwei
Integrationsvariablen x und y wir als duffere und welche als innere Integration behandeln wollen. Die
innere Integration wird als erstes, die &uflere zum Schluss ausgefiihrt. Dabei ist zu beachten, dass die
bei der inneren Integration, die Integrationsgrenzen im allgemeinen Funktionen der &uleren Variable
sind. In unserem Beispiel wahlen wir zunichst x als duflere Integrationsvariable, und y als innere
Integrationsvariable. Wenn wir das oben erwéhnte Integrationsgebiet skizzieren, dann bemerken wir,

dass © Werte zwischen 0 und 2 annimmt, withrend 3 zwischen 0 und 2? integriert werden muss. Somit

2 x2 2 , 2 23 2
IA:/ dx/ dy:/ dx[y]‘zzoz/ dr (2* —0) = —

Umgekehrt hétten wir auch y als duflere Integrationsvariable, und x als innere Integrationsvariable

gilt

wihlen kénnen. Dann nimmt y Werte zwischen 0 und 4 annimmt, wéihrend x zwischen ,/y und 2

integriert werden muss:

4 2 4 4 374
1 1
IA=/ dy/ dw:/ dy )i 5= dy(Z—W): 2y—% _s- N8
y=0 z=\/y y=0 =0 2 3 3
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CDF 26. Doppel-Integral http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/Doppellntegral?.cdf
Eine grafische Darstellung der Vorgehensweise bei zweidimensionalen Integration finden Sie in dieser CDF-

Anwendung.

domain type || type Il | polar
dx U
dy

X strip history

Type I Domain with d A

301

20

10

w
T

1

e —— ____________-H__é:______________ —_———————

Bei dem obigen Beispiel hiatten wir die gesuchte Fldche natiirlich auch einfacher als f02 r2dr = g
berechnen konnen. Eine ”echte” zweidimensionale Integration ist jedenfalls erforderlich wenn wir etwa

den Schwerpunkt einer Fliche bestimmen wollen.

Schwerpunkt einer Fliche. Sei M die Masse einer Platte, und p(z,y) die Massendichte der Platte,

dann erhalten wir die Schwerpunktskoordinaten (xg,ys) aus folgenden Fliachenintegralen

rs = %//Adazdyp(az,y)x (4.20)
ys = %//Adxdyp(x,y)y. (4.21)


http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/DoppelIntegral2.cdf
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Handelt es sich um eine Platte mit homogener Massendichte, also konstanter Massendichte, dann

vereinfacht sich die Berechnung der Schwerpunktskoordinaten in folgender Weise:

1
Ts = Z//A dxdy (4.22)
ys = l// dxdyy. (4.23)
AJJa

Beispiel. Wir berechnen den Schwerpunkt der oben behandelten Fliche, und wahlen x als duflere

Integrationsvariable.
1 /2 @ 3 /2 > 3 [? 3 gt 3 16 3
S d dyx = = d = 2 d 3:__ - . - =_
S A/l:o x/yzo v 8/x:0 2 Y]y 8/x:0 TR 8 4 2
1 /2 2 3 [2 21%° 3 2 3 5 3 32 6
yS:—/ dx/ dyyz—/ dx[y—} = — dmx4:—x— =— — ==
A oo Jymo 8 /.o 2|, 16 /g 16 5|, 16 5 5

CDF 27. Doppel-Integral — Teil 2 DoppelIntegral.cdf
Grafische Darstellung der Integration der Funktion f(x,y) =9 — 2% — 12 iiber den Bereich 22 + y? < 9.

circular paraboloid hyperbolic paraboloid

prisms e -

Flx J/)_{—x2—3/2+9 x2+y259
, 0 ¥ +y*>9
2 942 2, .2
%f%{{g x“-2y° x*+y“<9 d‘ydx:alT”

n=64 Ax=0.75 Ay=0.75 X +y%2>9

volume=128.461

approximate volume
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130F

125¢

120+

4 9 16 25 36 49 64
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CDF 28. Oberflachen-Integral http://physik.uni-graz.at/~pep/DiffInt/0Oberflaeche.cdf

Grafische Darstellung der Berechnung der Oberflache eines Rotationskorpers.

rotate

strip location
X coordinates = transparent strip =

VIEWS  solid

surface area S = ), C,. x W,

where C,. and W, are the circumference and width of the k™ band.
S=[@2n) yds

= (22 ) 1+(%)2 dx.
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