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Abstract

This bachelor thesis is an accompanying guide to a new Matlab program simulating the
dynamic behaviour of Bose-Einstein condensates (BEC) in three dimensions. The program
is based on an existing code for two dimensional systems by Ao. Univ. Prof. Dr. Ulrich
Hohenester, Karl-Franzens University, Graz. The thesis consists of three parts: Scientific
Background, Implementation and Results.

Scientific Background (Grundlagen) briefly informs about the research history of Bose-
Einstein condensation and the development of modern atom chips. It also provides the
essentials of the physical properties of BECs and of the time dependent and stationary
Gross-Pitaevskii equations.

Implementation (Methode) deals with the structure and the design of the Matlab pro-
gram. The applied split operator method and various calculation details are presented. The
final sections covers the output options and the demand on hardware resources.

Results (Ergebnisse) discusses the problems of oscillating and splitting BECs. The
effect of changing parameters on the BEC is investigated and the results are compared to
simulations of lower dimensions.

Finally, a short conclusion is drawn. The field of application as well as the limits of the
simulation are presented.

Keywords: Bose Einstein Kondensat, BEC, Atomchip, Gross Pitaevskii, Nichtlineare
Schrodingergleichung
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Kapitel 1

Einfuhrung

Die Erzeugung und Manipulation von Bose-Einstein Kondensaten (BEC) ist modernes
und iiberaus beliebtes Themengebiet der modernen Physik. Seit der ersten erfolgreichen
Herstellung von BECs im Juni 1995 gelang es durch laufende technische Fortschritte die
notwendigen Apparaturen schrittweise zu verkleinern und zu vereinfachen. Atomchips mit
einer Grofse von nur wenigen Zentimetern Kantenléinge erlauben heute ein flexibles Er-
zeugen von BECs in Magnetfallen, wenige Mikrometer iiber der Chipoberfliche. Damit
er6ffnen sich neue Méglichkeiten das Verhalten von makroskopischen Quantenobjekte zu
untersuchen und zu kontrollieren. Durch Variation der Fallenpotentiale konnen Kondensa-
te verschoben, geteilt und wieder vereinigt werden, was die Grundlage fiir viele zukiinftige
Anwendungen darstellen kénnte.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das dynamische Verhalten von BECs in verinderlichen
Potentialen auf einem Atomchip simuliert. Die Kondensate werden hierbei durch die Gross-
Pitaevskii Gleichung in drei Dimensionen beschrieben. Von besonderem Interesse ist dabei
das Ausmafl der Anregung des nahezu zylinderférmigen Kondensates in seiner Lingsrich-
tung bei Variation des Potentialfeldes in den darauf normal stehenden Achsen. Dies soll
unter anderem Aufschluss dariiber geben, wie gut sich verschiedene Problemstellungen
durch ein- oder zwei-dimensionale Losungsmethoden annéhern lassen.

Die Umsetzung der Simulation erfolgt in Matlab, als Erweiterung eines bereits exis-
tierenden Codes fiir zwei dimensionale Simulationen zu den Experimenten der AtomChip
Gruppe von Prof. Dr. Jérg Schmiedmayer, Atominstitut der 6sterreichischen Universititen,
Technische Universitit Wien!.

In Kapitel 2 werden die wesentlichsten Grundlagen zu BECs, Atomchips und der Gross-
Pitaevskii Gleichung besprochen. Kapitel 3 beschreibt die zur Umsetzung verwendeten
Methoden und in Kapitel 4 werden einige interessante Simulations-Ergebnisse vorgestellt
und analysiert. Kapitel 5 fasst die gewonnenen Erkenntnisse zusammen und Anhang A
gibt einen Uberblick zu dem Inhalt der beiliegenden Daten CD.

!siehe http://atomchip.org



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Eigenschaften und die historische Entwicklung
der Bose-Einstein Kondensation, moderner Atomchips und der Beschreibung der Konden-
sate durch die Gross-Pitaevskii Gleichung gezeigt. Der Detaillierungsgrad der Ausfiithrun-
gen wird dabei durch das fiir das Verstédndnis der Simulation notwendige Ausmaf definiert.
Empfohlene Literatur fiir weitergehende Informationen sind in den entsprechenden Unter-
kapiteln angegeben.

2.1 Bose-Einstein Kondensate

Ein BEC ist ein System von Bosonen, in dem sich ein Grofteil der Teilchen in einem
gemeinsamen Zustand, dem Grundzustand, befinden. Die Bosonen sind ununterscheidbar
iiber den gesamten Bereich des Kondensats delokalisiert und das System ldsst sich durch
eine einzige Wellengleichung beschreiben. Heute realisierte Kondensate bestehen meist aus
einigen tausend bis 10% Teilchen und erreichen eine riumliche Ausdehnung bis zu eini-
gen Mikro- bis Millimetern. Damit ist es erstmals moglich typisch quantenmechanische
Eigenschaften an makroskopischen Objekten zu beobachten.

2.1.1 Historische Entwicklung

Die theoretische Vorhersage von BECs geht auf den indischen Physiker Satyendra Nath
Bose und Albert Einstein zuriick. In 1924, dem selben Jahr in dem de Broglie’s Arbeit
iiber den Wellencharakter von Teilchen erschien, veréffentlichte Bose einen Artikel in dem
er das Planck’sche Strahlungsgesetz auf Grundlage der Ununterscheidbarkeit gleichartiger
Teilchen ableitete [1]. Aufbauend darauf publizierte Einstein von 1924 bis 1925 drei Texte
iiber eine Quantentheorie des einatomigen Gases [4]. In der zweiten Abhandlung vom Ja-
nuar 1925 stellte Einstein der klassischen Gastheorie eine quantenmechanische Gastheorie
mit nicht unterscheidbaren, gleichartige Teilchen gegeniiber. Hierin hiefs es:

... Was geschieht nun aber, wenn ich bei dieser Temperatur {; die Dichte der Substanz

noch mehr wachsen lasse? Ich behaupte, dass in diesem Falle eine mit der Gesamtdichte
stets wachsende Zahl von Molekiilen in den 1. Quantenzustand (Zustand ohne kinetische
Energie) iibergeht, wihrend die iibrigen Molekiile sich gem3l dem Parameterwert \ =
1 verteilen. ... Es tritt eine Scheidung ein; ein Teil »kondensiert«, der Rest bleibt ein
»gesattigtes ideales Gas«. ...

Es wird hier die Existenz des heute als Bose-Einstein Kondensat bekannten Aggregats-
zustand vorhergesagt. Diese auf Boses’s Arbeit aufbauende Abhandlung ist nebenbei die
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Abbildung 2.1: (a) Wettkampf um die erste Erzeugung eines Bose-Einstein Kondensates,
(b) Apparatur des erfolgreichen Experiments, Gruppe MIT - W. Ketterle.

erste Arbeit iberhaupt, die sich auf die neuen Ideen de Broglie’s bezieht. Erwin Schrédinger
soll erstmals durch diesen Text von de Broglie’s Materiewellen gehort haben.

In den Jahren nach der Verdffentlichung von Einsteins Abhandlungen wurde wenig zu
BECs geforscht. Ein Grund mag in der offenen Kritik George Uhlenbecks gelegen haben,
dass eine entsprechende Kondensation in einem realen, endlichen System nicht stattfinden
kénnte. Frst mit deren formaler Widerlegung 1938 dnderte sich dies und viele bekannte
Physiker wie F. London, F. Landau und N. Bogoliubov widmeten sich dem Thema - meist
auf der Suche einer gemeinsamen Beschreibung der Superfluiditdt und der Supraleitung.
Einstein selbst publizierte keine weiteren Texte zu diesem Thema.

Von 1960 bis 1965 war das Thema BEC unter theoretischen Physikern sehr beliebt und
ein grofer Teil des heute selbstverstandlichen theoretischen Wissens auf diesem Gebiet wur-
de zu dieser Zeit erarbeitet. Ein wesentlicher Beitrag wurde dabei von Lev Pitaevskii iiber
zeit- und ortsabhéngige makroskopische Wellenfunktionen geleistet. Unter anderem ent-
stand die in Kapitel 2.3 behandelte Gross-Pitaevskii Gleichung. Aufserhalb der Gemeinde
der theoretischen Physiker fanden die Fortschritte kaum Beachtung, da eine entsprechende
experimentelle Verwirklichung weder absehbar noch vorstellbar war!.

In den Jahren bis ca. 1980 verbesserten sich die technischen Moglichkeiten zur Kiih-
lung von Materie derart, dass die Erzeugung eines BEC erstmals moglich erschien. In den
darauf folgenden 15 Jahren begann ein Wettkampf mehrerer Gruppen um den ersten ex-
perimentellen Nachweis eines Kondensats aus Wasserstoffgas. Im Laufe der Experimente
zeigte sich dann, dass Gase von Alkalielementen besser fiir die Versuche geeignet sind.

Erst 1995 meldeten drei Gruppen eine erfolgreiche Erzeugung eines BEC: Die Gruppe
JILA (Joint Institute for Laboratory Astrophysics), Boulder, Colorado um C. Wieman und
E. Cornell, die Gruppe MIT (Massachusetts Institute of Technology), Cambridge, Bosten
um W. Ketterle und die Gruppe der Rice University in Housten, Texas um R. Hulet. Wih-
rend die Ergebnisse der ersten beiden Gruppen von allen Experten unstrittig akzeptiert
wurden gab es grofe Zweifel ob bei den Experimenten der Rice University Gruppe wirklich
ein BEC erzeugt werden konnte. Abbildung 2.1 gibt einen Uberblick iiber die Endphase
des Wettkampfes um das erste BEC und zeigt die Apparatur der Gruppe MIT.

Fiir die unstrittigen Experimente wurden Rubidium-87 bzw. Natrium-23 Gase benutzt.
Die Atome wurden zuerst durch eine magneto-optische Falle in einer Vakuumzelle gefangen.
Unter Ausnutzung des Strahlungsdrucks wurden die Atome dann mit sechs Laserstrahlen
auf eine Temperatur von wenigen Mikrokelvin gekiihlt. Um die fiir die Kondensation not-
wendige Temperatur von einigen Nanokelvin zu erreichen war ein weiteres Kiihlverfahren,

'Eine detaillierte historische Beschreibung der Forschungsarbeit bis ca. 1970 bietet [6]
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Abbildung 2.2: A. Einstein, S.N. Bose, E. Cornell, C. Wiemann, W.Ketterle (von links
nach rechts)

das so genannte Evaporationskiihlen erforderlich. Hierbei wurde das Fallenpotential so ver-
andert, dass die energiereichsten Teilchen der Falle entkommen konnten. Zuriick blieb eine
geringere Anzahl an kiihleren Teilchen. Fiir den Nachweis der Kondensation wurde die Falle
abgeschaltet und die Expansion der Atomwolke beobachtet. Eine asymmetrische rdumliche
Verteilung und eine schmale Impulsverteilung der Wolke waren Zeichen fiir ein erfolgrei-
ches Experiment. Beim Experiment der Gruppe MIT wurden gleichzeitig zwei Kondensate
erzeugt, wodurch sich beim Abschalten der Falle eine Interferenz der beiden expandieren-
den Wolken zeigen liek. Die Kondensate bestanden aus ca. 2 000 Teilchen bei der Gruppe
JILA und ca. 1 000 000 Teilchen bei der Gruppe MIT.

Im Jahre 2001 wurden Carl Wiemann, Eric Cornell und Wolfgang Ketterle zu gleichen
Teilen mit dem Nobelpreis fiir Physik ausgezeichnet.

Bis 2009 wurden BECs aus Gasen von Li’, Na?3, K* K39 Cr52 Sr® Rb® RbY,
Cs'33, Y1 und Yb'™ erzeugt. Mit leicht versinderten Kiihl-Methoden gelang auch die
Erzeugung von Kondensaten aus H! und He* Atomen. Durch eine Verbindung zu Paaren
mit ganzzahligem Gesamtspin konnten inzwischen auch Fermionen-Kondensate realisiert
werden.

2.1.2 Physikalische Eigenschaften

Bosonen sind Teilchen mit ganzzahligem Spin. Dabei kann es sich um Elementarteilchen wie
Photonen und Gluonen oder wie in den hier diskutierten Féllen, um aus einer geraden Zahl
von Fermionen (Teilchen mit halbzahligem Spin) zusammengesetzten Teilchen handeln.
Eine wesentliche Figenschaft ist, dass sich die Wellenfunktion eines Systems identischer
Bosonen bei Vertauschung zweier beliebiger Teilchen nicht &ndert. Bosonen unterliegen
nicht dem Pauli’schen Ausschliefungsprinzip und es kénnen mehrere Teilchen denselben
quantenmechanischen Zustand einnehmen.

Die mittlere Besetzung n eines Quantenzustandes mit der Energie € fiir ein System
identischer Bosonen im Gleichgewicht ldsst sich beschreiben durch

1

n(e) = ele=w)/keT _ 1

mit

... mittlere Anzahl von Teilchen im Quantenzustand mit der Energie €
i ... chemisches Potential

kg ... Boltzmannfaktor

T ... Temperatur in Kelvin
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Dieser Verteilung wird Bose-Verteilung genannt. Fiir hohe Temperaturen ndhert sie
sich der klassischen Boltzmannverteilung an.

Das chemische Potential p ist temperaturabhingig. Bei sinkender Temperatur steigt
p und damit die Anzahl der Teilchen 7 im jeweiligen Zustand. Augenscheinlich darf das
chemische Potential jedoch niemals die Energie des Grundzustandes €, liberschreiten, da
die Bose-Verteilung fiir diesen Zustand sonst negative Ergebnisse brichte, was physikalisch
sinnlos wire. Die maximal mégliche Besetzung n,., eines angeregten Quantenzustandes
p ist damit gegeben durch

Mmaz,p = elep—emin)/kpT _ |

Wenn ein System mehr Teilchen als die Summe der maximal mdéglichen Besetzungen
aller angeregten Zustdnde 7,4z,1..00 enthélt miissen alle {ibrigen Teilchen den Grundzu-
stand besetzen, sie kondensieren. Die Temperatur bei der die Teilchen eines Systems die
angeregten Zustinde eines Systems voll besetzen nennt man Ubergangstemperatur oder
kritische Temperatur T,. Unterhalb T, wird der Grundzustand makroskopisch besetzt und
ein BEC entsteht.

Die kritische Temperatur hingt von der Phasenraumdichte w ab. Diese entspricht der
Anzahl an Teilchen innerhalb eines Wiirfels mit der de Broglie Wellenldnge Ar als Kan-
tenldnge.

Teilchendichte N/V/
reduziertes Plancksches Wirkungsquantum
de Broglie Wellenlénge

> St 3

Fiir ein freies Bosonengas ohne innerer Wechselwirkung tritt Bose-Einstein Kondensati-
on ab einer Phasenraumdichte von w & 2.6124 auf, wobei der Wert von der Riemannschen
Zeta-Funktion mit Parameter 3/2 her riihrt2.

Die kritische Temperatur ergibt sich damit als

o _ 2l ( N )3
" mkp \2.6124

Fiir typische Dichten von Bosonengasen ergibt sich so eine kritische Temperatur von
einigen hundert Nanokelvin, bei Rubidium-87 um die 200nK. Abbildung 2.3 (b) zeigt eine
anschauliche Deutung der kritischen Temperatur. Bei abnehmender Temperatur vergrokert
sich die de Broglie Wellenlénge bis sie bei T, die Grofenordnung des mittleren Teilchen-
abstandes erreicht. Die Teilchen werden damit immer stirker delokalisiert und sind nicht
mehr zu unterscheiden.

2.2 Atomchips

Die fiir die Herstellung der ersten BEC notwendigen Apparaturen fiillten noch ganze Riu-
me. Um die notwendige Temperatur von wenigen hundert milliardstel Kelvin zu erreichen

2Fiir eine ausfiihrliche Herleitung siehe [12]
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Abbildung 2.3: (a) Bose-Einstein Kondensat aus Rubidium-87 Gas (b) Anschauliche Be-
deutung der kritischen Temperatur T, Bilder von Gruppe Alkali Quantum Gases, MIT.

war es wesentlich, mogliche Anregungen aus Wechselwirkungen mit der Umgebung, zu
vermeiden. Dies stellte sehr hohe Anspriiche an die Qualitiat der Vakuumzelle und an die
Abschirmung von unerwiinschter Strahlung. Fiir die Magnetfallen waren Hochleistungs-
Elektromagneten notwendig um die Teilchen zu mdéglichst grofser Dichte zu komprimieren.

Noch im Jahr der ersten erfolgreichen Herstellung eines BEC veréffentlichte eine Grup-
pe des California Institute of Technology (CIT) eine Arbeit iiber die Moglichkeit ein Kon-
densat mit Hilfe eines Mikrochips zu erzeugen. Das durch die stromdurchflossenen Lei-
terbahnen entstehende Magnetfeld kénnte als Falle fiir die Gaswolke benutzt werden. Die
Stéarke des Feldes ist umgekehrt proportional zum Abstand des Leiters. Damit wiirde bei
Abstidnden von nur wenigen Mikrometern von der Chipoberfliche schon ein Magnetfeld
von geringer Stirke geniigen, um eine Falle zu erzeugen die eine Gaswolke stirker ein-
schlieft als dies bei einem konventionellen Aufbau méglich wire. Zudem wiirde eine so
konstruierte Falle ein deutlich rascheres Abkiihlen erméglichen, wodurch die Anforderun-
gen an die Vakuumezelle und die Abschirmung geringer werden. Ein weiterer Vorteil ist die
hohe industrielle Erfahrung in der Produktion von Mikrochips wodurch ein exaktes und
flexibles Herstellen dieser Medien méglich wére. Als groftes Problem fiir diesen Entwurf
wurde die Wérmeiibertragung von der millionenfach heiferen Chipoberfliche gesehen. Im
Entwurf der Gruppe CIT wurde daher ein umfangreiches Kiihlsystem mit fliissigem Helium
vorgesehen.

Bald darauf iibernahmen andere Gruppen den Ansatz des Mikrochips als Magnetfalle,
verzichteten aber auf eine Kiihlung des Systems. Es zeigte sich, dass die Warmeiibertragung
von der Chipoberfliche auf die Gaswolke bis zu einem rdumlichen Abstand von ca. 50 um
vernachlissigt werden kann. In Bezug auf die Laserkiihlung stellte sich das Problem, dass
der Chip zumindest einem der drei normal aufeinander stehenden Laserpaare den Weg
blockierte. Dies wurde durch eine Verspiegelung der Chipoberfliche gelSst, die zwei der
Laserstrahlen bei richtiger Polarisation ausreichend gut reflektierte.

Viele Gruppen aus der ganzen Welt arbeiteten an der Entwicklung solcher Chip Ma-
gnetfallen und von der Gruppe um Prof. Dr. J. Schmiedmayer der Universitdt Heidelberg
(heute Technische Universitat Wien) wurde der heute géngige Name Atomchip geprégt.
Mitte 2001 gelang den Gruppen um Theodor W. Hénsch, TU Miinchen bzw. um Claus
Zimmermann, Universitdt Tiibingen, erstmals und unabhéngig voneinander die Erzeugung
eines BEC auf einem Atomchip. Die Erforschung von BECs und daraus moglicher Anwen-
dungen mit Hilfe von Atomchips gehért heute zu den viel versprechensten Forschungsge-
bieten und wird an unzdhligen Universitdten weltweit betrieben.
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Abbildung 2.4: (a) Systemskizze Atomchip / Potentialminimum, [16] und [11] (b) Atomchip
Gruppe J. Schmiedmayer, Atominstitut, TU Wien

Prinzipiell besteht ein Atomchip aus einer z-férmig gebogenen, Strom durchflossenen
Leiterbahn und einem statischen, duferen Magentfeld B. Durch die Uberlagerung des #u-
feren und des durch die durchflossene Leiterbahn entstandenen Magnetfeldes, entsteht
im Abstand rg ein parallel zum Leiter laufendes Minimum in welchem sich die Gaswolke
sammelt. Hierbei ist

Ip

o= 2nB

mit
I ...Stromstéarke im Leiter
1 ... magnetisches Moment des Teilchens

Die magnetischen Beitrage der beiden Schenkel des Leiters sorgen fiir die langenméfige
Begrenzung des Kondensats. Abbildung 2.4 (a) zeigt die Systemskizze eines Atomchips so-
wie des Potentialminimums parallel zur Leiterbahn. Zusétzlich zu diesen Bauteilen enthélt
ein Atomchip weitere Leiter und/oder magnetische Wechselfelder zur Manipulation des
Fallenpotentials. So kann das anndhernd harmonische Grundpotential zum Beispiel in ein
Doppelwellenpotential umgewandelt werden, um ein Kondensat zu teilen oder Schwingun-
gen aller Art zu induzieren. Mit Atomchips dieser Art lassen sich zigarrenférmige BECs
mit einigen Millimetern Lénge erzeugen. Ein Versuchsaufbau mit Systemskizze der Gruppe
Prof. Dr. J. Schmiedmayer, Technische Universitiat Wien wird in Abbildung 2.4 (b) gezeigt.

Die Dynamik von BECs lasst sich sehr einfach mithilfe hochauflésender CCD-Kameras
beobachten. So ist es bereits moglich BECs, aufgrund ihrer Sensibilitit in Bezug auf An-
derungen magnetischer Felder, als hochauflosende Magnetfeldsensoren einzusetzen in dem
eine Kamera in kurzen Zeitintervallen den Schattenwurf des Kondensats aufzeichnet [16].
Abbildung 2.5 zeigt eine Versuchsanordnung zur Beobachtung von Interferenzmustern zwei-
er BECs. Hierfiir wird ein erzeugtes BEC durch Anderung des Fallenpotentials in zwei Teile
getrennt und die Falle danach abgeschalten. Die beiden BECs bewegen sich im freien Fall
und expandieren dabei. Die bei der Uberlappung erzeugte Interferenz wird wieder mit einer
CCD-Kamera festgehalten.

Aktuelle Atomchips werden oft mit mehreren Lagen von Leiterbahnen fiir vielfaltigste
Manipulationsméglichkeiten erzeugt. Forschungsziele gehen in Richtung mobiler und un-
empfindlicher BEC Schaltungen und Sensoren bzw. in weiterer Folge bis zur Manipulation
einzelner Atome.
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Abbildung 2.5: Interferenz von Bose-Einstein Kondensaten [16].

2.3 Gross-Pitaevskii Gleichung

Die Gross-Pitaevskii Gleichung ist eine Verallgemeinerung der Schrodinger Gleichung zur
Beschreibung von BECs bei Temperaturen weit unter der kritischen Temperatur T, be-
nannt nach den Physikern Eugene P. Gross und Lev P. Pitaevskii. Um die Dynamik des
BEC bei verdnderlichem Potential zu beschreiben, wird die zeitabhéngige Gross-Pitaevskii
Gleichung herangezogen:

2
iha\gir) = (—hv2 +V(r) +g|\1f(r)|2) W(r).

2m

Der Faktor g kann positiv oder negativ sein und beschreibt dabei die Wechselwirkung
zwischen zwei Bosonen. Erist proportional zur Streudistanz

B Anh3a
T m

9

mit
a ...Streudistanz der Teilchen
m. .. Teilchenmasse.

Der Faktor g|W(r)|? bringt einen nichtlinearen Anteil in die partielle Differentialglei-
chung. Fiir g = 0 entspricht die Gleichung der zeitabhingigen Schrodinger Gleichung. Im
allgemeinen Fall sind Lésungen meist nicht exakt berechenbar und miissen durch numeri-
sche Verfahren approximiert werden.

Die Grundzustidnde werden iiber die zeitunabhingige Gross-Pitaevskii Gleichung be-
schrieben:

h?

pl(r) = < %VZ +V(r) +9|‘1’(T)|2> W(r)

mit
1 ... chemische Potential
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Die Gross-Pitaevskii Gleichung beschreibt BECs sehr gut bei hinreichend tiefen Tem-
peraturen und ausreichender Teilchenzahl des Systems, wobei Effekte wie Austausch von
Teilchen bei geteilten Kondensaten oder einer Fragmentierung des Kondensats nicht be-
riicksichtigt werden.?

Alternativ zur Gross-Pitaevskii Gleichung werden zur Beschreibung von BEC heu-
te auch Quantum Boltzmann Master Gleichungen oder Varianten der Uehling-Uhlenbeck
Gleichung benutzt [5],[19].

3Fiir die Herleitung und Eigenschaften der Gross-Pitaevskii Gleichung siehe [13] und [12]
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Methode

Die hier vorgestellte Simulation ist als Matlab-Code verfasst und wurde an den Matlab-
Versionen 6.5, 2007a und 2008a getestet. Die Benennung der einzelnen Funktionen und
Dateien erfolgte entsprechend den Konventionen des zu Beginn iibergebenen Codes von
Prof. Dr. Ulrich Hohenester. Is sind folgende Dateien beteiligt:

schroedingertimeGP3D.m Ausfithrbare Datei. Fiihrt initialize_schmiedmayer3D.m aus und
berechnet die Zeitpropagation aufbauend auf dem Grundzustand. Legt die Ausgabeform und
-speicherung fest.

initialize schmiedmayer3D.m Berechnet den Grundzustand des Systems fiir das Potential v
bei A = 0.

vdw magnetic3D.m Beinhaltet function [v,vp] = vdw_magnetic3D(lambda). Ruft das ma-
gnetische Potential v ab bzw. berechnet die Verdnderung des Potentials vp abhingig von
einem zeitabhingigen Parameter .

vdw _schmiedmayer3D.m Beinhaltet function v = vdw_schmiedmayer3d (param) und function
[bi,g,brf,det,kappal = getparam(param). Berechnet das magnetische Potential v nach
realen Parametern fiir den verwendeten Atomchip.

units.m Definiert grundlegende Einheiten und Naturkonstanten.

Fiir die nihere Beschreibung wird die Simulation in die drei elementaren Teile Berech-
nung des Grundzustandes, Durchfiihrung der Zeitpropagation sowie Ausgabe und Speiche-
rung der Ergebnisdaten aufgeteilt. Das letzte Unterkapitel beschéftigt sich mit dem Bedarf
an Rechenzeit und Speicherplatz fiir die Berechnung.

3.1 Grundzustand

In der Datei initialize_schmiedmayer3D.m werden das rdumliche und zeitliche Intervall
und die Auflésung, sowie der Kopplungsfaktor g definiert.

Zur Berechnung des wechselwirkenden Grundzustands wird zuerst der Grundzustand
ohne Beriicksichtigung der Wechselwirkung der Teilchen untereinander, also fiir die klassi-
sche zeitunabhingige Schrodinger Gleichung, berechnet. Dafiir wird die Matrixdarstellung
des Hamiltonoperators H mit der Dimension N x N mit N = Tpoints * Ypoints * Zpoints aui-
gestellt. Ohne Wechselwirkung besteht der Hamiltonoperator aus einem kinetischen Anteil
L und einem potentiellen Anteil 1%

bzw. bei Benutzung von Einheiten, so dass h,m =1

10



KAPITEL 3. METHODE 11

108 109 11 141 142 143 144 135 116 147
x10°

Abbildung 3.1: (a) Struktur Matrixdarstellung des Hamiltonoperators (b) Detailausschnitt
im Bereich Hauptdiagonale.

A~

1 N
Die zweite Ortsableitung im kinetischen Anteil L wird im 1D Fall dabei approximiert
durch

2 Xr — 0% x xXr) — x
Autte) = zote) = I Tl o) —200E)

I

wobei die Anteile am Ort & jeweils in der Hauptdiagonale stehen. Die Erweiterung auf
den 2D und 3D Fall erfolgt dann sinngeméf. Der potentielle Anteil L besteht aus einer
Diagonalmatrix mit den Werten des Potentialfeldes V als BEintriige - L(i,4) = V (i).

Somit ergibt sich fiir den Hamiltonoperator H eine Struktur mit einem Grofteil Nullein-
trigen (Sparse-Matrix) und Ahnlichkeiten mit einer Triagonalmatrix (siche Abbildung 3.1).

Mit Hilfe von H liisst sich nun der Grundzustand durch Losung der Eigenwertgleichung

Hy(T) = Ey(T)

berechnen. E sind die Eigenwerte von H und ¢ die zugehorigen Eigenvektoren. Der
Eigenvektoren g zu dem algebraisch kleinstem Eigenwert ist der Grundzustand des Sys-
tems.

Aus dem nicht wechselwirkenden wird nun der wechselwirkende Grundzustand durch
imaginédre Zeitpropagation errechnet. Dazu wird das in Kapitel 3.2 vorgestellte Split-
Operator Verfahren fiir eine imaginére Zeit 7 = —it durchgefithrt und dabei nach jedem
Schritt auf [ |4 (Z)> dZ = 1 normiert. ¢ konvergiert dabei gegen den wechselwirkenden
Grundzustand. Als Abbruchkriterium fiir die Iteration wird hier der Absolutwert der sum-
mierten Differenz von 9o ney — %0,q1¢ mit einem Schwellenwert verglichen.

3.2 Zeitpropagation

Nach der Berechnung des Grundzustandes wird die Dynamik des BEC unter Verinderung
des Potentialfeldes berechnet.

Bei t = 0 entspricht das magnetische Potential einem anharmonischen Oszillator mit
einer Frequenz von ca. 2000 Hz in X- und Y-Richtung und ca. 20 Hz in Z-Richtung. Fiir die
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Abbildung 3.2: (a) Potential entlang X-Achse bei A =0,1/2,1 (b) Potential entlang X-,Y-
Achsen bei A = 1.

zeitliche Anderung wird ein von Lesanovsky et al. [8] vorgeschlagenes Potential, fiir eine
Struktur aus vier, von Gleichstrom durchlossenen Drihten auf einem Atomchip, verwendet.
Die Anderung des Potentials wird dabei durch einen Kontrollparameter \ gesteuert

Bfield =05+X-G

wobei A als Wurzelfunktion zwischen 0 und 1 definiert ist [7]. Abbildung 3.2 zeigt die
Anderung des magnetischen Potentials von A\ = 0 bis 1.
Die zeitliche Propagation der Wellenfunktion () ist gegeben durch

B(t) = e et g
mit dem wechselwirkenden Hamiltonoperator H,

R U
Ay = L+V+G=— A+ V) +glo(@)P

Fiir die weitere Berechnung wird in dieser Arbeit, fiir den potentiellen und den wechsel-
wirkenden Anteil, ein effektives Potential V,;s(z) = V + G = V(A) + g [¢)(Z)|? eingefiihrt.
Somit l&dsst sich

e—in(St _ 6—1L5t 6—iVeff6t + O(5t2)

mit einem maximalen Fehler proportional zu 62 annihern. Damit kann man die Zeit-
propagation schreiben als

Zur numerischen Berechnung wird der kinetische Anteil des Hamiltonoperators in seiner
Impulsraumdarstellung L; = ]“2—2 benutzt. Der Ubergang von () — (k) wird dabei durch
eine Fast-Fourier Transformation (FFT) erreicht. Die sich so ergebende Berechnungsform
der Zeitpropagation wird Split Operator Verfahren genannt:

k2 s
¢(x,t + 6t) = IFFT (el’é‘“ FET e~ Versty(a, t)D

mit
k ... Wellenvektor
FFT ...Fast-Fourier Transformation

IFFT ...Inverse Fast-Fourier Transformation
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Fiir die Beriicksichtigung des nichlinearen Anteils in V. rf betrachten wir folgende zwei
Eigenschaften der Wellengleichung. Da die Anteile des Hamiltonoperators aus unitdren
Matrizen bestehen, lasst sich die Kombination von LundV, ¢f alternativ auch symmetrisch
Aufteilen als

e Ot o —iVers G o—iLdt —iVesrs
Auferdem ist die Wellengleichung zu allen Zeitpunkten ¢ auf 1 normiert

IO = (e + 6)]° = 1

Durch die Normierungsbedingung geht in den nichtlinearen Anteil g |¢;|* nur die Phase,
also die zeitliche Fortschreitung von 1; ein. Der Betrag von |w|2 andert sich von Zeitschritt
zu Zeitschritt nicht. Damit lasst sich die wechselwirkende Wellengleichung gut dadurch
anndhern, dass der wechselwirkende Term immer um einen Zeitsschritt % versetzt bertick-
sichtigt wird

o0t o —iVesp(t468) G —iLSt —iVeps(t) %

Zusammenfassend ergibt sich die Berechnung der Zeitpropagation damit als:
1. Starte mit ¢ = 0. Definiere L mit Schrittweite 8¢ und ‘7eff mit Schrittweite %.
2. Berechne 9(t + 6t) = IFFT (L(t) FFT |Vors(t)u(t)] ).

3. Bestimme V(¢ + 6t) mit Hilfe von g [¢(t + 5t)[%.

4. Aktualisiere ©(t 4+ 0t) = Vesp(t + 0t) ¥(t + 6t).

5. Setzte t = t + 6t. Gehe zu Punkt 2.

3.3 Ausgabe

In schroedingertimeGP3D.m sind drei mégliche Ausgabearten vordefiniert. Es kann zwi-
schen einem 2D-Plot normal auf die X-, Y- oder Z-Achse mittels imagesc, einem entlang
definierter Ebenen geschnittenen 3D-Plot mittels splice oder einem 3D-Plot von Isoober-
flichen mittels isosurface gewéhlt werden. Alle Ausgaben sind auf dem Bildschirm und
wahlweise in eine .avi Datei moglich.

Es ist fiir alle Ausgabearten ratsam als erstes die Auflésung entlang aller drei Achsen zu
bestimmen. Die gewdhlte Auflésung bestimmt mafigeblich die dabei benétigten Resourcen
(siehe dazu Kapitel 3.4). Fiir einen 2D-Plot in X- und Y-Richtung ist zum Beispiel eine
deutliche geringere Auflosung entlang der Z-Achse notwendig als fiir einen Plot in X- und
Z-Richtung oder einer 3D Isooberfliche. Die Festlegung der Auflésung erfolgt in der Datei
initialize_schmiedmayer3D.m.

Generell ist fiir alle Ausgabearten das Plotten von /]i| voreingestellt. Dies wurde von
dem tibergebenen Code (siehe dazu Kapitel 1) beibehalten und ermoglicht eine deutliche
Darstellung von Verdnderungen. Fiir die Ausgabe von v, oder wie oft {iblich W|2 sind die
jeweiligen Plot-Befehle entsprechend zu dndern.

Fiir einen 2D-Plot muss fiir die Variabeln psiO_draw und psit_draw die Achse nor-
mal zur Schnittebene sowie die Lage der Schnittebene auf dieser Achse (Tiefe) definiert
werden. Des weiteren sollte die Fenstergrofe dem definierten Wertebereich der geplotteten
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Abbildung 3.3: Drei Ausgabearten des selben Bose-Einstein Kondensates. (a) 2D-Plot nor-
mal auf die Z-Achse bei zp4,/2, (b) 3D-Plot geschnitten in (0.35]/0.35/0.35) und (c¢) Isoo-
berfléche fiir /]| = 0.25.

Raumrichtungen angepasst werden. Der Farbbereich ist standardméfig fiir den Wertebe-
reich von 0 bis zum 1.1fachen des maximalen Absolutwertes von g definiert. Fiir den
Vergleich zweier BECs mit unterschiedlichen Verteilungen des Grundzustands sollte der
Wertebereich unabhingig von g festgelegt werden.

Bei einem 3D-Plot entlang geschnittener Ebenen sind vor allem die Schnittebenen sowie
die Plotgrenzen festzulegen. Das Definieren der Ebenen erfolgt direkt im plot Befehl, wobei
auch das Festlegen mehrerer, paralleler Ebenen normal zu jeder der drei Achsen mdoglich
ist.

Das Erzeugen einer Isooberfliche erfolgt tiber den Umweg eines patch. Neben dem
Festlegen diverser grafischer Parameter fiir die Oberflichenfarbe, Kantenform, Lichtpositi-
on, usw. ist hier nur der gewiinschte Absolutwert von /4, fiir den die Oberfliche gezogen
werden soll, anzugeben.

Abbildung 3.3 zeigt ein BEC zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ auf drei unterschiedliche
Ausgabearten.

Fiir das Ausgeben eines Filmes in eine .avi Datei ist nur das Kommentarzeichen % vor
der movie2avi Zeile zu entfernen und der gewiinschte Dateiname innerhalb der Anfiih-
rungsstriche einzugeben. Eine Komprimierung mittels dem cinepack-Packets ist voreinge-
stellt.

3.4 Resourcenbedarf

Der Bedarf an Arbeitszeit sowie an Haupt- und Arbeitsspeicher wird fast ausnahmslos von
der gewdhlten Auflosung in X-, Y- und Z-Richtung bzw. einer eventuellen Aufzeichnung
als Video bestimmt. Die Ausgabeart spielt dagegen kaum eine Rolle.

Fiir den maximalen Speicherbedarf sind hauptséchlich die drei Variablen ham, hamkin
und lap verantwortlich. Es handelt sich dabei um Sparse-Matrizen mit double Eintrigen
(siehe dazu auch Kapitel 3.1). Die quadratischen Matrizen haben die Dimension N x N mit
N = Zpoints - Ypoints * Zpoints Mit 3N Eintrige ungleich 0. Bei einer vergleichsweise niedrigen
Auflosung von Tpoints = 30, Ypoints = 10 und zpeints = 80 ergeben sich damit Sparse-
Matrizen mit einer Dimension von N x N = 24 000 x 24 000 und 72 000 spezifischen
Eintragen. Als Speicherbedarf bedeutet dies ca. 2.4 Mb je Matrix. Als Berechnungsraum
ist eine Box mit Tpor = 3, Ypor = +1 und zp, = £8 vordefiniert. Bei einer Auflésung von
Tpoints = 60, Ypoints = 20 und 2Zpeints = 160 betrdgt N bereits 192 000 und bei einer fiir
einen besseren 2D-Plot geeigneten Auflésung von zum Beispiel Zpoints = 300, Ypoints = 100
und Zpeints = 20 ergibt sich N bereits zu 600 000 mit 1 200 000 spezifischen Eintrégen mit
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rund 40 Mb je Matrix.

Fiir eine gewiinschte Speicherung eines .avi Film ist das Aufzeichnen aller notwendigen
Daten in einem Struct Array notwendig. Die Groke dieser Variabel ist von der Laufzeit
(vordefiniert sind 250 Zeitschritte) und dem Ausgabeformat abhéngig. Bei grofen Formaten
oder ldngeren Aufzeichnungen kann die mafigebende Variabel F eine Grofe von einigen
hundert Megabyte erreichen.

Der Bedarf an Rechenzeit bzw. Prozessorleistung wird zu einem Grofiteil durch die Be-
rechnung des Grundzustands bestimmt. Dieser benétigt durch die notwendige Berechnung
der Eigenwerte des Hamiltonoperators ham rund 60 — 70% der gesamten Prozessorleistung.
Daher ist es ratsam, fiir die Berechnung verschiedener Zeitpropagationen (zum Beispiel
durch unterschiedliche Verldufe von \) oder alternativer Ausgabeformen, einmal das voll-
stdndige Programm zu starten und in Folge den bereits berechneten Grundzustand g
wieder zu benutzen. Dies lésst sich einfach durch das Entfernen des Aufrufs der Datei
initialize_schmiedmayer3D.m erreichen.

Die Berechnung der Zeitpropagation samt Ausgabe der Grafik erfolgt selbst bei hohen
Auflésungen meist rasch genug, um die Dynamik am Bildschirm direkt mitverfolgen zu
kénnen. Auf einem PC mit Intel Core2 Duo 2.4 GHz Prozessor bendtigt, bei Tpoints =
30, Ypoints = 10 und zpoints = 80, die Berechnung des Grundzustandes ca. 17 s und die
grafische Ausgabe ca. 5 s. Bei Zpoints = 60, Ypoints = 20 und zpeines = 160 werden fiir den
Grundzustand ca. 112 s und fiir die Ausgabe ca. 43 s benétigt.



Kapitel 4

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden einige ausgewahlte Ergebnisse des im Rahmen dieser Bakkalau-
reatsarbeit vorgestellten Matlab Programmes, gezeigt. Die entsprechenden Filme im .avi
Format sind auf der beiliegenden CD zu finden. Fiir einige Ergebnisse wurde das Pro-
gramm um zusitzliche Ausgabearten oder Berechnungsmodis erweitert. Die meisten dieser
Erweiterungen liegen ebenfalls auf der beiliegenden CD vor.

4.1 Einfluss Kopplungsfaktor g

Der Kopplungsfaktor g beschreibt die Starke der interpartikularen Wechselwirkung des
BEC. Positive Kopplungsfaktoren g > 0 erzeugen dabei eine repulsive, negative g < 0
eine anziehende Wechselwirkung. Bei g = 0 entfallt die Wechselwirkung und die Gross-
Pitaevskii Gleichung wird zur linearen Schrédinger Gleichung.

Mit zunehmender Stirke von ¢ zeigt das BEC vermehrt ein pulsierendes Verhalten.
Das Kondensat beginnt im Ausgleich zwischen der abstofenden Wechselwirkung und dem
externen Potential leicht zu schwingen. Abbildung 4.1 zeigt vergleichend je sechs Schnitt-
bilder in der X-Y Achse bei z = 24, /2 mit ¢ = 0 und g = 10. Beide Reihen beginnen
hier bei t = 1 mit demselben (nicht wechselwirkenden) Grundzustand. Die Wechselwir-
kung nimmt damit erst durch die Zeitpropagation Einfluss. Fiir die zeitliche Entwicklung
wird die in Kapitel 3.2 beschriebene Verdnderung des anharmonischen Ausgangspotentials
in ein Doppelwellenpotential benutzt. Die Verdnderung von A = 0 bis 1 ist dabei in 25
Zeitschritte t geteilt, wovon die ersten 11 hier dargestellt werden.

In Zeitschritt t = 3 ldsst sich bei g = 10 beispielhaft gut die grofere Ausdehnung des
BEC entlang der Y-Achse erkennen. Im Laufe der Simulation unterliegt das BEC einer in
der X- und Y-Achse jeweils abwechselnden Expansion bzw. Kontraktion. Generell zeigt das
BEC mit stérkerem Kopplungsfaktor eine geringere Lokalisierung in Zentrum, was leicht
durch die gréfere innere Abstoffung erklarbar ist.

Bei negativen Kopplungsfaktoren ist das BEC stark lokalisiert und die Schwingungen
durch Teilung des Kondensats werden stark ged&dmpft. Ein Pulsieren wie bei positiven
Kopplungsfaktoren kann nicht beobachtet werden.

4.2 Wechselwirkender Grundzustand

Bei Berticksichtung der Wechselwirkung fiir die Berechnung des Grundzustandes, zeigen
sich einige der im vorhergehenden Kapitel beschriebenen Eigenschaften qualitativ bereits
bei wo.

16
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Abbildung 4.1: Schnittbilder der X-Y Achse mit g = 0 bzw. g = 10 bei Zwischenstufen von
t/\:() =1 und t)\zl = 25.



KAPITEL 4. ERGEBNISSE 18

|;:..1|:| G=:I
I-E _ _
I-lr. “ “

{=10 =20
i-z _ =

Abbildung 4.2: Schnittbilder der X-Y und X-Z Achsen mit ¢ = —10, g = 0, ¢ = 10 und
g = 20 bei t =1 (ohne einheitlichen Mafsstab).

Abbildung 4.3: Schnittbild der X-Z Achse bei g = 10 mit numerischem Fehler nach ca. 500
imaginéren Zeititerationen.

In Abbildung 4.2 sind vier wechselwirkende Grundzustdnde mit unterschiedlichem Kopp-
lungsfaktor jeweils als 2D Plot der X-Y und der X-Z Achsen gezeigt. Die Fallenfrequenz
in Z-Richtung betrigt hier 300 Hz. Auffillig ist die mit steigendem Kopplungsfaktor ste-
tig abnehmende Fliche sehr hoher Wellenzahlen v bei ungefihr konstantem, erkennbaren
Gesamtausmaf des BEC in den X-Y Schnitten. Bei den X-Z Schnitten lisst sich eine ent-
gegengesetzte Tendenz erkennen. Das BEC ist durch die Anordnung des Fallenpotentials
in X- und Y-Richtung ca. sieben mal so stark gefangen wie in Z-Richtung. Dadurch erfahrt
das Kondensat bei stark repulsiver Wechselwirkung in Z-Richtung weniger Widerstand und
breitet sich entsprechend leichter aus als in X- oder Y-Richtung.

Bei der Berechnung des wechselwirkenden Grundzustandes durch imaginire Zeitpro-
pagation kommt es durch die in jedem Zeitschritt stattfindenden Massenverluste und die
notwendige Normierung zu einem numerischen Fehler. Bei zu hiufiger Iteration kommt
es vor allem in Z-Richtung zu einer ungewiinschten Aufspaltung des Kondensats. Dieser
Effekt muss noch genauer untersucht werden. Abbildung 4.3 zeigt einen Schnitt entlang
der X-7Z Achsen nach ca. 500 Iterationen bei hoher Auflésung.
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t=19 =20 t=21 t=22 t=23

Abbildung 4.4: Tsooberfliache von /|¢| = 0.25 bei periodischer Auslenkung, g = 10.

4.3 Schwingende BECs

Zur Betrachtung unterschiedlich schwingender BECs werden konstante Potentialfelder ent-
lang verschiedener Achsen dynamisch verschoben. In allen Fillen dient ein harmonisches
Potential mit w, = w, = 2000 Hz und w, = 20 Hz bei einem Betrachtungsraum von
X={-3...43},)Y={-1...41} und Z = {-8... + 8} als Grundlage.

Durch die Verschiebung des Potentialfeldes beschleunigt das BEC in Richtung des ne-
gativen Gradienten bis es nach Uberschreitung des Potentialminimums wieder gebremst
wird und schlieflich umkehrt. Bei dieser Schwingung kommt es zu Verformungen des Kon-
densats, auch in Richtungen normal zur Bewegungbahn.

Abbildung 4.4 zeigt Isooberflichen von /[¢)] = 0.25 einer periodischen Auslenkung.
Das Potentialminimum bei ¢ = 1 befindet sich im Ursprung. Entlang der X-Achse wird
das Potentialfeld folgend in 50 Zeitschritten ¢ um exz, = r - sin(r) mit r = 0.40 und
v = {0...47} verschoben. Das BEC folgt dem Potentialminimum immer hinterher, so
dass es, je nach gewéhlter Geschwindigkeit der Sinusschwingung, teilweise das Minimum in
gegenldufiger Bewegung kreuzt. Dadurch entsteht ab gewihlten 47, also zwei kompletten
Sinusschwingungen, bei dem gewdhlten Potentialfeld kein regelméfig schwingendes Kon-
densat. Die dadurch entstehenden Beschleunigungswege sind somit vergleichsweise kurz
und die Verformungen relativ gering. Die gezeigten Ausschnitte zeigen die Verformungen
des Kondensats wiahrend der Verzégerung und dem neu beschleunigen in die entgegenge-
setzte Richtung zirka zur Hélfte der simulierten Zeitspanne. Es ldsst sich gut erkennen,
dass das BEC in realtiv symmetrischer und gedrungener Form von x = 0 kommt und
bis ca. x = 1 schwingt und dabei verzégert. Dort, bei t = 21, verjiingt sich die Form,
in X-Richtung stirker als in Y-Richtung und wéchst in Z-Richtung an. Bei dem darauf
folgenden Riickschwingen in Richtung x = 0 verformt es sich wieder ann&hernd zuriick.

Wiéhrend bei ¢ = 0 die Expansion und Reduktion in einer Richtung #dhnlich schnell
erfolgt, beschleunigen bzw. verzégern hohe Kopplungsfaktoren je nach Vorzeichen eine der
beiden Bewegungen. Bei zu hoher Geschwindigkeit der Sinusschwingung, also bei zu vielen
Schwingungen je Zeiteinheit, kann das BEC dem Potentialminimum nicht mehr entspre-
chend nachfolgen und in der Simulation beginnt das Kondensat ab ca. 87 zu zerfliefen.

In Abbildung 4.5 sind Isooberflichen bei einmaliger Auslenkung des BEC abgebildet.
Bei t = 1 und bei der Berechnung des Grundzustandes liegt hier das Potentialminimum bei
(—1,0,0) und bleibt ab ¢t = 2 konstant im Ursprung. Das BEC schwingt damit zwischen
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Abbildung 4.5: Isooberflache von /|| = 0.25 bei einmaliger Auslenkung, g = 10.

X = —1 und X = +1 regelmékbig, symmetrisch um den Nullpunkt. Durch den langen Weg
und die hohe Beschleunigung finden hier wesentlich stirkere Deformationen statt als beim
ersten Schwingungsbeispiel. Ab einer anfinglichen Ausmitte grofer 1.50 erfihrt das BEC
eine so starke Ausdehnung in eine Dimension, dass der gew&hlte Beobachtungsraum nicht
ausreicht es vollstandig darzustellen bzw. versagt die Simulation aufgrund der periodischen
Randbedingungen.

Bei langer Beobachtungsdauer bleibt bei jeder Schwingung ein etwas groferer Teil des
BEC néher beim Nullpunkt zuriick, bis das Kondensat iiber den Bereich aufgeteilt ist und
ein immer geringerer Teil innerhalb des Kondensats schwingt. Ein niederer oder negativer
Kopplungsfaktor beschleunigt diesen Prozess, wihrend ein hoher, positiver Faktor ihm
entgegen wirkt.

4.4 Anderung in Z-Achse

In Kapitel 4.3 wurden Schwingungen entlang der Z-Achse beobachtet, welche durch An-
regungen entlang der X- oder Y-Achse entstanden sind. Diese Schwingungen kénnen in
Isooberflachen oder Splices nur ungefdhr geschitzt werden oder bei einem 2D Plot in der
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Abbildung 4.6: Integral {iber die X- und Y-Achse gegen 7Z Aufgetragen. Schwingung bei
einmaliger Auslenkung, g = 10.

X-Z oder Y-Z Achse nur an einem Schnittbild erkannt werden.
Fiir eine exaktere Beurteilung des Verhaltens entlang einer Achse ist es sinnvoll zum
Beispiel die Summe Sxy iiber die X- und Y-Achse gegen 7 aufzutragen. Hierbei ist

+y,+x
SXy(z):// ! Y(x,y,z) dedy

—Y,—z

Abbildung 4.6 zeigt eine entsprechende Grafik fiir die im vorigen Kapitel vorgestellte
Schwingung mit einmaliger Auslenkung. Die Verdnderungen entlang der Z-Achse nehmen
hier mit fortlaufender Zeit stetig zu. In der Abbildung ist gut zu erkennen, dass die stérks-
ten Verdnderungen nahe bei Z=0 stattfinden. Ab |Z| > 4 sind nur mehr unwesentliche
Verdnderungen zu erkennen. Es wird darauf hingewiesen, dass hier, wie in allen zuvor
gezeigten Grafiken, immer +/[¢] geplottet wird. Bei einer Darstellung von |¢| oder ||
wiirden sich die Verdnderungen entsprechend weniger stark zeigen.

Fiir das in Kapitel 3.2 vorgestellte Doppelwellenpotential entspricht die Grafik jener der
hier gezeigten Schwingung, jedoch als glatte Kurve ohne die hier beobachteten, kleineren
Storungen. Das Ergebnis &hnelt einem halben Kosinusbogen mit wechselnder Amplitude.
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4.5 Vergleich 1D, 2D, 3D

Grundlage fiir die Entwicklung der hier vorgestellten BEC Simulation in 3D, war ein 2D
Programm von Prof. Dr. Ulrich Hohenester, Karl-Franzens Universitdt Graz (siehe dazu
Kapitel 1). Da es in der 3D Version moglich ist 2D Schnittbilder zu plotten, kénnen die
Ergebnisse der beiden Simulationen sehr einfach verglichen werden. Zusétzlich wurde eine,
auf der selben Berechnungsart aufbauende, 1D Version der Simulation erstellt.

Abbildung 4.7 zeigt vergleichend die 2D (bzw. 1D) Plots bei Anwendung des in Ka-
pitel 3.2 beschriebenen Doppelwellenpotentials mit Kopplungsfaktor ¢ = 10 und nicht
wechselwirkendem Grundzustand. Durch die unterschiedliche Anzahl an Dimensionen ist
der Kopplungsfaktor der Simulationen jedoch nicht exakt zu vergleichen. Generell zeigt
sich eine gute Ubereinstimmung. Die unterschiedliche Farbskalierung riihrt hier von der
absoluten Definition des maximalen Farbwertes. Ublicherweise ist der Maximalwert jeweils
mit 1.10 - max(|t)g|) festgelegt. Zum besseren Vergleich der Absolutwerte ist hier der auf
diese Art berechnete Maximalwert der 2D Simulation auch als Fixwert in der 3D Simula-
tion benutzt worden. In der 3D Simulation treten also tendenziell hohere Absolutwerte auf
als bei der 2D Simulation.

Auffallend ist, dass sich hohe positive oder negative Kopplungsfaktoren stirker auswir-
ken je weniger Dimensionen die Simulationen berticksichtigt. Bei weniger Dimensionen gibt
es weniger Richtungen in denen kurzfristige Verformungen entlang einer Achse ausgegli-
chen werden kénnen. Die notwendige Deformation entlang der verbleibenden Dimensionen
steigt entsprechend. Dies ist sehr gut in den zugehdrigen Videos der beiliegenden CD zu
erkennen.
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Abbildung 4.7: Vergleich von Schnittbildern in der X-Y Achse (bzw. X-Achse) bei 3D, 2D
und 1D Berechnung, g = 10.



Kapitel 5

Conclusio

Ziel dieser Bakkalaureatsarbeit ist das Programmieren einer drei dimensionalen Simulati-
on von Bose-Einstein Kondensaten mittels der Gross-Pitaevskii Gleichung in Matlab. Das
Programm baut auf einer, mit kleineren Einschrinkungen, funktionsfihigen zwei dimensio-
nalen Simulation auf. Die Losung der Gross-Pitaevskii Gleichung erfolgt dabei durch ein
Split Operator Verfahren. Die Simulation soll fiir weitere Projekte der Gruppe AtomChip
um Herrn Prof. Dr. J. Schmiedmayer verwendet werden, weshalb als dynamisches Potential
meist ein von der Gruppe vorgegebenes Doppelwellenpotential benutzt wird.

Da zur Evaluierung der Korrektheit der Ergebnisse keine experimentellen Daten zur
Verfiigung stehen, dient diesbeziiglich ein Vergleich mit der urspriinglichen, zwei dimen-
sionalen Simulation sowie mit den grundsitzlichen physikalischen Erwartungen iiber das
Verhalten des BEC. Ein Teil dieser gezogenen Vergleiche sind in Kapitel 4 vorgestellt.

Am einfachsten zu beurteilen ist der in Kapitel 4.5 gezeigte Vergleich mit der zwei- und
der zusétzlich programmierten ein-dimensionalen Simulation. Grundsétzlich zeigt sich hier
eine sehr gute Ubereinstimmung der dynamischen Entwicklung aller drei Systeme. Die vari-
ierenden Absolutwerte und der ungleich starke Einfluss der Kupplungskonstante lassen sich
dabei gut durch die zusétzlichen rdumlichen Ausgleichsmdglichkeiten durch jede weitere,
zur Verfiigung stehende Dimension erkldren. Dies steht im Einklang mit der Beobachtung,
dass sich selbst bei kleinen Schwingungen, wie sie durch die Teilung des Kondensats in
dem gegebenen Doppelwellenpotential auftritt, eine leichte Anregung entlang der Z-Achse
zeigt (siehe Kapitel 4.4).

Die Beurteilung an Hand der physikalischen Erwartungen ist schwieriger. Der Finfluss
der Kupplungskonstante, sowie die Verdnderungen durch die neu hinzu programmierte
Méglichkeit die Wechselwirkung in der Berechnung des Grundzustandes zu beriicksich-
tigen, stimmen gut mit den theoretischen Annahmen iiberein. Auch das Verhalten bei
starkeren Schwingungen und grofen Beschleunigungen entspricht den Erwartungen (siehe
Kapitel 4.1, 4.2 und 4.3). Eine kleine Unsicherheit besteht bei der Anderung der rium-
lichen Ausdehnung in Z-Richtung zwischen wechselwirkendem und nicht wechselwirken-
dem Grundzustand bei hoher Kupplungskonstante und Potentialfeldern mit sehr geringer
Fallenfrequenz in Z-Richtung. Hier kann es bei extremen Werten und positivem Kupp-
lungsfaktor zur Aufteilung des Kondensates in Z-Richtung kommen. Eine entsprechende
experimentelle Uberpriifung wire hier sehr interessant.

Alles in allem scheint die Simulation gut zu entsprechen und Ergebnisse in Uberein-
stimmung mit dem bereits bewdhrten 2D Programm zu zeigen. Die letzte Bestitigung kann
jedoch erst durch den Vergleich mit experimentellen Messdaten erfolgen.

Fiir die sinnvolle Anwendung mit akzeptablen Auflésung ist unbedingt eine sehr gute
Hardware mit grofem Hauptspeicher erforderlich. Die Anforderungen an das System, vor
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allem fiir die Berechnung des Grundzustandes durch die Bestimmung der Eigenwerte ei-
ner Matrix mit mehreren Milliarden Eintrigen bereits bei einer mittleren Auflésung, sind
enorm. Die fertige Simulation mit diversen Anpassungen an die in Kapitel 4 vorgestellten
Situationen ist auf der Daten CD enthalten. Das Anpassen an die jeweiligen Problemstel-
lungen kann groften teils durch auskommentieren bzw. aktiv setzen fertig vorhandener und
auskommentierter Befehlszeilen erfolgen.



Anhang A

Inhalt CD

Auf der beiliegenden Daten CD ist diese Bakkalaureatsarbeit im .pdf Format sowie alle
fiir die hier prasentierten Ergebnisse benotigten Matlab-Codes enthalten. Zusétzlich sind
in den Verzeichnissen Demo Bilder und Demo Videos diverse Ausgaben der benutzten
Simulationen im .jpg und .avi Format gespeichert.

Die Matlab-Codes sind auf mehrere Verzeichnisse aufgeteilt, wobei folgender Zusam-
menhang besteht:

Kapitel 4.1 .. .Matlab\Standard - GP3D

Kapitel 4.2 ... Matlab\Wechselwirkender Grundzustand

Kapitel 4.3 ... Matlab\Schwingungen - periodische Auslenkung
Kapitel 4.3 ...Matlab\Schwingungen - einmalige Auslenkung
Kapitel 4.4 ... Matlab\Summe iiber 2 Achsen

Kapitel 4.5 ...Matlab\Vergleich 1D, 2D, 3D
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