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Kapitel 1

Funktionenriaume

1.1 Vektorraume

Die Funktionalanalysis ist in einem gewissen Sinn die Vereinigung der linearen Algebra mit
der Analysis. Aus der linearen Algebra kennen Sie endlichdimensionale Vektorraume, lineare
Abbildungen, Matrizen und Eigenwertprobleme. Die Analysis dreht sich um Funktionen und
deren Eigenschaften wie z.B. Differenzierbarkeit und Integrabilitit. Die Funktionalanalysis
beschiftigt sich mit unendlichdimensionalen Vektorrdumen, deren Elemente Funktionen sind.
Differenzial- und Integraloperatoren, die auf Funktionen wirken, sind dann lineare Abbildun-
gen und koénnen ebenso durch (unendlichdimensionale) Matrizen beschrieben werden, die auf
Vektoren wirken, und Differenzialgleichungen werden zu Eigenwertproblemen.

Waéhrend sich Konzepte wie lineare Unabhéngigkeit, Orthogonalitdt, Skalarprodukt und
Norm sofort auf unendlichdimensionale Vektorrdume iibertragen lassen, stoflen wir in der
Funktionalanalysis auf neue Probleme: wihrend wir es bei endlichdimensionalen Vektorrdum-
en mit endlichen Summen zu tun haben, sind es bei unendlichdimensionalen Vektorrdumen
unendliche Summen (d.h. Reihen) — somit miissen wir uns in letzterem Fall immer auch die
Konvergenzfrage stellen. Betrachten wir als Beispiel fiir einen endlichdimensionalen Vek-
torraum den R™. Ein Element « € R"™ kénnen wir durch seine Komponenten x; ausdriicken,
und wir konnen den Betrag |z| des Vektors bilden:

I

T2
€Xr = . s |Qj| =

(1.1)

Tn

Was passiert nun aber fiir n — oo? In diesem Fall miissten wir die Konvergenz der Partial-
summen » . ; xf untersuchen, um festzustellen, ob der Betrag auch tatséichlich existiert:

|| = lim
n—oo

Unendlichdimensionale Vektorrdume sind daher ungleich reichhaltiger und komplizierter.



2 Funktionenriume

Vektorraum. Auch wenn Sie den Begriff des Vektorraums bereits kennen, wollen wir ihn
sicherheitshalber wiederholen, da er fiir alles Weitere eine zentrale Rolle spielt:

DEFINITION. Ein Vektorraum V iiber einem Koérper K (R oder C) ist eine Menge, auf
der eine Addition + : V x V — V sowie eine Skalarmultiplikation - : IX x V — V definiert
sind. Dabei erfiillt die Addition folgende Eigenschaften (Vz,y,z € V):

(i) Assoziativitdt: (z+y)+z=x+ (y + 2)

(ii) Kommutativitit: z +y =y +x

(iii) Existenz eines neutralen Elements 0 € V, sodass x + 0 = =

(iv)
(In anderen Worten, V bildet eine Abelsche Gruppe beziiglich der Addition.) Die Skalarmul-
tiplikation erfiillt folgende Eigenschaften (Vz,y € V und A, p € K):
(i)
(i)
(iii)

)

(iv

Existenz eines inversen Elements (—xz) € V, sodass z + (—x) =0

Az +y) = Ax + Ay,
A+ p)z = Az + pe,
(M) = A(pz),

lx =

“Vektoren” sind also lediglich Objekte, die wir miteinander addieren und mit (reellen oder
komplexen) Zahlen multiplizieren kénnen — von einer Linge oder Richtung ist hier noch keine
Rede. Diese Definition ist so allgemein, dass sie sofort auf Funktionen angewandt werden kann.
Einige Beispiele fiir hdufig verwendete Funktionenrdume sind:

m Der Vektorraum Fla,b] der reell- bzw. komplexwertigen Funktionen auf dem reellen
Intervall [a,b] C R:

Fla,b] :={f|f:[a,b] CR =K}, mit K=RoderC. (1.3)

Die Vektoraddition h = f + ¢ (mit f,g,h € F) ist dabei punktweise erklirt, d.h.
h(z) = f(x) 4+ g(z) Yz € [a,b]. Wir benutzen also die Addition der Funktionswerte
in K, um die Addition fiir die Vektoren in F zu erkldren. Dasselbe gilt fiir die Ska-
larmultiplikation h = A\f (f,h € F und X € K): h(z) = A\f(xz) Yz € [a,b]. Man sieht
hier auch die Analogie zu endlichdimensionalen Vektoren im R™ bzw. C", bei denen die
‘Funktionswerte’ eines Vektors f seine Komponenten f; € R bzw. Csind (i = 1,...,n).
Bei einer Funktion im unendlichdimensionalen Vektorraum wird der diskrete Index ¢
zum kontinuierlichen ‘Index’ z und die Komponenten f; zu den Funktionswerten f(x).

m Der Vektorraum C|a, b] der reell- bzw. komplexwertigen und stetigen Funktionen auf
dem Intervall [a,b] C R:

Cla,bl :={f|f:[a,b] C R — Kund f stetig} . (1.4)

C'la, b] ist beziiglich der punktweise erklérten Vektoraddition und Skalarmultiplikation
ebenfalls ein Vektorraum und ein Unterraum von Fla, b].
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Der Vektorraum C™ (D) der m-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf D, wo-
bei D eine Teilmenge der reellen Zahlen R™ bezeichnet. (Zur Erinnerung: m-fach stetig
differenzierbar bedeutet, dass die Funktion m-fach differenzierbar ist und die m-te Ab-
leitung stetig ist, denn die Stetigkeit der ersten m — 1 Ableitungen folgt bereits aus der
Differenzierbarkeit.)

Der Vektorraum C*°(D) der glatten, d.h. beliebig oft stetig differenzierbaren Funktio-
nen auf D.

Der Vektorraum C{* (D) der m-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf D mit einem
kompakten Trager, d.h. die nur auf einer beschrinkten, abgeschlossenen Teilmenge
von D ungleich Null sind.

Der Vektorraum C§°(D) der glatten Funktionen auf D mit einem kompakten Trager.

Der Schwartz-Raum S der Funktionen € C*, die gemeinsam mit allen ihren Ab-
leitungen im Unendlichen schneller verschwinden als jede Potenz. Typische Beispiele
sind exponentiell abfallende Funktionen der Art e=” Die Schwartz-Funktionen wer-
den spiiter eine wichtige Rolle bei Distributionen spielen, denn mit ihrer Hilfe lassen
sich Delta- und Stufenfunktionen differenzieren. Es gilt auch C§° C S C C°.

1.2 Metrik und Norm

Metrik. Wir wollen die oben definierten Vektoren nun schrittweise mit weiteren Eigenschaf-
ten versehen, um auch die Konzepte von Lénge und Richtung erfassen zu kénnen. Dazu
gehen wir zunéichst einen Schritt zuriick und fithren den Begriff des Abstands ein. Eine mini-
male Forderung an einen Funktionenraum ist die Existenz einer Metrik, die es uns erlaubt,
Absténde zu messen. Dazu bendtigen wir noch keine Vektorraum-Struktur, denn eine Metrik
kann fiir beliebige Mengen definiert werden:

DEFINITION. Ein metrischer Raum ist eine Menge X mit einer Abbildung (Metrik)
d: X x X — R, die jedem geordneten Paar (z,y) von Elementen aus X eine reelle Zahl

d(z,y

mit folgenden Eigenschaften zuordnet (Vz,y,z € X):
) > 0 (Nichtnegativitét)

) =0 & z =y (Eindeutigkeit)

) = d(y,x) (Symmetrie)
)

QU . 2 a

Tatséchlich kann (i) weggelassen werden, denn die Nichtnegativitét folgt bereits aus den
anderen drei Eigenschaften:

iii (iv) ii
(da,) +dey) D L (w0 +dly ) 2 L) Do @)

1
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doo(f,9) £(z)

dl(fag)

= 8

dy(z,y) =9 deo(z,y) =5

a b
F1G. 1.1: Beispiele fiir die Manhattan-Metrik (p = 1) und Maximum-Metrik (p = o) im
Raum R? bzw. Cla, b]

Das sind alles naheliegende Forderungen, die man von einem Abstandsbegriff erwarten
wiirde: Abstédnde sollen nicht negativ sein; aus (ii) folgt d(x,z) = 0; die Symmetrie (iii)
ist sinnvoll, da bei einem geordneten Paar (z,y) die Reihenfolge eine Rolle spielt; und die
Dreiecksungleichung (iv) ist eine plausible Forderung als Verallgemeinerung aus dem R™ (und
typischerweise auch jene Eigenschaft, die am schwierigsten zu beweisen ist). Einige Beispiele
fiir metrische Rdume sind:

m Der Raum X = R" mit den p-Metriken:

n 1/p
dp(z,y) = (Zm —yi!p> : (1.6)
=1

Der Fall p = 1 liefert die sogenannte Manhattan-Metrik (auch Taxi-Metrik genannt).
p = 2 entspricht der iiblichen Euklidischen Metrik ds(x,y) = | — y| als Betrag der
Differenz zweier Vektoren. Der Grenzfall p — oo fithrt auf die Maximum-Metrik,
die auch Tschebyschev- oder (in zwei Dimensionen) Schachbrett-Metrik genannt wird,
siehe Fig. 1.1:

doo(z,y) = max |zi — il . (1.7)

Verschiedene Abstandsbegriffe fiihren somit auch zu verschiedenen Geometrien.
m Ein Beispiel fiir einen Funktionenraum ist X = C|a,b], der Raum der stetigen, re-

ellwertigen Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b]. Auch hier kann man
verschiedene p-Metriken definieren (siehe Fig. 1.1):

b 1/p
dy(f. 9) = / dr|f(z) — g@)P | . (18)

dy(f, g) ist die Flidche zwischen den Funktionen f und g, da(f, g) die Verallgemeinerung
der Euklidischen Metrik, und die Maximum-Metrik

dolf.9) = mas |(z) — g(a) (19)

)

entspricht dem Maximalwert der Differenz zwischen den beiden Funktionen.
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m Die diskrete Metrik ist definiert durch d(z,y) = 0 fir z = y und d(x,y) = 1 fur
x # y. Zum Beweis der Dreiecksungleichung d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) unterscheidet
man zwei Félle: Fiir x = z ist die Ungleichung erfiillt. Fiir z # z muss y # x oder y # 2
gelten, da y nicht gleichzeitig mit zwei verschiedenen Elementen tibereinstimmen kann,
womit die Ungleichung ebenfalls erfiillt ist.

Nicht alle in der Physik wichtigen Rdume sind metrische Rdume, z.B. besitzt der Minkowski-
raum der speziellen Relativitdtstheorie keine Metrik im eigentlichen Sinn, da die Minkowski-
“Metrik” auch imagindre Werte annehmen kann (raumartige Abstéinde) und d(z,y) = 0 fiir
x # y erlaubt ist (lichtartige Absténde).

Vollstindigkeit. Die Existenz einer Metrik, mit der wir ein Maf} fiir die ‘Néhe’ eingefiihrt
haben, reicht bereits aus, um die Konvergenz von Folgen zu untersuchen und den Begriff
der Vollsténdigkeit zu definieren. Als Grenzwert einer Folge f1, fo, ..., fn,... von Elementen
eines Raumes wiirde man anschaulich einen Vektor f verstehen, von dem sich die f,, immer
weniger “unterscheiden”. Dazu muss man den Begriff “unterscheiden” quantifizieren, was eben
durch die Metrik bewerkstelligt wird. Damit es einen solchen Grenzwert gibt, ist sicher auch
notwendig, dass sich die f, untereinander immer weniger unterscheiden. Das fithrt auf den
Begriff der Cauchy-Folge (nach dem franzosischen Mathematiker Augustin-Louis Cauchy,
1879-1857): Cauchy-Folgen sind solche Folgen, deren Elemente sich (beziiglich der Metrik d)
beliebig nahe kommen.

DEFINITION: Sei X ein metrischer Raum mit Metrik d und (f,)52; eine Folge von Ele-
menten f, € X.

m Die Folge (f,)72; heiit Cauchy-Folge, wenn

Ve>0 I N(e)eIN: d(fn, fm) <€ ¥Ymn,m> N(e). (1.10)

m [ € X heiBt Grenzwert der Folge (f,)22, wenn

Ve>0 IN(e)eIN: d(fn,f) <e Vn>Nl(e). (1.11)

m Hat eine Folge (f,,)02; mit f, € X einen Grenzwert f € X, heifit sie konvergent,
ansonsten divergent.

Eine Folge von Objekten f,, konvergiert also gegen den Wert f, wenn die numerische Folge
d(fn, f) nach Null strebt. Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Folge ist,
dass sie eine Cauchyfolge ist. Allerdings ist nicht jede Cauchyfolge auch konvergent, denn der
Grenzwert muss nicht im Raum liegen — typische Beispiele sind Folgen von rationalen Zahlen,
deren Grenzwerte keine rationalen Zahlen sind, z.B.

1 n
lim <1+> —e. (1.12)
n—oo n

Wenn eine Cauchyfolge einen Grenzwert hat, ist er aber eindeutig — géibe es némlich mehrere
Grenzwerte f und f, wére ihr Unterschied Null: d(f, f) < d(f, fn) + d(fn, f) < €1 + €2.
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Mathematisch besonders bequem sind Réume, in denen die Existenz eines Grenzwerts von
Cauchyfolgen gesichert ist. Das fiihrt auf folgende Definition:

DEFINITION: Ein metrischer Raum X mit Metrik d(x,y) heifit vollstéindig, wenn in ihm
jede Cauchyfolge konvergent ist.

Im Gegensatz zu den rationalen Zahlen @ sind die reellen Zahlen R vollstdndig, da jede
Cauchyfolge in R auch einen Grenzwert aus R besitzt (auf dieser Tatsache beruhen wesent-
liche Aussagen der Analysis). Dasselbe gilt auch fiir die komplexen Zahlen. Die Konvergenz
einer Folge und die Vollstandigkeit eines Raumes hingt von der jeweiligen Metrik ab — Funk-
tionenfolgen kénnen beziiglich einer Metrik konvergent sein, beziiglich einer anderen Metrik
aber divergent (Beispiele folgen weiter unten).

Norm. Wihrend der Abstandsbegriff fiir beliebige Mengen eingefiihrt werden kann, benttigt
ein Ldngenbegriff bereits die algebraische Struktur eines Vektorraums, dessen Elemente wir
addieren und mit Skalaren multiplizieren kénnen:

DEFINITION: Ein normierter Raum ist ein Vektorraum V iiber einem Kérper K (R oder
C) mit einer Abbildung (Norm) || ||: V — R, z — ||z||, die jedem Element z € V eine
reelle Zahl mit folgenden Eigenschaften zuordnet (Va € V, A € K):
(i) ||z|]| > 0 (Nichtnegativitét)
(ii) ||z|| =0 < z =0 (Eindeutigkeit)
(iii) |[Az|| = |A|||z]| (absolute Homogenitét)
)

(iv) [lz +yl| < |lz|| + [|ly|| (Dreiecksungleichung)

Auch hier sind einige der Eigenschaften redundant, denn die Forderungen ||z|| =0 = = =0
sowie (iii) und (iv) geniigen: aus A = 0 in (iii) folgt x = 0 = |[|z|| = 0; aus A = —1 folgt
|| = z|| = ||z||; und mit y = —z in (iv) folgt ||z|| > 0.

Ein normierter Raum ist gleichzeitig ein metrischer Raum, denn die Norm ‘induziert’ eine
Metrik

d(z,y) = [lz —yll. (1.13)
Umgekehrt gilt das nicht immer, denn aus einer Metrik folgt nicht automatisch eine Norm:
ein metrischer Raum muss kein Vektorraum sein, und ||z|| = d(z, 0) erfiillt nicht zwangslaufig

alle Eigenschaften einer Norm wie z.B. die Homogenitét (etwa bei der diskreten Metrik).
Die p-Metriken in (1.6-1.7) und (1.8-1.9) gewinnt man aus der jeweiligen p-Norm bzw.
Maximumsnorm im R" oder C" bzw. im Raum C|a, b] der iiber [a, b] stetigen Funktionen:

n 1/p
m z€R"bzw. C": ||z]], = (Z |xi|p> : ||| |0 = miax|g;i| (1.14)
i=1

b 1/p

erecltls W= { [alf@p) o Ilke = max i) (113)

a
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Natiirlich spielt auch bei normierten Rdumen das Kriterium der Vollstédndigkeit eine zen-
trale Rolle, deswegen trifft man die nach dem polnischen Mathematiker Stefan Banach (1892—
1945) benannte Definition:

DEFINITION: Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum, d.h. ein normierter
Raum, in dem jede Cauchyfolge beziiglich der induzierten Metrik d(x,y) = ||z — y|| einen
Grenzwert besitzt.

Finige Beispiele fiir Banachrdume sind:
m Der R” oder C" mit Elementen z = (1 ...2,) und Norm ||z|]s = /> i |zi]?

m Der Folgenraum /(7 ist die Menge der reellen oder komplexen (K = R oder C) unend-
lichen Folgen, die “p-summierbar” sind (mit p > 0):

w = {x = (2)2, ‘ z; € K und i lz4|P < oo}. (1.16)
=1

Er ist ein Banachraum beziiglich der p-Norm (zum Beweis siehe z.B. [Wei00]):

[e¢) 1/p
||llp := (Z !%‘!”) - (1.17)
i=1

Die Elemente dieses unendlich-dimensionalen Vektorraums sind Folgen, z.B. gilt fiir die
harmonische Folge z = (1/i)5°, € (P fiir p > 1, da die Norm ||z||,, durch die harmonische
Reihe definiert wird und diese fiir p < 1 nicht mehr konvergiert. Ein wichtiger Spezi-
alfall ist der Hilbertsche Folgenraum ¢? der quadratsummierbaren Folgen mit der
Norm ||z||2. Nach dem Satz von Fischer-Riesz ist jeder unendlichdimensionale separable
Hilbertraum zu ¢? isomorph (mehr dazu spéter).

m Die Lebesgue-Ridume L”(a,b) der in p-ter Potenz integrierbaren und reell- oder kom-
plexwertigen Funktionen (K = R oder C) auf dem Intervall (a,b) C R,

b

LP(a,b) = {f ‘ fia,) CR - K und /da:f(a:)]p < oo}, (1.18)

sind Banachrdume beziiglich der p-Norm

b 1/p

17l = | [asis@r] . (1.19)

a

Hierbei ist das Lebesgue-Integral gemeint; d.h. eigentlich besteht der Raum LP(a, b) aus
Aquivalenzklassen von Funktionen mit derselben Norm, die sich nur auf einer Menge
vom Maf} Null unterscheiden, und diese werden miteinander identifiziert. Ein Spezialfall,
dem wir noch &fters begegnen werden, ist der Raum L!(a,b) der absolut integrablen
Funktionen. Insbesondere wichtig fiir die Quantenmechanik ist der Raum L?(a,b) der
quadratintegrablen Funktionen; er ist ein Banachraum beziiglich der Norm || - ||2.
Die im Raum LP(a,b) mit der Norm || - ||, giiltige Dreiecksungleichung tragt auch den
Namen Minkowski-Ungleichung.



8 Funktionenriume

m Der Raum Cfa, b] der stetigen Funktionen mit der Norm ||f||2 = \/f; dx | f(x)|? ist

nicht vollstédndig und somit kein Banachraum.

Um das zu zeigen, miissen wir nur eine Cauchyfolge von Funktionen f,, € Cla, b] finden, die nicht gegen
eine stetige Funktion konvergiert. Betrachten wir als Beispiel das Intervall [a, b] = [—1, 1] und die Folge
(siehe Fig. 1.2)

0 “1<z< -2
fa@) =< 3(1+nz) —-i<az<i (1.20)
1 <<t

n -

Man kann leicht zeigen, dass das eine Cauchyfolge ist:

1/n

(Nfn — me2)2 = /dac (fn(x) — fm(ﬂc))2 "Em 2 / dx <1 — % 1+ nac))
i 0 (1.21)

L R e e |
/d:r(l nx) —2( n)?)(l nx)
0

Die Ungleichung ist aus Fig. 1.2 unmittelbar klar. Wihlen wir nun N. = 1/(6€?) fiir ein beliebiges ¢,
dann gilt Vn,m > Ng:

0 6n

DN | —

1 2

=€ = an_me2§54 (1.22)

(||f7L_f’rrL||2)2§ S

1
6mn 6N,

Die Folge ist also eine Cauchyfolge. Thr Grenzwert ist allerdings keine stetige Funktion € C[—1,1],
sondern die Stufenfunktion

flz) =

{0 -1< <0, (1.23)

1 O<ax<l1.

Beziiglich der Maximumsnorm ||f||cc = max,e[qp |f(7)] ist der Raum Cfa,b] allerdings
vollstéindig und somit ein Banachraum! Konvergiert ndmlich eine Folge stetiger Funktionen
fn € Cla,b] auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] gleichmiflig gegen f, ist f stetig. Das
Kriterium der gleichméfligen Konvergenz entspricht gerade der Maximumsnorm:

i ([fo — flleo = Jim max [fu(2) — f(x)] = 0. (1.24)

00 z€a,b]

Anschaulich bedeutet das, dass sich die Graphen von f,(z) auf dem Intervall [a, b] gleichm&Big
dem Graphen der Grenzfunktion f annihern. Dazu betrachtet man einen “e-Schlauch”, d.h.
einen Parallelstreifen f(x) —e < y < f(x) 4+ € der Dicke 2¢ (Fig. 1.2). Die gleichméBige
Konvergenz kann man dann so ausdriicken: Fiir jedes € > 0 existiert ein N, sodass fiir alle
n > N, der Graph von f,,(z) innerhalb des e-Schlauchs liegt.

Der Vollstéindigkeitsbeweis erfolgt so: Seien x,p € [a,b] und € > 0. Eine Funktion f ist stetig am Punkt p,
wenn zu jedem € ein § > 0 existiert, sodass fiir alle x mit |z — p| < § gilt: |f(z) — f(p)| < e. Betrachten wir
jetzt irgendeine Folge (f.) stetiger Funktionen, die gleichméBig gegen einen Grenzwert f konvergiert. Dann

gibt es zu jedem e ein N, sodass die Funktion f,, fiir geniigend grofie n > N¢ im e-Schlauch um f liegt, d.h.
| fn(z) — f(x)] < € fiir alle z und n > Ne. Jetzt konnen wir die Dreiecksungleichung anwenden:

[f (@) = f(P)] < |f (@) = fo(@)| + | fn(@) = fo(P)| + | fn(p) — F(p)] < 3e. (1.25)

<e <e <e

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet fiir ¢ — 0, weil f, eine stetige Funktion ist, und die beiden
anderen Terme verschwinden wegen der gleichméfligen Konvergenz. Somit muss auch f eine stetige Funktion
sein. C'[a, b] ist also ein Banachraum beziiglich der Maximumsnorm.
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A A
fm() fa(z)

3=
S|

F1G. 1.2: Links: Cla, b] ist kein Banachraum beziiglich ||-||2. Rechts: gleichméfiige Konvergenz

Das ist das typische Schema, nach dem Vollstindigkeitsbeweise verlaufen: sei f,, € V und
(frn) irgendeine Cauchyfolge, die gegen ein Element f konvergiert, also lim,,_,~ || fn — f|| = 0.
Wenn man dann aus den Eigenschaften des Raumes V (z.B. Stetigkeit) und der Norm (z.B.
Maximumsnorm) zeigen kann, dass auch f € V, hat man die Vollstdndigkeit bewiesen.

Was ist dann mit der Folge (1.20), die ja auch aus stetigen Funktionen besteht? Sie ist keine Cauchyfolge
mehr beziiglich der Maximumsnorm! Aus Fig. 1.2 siecht man, dass der Maximalwert der Differenz immer bei
x = 1/m liegt, daher gilt . ,

nm »

1fa = Flloo "1 = = (1 + E) A (1.26)

Die rechte Seite verschwindet aber nicht zwangsldufig fiir alle n,m — oo: nehmen wir z.B. m = 2n, wird die
rechte Seite zu 1/4, auch fiir beliebig groie n und m, d.h. die Norm wird nicht beliebig klein.

Ein Raum lisst sich vervollstindigen, indem man die Grenzwerte aller méglichen Cauchy-
folgen hinzunimmt. Die Vervollstindigung ist der Abschluss X =Y. Ist X =Y, dann liegt
X dicht in Y. Die Elemente aus Y lassen sich dann beliebig gut durch jene aus X approxi-
mieren. Z.B. liegen die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen, also Q = R. Beziiglich
der L2-Norm || - ||2 gilt C[a, b] = L?[a,b], d.h. jede quadratintegrable Funktion (im Sinne von
Aquivalenzklassen mit derselben Norm) kann beliebig gut durch stetige Funktionen approxi-
miert werden, z.B. geht aus den stetigen Folgen (1.20) die unstetige Stufenfunktion hervor.

Im Allgemeinen ist der Abschluss (closure) X =Y einer Menge nicht dasselbe ist wie die Vervollstandigung
(completion) eines metrischen Raums. Wiahrend die Vervollstdndigung eine Metrik voraussetzt, bendtigt der
Abschluss lediglich eine Topologie, eine schwiichere Bedingung fiir “Nidhe”. Auflerdem bezieht sich der Ab-
schluss einer Menge immer auf einen sie umgebenden Raum. Eine vollstdndige Teilmenge eines metrischen
Raums Y ist aber immer auch abgeschlossen in Y, insbesondere gilt: ist Y ein vollstdndiger metrischer Raum,
ist der Abschluss der Teilmenge X gleichbedeutend mit der Vervollstindigung des metrischen Unterraums X.
In diesem Sinne ist der Abschluss X = Y gleichzeitig die Vervollstindigung des metrischen Raums.

Die Vollstédndigkeit eines Raumes hingt immer von der gewéhlten Norm bzw. Metrik ab.
Verschiedene Normen induzieren auch verschiedene Konvergenzbegriffe:

m Die Maximumsnorm || || entspricht der Definition der gleichméBigen Konvergenz.

m Die LP-Norm || - ||, fiir p < oo beschreibt die Konvergenz im Mittel, die auch Norm-
konvergenz oder starke Konvergenz genannt wird.

m Die punktweise Konvergenz lim,,_,~, fn(xz) = f(x) fiir alle  (im Definitionsbereich)
wird durch keine Norm erzeugt. Insbesondere macht sie fiir LP-Funktionen auch wenig
Sinn, da man den “Funktionswert” an einer Stelle ja beliebig abdndern kann, ohne dass
man es im Sinne des LP(a,b) mit einer anderen Funktion zu tun bekommt.
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1.3 Hilbertriaume

Skalarprodukt. Besonders interessant wird die Struktur eines normierten Raums, wenn die
Norm durch ein Skalarprodukt erzeugt wird. Wahrend die Metrik den Abstand zwischen zwei
Elementen einer Menge angibt und die Norm die Lénge eines Vektors, ist das Skalarprodukt
ein MaB fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren. Analog zur Metrik und Norm wollen wir
jetzt auch eine abstrakte Definition des Skalarprodukts einfiihren. Sie hat eine direkte Be-
deutung in der Quantenmechanik, wo |(f, g)|? der Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei
Quantenzustinden f und g entspricht.

DEFINITION: V sei ein Vektorraum iiber IK = R oder C. Ein Skalarprodukt auf V ist
eine Abbildung, die jedem geordneten Paar von Elementen (z,y) aus V eine Grofe (z,y) € K
zuordnet und folgende Eigenschaften hat (Vz,y,z € V, VA € K):

¥y = (y,z)* (Hermitizitéit)
} (Linearitdt im 2. Argument)

+2) = (w y) + (2, 2)

x,x> > 0 (Nichtnegativitét)

(x,z) =0 < z =0 (Eindeutigkeit)

Ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt wird Innenproduktraum, Pri-Hilbertraum
oder unitdrer Raum genannt.

Aus (i) und (ii) folgt (Az,y) = A\*(z,y) und aus (i) und (iii) (z + vy, 2z) = (z,2) + (y, ). Das
so definierte Skalarprodukt ist daher linear im zweiten Argument und antilinear im ersten
Argument. Eine solche Abbildung heifit Sesquilinearform, bzw. mit der Einschrinkung (i)
auf die Hermitizitét hermitesche Form.

Ist auf einem Vektorraum V ein Skalarprodukt (-, -) definiert, dann induziert es eine Norm
und eine Metrik durch

2] = {z,2),  dz,y) =z —yll=V{r—y,z—y). (1.27)

Umgekehrt gilt das nicht zwangsléaufig, d.h. die Existenz eines Skalarprodukts ist eine stéirkere
Forderung als die Existenz einer Norm. Man kann aber folgendes zeigen:

SATZ (Jordan-von Neumann): Zu einer Norm gibt es genau dann ein Skalarprodukt, wenn
die Norm die Parallelogrammegleichung

1
5 (llz+yll? +[le = ylI*) = ll=I1* + |ly|* (1.28)

erfiillt. Das Skalarprodukt ldsst sich dann mittels Polarisationsidentitét realisieren:

(e, y) = 7 (llz +yl1> = llz —yl1) + 1 (lliz +ylI* = lliz - yII?) . (1.29)

AN
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Einige Beispiele:
m Die in (1.15) und (1.17) angefithrten p-Normen im R"™ bzw. C", im C[a,b] und im
Hilbertschen Folgenraum ¢? sind als Normen zwar alle gleichberechtigt, doch nur die

2-Norm ||-||2 erfiillt die Parallelogrammgleichung und erlaubt damit eine Erweiterung
zum Skalarprodukt:

(x,y) = Zx;‘ Yi Vz,ye R" bzw. C", (1.30)
=1

(@, y) = @ yn, Va,y el (1.31)
nzl

(19) = [ dof@'ge) ¥ f.geClab, (1.32)

a

Beispielsweise ist fiir die Vektoren x = (1,1,0,...,0) und y = (1,-1,0,...,0) € R™ die
Parallelogrammgleichung fiir p # 2 verletzt:

1
sty +lle—ul?) =4, [l2l® + [yl =2-2*7. (1.33)

Im Fall des ¢? ist die Summe in (1.31) wegen

(el +llylP?) < oo (1.34)

N | =

o)
=1

(o) o) 1
Z \fﬂilyn\ = Z |Zn|yn| < Z 3 (|ﬂcn|2 + |yn‘2) =
n=1 n=1 n

konvergent und erlaubt somit die Definition von (x,y) als Skalarprodukt, woraus man
dessen Eigenschaften nachpriifen kann. Im Fall der stetigen Funktionen ist wegen f, g €
Cla,b] auch f(z)*g(x) stetig, sodass das Integral (1.32) existiert.

m Auf dem Matrizenraum C"*™ der komplexen (m x n)-Matrizen (analog fiir R™*"™) ist
das Frobenius-Skalarprodukt durch die Spur definiert:

(A,B)=tr (ATB) => "> ajjb; VA BeC™". (1.35)
i=1 j=1

Ein Skalarprodukt erfiillt auferdem die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[z o) < [yl (1.36)

aus der man die Dreiecksungleichung ||z + y|| < ||z|| 4 ||y|| fiir die Norm beweisen kann. Die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung garantiert, dass der Betrag der Grofe

Cos @ 1= {@y) (1.37)

[|[[ [1y]]

stets kleiner oder gleich 1 ist, sodass der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren fiir beliebige
Innenproduktriume wohldefiniert ist. Im R? lisst sich die Aussage der Ungleichung in Form
einer Gleichung prézisieren:

- y® e <y’ =z ly?  VeyeR® (1.38)
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Hilbertraum. Wenden wir das Kriterium der Vollsténdigkeit auf Innenproduktriume an, ge-
langen wir zum Begriff des Hilbertraums, der auf den deutschen Mathematiker David Hilbert
(1862-1943) zuriickgeht:

DEFINITION: Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt, der
beziiglich der Metrik d(z,y) = \/{x — y,z — y) vollstandig ist.

Anders gesagt: Ein Hilbertraum ist ein Banach-
raum mit einem Skalarprodukt. Wir werden meist
nicht mit allgemeinen Banachrdumen arbeiten, son- Metrik
dern nur mit jenen, deren Norm aus einem Skalarpro- |
dukt hervorgeht — eben den Hilbertraumen, die fiir die |
Quantenmechanik von so zentraler Bedeutung sind.
Die Verhéltnisse sind in der nebenstehenden Abbil-
dung skizziert.

Skalar-
produkt

,” Banmachraum
: | Hilbert-
N\ raum

Dazu einige Beispiele:

m Alle endlichdimensionalen Vektorrdume sind automatisch Hilbertrdume, da man (i) auf
ihnen immer ein Skalarprodukt definieren kann und (ii) zeigen kann, dass endlichdi-
mensionale Vektorrdume beziiglich der dadurch induzierten Metrik immer vollstédndig
sind. Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume gilt das nicht mehr.

m Uns werden vor allem unendlich-dimensionale Hilbertrdume interessieren. Die frither
getroffenen Aussagen fiir Banachrdume gelten auch fiir Hilbertraume, sofern aus der
Norm ein Skalarprodukt hervorgeht. Das ist fiir die Norm || - ||2 der Fall, deswegen
sind der R"™ und €™, der Hilbertsche Folgenraum ¢? und der Raum L?(a,b) beziiglich
dieser Norm auch Hilbertraume. Die entsprechenden Skalarprodukte haben wir bereits
in (1.30-1.32) aufgelistet.

m Der Raum Ca, b] der stetigen Funktionen ist beziiglich der Norm || - ||2 nicht vollstédndig
und damit kein Banachraum (siehe Diskussion um Gl. (1.23)), also auch kein Hilbert-
raum. Beziiglich der Maximumsnorm || - ||s ist er zwar vollstindig (und damit ein
Banachraum), diese erzeugt aber kein Skalarprodukt. Um das zu sehen, geniigt die
Angabe eines Vektorpaares, das die Parallelogrammgleichung verletzt, z.B. f(z) = x
und g(z) =1 in C[0,1]. Dann ist

flloo =1, Nlglloo =1, [lf +gllc =2, |[f = glloc =1 (1.39)

und infolgedessen

(1f +gll3 +1IF = gll%) # 17112 + [l9ll3 - (1.40)

N | =
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1.4 Orthonormalbasen

Orthogonalitit. Die Existenz eines Skalarprodukts erlaubt es uns, den Begriff der Ortho-
gonalitit zweier Vektoren zu definieren. Ein Skalarprodukt (f, ¢g) kann Null sein, wenn beide
Faktoren f und g ungleich Null sind; in diesem Fall sind f und g zueinander orthogonal:

DEFINITION: Sei V ein Innenproduktraum. Zwei Vektoren f,g € V heiflen orthogonal
(f L g), wenn ihr Skalarprodukt verschwindet:

flLg < (f,g99=0. (1.41)
Fiir zwei Teilmengen A, B C V definiert man weiter:
m f ist orthogonal auf die Menge A (f L A), wenn (f,a) =0 Va € A.
m Die Mengen A und B sind orthogonal (A L B), wenn (f,g) =0 V f € A, g € B.

m Das orthogonale Komplement A+ einer Menge A ist definiert durch
At ={feV|fLA}. (1.42)

Natiirlich héngt der Begriff ‘Orthogonalitét’ von der Wahl des Skalarprodukts ab. Somit
lassen sich bereits einige Aussagen treffen:

m Fiir zwei linear abhéingige Vektoren f und g (d.h. ¢ = Af) verschwindet das Skalarpro-
dukt wegen (f, g) = Mf, f) = A||f||? # 0 nicht. Das bedeutet im Umkehrschluss: wenn
f L g gilt, sind f, g auch linear unabhéngig.

m Fiir A C V folgt aus der Linearitiit des Skalarprodukts, dass A ein linearer Unterraum
von V ist: fiir alle A € C und f, g € A+ sind die Elemente A\f und f + g wieder in AL,

m Das einzige Element, das zu allen anderen Elementen von V orthogonal ist, ist der
Nullvektor: {0} = V und V+ = {0}.

m Aus ||f+9|]? = (f+g, f+g) = ||f]?+2Re(f, g)+]|gl|? folgt der Satz des Pythagoras:
fLg = If+gl>=IIfI”+llgll*

Einige Beispiele:

m Im Raum C” ist das Orthogonalkomplement des Einheitsvektors gegeben durch

I\NY 0
0 xI9

= ) Zo,...2p € C». (1.43)
0 Ty

2

m Im Raum L%(—a,a) sind die beiden Funktionen f(r) = z und g(x) = 2% zueinander

orthogonal, denn es gilt

(f,g9) = /dac flz)*g(x) = /dwa =0. (1.44)

—a —a
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DEFINITION: Sei H ein Hilbertraum und A,B C H abgeschlossene Untervektorrdume.
Dann nennt man H = A @ B die direkte Summe von A und 5, wenn

H={a+blac A beB} und ALB. (1.45)

SATZ (Projektionssatz): Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Untervek-
torraum. Dann gilt

H=Mae M, (1.46)

d.h. jedes f € H lisst sich eindeutig als f = g + h schreiben mit g € M und h € M=*. Dabei
heifit g die orthogonale Projektion von f auf M, und es gilt M- = M.

Beispiele:

m Im Raum L?(a,b) mit a < ¢ < b gilt L?(a,b) = L?(a,c) ® L?(c,b), wenn man letztere
als Unterrdume von L?(a,b) auffasst. So ist z.B.

g(a:):{ g(az) x € (a,c), h(;r):{ 0 x € (a,c), (1.47)

x € (c,b), f(z) x€(c¢b)
b c b
= (g,h) = /dmg(:p)*h(x) = /dm flz)* 0+ /daz()f(:z:) =0. (1.48)

m Definiert man im L?(—a, a) die Unterriume der geraden und ungeraden Funktionen,

L2<— > {f € L*(—a,0)| f(z) = f(-2)},
1.49
Ly(~a,a) = {f € L*(~a,a)| f(z) = —f(~2)}, (149)
dann gilt L?(—a,a) = Lg(—a, a) @ L2(—a,a). Offenbar sind die beiden Unterriume
orthogonal,
0 a
nsfi) = [ do ) fulo) + [ da o) fula)
—a 0
— [aysy-ur tuew) + [ do gy fula) (1.50)
0 0
- [y 1w fu) + [ da fy(o) ) = 0.
0 0

und jedes f € L?(—a,a) lisst sich als f = f; + f, mit f, € Lg(—a, a), fu € L?(—a,a)
schreiben:

Q&WWZ%{f@%+ﬂ—ﬂ}a ful) = S {f(x) = f(=2)}. (1.51)
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Orthonormalbasis. Vektoren im R? kann man auf orthonormalen Basissystemen aufspan-
nen und somit durch ihre Koeffizienten ausdriicken. Gilt dasselbe auch fiir Funktionen? Wir
haben nun das nétige Riistzeug, um diese Frage zu beantworten.

DEFINITION: Sei H ein Hilbertraum. Eine Menge S = {(pi ‘ 1€Z } C ‘H mit einer endlichen
oder (abzdhlbar oder iiberabzihlbar) unendlichen Indexmenge Z heifit Orthonormalsystem
(ONS), wenn ihre Elemente paarweise orthogonal und auf Eins normiert sind:

(pirpj) =065 Vi, jeT. (1.52)

Ein Orthonormalsystem S heifit vollstédndiges Orthonormalsystem bzw. Orthonormalbasis
(ONB), wenn es mazimal ist, d.h. wenn es nicht méglich ist, ein Element zur Menge S
hinzuzufiigen und trotzdem die obige Eigenschaft zu erfiillen — oder anders gesagt: wenn der
einzige Vektor h € H, der senkrecht auf allen ; steht, der Nullvektor ist: S+ = {0}.

Beispiele:

m Die kartesischen Einheitsvektoren {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} bilden eine mogliche ONB
im Raum C3.

m Die trigonometrischen Funktionen

1 1 1
——, —cosnx, —sinnry, neN 1.53
{\/277 VT VT } * (1.53)

die wir in Abschnitt 2 eingehend behandeln werden, bilden eine mogliche ONB im Raum
L2(—m, 7).

Um festzustellen, ob eine gegebene Menge S ein ONS ist, muss man nur (1.52) {iberpriifen,
wéhrend die Frage, ob ein ONS auch eine ONB ist, im Allgemeinen schwieriger zu beantworten
ist. Betrachten wir als Beispiel den Hilbertschen Folgenraum ¢? aus (1.16) und (1.31). Sei
vi = (0,0,...0,1,0,...) mit i« € IN jener Vektor, der nur an der i-ten Stelle eine 1 besitzt.
Dann ist klar, dass die Menge S = {¢; |i € IN} ein ONS definiert. Um festzustellen, ob es
sich auch um eine ONB handelt, iiberpriifen wir die Bedingung S* = {0}. Sei

r=(1,)2,€8t = 0=(g,z)= Z(gpz); Tn=z; VielN. (1.54)

n=1

Das i-te Element der Folge x verschwindet also, doch weil 7 beliebig ist, muss jedes Element
verschwinden und somit ist die Folge die Nullfolge = = (0,0,0,...). S ist also eine ONB.

Zunéchst ist nicht einmal klar, ob jeder Hilbertraum iiberhaupt eine ONB besitzt. Die
Existenz einer solchen Basis wird aber durch den folgenden Satz gesichert (dessen Beweis das
Lemma von Zorn aus der Mengenlehre benutzt):

SATZ: Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.
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Komponentendarstellung. Um eine Funktion f € H in ihre Komponenten zu entwickeln,
wiirden wir sie durch
f=Y cei, c={pf) Viel (1.55)
€L
darstellen. Die Indexmenge Z = {i} darf aber nicht nur endlich viele, sondern auch (abzihlbar
oder iiberabzéhlbar) unendlich viele Elemente i enthalten. Hat die Summe dann iiberhaupt
eine Bedeutung? Der folgende Satz bejaht diese Frage:

SATZ: Sei H ein Hilbertraum und S = {goi ’z € I} C H ein ONS. Dann gilt V f € H die
Besselsche Ungleichung
> Wi NP < IFIP- (1.56)

i€l

Zum Beweis betrachten wir zunéchst ein ONS S = {g;};~, C H mit einer abzéhlbaren Indexmenge Z.
Fiir einen gegebenen Vektor f € H kénnen wir die komplexen Zahlen ¢; = {p;, f) bilden und die folgenden

longitudinalen und transversalen Projektionen fiir beliebige N € IN konstruieren:
N
fi IZZCin fo=f—f- (1.57)
i=1

Dann gilt (@i, fi1) = ¢i, (pi, f1) = (@i, [) — (i, fj) = 0und (fy, f1) = 0. Aus f = fj + fi und f L f1 folgt
AIZ = 11117 + 11 fL]]? (Satz des Pythagoras) und somit

N

AP =D le

=1

<A, (1.58)

also die Besselsche Ungleichung fiir eine endliche Indexmenge. (Damit ldsst sich iibrigens auch die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung (1.36) beweisen, indem man N = 1 und ¢1 = g/||g|| setzt.) Weil N aber beliebig war,
gilt die Ungleichung auch fiir den Grenzwert N — oo, d.h. der Vektor limy .« f) hat eine endliche Norm und
ist somit konvergent.

Die Besselsche Ungleichung ist nicht nur fiir abzéhlbare, sondern auch fiir iiberabzéhlbare Indexmengen
erfiillt: Da laut (1.58) ||f]|* eine endliche obere Schranke fiir beliebige endliche Summen der |c;|> darstellt,
kann es fiir jedes n € IN nur endlich viele (nimlich hochstens n || f||?) Terme |¢;|> > 1/n geben. Das ergibt mit
n — oo eine Abzéhlung aller |ci|2, d.h. selbst bei einer iiberabzéhlbaren Indexmenge kénnen nur hochstens
abzihlbar unendlich viele Koeffizienten ¢; in der Summe (1.56) ungleich Null sein.

Die Besselsche Ungleichung sagt zwar, dass der Vektor f| = > ;.7 ci¢; als Summe einer
konvergenten Reihe existiert, aber nicht, ob er tatséchlich gegen f konvergiert — wenn das ONS
nicht alle Richtungen des Vektorraums beriicksichtigt, kann es ja noch immer eine nichtver-
schwindende Komponente f, # 0 geben. Nur bei einer ONB liefert die Entwicklungssumme
auch alle Informationen iiber f:

SATZ: Sei ‘H ein Hilbertraum und S = {goi ‘ 1€ I} C H eine ONB. Dann gilt V f € ‘H die
Parsevalsche Gleichung

> i HIF = 1I£11? (1.59)
€L

und jedes f € H kann nach den Basisvektoren entwickelt werden:

F=Y cei, ca={pf). (1.60)

€T
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Bra-Ket-Notation. In der Quantenmechanik verwendet man oft die Bra-Ket-Notation,
in der man statt f das Symbol |f) (“Ket”) benutzt und Skalarprodukte durch (f, g) = (f|g)
angibt. Dann schreibt sich die Koeffizientenentwicklung des Vektors |f) als

= leaeilf) (1.61)

€L

was sich besonders leicht in Form der beiden folgenden Beziehungen merken lésst:

Orthonormalitétsrelation: (ilpj) = 05, (1.62)
Vollstéindigkeitsrelation: Z loi)(pil = 1. (1.63)
1€l

Die Entwicklung in Koeffizienten entspricht dann einem “Einschieben der Eins” wie in (1.61)
bzw.

(flg) = (fle{eilg), AP = 1) =D _(fleaeil £y =D el HI?. (1.64)

€L €L i€

Die Bra-Ket-Notation ist fiirs praktische Rechnen zwar sehr bequem, kann aber insbesondere
bei Matrixelementen der Form (f|A |g) zu Verwirrungen beziiglich des Definitionsbereichs des
Operators A fithren, deshalb wollen wir hier lieber darauf verzichten.

Orthonormalbasen. Im Folgenden sammeln wir einige dquivalente Kriterien zur Bestim-
mung einer ONB aus einem gegebenen ONS. Ein Orthonormalsystem S = {y;|i € Z} C H
ist eine Orthonormalbasis genau dann, wenn:

(1) es maximal ist: St = {0}, d.h. ist ein h orthogonal zu allen ¢;, dann gilt h = 0;

(2) jedes f € H durch f = Z i (@i, ) = Z ¢; p; eindeutig darstellbar ist;

1€l €1
(3) die Vollstandigkeitsrelation gilt: Z lpi){pil = 1;
i€l
(4) die Parsevalsche Gleichung V f € H gilt: ||f||* = Z i, f Z leil?;
€L 1€l
(5) die 2. Parsevalsche Gleichung V f, g € H gilt: (f,g) = Z(f, i) {®i, g Z crd;.
1€T 1€

(6) die lineare Hiille von S dicht in H liegt.

Jedes dieser Kriterien ist dquivalent, d.h. man kénnte statt (1) genausogut irgendein anderes zur Definition
einer ONB heranziehen. Beispielsweise gilt:

B (1 — 2): Der Vektor h = f — >, pi(ps, f) ist orthogonal zu allen ;, daher gilt h = 0. (2 — 1): Kann
man jedes f = >, @i(pi, f) darstellen, so auch ein h mit (p;, h) = 0, die Summe ist also h = 0.

B (2—-3):Daf=1f=3% i f)V feH gilt, ist die Vollstéindigkeitsrelation erfiillt.
B (2 —4) und (2 — 5): Einsetzen. (5 — 4): Setze g = f.

® (4 — 1): Gilt die Parsevalsche Gleichung und ist ein h orthogonal zu allen ¢;, dann sind alle Terme in
der Summe Null = ||h||=0= h =0.
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Separable Hilbertrdume. Bisher haben wir mit allgemeinen Indexmengen Z gearbeitet.
Im Folgenden werden uns aber vor allem separable Hilbertrdume mit einer maximal
abzahlbar unendlichen Basis interessieren. Dazu definieren wir:

DEFINITION: Ein metrischer Raum X heifit separabel, wenn es eine abzdhlbare Teilmenge
M gibt, die dicht in X liegt (d.h. M = X).

In anderen Worten: separable Raume sind abgeschlossene Hiillen (jedes Element in X ist der
Grenzwert einer Folge von Elementen in M) von abzidhlbaren Mengen.

SATz: Ein Hilbertraum # ist genau dann separabel, wenn er eine ONB aus abzéhlbar
(endlich oder abzdhlbar unendlich) vielen Elementen besitzt. Aulerdem:

m [st H separabel, dann ist jede ONB abzéhlbar und ihre lineare Hiille liegt dicht in .
m Besteht die ONB aus endlich vielen Elementen, ist H isomorph zu C" bzw. R™.

m Besteht die ONB aus abzédhlbar unendlich vielen Elementen, ist H isomorph zum Hil-
bertschen Folgenraum ¢? (Satz von Fischer-Riesz).

Die letzte Aussage illustriert die Aquivalenz zwischen verschiedenen Zugéngen zur Quan-
tenmechanik, der ‘Wellenmechanik’ nach Schrédinger und ‘Matrizenmechanik’ nach Heisen-
berg. Im Hilbertschen Folgenraum ¢2? (vgl. (1.16) und (1.31)) mit der ONB S = {¢; |i € N}
nehmen die Komponentendarstellung und Parsevalsche Gleichung folgende Form an:

[o.¢] o o oo
= ¢ilpnr) =Y piri= (100,23, ), |l = eno)P =D |=l*. (1.65)
=1 =1 =1 =1

Wir koénnen dann das Rechnen mit Funktionen auf das Rechnen mit den unendlichen Folgen
ihrer Koeffizienten zuriickfithren, d.h. unendlichdimensionalen Vektoren:

fEH — (<9017f>7<902>f>7<9037f>7"')6€2' (166)

Spéter werden wir auch Differenzialoperatoren durch unendlichdimensionale Matrizen dar-
stellen, die auf diese Folgen wirken. Es folgen einige Beispiele fiir separable Raume:

m Die Rdume R” und C™ (n € IN) sind separabel, da die rationalen Zahlen Q™ abz&hlbar
sind und dicht in R™ liegen.

m Die Folgenrdume /P fiir 1 < p < oo sind separabel (aber nur ¢? ist ein Hilbertraum).
Der Banachraum ¢*° der beschriankten Folgen ist nicht separabel.

m Die Lebesgue-Rdume LP sind fiir 1 < p < oo separabel, sofern der zugrundeliegende
MafBiraum ebenfalls separabel ist (wieder ist nur L? ein Hilbertraum).

m Der Raum C[a, b] der stetigen Funktionen mit der Maximumsnorm || - || ist separabel,
da die Menge der Polynomfunktionen Pla,b] = {p|p(z) = Zi:[:o anz™, N < oo} dicht
in C|a, b] liegt (Weierstraf3’scher Approximationssatz). Anders gesagt: jede stetige
Funktion auf dem Intervall [a, b] kann beliebig genau durch ein Polynom genéhert wer-
den, wobei die Konvergenz beziiglich || - || der gleichméfiigen Konvergenz entspricht.
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Gram-Schmidt-Verfahren. Wir haben gesehen, dass jeder Hilbertraum eine ONB besitzt,
und mit der Einschrinkung auf separable Hilbertraume ist diese ONB auch abzéhlbar. Wie
konstruiert man dann eine solche ONB? Eine méglicher Algorithmus ist das Gram-Schmidt-
Verfahren. Dazu starten wir von einer beliebigen Menge linear unabhéngiger Vektoren
{b1, b2, b3, ...} eines Hilbertraums #.

m 1. Schritt: wihle den ersten Vektor

b1
= . 1.
LT (1.67)

m Der zweite Vektor soll aus by gebildet werden und zu ¢; orthogonal sein. Dazu muss
man von bs den Anteil entfernen, der in die Richtung von ¢ zeigt, was durch

- by
by = by — 1 (p1,b2) P2 = —— (1.68)

12|

bewerkstelligt wird. Es gilt (¢1, 52> = 0, und wir haben den Vektor auflerdem normiert.
Vom dritten Vektor b3 miissen wir die Anteile in die beiden Richtungen ¢; und @9
entfernen, usw. Das allgemeine Verfahren fiir den k-ten Schritt (k > 2) lautet somit:

k-1

_ b
b=be— > @ilpibe),  pp=——

k| (1.69)
i=1 16|

Auf diese Weise erhélt man ein ONS S = {1, p2, ¢3, ... }, welches den gleichen Raum auf-
spannt wie die urspriinglichen Vektoren {b1, b, b3, ... }. Ist die Anzahl der Startvektoren grofl
genug, sodass ihre lineare Hiille dicht in H liegt, ist S auch eine ONB.

Als Beispiel betrachten wir die Menge der Monome {b,,(z) = "' |n € N} auf dem Intervall [—1,1] mit
dem Skalarprodukt

(f9) =3 [ do f@)g(a). (1.70)

Dann gilt
1 1
(b1,b1) =1, <b2,b2>:<b1’b3>:§7 <b3753>:57

Die orthogonalen Basisvektoren sind (bis auf die Normierung) die Legendre-Polynome, die wir spéter im
Detail behandeln werden:

(by,ba) = (ba,bs) = 0. (1.71)

pi(z) =1,

~ . ~ 2 1 .

ba(x) ==z, |bll”= 3, pa(x) = V3z, (1.72)
7 2 1 7 2 4 \/5 2

bs(@) =2 — 3, lbsll” = ¢ 903(33):7(390 -1),

Eine abzihlbare ONB eines separablen Hilbertraums ist ein Spezialfall einer Schauder-Basis. Diese ist
fiir einen normierten Raum X als Folge (b;)icv aus X definiert, sodass jeder Vektor f € X eine eindeutige
Darstellung als konvergente Reihe 3°7 | ajb; mit einer Folge (cvi)ien aus K hat. Sie unterscheidet sich von der
Hamel-Basis, von der verlangt wird, dass sich jeder Vektor als endliche Linearkombination der Basiselemente
darstellen liasst. Fiir endlichdimensionale Vektorrdume sind die beiden Konzepte dquivalent, fiir unendlichdi-
mensionale allerdings nicht: Damit sich jeder Vektor als endliche Linearkombination darstellen ldsst, muss die
Hamel-Basis iiberabzéhlbar unendlich sein, was ihre konkrete Realisierung erschwert. Schauderbasen existieren
dagegen nur fiir separable Hilbertraume, kénnen aber durch das Gram-Schmidt-Verfahren einfach konstruiert
werden.



Kapitel 2

Fourierreihen

Als konkrete Anwendung des bisher Gesagten betrachten wir die Fourieranalyse oder Har-
monische Analyse, ein zentrales Thema in den Natur- und Ingenieurwissenschaften. Die Theo-
rie der Fourrierreihen behandelt periodische Funktionen, die in der Natur hdufig auftreten:
von Schwingungen und Wellen zu Licht und Ton, der Erdrotation oder dem Herzschlag. Mit
Hilfe der Fourierreihe lassen sich periodische Funktionen nach ihren Teilfrequenzen zerlegen.
Typische Beispiele in der Physik sind die Normalmoden in der klassischen Mechanik, die
Frequenzanalyse von elektromagnetischen Wellen oder quantenmechanischen Wellenpaketen,
die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in der Quantenfeldtheorie usw.

Die Vorstellung, dass sich die Schwingungen einer Saite aus einer Grundschwingung und
harmonischen Oberschwingungen darstellen ldsst, wurde bereits vom Schweizer Mathema-
tiker und Physiker Daniel Bernoulli (1700-1782) vertreten. Der franzosische Mathematiker
und Physiker Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) fiithrte erstmals aus, dass periodische
Temperaturverteilungen durch eine solche Reihe dargestellt werden kénnen. Die mathemati-
schen Grundbegriffe dieser Theorie wurden spéater vom deutschen Mathematiker Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859) prézisiert.

2.1 Definition der Fourierreihe

Periodische Funktionen. Im Folgenden interessieren wir uns fiir Funktionen mit periodi-
schem Verhalten:

DEFINITION: Eine Funktion f: R — C heifit periodisch mit Periode 2L > 0, wenn

flx+2L)=f(z) VzeR (2.1)

Daraus folgt f(x) = f(x +2nL) V x € R, n € Z. Eine periodische Funktion ist also bereits
eindeutig definiert, wenn man ihre Funktionswerte nur in einem beliebigen Periodizitéts-
intervall [a,a 4+ 2L] mit a € R kennt; deswegen reicht es z.B. aus, f als eine Funktion
f:[-L,L] — C zu betrachten. Die Erweiterung auf ganz R kann dann natiirlich Diskonti-
nuitédten in der Funktion bei ungeraden ganzzahligen Vielfachen von L erzeugen.
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Bei periodischen Funktionen ist die Integration iiber eine volle Periode aulerdem invariant
gegen Verschiebungen des Integrationsintervalls,

a+L - L a+L L
/ dxf(x) = / dxf(x) + /da:f(x) + / def(x) = /da;f(a:), (2.2)
a-L a—L L L L

da wegen der Periodizitét gilt:

—L a—L a—L a+L

/dxf(a:):— / dof(z) = — / dof(x+2L) = — / dyf(y). (2.3)
L

a—L —L —L

Typische Beispiele fiir periodische Funktionen sind die trigonometrischen Funktionen sin nz,
cosnz bzw. ™. Im Folgenden werden wir uns einfachheitshalber auf Perioden 2L = 27 be-
schrénken, denn eine Funktion mit beliebiger Periode 2L kann durch die Transformation

P 7r

f@ =1 (F=) (2.4)
immer zu einer Funktion f mit Periode 27 transformiert werden. Zweckméafigerweise kann
man sich das Intervall —7 < z < 7 als um den Einheitskreis S mit Kreisumfang 27 gewickelt
vorstellen, sodass die Endpunkte —7 und 7 miteinander identifiziert werden (was wir im
folgenden tun werden).

Fourierreihe. Wir betrachten zuniichst den Hilbertraum L?(S) = L?(—n,7) der quadratin-
tegrablen Funktionen auf dem Einheitskreis S. Dann gilt:

SaTz: Die Menge E = {¢n | ¢n(x) = €™*, n € Z} bildet eine ONB im Raum L?*(S) mit
dem Skalarprodukt

™

(1,9) = 57 [ dof@o(o). 25

—T

Anstatt die Basiselemente mit 1/v/27 zu versehen, haben wir das Skalarprodukt durch die
Periode 27 dividiert; das garantiert, dass die L?-Norm der konstanten Funktion 1 gleich 1
ist und erfiillt natiirlich noch immer alle Kriterien eines Skalarprodukts. Die Orthogonalitéit
ldsst sich einfach beweisen:

m i(m—n)zx
1 i(m—mn)x 67”' m—n =0 m n

1 m=n

—T

Das Resultat fiir m # n folgt aus der 27-Periodizitét: e (Mm% = ¢i(m=—n)(==2m) Der Beweis
der Vollstiandigkeit ist etwas umsténdlicher [siehe z.B. Grol4]; dazu zeigt man mit Hilfe des
Weierstrafi’schen Approximationssatzes, dass (¢n,h) =0 = h = 0 fiir h € L*(S) gilt. Somit
bildet E eine ONB des Hilbertraums L?(S). Da die ¢, eine abzihlbar unendliche Basis bilden,
ist L?(S) auBerdem separabel.
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DEFINITION: Die Fourierreihe einer Funktion f € L?(S) ist mit der Orthonormalbasis
E= {SDn | on(z) = 27T € Z} definiert durch

FR()@) = 3 cagn(@),  en=(pmfl =5 / dzpu(@) fz).  (27)

Da E eine ONB ist, folgt nach den Uberlegungen der letzten Abschnitte, dass sich jede
Funktion f € L?(S) durch die eine Fourrierreihe ausdriicken lisst — sie ist einfach die Projek-
tion von f auf die ONB der ¢,,. Dabei haben wir bewusst FR(f) geschrieben, um die Funktion
f von ihrer Fourierreihe zu unterscheiden und spéter allgemeinere Konvergenzbetrachtungen
zu ermoglichen. Da L?(S) ein Hilbertraum ist, gilt die Parsevalsche Gleichung

AP =D Jenl® < o0, (2.8)

n=—oo

und somit konvergiert FR(f) gegen f im Sinne der L?-Normkonvergenz ||FR(f) — f||*> = 0
d.h. der Konvergenz im Mittel:

<FR(f) faFR Z|Cn| ch f7‘;0n ZC ‘10717 +||f||2 . (2'9)

Als Beispiel betrachten wir die Rechteckfunktion in Fig. 2.1:

. 0 —-m<z2<0,
f(ﬂﬂ)—{1 0<z<m (2.10)
Hieraus erhéilt man die Fourierkoeffizienten
T m X - % n=20
1 / —inz 1 /d —inxz n#0 6—7.nm 1 (1 ( 1)71) 0 d
L= — [ d z) = — . 5 _ . = . — (= = n gerade
cn 2w re f(@) 2 ve 2min |, 2min ) 8
“r 0 — mnungerade

deren Absolutbetrige in Fig. 2.1 rechts geplottet sind. Die resultierende Fourierreihe lautet

1 1 1 W2hiDe  —i(2kt 1)z 1 sin(2k + 1)z
FR =4+ = (errrme )=3 : _
(=) 2+mk2:02k+1 ¢ ¢ 2T ¢ Z W+ 1 (211)

An den Sprungstellen = nr liefert die Fourierreihe den Wert 1/2, also den Mittelwert der beiden Limiten 0
und 1 der Rechteckfunktion.
Ein anderes klassisches Beispiel ist die Sigezahnfunktion (Fig. 2.1):

flz) ==z —rm<z<T. (2.12)
Die Fourierkoeffizienten lauten
1 [ —inx _ n7#0 1 1 7LVL‘L —inx [ n
n — — = — - = — —1 . .
c 5 / dee "z 57 (in) dze . (-1) (2.13)

Das Integral iiber e~*"* iiber die volle Periode verschwindet, und e_"’"” = (—1)". Fiir n = 0 ergibt sich ¢ = 0.

Damit lautet die Fourierreihe
oo

FR(f)@)= > L(-1rem =it

n=-—oo

n#0

'an —inx
— e

n+1

Z sinnz . (2.14)

An den Intervallgrenzen x = =+ liefert die Fourierreihe wieder den Mittelwert der beiden Limiten 7w und —m,
namlich Null.
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Fi1G. 2.1: Fourierreihe der Rechteckfunktion (oben) und S&gezahnfunktion (unten) jeweils
mit N = 1, 5, 15 und 50 Termen. Rechts sind die Absolutbetrige |c,| der Fourierkoeffizienten
aufgetragen, die in beiden Féllen wie 1/|n| abfallen.

Hierzu einige Bemerkungen:

m Die aus den Basisfunktionen ¢,, gewonnenen Partialsummen werden Fourierpolynome
oder trigonometrische Polynome genannt. Das Fourierpolynom vom Grad N lautet

N
py(x) = Z cne™, zeR. (2.15)
n=—N

m Integrale iiber die trigonometrischen Funktionen e"*, sin nx und cos nx fiir n # 0 ver-

schwinden, wenn sie tiber ganzzahlige Vielfache des Periodizitétsintervalls gehen:

a+2km a+2km a+2km
/ dx ™ = / dx sinnz = / dx cosnz =0 (n,k € N, n#0). (2.16)
a a

a

Wegen (2.2) kommt es dabei nicht auf die Lage des Integrationsintervalls an, das man beliebig
verschieben kann.

@) mR(f)(@)

m Die Funktion f muss an sich nicht peri-
odisch sein; die Fourierreihe erzeugt dann eine
periodische Fortsetzung dieser Funktion im Pe-

riodizitatsintervall (siche Figur rechts). /‘ ; o + oL >
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Reelle Form der Fourierreihe. Wie wir am Beispiel der Rechteck- und Sigezahnfunktion
gesehen haben, ist es oft zweckméfiger, mit reellen Koeffizienten zu arbeiten, denn die Fou-
rierreihe einer reellen Funktion ist wieder reell. Mit der Euler’schen Formel e = cos z+isin
gelangen wir auf die reelle Form der Fourierreihe:

FR(f)(x> = Z Cp, einx = Cp —|— Z (Cn einx + Cen e—’inx)
n=1

n=—oo

D

=co + Z ((en + c—p) cosnz + i (¢, — c—y) sinnz) (2.17)
n=1
[o@)

ag :
=5 + Z (an cosnx + b, sinnx) .

n=1

Die Koeffizienten lauten dann

s

1 . . 1
on=ent =g [dr (4 ) j@) = 2 [drcosne f@) (02 0),
™ —_——

T
2cosnx ) ﬂ. (218)
) . . 1
bp =1i(cn —c_p) = i /dx (e7™® — &™) f(z) = - /de sinnz f(z) (n>0).
| —
-n —2isinnx -

Dabei wurde die Normierung von ag = 2c¢g so gewéhlt, um eine einheitliche Definition der
Koeffizienten a, zu gewéhrleisten. Dementsprechend stellt die Menge

1
—, sinnx, cosnxr; n=12,... 2.19
{\/i } (219
ebenfalls eine ONB des Hilbertraums L?(S) dar, allerdings mit dem Skalarprodukt
1 ™
(19) =+ [ dw(@)gta). (2.20)

Die Parsevalsche Gleichung ergibt sich dann zu

2 o]
ag
12 = Lo 2' + 3 (lanl* + [bal?) - (2.21)
n=1

Beispielsweise lauten die entsprechenden Koeffizienten der Rechteckfunktion

0 ngerade
ao =1, an>0 =0, bnso =94 , (2.22)
=~ mnungerade

und jene der Sdgezahnfunktion
2 )
an =0,  by,==(=1)""". (2.23)
n

In letzterem Fall liefert die Parsevalsche Gleichung ein niitzliches Resultat:

r 272 |ao|? 4 1 2
IFI1* = /dm"’zT:T+Z(Ianl2+|bn\2):zn—2 = D = (2.24)

A=
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Falls die Funktion f bestimmten Einschrinkungen unterliegt, iibertragen sich diese Ein-
schrankungen mittels (2.7) und (2.18) auf die Fourierkoeffizienten. Fiir eine reelle Funktion

fx) = f(x)* gilt

cn=c,,, a, =2Rec,, b, = —2Ime,, (2.25)
und fiir eine imaginére Funktion f(x) = —f(x)* gilt
cp = —c,, an, = 2iImec,, b, = 2iRec, . (2.26)

Fiir eine im Periodizitdtsintervall (—L, L) symmetrische Funktion f(z) = f(—=z) erfiillen
die Koeffizienten

Cn = C_p, an = 2¢p, b, =0 (2.27)
und fiir eine antisymmetrischen Funktion f(z) = —f(—x) gilt
Cn = —C_p , an, =0, b, = 2icy, . (2.28)

Allgemeines Periodizitéitsintervall. Wie schon in (2.4) angemerkt, kann die Fourierreihe
auch fiir ein allgemeines Periodizitétsintervall (—m, ) — (a,a + 2L) mit a € R formuliert
werden. Dazu trifft man folgende Ersetzungen:

™ a+2L
et T % dx — % / dx (2.29)
“r a
bzw. fiir die reelle Darstellung
™ a+2L
cosnr — cos?, sinnr — Sinn—zx, i/daj — % / dx . (2.30)
- a

Dann wird die komplexe Form der Fourierreihe zu

a+2L

FR(f)(x)= Y cac'T, cnzi / dre T f(x) (2.31)

n=—oo a

und die reelle Form zu

FR(f)(z) = % + Z (an cosn—zm + by, sin @) ,
n=1

L
1 a+2L
nTT
Gy, = I / dx cos < f(x) (n>0), (2.32)
a+2L

nnx

bn:i/dmsian(a:) (n>0).

a
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2.2 Konvergenzkriterien

Ein zentrales Thema in der Fouriertheorie bereits seit den Uberlegungen J. Fouriers ist die
Frage der Konvergenz von Fourierreihen. Welche Einschrinkungen muss man an eine Funk-
tion f stellen, um eine bestimmte Art der Konvergenz — z.B. Konvergenz im Mittel, punkt-
weise Konvergenz oder gleichméflige Konvergenz — zu erzielen?

Gehen wir dazu einen Schritt zuriick und geben die Einschrinkung an den Hilbertraum
L%(S) auf. Im Prinzip kénnen wir ja die zweite Gleichung in (2.7) als Definition fiir die
Fourierkoeffizienten ¢,, benutzen und daraus die Reihe FR(f) konstruieren:

o0

Cp 1= % /d:c e~ f (), FR(f)(z) = Z Ccn e (2.33)

n=—oo

Damit das Integral existiert, muss lediglich f € L!(S) erfiillt sein, d.h. die Funktion muss
absolut integrierbar sein. Das ist eine schwéchere Bedingung, da man allgemein zeigen kann,
dass auf einem beschréankten Intervall LP C L4 fiir p > ¢ gilt. Ob und in welchem Sinn die so
resultierende Reihe gegen f konvergiert, muss dann iiberpriift werden und wird zu weiteren
Einschrankungen fithren. Dazu definieren wir zweckméfigerweise die Partialsummen

N
FRy(f)(x) = Z cn e (2.34)
n=—N

Das sind nichts anderes als die Fourierpolynome in (2.15), allerdings mit den Fourierkoeffizi-
enten ¢, aus (2.33) eingesetzt. Wir wollen nun untersuchen, in welchem Sinn limy_,c FRy(f)
gegen die urspriingliche Funktion f konvergiert.

Konvergenz im Mittel. Fiir Funktionen im bisher besprochenen Hilbertraum L?(S) ist die
Sache klar: die ¢, bilden eine ONB und somit gelten alle Aussagen aus Abschnitt 1.4. Es
gilt die Parsevalsche Gleichung, und die Fourierreihe konvergiert im Mittel beziiglich der
L?-Norm:
N
im S el =llfli<oc & lm [FRy(f)—flla=0. (235
N—o0

N—o0
n=—N

Allgemeiner kann man zeigen, dass Konvergenz im Mittel auch fiir LP-Riume mit 1 < p < oo
vorliegt (die dann im Allgemeinen aber keine Hilbertriume mehr sind, denn nur L? hat ein
Skalarprodukt).

Andererseits ist die Konvergenz im Mittel in der Praxis nicht immer niitzlich. Der Raum
L?(—m,w) der quadratintegrablen Funktionen im Sinne des Lebesgue-Integrals besteht ja aus
Aquivalenzklassen von Funktionen, die sich um Funktionen auf Mengen vom Maf Null unter-
scheiden konnen. Die Funktionen innerhalb einer Klasse miissen lediglich im quadratischen
Mittel den Abstand Null haben. Wir erhalten daraus keine Aussage, wie sich die Fourierreihe
an einer einzelnen Stelle x € (—m, ) oder an den Endpunkten x = £7 verhélt. Es macht
dann auch keinen Sinn, vom “Funktionswert” an einer Stelle zu sprechen, denn diesen kann
man immer ab#éndern, ohne dass man es im Sinne des L? mit einer anderen Funktion zu tun
bekommt. Wenn man z.B. sagt, dass eine Funktion f € L?(—m, ) stetig ist, bedeutet das,
dass unter all den Funktionen, die mit ihr im L? identifiziert werden, eine ist, die stetig ist.
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Punktweise Konvergenz. Ein praxisrelevantes Kriterium fiir die Konvergenz einer Fou-
rierreihe ist die punktweise Konvergenz:

lim FRy(f)(z) = f(x) VxeS. (2.36)

N—oo

Erinnern wir uns z.B. an die Rechteckfunktion in Fig. 2.1: An den Sprungstellen nimmt
die Fourierreihe den Wert 1/2 an. Die Rechteckfunktion wird daher nicht einmal punktweise
durch ihre Fourierreihe dargestellt! Man konnte vermuten, das liegt an der Unstetigkeit der
Rechteckfunktion, denn FRy(f) ist als Summe stetiger periodischer Funktionen sicher auch
wieder stetig. Doch selbst bei stetigen Funktionen f € C(S) kann man nicht automatisch
darauf schlielen, dass sie punktweise durch ihre Fourierreihe dargestellt werden — ein erstes
Gegenbeispiel wurde 1876 von P. du Bois-Reymond gefunden, und 1966 bewies L. Carleson,
dass die Fourierreihen stetiger Funktion im Allgemeinen nur fast iberall gegen diese Funk-
tionen konvergieren. Fiir die punktweise Konvergenz ist Stetigkeit daher nicht ausreichend.
Hinreichend wire die Differenzierbarkeit, diese Bedingung ist allerdings wieder zu restriktiv.
Wir treffen daher folgende Definition:

DEFINITION: Eine 27-periodische Funktion f heifit stiickweise stetig differenzierbar
(wir schreiben f € D(S)), falls eine endliche Unterteilung von S existiert, sodass f eine
stetige Ableitung in jedem Teilintervall hat und die links- und rechtsseitigen Ableitungen am
Ende der Teilintervalle existieren.

Das ist sowohl “besser” als auch “schlechter” als Stetigkeit: S
D(S) enthilt zwar keine stetigen Funktionen mit Cusps wie z.B. L'(s)

\/|z|, deren Ableitungen an diesen Stellen nicht existieren, an- //\AAJ c(s)‘\\UUU\\\\

dererseits aber einfache unstetige Funktionen wie die Rechteck-

oder Sdgezahnfunktion. Die Kombination C(S) N D(S) ent- | | ) cls) | N
spricht der Eigenschaft “stetig mit endlich vielen Knicken”. \ ' AN VAVAVY/a /
Noch stérkere Einschrinkungen sind stetig differenzierbare \\\ N\ a4 //
Funktionen f € C'(S) bis hin zu den m-fach stetig differen- N T— ~

zierbaren Funktionen f € C"(S). Damit lassen sich nun einige —
Aussagen iiber die Konvergenz von Fourierreihen treffen.
Eine notwendige Voraussetzung fiir die Konvergenz von FR(f) ist sicher, dass die Folge
(cn)se . eine Nullfolge ist:
lim ¢, =0. (2.37)
[n|—o0
Fiir Funktionen aus dem Hilbertraum L?(S) ist das automatisch erfiillt, denn es gilt ja die
Parsevalsche Gleichung > |c,|? = || f]|* < oo. Fiir den Raum L*(S) gilt die Aussage ebenso,

denn hier fallt sie mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma zusammen:

LEMMA (Riemann-Lebesgue): Sei f € L'(a,b), d.h. f: dz |f(z)| < co. Dann gilt

b
lim [ dz f(x)e™ =0. (2.38)

|n|—o0
a
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Das sind nichts anderes als die Fourierkoeffizienten in (2.33), womit (2.37) erfiillt ist. Die
Aussage gilt dann auch fiir die Integrale iiber die Sinus- und Kosinusfunktion:

b b
lim /dm f(z) sinnx = lim /dm f(z) cosnx =0. (2.39)
a a
Aus dem Abklingverhalten der Fourierkoeffizienten ¢, fiir n — oo lassen sich weitere
Konvergenzaussagen treffen:

m Fir f € C™(S) erfiillen die Fourierkoeffizienten lim,_,o, ¢, n™ = 0, d.h. sie fallen
schneller als 1/n™ ab. Der Beweis erfolgt durch wiederholte partielle Integration:

1/ : 11 :
= — —mnr — —mnx (m)
e =5 / dwe™"" f(x) = o~ on / dx e (M) () . (2.40)

Die Randterme verschwinden wegen der Stetigkeit. Weil die m-te Ableitung f(™) stetig
ist, ist sie auch integrierbar und somit verschwindet das Integral fiir n — oo wegen des
Riemann-Lebesgue-Lemmas, also lim,, .. ¢, n"" = 0.

m Ebenfalls mit partieller Integration beweist man ein allgemeineres Kriterium [Stall],
némlich: Fiir Funktionen f € C™1(S), deren Ableitungen f(™ € D(S) erfiillen, klin-
gen die Fourierkoeffizienten wie ¢, ~ 1/n™*!1 ab. Je glatter eine Funktion ist, desto
schneller fallen also ihre Fourierkoeflizienten ab. Typische Beispiele sind:

o m = 0: Funktionen f € D(S) wie die Rechteckfunktion oder die Sigezahnfunktion,
deren Koeffizienten ¢, wie 1/n abfallen.

o m = 1: Stetige Funktionen mit f’ € D(S), wie die Dreiecksfunktion (f(z) = |z|
fir —m < x < m); die Koeffizienten fallen wie 1/n? ab.

0 m — oo: Bei glatten Funktionen fallen die Koeffizienten ¢, schneller als jede Potenz
ab (z.B. exponentiell, oder sie verschwinden ab einem gewissen n).

Fiir die punktweise Konvergenz ist die Einschréinkung auf einen Funktionenraum eigentlich
gar nicht notig. Selbst bei Funktionen mit (integrablen) Singularitéiten, deren Ableitungen
dort nicht existieren, konvergiert die Fourierreihe an jenen Stellen punktweise gegen die Funk-
tion, die ein Stiick von der Problemstelle entfernt sind. Obwohl die Fourierkoeffizienten ¢,
durch die globale Formel (2.33) definiert sind, bestimmt nur das lokale Verhalten von f an
der Stelle zg das Konvergenzverhalten:

SATz (Dirichlet): Sei f € L'(S) (d.h. 2r-periodisch und absolut integrabel) und zg
ein Punkt in S, an dem sowohl die links- und rechtsseitigen Grenzwerte der Funktion f als
auch die Grenzwerte ihrer Ableitungen existieren. Dann konvergiert die Fourierreihe (2.33)
punktweise gegen den Wert (f(zo+0)+ f(xo —0))/2. Falls zusétzlich f € C(S), konvergiert
die Fourierreihe punktweise gegen f(zp).

Fir f € D(S) ist diese Bedingung fiir jeden Punkt xzg € S erfiillt, d.h. die Fourierreihe
konvergiert punktweise gegen (f(zo+0)+ f(zo—0))/2. Falls zusétzlich f € C(S), konvergiert
die Fourierreihe an jedem Punkt gegen f(xg).
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Zum Beweis des obigen Satzes definieren wir zunéchst den Dirichlet-Kern Dy (z):

N N N
Z e 1 4 Z (einz + e*inz) =14+ 22 cosnx . (2.41)
n=1

n=—N n=1

Daraus sieht man, dass Dy symmetrisch und 27-periodisch ist, Dy (z) = Dy(—2z) und Dy (z + 27) = Dn(z),
und es gilt
17 R RN
%/deN(:v):%/d:qu;;/dmcosnx:l. (2.42)

Verwenden wir nun

N
1 _1 n _ 1 _1 1 _N-—1 _ 1 _
n=—N (243)

N
~—

mit ¢ = e'*, so erhalten wir

(bmz)DN( joet—e? e —e % Z Jne _ cir(N+3) _Ie*iw(m%) in [(NJF}) x} . (2.44)

21

Dann folgt fiir = # 2km:
in [(N+3
Dn(z) = M (2.45)
sin
Fiir © = 2km ergibt sich aus der Definition (2.41) Dy (z) = 2N + 1, was mit dem Grenzwert von (2.45) nach
de I’'Hospital iibereinstimmt.

Betrachten wir nun die Partialsummen aus (2.34) fiir eine 2m-periodische Funktion f:

N ) N 1 . ) _ 1 .
FRy(f)(x) = Z cne™ = Z o / dse "™ f(s) | " = o /ds Dy (z — s) f(s)
o TN i - (2.46)
:% / duDN(u)f(u—l—:r):%/duDN(u)f(u—i—w).

In der zweiten Zeile haben wir zuerst s = u+x substituiert, dann die Symmetrie Dy (—u) = Dy (u) ausgeniitzt
und im letzten Schritt die Integralgrenzen um x verschoben, da sowohl f als auch Dy 27-periodisch sind und
wir iiber die gesamte Periode integrieren. Die Partialsummen kénnen also durch Integration iiber den Dirichlet-
Kern gewonnen werden. Wegen der Symmetrie u <+ —u kénnen wir das Ergebnis auch so schreiben:

™

FRy(7)(0) = 5 [ du Dy LEFEIEZ0), (247

-

Die verbleibende Frage ist, ob die Partialsummen fiir N — oo gegen die Funktion f konvergieren. Dazu
bilden wir an einen gegebenen Punkt z( die Differenz

FRx (f)(w0) — f(z0) = 2177 du D () LW+ S0 20 Jn) /duDN(u)

-7

B 2177/77 du D) (f(a:o +u) ;r flwo—u) f(x0)> (2.48)

=:F(zg,u)

™

S dusin[(J\ul)u] Flao,u) u

21 2 U sin g
—T
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Nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma (2.39) verschwindet dieses Integral fiir N — oo, falls F'(xo,u)/sin §
integrabel ist. Die Funktion u/sin § ist im Intervall (—m, ) beschrénkt (ihr Limes fiir v — 0 ergibt 2). Wir
miissen also nur die Integrabilitét des Restterms

F(wo,u) 1 (f(xo+u)+f($o —u) _f(:to)> f(xo +u) — f(xo)  f(zo —u) — f(x0) (2.49)

u T 2 2u —2u

zeigen (was auch als Konvergenzkriterium von Dini bekannt ist). Dieser ist beschrinkt, falls die links- und
rechtsseitigen Ableitungen der Funktion f an der Stelle xg existieren; falls zo zusétzlich eine Sprungstelle ist,
miissen wir den Funktionswert an dieser Stelle durch den Mittelwert der links- und rechtsseitigen Grenzwerte
ersetzen, um die Existenz des Integrals zu gewéhrleisten:

f(zo) = Lz +0) K flzo=0) (2.50)

Weil FRN (f)(z0) — f(xo) fir N — oo dann verschwindet, konvergiert die Fourierreihe gegen diesen Wert. Falls
die Funktion an der Stelle zg stetig ist, konvergiert die Fourierreihe gegen den Funktionswert f(xq).

Damit haben wir den Satz bewiesen: Unsere einzigen Forderungen waren f € L'(S) (sonst wiirden die
Koeffizienten in (2.33) nicht existieren) und die Existenz der Grenzwerte der Funktion am Punkt zo sowie der
Grenzwerte ihrer Ableitungen (sonst wiirde der Limes von (2.48) fiir N — oo nicht verschwinden).

Gleichmiflige Konvergenz. Ein stéirkeres Konvergenzkriterium als die punktweise Kon-
vergenz ist die gleichmé&flige Konvergenz:

Jim [ FRy () = flloo = Jim max [FRy(f)(z) - f(2)] = 0. (2.51)

Das ist die Maximumsnorm, die wir schon frither besprochen haben. Anschaulich bedeu-
tet das, dass sich die Graphen der Partialsummen FRy(f)(x) auf dem Definitionsintervall
gleichméfig dem Graphen der Grenzfunktion f anndhern. Fiir reellwertige Funktionen be-
trachtet man dazu einen “e-Schlauch”, d.h. einen Parallelstreifen f(x) —e <y < f(z)+¢ der
Dicke 2¢ (Fig. 1.2). Die gleichméfiige Konvergenz kann man dann so ausdriicken: Fiir jedes
e > 0 existiert eine Zahl Ny(e), sodass fiir alle N > Ny(e) der Graph von FRy(f)(z) im
e-Schlauch verlauft. Das ist eine stiarkere Bedingung als die punktweise Konvergenz, da sie
auf den globalen Eigenschaften der Funktion beruht.

Unter welchen Voraussetzungen an f konvergiert ihre Fourierreihe gleichméfig? Eine niitz-
liche Aussage ist die folgende:

Majorantenkriterium von Weierstraf3: Sei ) 2 a, mit a, > 0 eine konvergente
Reihe und |by(z)| < ap Vo € A und fast alle n. Dann konvergiert die Reihe > > by, (z)
gleichméfig auf x € A.

Setzen wir a, = |c,| und b, (x) = ¢, "™, wobei ¢, die Fourierkoeffizienten der Funktion f

sind, folgt daraus: Falls die Reihe ) °|c,| konvergiert, konvergiert die Fourierreihe FR(f)
gleichméfBig. Fiir welche Funktionen ist das der Fall?

SATZ: Sei f € C(S)N D(S), d.h. f ist 2m-periodisch, stetig und stiickweise stetig differen-
zierbar. Dann konvergiert ihre Fourierreihe gleichméflig gegen f.
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Zum Beweis erinnern wir uns daran, dass die Fourierreihe einer Funktion f € C(S) N D(S) punktweise
gegen die Funktion f konvergiert. Um die gleichméBige Konvergenz zu iiberpriifen, betrachten wir die Fou-
rierkoeffizienten d,, der Funktion f’ und teilen das Intervall (—m, ) in die Differenzierbarkeitsbereiche von f
auf, sodass xp = -7 < 71 < X2 < --- < xny = 7 die Stellen sind, an denen f keine eindeutige Ableitung hat:

Tj

. N
. i —inx p/ _ i —inx p/
dn = o /dwe f(x) = 5 ]Ezl / dre ()

T (2.52)
1 & 2 7 ) i
—inz |7 . —inx _ —inx .
= %; flx)e . +in / dze flx) | = 5 f(x)e 77T_|_mcnv
= 2

Die Zwischenschritte erforderten die Stetigkeit von f und die Existenz der links- und rechtsseitigen Ableitungen
am Ende der Teilintervalle. Der Randterm im letzten Ausdruck verschwindet ebenfalls wegen der Stetigkeit
an den Réndern, f(7) = f(—m). Damit gilt d,, = inc,, wobei ¢, die Fourierkoeffizienten der Funktion selbst
bezeichnen, und insbesondere dy = 0.

Jetzt benutzen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(x, y)| < ||z|| ||y|| aus Gl. (1.36) fiir den Hilbertschen
Folgenraum /£2,

Sanba] < | S lanlzy| S bal?, (2.53)

und setzen a,, = 1/|n|, b, = |dn|. Von der Reihe 3, 1/n” wissen wir, dass sie konvergiert. Die Ableitung f” ist
stiickweise stetig und somit auch ein Element des L?(S), daher wissen wir aus der Parseval’schen Gleichung,
dass die Reihe |dn|2 konvergiert. Damit kénnen wir schreiben:

(oo}

> feul = leol + 3 el <leal 4[5 5 [ el <o (2.54)

n=-—oo n#0 n;ﬁO n#0

Somit konvergiert FR(f) gleichmifig gegen f. Wir hiitten den Satz auch nur fiir stetig differenzierbare Funk-
tionen f € C'(S) beweisen kénnen, dann wiire die Intervallaufteilung in (2.52) nicht nétig gewesen.

Fiir gleichméflig konvergente Reihen gelten aulerdem eine Reihe weiterer Aussagen:

m Die Summe einer gleichméfig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen ist wieder
eine stetige Funktion.

m Fiir gleichméBig konvergente Reihen sind Summe und Integral vertauschbar.

m Wenn die Reihe, die man durch gliedweise Differenziation einer stetig differenzierbaren,
konvergenten Reihe erhilt, gleichméflig konvergent ist, dann konvergiert sie gegen die
Ableitung der Summenfunktion.

Fourierreihen unstetiger Funktionen kénnen daher nicht iiberall gleichméflig konvergieren,
denn sie miissten sonst als Summe stetiger Funktionen wieder gegen eine stetige Funktion
konvergieren und nicht die gewiinschte unstetige Funktion darstellen. Insbesondere ist das fiir
die Rechteck- und Ségezahnfunktion in (2.11) und (2.14) der Fall. Ihre Fourierkoeffizienten
fallen nur wie 1/n ab, sodass die Reihen > |¢,| nicht konvergieren. Das &uBert sich in den
Spitzen neben den Sprungstellen, die in Fig. 2.1 sichtbar sind. Dort schielen die Partial-
summen der Fourierreihe um einen unangenehm hohen Betrag {iber das Ziel hinaus, der sich
auch fir N — oo nicht dndert; die Fourierreihe konvergiert also nicht gleichméfig. Dieses
Gibbs’sche Phinomen ist bei allen unstetigen periodischen Funktionen zu beobachten.
Man spricht auch von Unter- bzw. Oberschwingern der Fourierpolynome, was zu Artefakten
in der Signalverarbeitung und Bildkompression fiihrt.
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Betrachten wir die Fourierreihe (2.11) der Rechteckfunktion. Man kann zeigen, dass ihr erstes Maximum
fiir x > 0 beil zg = 7/(2(N + 1)) liegt. Daraus bestimmt sich der Wert bei zg zu

N ™

1 1 sin[(2k + 1) o] Nooo 1 1 / sin z

— 4+ — 2 —+— [ dz——. 2.55

2+7r;) 2k + )z 0 2t ) (2.55)
= 0

FRn(f) (w0

Hier haben wir die Diskretisierung des Integrals iiber (sin z)/z beniitzt,

a

. N .
sin z sin 2z a
d ~ E Az —— Az = 241 — 21 = 2.56
/ z z e s z Zk+1 Zk ( )

) z P N +1

was mit z = (2k + 1) xo auf Az = 2z und a = 7 fiithrt. Dementsprechend lautet die Differenz aus dem
Maximum bei 2o und dem Minimum bei —zg

2 /dz SHZ” ~ 1.17898, (2.57)

d.h. die Differenz der Funktionswerte wird um fast 18% iiberschritten!

Differenziation und Integration. Auch beim Differenzieren von Fourierreihen muss man
vorsichtig sein. So ergibt z.B. die gliedweise Differenziation der Fourierreihe (2.14) der Sége-
zahnfunktion

22:(—1)”+1 cosnz , (2.58)

doch die Koeffizienten 2 (—1)"*! dieser Reihe bilden keine Nullfolge mehr, die Reihe kann
also nicht konvergieren. Die Voraussetzungen fiir eine punktweise Konvergenz der Fourierreihe
reichen also fiir die gliedweise Differenzierbarkeit nicht aus. Stattdessen gilt:

SATz: Sei f € C(S)ND(S), d.h. f ist 2w-periodisch, stetig und ihre Ableitung stiickweise
stetig. Dann kann FR(f) gliedweise differenziert werden, und die so gewonnene Reihe stimmt
mit der Fourierreihe der Ableitung der Funktion iiberein.

Das haben wir mit (2.52) schon bewiesen: die Fourierkoeffizienten der Funktion f’ sind durch d,, = inc,
gegeben, damit wird die Fourierreihe von f’ zu

Z incy,e™ = a FR(f)(z) . (2.59)

dx ltermweise
n=—o0

Falls diese Reihe aulerdem gleichméfig konvergiert, dann ist die Grenzfunktion eine stetige Funktion, die auf
dem Intervall (—m,7) mit f’ iibereinstimmt.

Betrachten wir die Funktion f(z) = 22/2 fiir z € (—, 7). Ihre periodische Fortsetzung ist
stetig und ihre Ableitung stiickweise stetig. Die zugehorige Fourierreihe

7’L

FR(f)(z) = % Z cos nx (2.60)

kann daher gliedweise differenziert werden, und ihre Ableitung ergibt (2.14), was mit der
Fourierreihe von f/(z) = x fiir x € (—m, 1) iibereinstimmt.
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F1aG. 2.2: Periodische Fortsetzung der Funktion f(x) = x im Intervall (0, 1) durch die Fourier-,
Fourier-Kosinus- und Fourier-Sinus-Reihe mit jeweils 5 Termen.

Zur termweisen Integration einer Fourierreihe muss die Funktion f nur stiickweise stetig
sein. Dabei werden die Koeffizienten ¢, mit Faktoren 1/n multipliziert, was die Konvergenz

g /d:p cn €™ = cox + E S ginz 4 ¢, (2.61)
in
n n#0

Allerdings ist die resultierende Funktion nur dann periodisch, wenn c¢q = 0 gilt.

verbessert:

2.3 Weitere Anwendungen

Fourier-Sinus- und Fourier-Kosinus-Reihe. In (2.27-2.28) haben wir gesehen, dass fiir
eine symmetrische (gerade) Funktion f(z) = f(—=z) nur die Fourierkoeffizienten a,, iiberleben
und fiir eine antisymmetrische (ungerade) Funktion f(x) = —f(—x) nur die b,,. Da man jede
Funktion in einen geraden und einen ungeraden Anteil aufspalten kann,

flay = TSR O ZIED )4 1 (w). (2.62)

tragt der gerade Anteil der Funktion nur zur Kosinusreihe bei und der ungerade nur zur
Sinusreihe, z.B.

1 [ 2 | 2 [
an = — /dx fi(z) cosnz = = /da: f+(x) cosnzx, by, = — /da: f-(x) sinnz. (2.63)
™ T T
o 0 -7

Man fiihrt daher spezielle Fourierreihen fiir gerade und ungerade Funktionen ein, die Fourier-
Kosinus-Reihe fiir Funktionen, die im Periodizitétsintervall (—L, L) gerade sind,

L

FKR(f)(z) = % + ian cos (?) . ap = z/d:c f(z) cos (?) , (2.64)
n=1 0

und die Fourier-Sinus-Reihe fiir im Periodizitéitsintervall (—L, L) ungerade Funktionen:
FSR(f)(x) = nz:lbn sin <$) , b= I /dm f(z) sin (?) . (2.65)

0
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In beiden Féllen lduft die Integration nur iiber das halbe Intervall (0, L), da der Beitrag der
anderen Hilfte ja gleich grof§ ist. Damit lidsst sich eine in einem Intervall (0, L) gegebene
Funktion auf mehrere Wege durch Fourierreihen darstellen: entweder durch die iibliche Fou-
rierreihe, oder als symmetrische bzw. antisymmetrische Erweiterung auf das Intervall (—L, L)
mittels FKR oder FSR.

Dabei kénnen auch die Konvergenzeigenschaften verschieden sein, wie in Fig. 2.2 fiir die
Funktion f(x) =« fiir 0 < z < 1 gezeigt. Die Koeffizienten der iiblichen Fourierreihe fiir die

Periode (0, 1) lauten

1
ap = 17 an>0 = 07 bn>0 = _E 5 (266)

jene der FKR fiir die Periode (—1,1) sind

_ _ 0 ngerade
a =1, An>0 = { ——t>  nungerade (2.67)
und jene der FSR fiir die Periode (—1,1)
bnso = 2 (—1)"H (2.68)
n> nw . .

Die FKR konvergiert am schnellsten, da ihre Koeffizienten mit 1/n? abfallen, wihrend jene
der anderen beiden Reihen nur mit 1/n verschwinden.

Diskrete Fouriertransformation. In der Praxis hat man es oft mit diskreten Funktions-
werten f(zy) = fr an dquidistanten Datenpunkten zj zu tun, die man geeignet interpolieren
will. Das kann man durch polynomiale Interpolation oder Splines bewerkstelligen, aber auch
die Fourierreihe eignet sich dafiir sehr gut. Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten muss man
allerdings das Integral in (2.33) diskretisieren, da die Funktion f ja nicht als geschlossener
Ausdruck vorliegt:

i . 1 = . 1N e
Cn = 271_/daz flx)e ™™ — 7 kzo Az fre "k = N 2 fre RN (2.69)
0 = —

Hier haben wir das Intervall (0,27) in N Teilintervalle mit Az = 27/N zerlegt und das
Integral durch eine Summe iiber die Funktionswerte an den dquidistanten Stiitzstellen zp =
2wk /N mit k = 0,... N — 1 genshert. Analog schreiben wir fiir die Fourierreihe:

) N-1
f(‘T) = Z Cn e — fj = Z Cn ez’nj%” . (270)
n=0 n=0
Als Resultat erhalten wir zwei Matrix-Vektor-Gleichungen,
N-1 N-1 ‘ 1
fj = ZMjncna Cp = Z(Mﬁl)nk fk7 Mjn:zg\?; (Mil)nk: Nz&nk, (271)
n=0 k=0

wobei zy die N-te Einheitswurzel bezeichnet:

oy =e'N . (2.72)
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Dass die beiden Matrizen M und M ~! tatséichlich invers zueinander sind,
(j
(MM, = N Z - ks (2.73)

kann man so sehen: fiir j = k ist die Aussage trivial; fiir j # k ist Z = zfv_k =# 1 wieder eine
Einheitswurzel mit ZV = %70~k = 1_ daher gilt

N-1
ZZN:1+Z+Z2+"‘+ZN_1:7:O- (2.74)
n=0

Hat man die Koeffizienten iiber ¢ = M ! f bestimmt, kann man mittels (2.70) die Fourierreihe
an beliebigen Punkten x auswerten. Insbesondere erhilt man — trotz der Approximation —
an den Stiitzstellen z; wieder die urspriinglichen Funktionswerte zuriick!

Da fiir jeden der Koeffizienten N Beitrage zu berechnen sind, wéchst der numerische Aufwand allerdings
wie O(N?). Die Fast Fourier Transformation (FFT) ist eine Methode, um diesen Aufwand drastisch zu
reduzieren. Nehmen wir dazu an, N sei eine Potenz von 2, also N = 2, 4, 8, 16 usw. Spalten wir zunéchst die
Summe von k =0...2N — 1 mit N Termen in zwei Teilsummen mit jeweils N/2 Termen auf:

N— N/2—-1 N/2—1
Z Yk fro = Z Z (M orfe = 3 [ Yo+ (M), fiyx |- (275)
k=0 k=N/2 k=0

Wenn wir die Eigenschaften der Einheitswurzeln zx ausnutzen,

=2y, =1, P=-1, (2.76)
konnen wir fiir gerade n = 2j schreiben:
, 1o 1 g , 1 o o
(M = ~ 20 = NN (M Vs = N 2R 7N = ~ iN)2 (2.77)
und somit
N/2—1 N/2—1
—jk —jk (1
Coj = N Z s (fot fpn) = 0 anis 0. (2.78)
k=0
Analog erhalten wir fiir ungerade n = 2] +1
1 1 —ej+ve _ 1 gk _—k —1 1 —@i+n(k+5F 1k &
(M i = 2y = Loholh (MY, = TR S L (279)
und damit
N/2—1 N/2—1
—jk . . —jk £(2)
Cajir = Z s ent (fot fpy) = 0 snis 1. (2.80)
k=0

Das sind wieder Matrix-Vektor-Multiplikationen, aber jeweils nur mehr mit der halben Linge N/2 der Vektoren.
Das Verfahren kann man weiter iterieren, wodurch die Zahl der Rechenschritte von O(N?) auf O(Nlog, N)
reduziert wird. So verringert sich z.B. der Aufwand fiir N = 2'® um einen Faktor N? /(N log, N) = 4096!



Kapitel 3

Integraltransformationen

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass sich periodische Funktionen auf einem Intervall
[—L, L] in Fourierreihen entwickeln lassen. Was passiert, wenn die Funktion nicht mehr peri-
odisch ist — oder anders gesagt, wenn das Periodizitdtsintervall auf die gesamte reelle Achse
erweitert wird? Will man solche Funktionen durch Summen der Art ¢, e® darstellen, be-
merkt man schnell, dass im Gegensatz zu periodischen Funktionen, wo n nur diskrete Werte
annimmt, in diesem Fall n stetig variieren muss. In anderen Worten, man muss die Summen
durch Integrale ersetzen.

Fouriertransformation. Betrachten wir dazu eine Funktion f: R — C, die fir |z| — oo
hinreichend schnell abféllt (was das genau bedeutet, werden wir spéter prézisieren) und die
im Intervall —L < z < L mit der Funktion f; zusammenfillt. Falls f; die frither bespro-
chenen Bedingungen erfiillt (stetig und stiickweise stetig differenzierbar), konvergiert ihre
Fourierreihe punktweise gegen fr, daher gilt fiir alle x € (=L, L):

L
fr(z) = Z cne’ L, cp= Y dee T f(x). (3.1)
n=-—00 “L
Definieren wir jetzt
L
™ ™ —ipT
L L
—L
dann l&sst sich (3.1) so schreiben:
Ap 1 ,
n — <~ n - A n P . .
tn="_"9m) = fule)=- n:Zoo pg(pn)e (3.3)

Fiir grofle L ldsst sich das als Diskretisierung eines Riemannschen Integrals interpretieren,
bei dem die p-Achse in Teilintervalle 7w/L zerlegt wurde. Der Grenziibergang L — oo liefert
dann die Fouriertransformation:
oo 1 o
o) = [ dof@e e fa) = o [ dogr)er. (3.4

—00 —00
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Die Funktion g wird Fouriertransformierte von f genannt. Die Normierung ist in der Litera-
tur nicht einheitlich, man kénnte den Faktor 1/(27) genausogut symmetrisch aufteilen und
stattdessen vor beide Integrale 1/1/27 stellen; wichtig ist nur, dass das Produkt der Fakto-
ren in (3.4) den Wert 1/(27) ergibt. Das kann auch bei manchen anderen Beziehungen zu
abweichenden Vorfaktoren fithren, und darauf muss man achten, wenn man mit der Litera-
tur vergleicht, Fouriertransformationen aus Tabellen nachschldgt oder eine mathematische
Software verwendet.

Integraltransformationen. Die Fouriertransformation ist ein Speziallfall von allgemeinen
Integraltransformationen der Art

o(p) = (Af)(p) = / dx K (z,p) f(x). (3.5)

die durch den jeweiligen Kern (engl. kernel) K (x,p) der Transformation charakterisiert sind.
A ist ein linearer Operator, der Funktionen aufeinander abbildet (mit solchen Operatoren
werden wir uns in Kap. 5 eingehend beschéftigen) und zumindest im Prinzip umkehrbar ist,
d.h fiir f1, fo € Vund o, € C gilt

Alafi + Bfa) =aAfi + BAfa, f=Atg=A"14f. (3.6)

Fine zentrale Frage betrifft seinen Definitions- und Wertebereich, denn um sicherzustellen,
dass das Integral existiert, miissen bestimmte Forderungen an f und g gestellt werden.
Einige Beispiele fiir Integraltransformationen sind:

m Fouriertransformation:  ¢(p) = Ff(p) = / do f(z) e P (3.7)

—0o0
o0

m Laplace-Transformation: g¢(p) = Lf(p) = /dm flx)e %, (3.8)

0
00

» Mellin-Transformation:  g(p) = Mf(p) = / dz f(z)zP~t. (3.9)
0

Die Funktionen g = Ff, Lf bzw. M f sind dann jeweils die Fourier-, Laplace- oder Mellin-
Transformierten zu f. Oft verwendet man auch Sonderzeichen oder Grolbuchstaben, z.B.
f = Ff oder FF = Ff. Insbesondere die Fourier- und Laplace-Transformation bieten oft
elegante Wege zur Losung von Differenzial- und Integralgleichungen. Nach der Transforma-
tion vom Originalbereich (“z-Raum”) in den Bildbereich (“p-Raum”) konnen diese unter
Umstéanden auf algebraische Gleichungen zuriickgefithrt werden, deren Loésungen man dann
wieder zuriicktransformieren kann. Die Fouriertransformation spielt in der Quantenmechanik
eine zentrale Rolle, wo sie den Ubergang vom Ortsraum zum Impulsraum bewirkt, und fin-
det auBlerdem vielfiltigen Einsatz in der Spektralanalyse von Signalen und der Kompression
von Audio- und Bilddateien. Andere Integraltransformationen wie die Mellin-, Hankel- und
Hilbert-Transformationen sind bei der Behandlung bestimmter Differenzialgleichungen niitz-
lich, und die Radon-Transformation liefert die Grundlage der heutigen Computertomografie.
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3.1 Fouriertransformation

Die Fouriertransformation (3.4) hat einige sehr angenehme mathematische Eigenschaften. Ih-
re natiirliche Definitionsmenge ist der Raum L'(IR). Obwohl solche Funktionen Pole, Sprung-
stellen usw. besitzen konnen, biigelt die Fouriertransformation diese Eigenschaften aus:

SATZ: Sei f € L'(R) und die Fouriertransformation definiert durch

[e.o]

Ff(p) = / dx f(z) e % peR. (3.10)

—00

Dann ist die Fouriertransformierte F f eine beschrinkte, stetige Funktion, die im Unendlichen
verschwindet (Lemma von Riemann und Lebesgue):

lim Ff(p)=0. (3.11)

[p|—o0

Wir wollen diese Aussagen nacheinander beweisen:
m Fiir f € L'(R) ist Ff beschrinkt: || Ff|[oo < ||f]]1, denn

Fiwl< [ do|f@e | = [ ali@l =l vper. (3.12)

m Fir f € L'(R) ist Ff stetig: Sei (px)ren C R eine Folge mit limg_s o pr = p € R. Dann gilt

kll)ngc Fflpr) = klinolo / da f(z) e Pr" = / dz f(x) e " = Ff(p). (3.13)

Wir bendtigen also lediglich die Stetigkeit von e~ ??_ nicht jene der Funktion f selbst. Die Vertauschung
des Limes mit der Integration ist wegen der Abschitzung |f(x) e "P**| < |f(z)| € L'(R) erlaubt (Satz
von Lebesgue zur majorisierten Konvergenz).

B Zum Beweis des Riemann-Lebesgue-Lemmas (dessen Spezialfall fiir ein endliches Intervall ist uns schon
in (2.38) begegnet) betrachten wir eine Funktion h € C§°(R), d.h. eine glatte Funktion mit einem
kompakten Trager. Fiir solche Funktionen gilt

Fhip) = 7@: h(z) e~ 7* = ]Oda:h(x) % (_% e—im) nt 1 [ i W (z) e~ = L F(h')(p).

Bei der partiellen Integration verschwinden die Randterme wegen h(|z| — co) = 0. Aus ||Fhl|e < [|h]]1
folgt dann die Aussage (3.11) fiir h € C5°(R):

1 1 , .
|]:h(p)|:—|]:(h/)(p)‘ < —=|A|]i VpeR = lim Fh(p)=0. (3.14)
Ipl Pl |pl—o0
Die Verallgemeinerung auf Funktionen f € L' (RR) beruht auf dem Umstand, dass C§°(R) fiir 1 < p < oo
ein dichter Teilraum von LP(R) ist. Insbesondere ldsst sich jedes f € L'(R) durch eine Folge von

Funktionen aus C§° approximieren, d.h. fiir festes € > 0 existiert ein h € C§°, sodass

1f ks = /dwlf(x)*h(x)l <e. (3.15)

Dann gilt auch ||[F(f — h)||lw < €, also |Ff(p) — Fh(p)| < € Vp € R, und fiir |p| — oo folgt wegen
Fh(p) — 0 auch Ff(p) — 0.
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1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
f(z)
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 L 0.0 - — - 0.0 -~
-10 -5 0 5 10 -3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4
6 6
10
5 5
8 a=5 a=0.1 a=0.2
a=1 4 a=1 4 a=1
.Ff(p) 6 a=02 a=10 a=5
4 3 3
2 2 2
0 o= A AL - 1 1
-2 U U 0 _/ A\ 0
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Fic. 3.1: Fouriertransformation des Rechteckimpulses, der Gaufifunktion und des exponen-
tiell abfallenden Impulses

Beispiele. Sehen wir uns nun einige typische Beispiele zur Fouriertransformation an, um
Intuition zu gewinnen.

m Der Rechteckimpuls
1 —a<zxz<a,

f) = {() sonst (3.16)

erfiillt f € L'(R), sodass die Fouriertransformation wohldefiniert ist:

T ) / . —ipa _ ipa 2 ¢i
Ffp) = /dwf(ﬂs)e"p”C:/dxe"”: e~ o (3.17)

—p p

—0o0 —a

Wenn wir annehmen, dass auch die Riicktransformation in (3.4) existiert, gilt

[ee) (o)
1 2 si ) 2 i
f@) =5 [ ap = e =2 [ay ™ cospr, (3.18)
27 P T P
—00

da der antisymmetrische Anteil bei der Integration wegfillt. Das liefert fiir x = 0 die niitzliche
Integrationsformel

m .
sinp 7
d - 3.19
/p " 5 (3.19)
0

Wie bei der Fourierreihe liefert die riicktransformierte Funktion an den Sprungstellen den
Mittelwert der Funktionswerte:

o= b [ap 2o cnton) A snCan) 1 i L
T P T p T T 2
0 0 0

Was passiert fiir a — oo? Dann wird f(z) = 1 V = € R, was natiirlich keine integrierbare
Funktion mehr ist. Die Fouriertransformierte verschwindet dann fiir alle p # 0, wéhrend sie
bei p = 0 eine unendlich hohe Spitze hat. Diese “Dirac’sche Deltafunktion” werden wir
in Kap. 4 im Kontext von Distributionen behandeln.



40 Integraltransformationen

m Die GauBifunktion f(z) = e * z € R, a > 0 ist nicht nur ein Element des L!(R), son-
dern auch der Prototyp einer Schwartz-Funktion, die gemeinsam mit allen ihren Ableitungen
im Unendlichen schneller als jede Potenz verschwindet. In diesem Fall lauten die L'-Norm
und die Fouriertransformation von f:

00 00 ' ,
flle = / dw e = g Fflp) = / da e ¢~ — \/Ze—ia. (3.21)
e I

Die Fouriertransformierte einer Gaufifunktion ist also wieder eine Gaufifunktion!

Die L'-Norm kann man auf verschiedene Arten berechnen; eine Moglichkeit ist die Transformation auf Polar-
koordinaten x = rcos ¢, y = rsin ¢ und dxdy = rdrde:

2

0o oo o 0o oo oo 27
2 2 2 2 2
/dwe_‘“ = /d:re_w /dye_ay = /d:c / dye " = /drr/dape_m
— 00 —oo —o0 —o0 0

0 (3.22)

—ar- 1 —ar -
:27r/drre ‘Z:QW{——e 2} :E.
2a o a
0

Gl (3.21) ldsst sich mittels partieller Integration herleiten. Dazu bilden wir die Ableitung

’ _ s —ax? —ipx _ L —az? —ipx _ i —az? —ipx _ _ﬁ
(Ff)(p) = /dac( ix)e e {20{6 e } dze e 2Oé]-"f(p).

—0o0 u’ () —0o0

2
Das ist eine Differenzialgleichung mit der eindeutigen Losung F f(p) = ce ia, wobei ¢ = Ff(0)=+/7/a. Ein
alternativer Beweis verlauft iiber die Funktionentheorie; dazu schreiben wir

o] oco—+iw
2 ip \2 . P
Fflp)=e = /dme*“(”ﬁ) — e ia / dze ", w=2. (3.23)
— 0 —oo+iw

2
Nun kénnen wir den Integralsatz von Cauchy benutzen: e~ ** hat keine isolierten Singularitéten und ver-

schwindet fiir |z| — oo, daher kénnen wir die Integrationskontur zuriick auf die reelle Achse deformieren. Oder

anders gesagt: innerhalb einer geschlossenen Kontur verschwindet das Integral iiber e_“zQ7

—R+iw R+iw R —R
/ + / + / +/ dze " =0, (3.24)
“Rr _R+iw Rtiw R

und weil der erste und dritte Beitrag im Limes R — oo gegen Null gehen, heben sich die beiden restlichen

Terme gerade gegenseitig auf:
oco+iw

dze " = /dze_(”z: T (3.25)
a
—oo+iw — 00

Hieraus kénnen wir eine wichtige Eigenschaft der Fouriertransformation ablesen. Schrei-
ben wir f(z) = e */(492) und Ff(p) ~ e ?*/(49%)  dann gilt o, op = 3. Wenn wir f(z)
verbreitern, wird F f(p) schméler und umgekehrt, aber das Produkt o, o, bleibt konstant.
Das ist nichts anderes als die Heisenbergsche Unschirferelation! In der Quantenmecha-
nik wird der Zustand eines Systems durch eine Wellenfunktion ¢ (z) im Ortsraum bzw. F1(p)
im Impulsraum beschrieben, die durch eine Fouriertransformation auseinander hervorgehen.
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Die Breite der Wellenfunktion zeigt an, wie sehr der Ort des Teilchens lokalisiert ist bzw. wie
scharf sein Impuls bekannt ist. Definiert man

oz = ((x — (2))*) = (&) — (2)?, S dra” [y () |?
op = ((p—(p)*) = *) — (v)?, I dz ()

und analog fiir (p"), dann gilt allgemein die Relation 0,0, > % Der Ort und Impuls eines
Teilchens kénnen nicht gleichzeitig beliebig scharf gemessen werden (damit p tatséchlich einen
physikalischen Impuls beschreibt, muss man noch einen Faktor 7 einfiigen). Die mathemati-
sche Grundlage dieser Relation ist also die Fouriertransformation!

(") = (3.26)

m Auch ein exponentiell abfallender Impuls f(z) = e~ z € R, a > 0 liegt im L'(R)
und hat die Norm

= d 70[‘%' e 2/d —ar _ T rar = — 2
[ f]]1 / Te xe —€ . T a (3.27)
—o0 0

Seine Fouriertransformierte lautet

00 0 .
]:f(p) = / dx e—a|z\e—ipz — / dx e—z‘pa:—l—aav + /dl‘ e—ipw—ax
- > 0 (3.28)
eocx—ipm 0 e—ocx—ipz 0 1 1 2%
Taipl. atiply a-ip atip attpP
m Abschliefend betrachten wir einen komplexen Wellenzug der Linge 2N /w:
_ [l <A,

f@) = {0 sonst. (3.29)

Die Fouriertransformation liefert ein dhnliches Resultat wie in (3.17), jetzt allerdings mit
einem Maximum bei p = w:

N /w
) 2 i — )N
Ff(p) = / T L [;p_w“)w} (3.30)
—N7/w

Fourier-Kosinus- und Sinus-Transformation. Da man laut (2.62) jede Funktion in einen
geraden und einen ungeraden Anteil zerlegen kann, tragen dann auch jeweils nur die geraden
(Kosinus) und ungeraden (Sinus) Anteile von e~* zum Integral bei:

Ff(p) = / dx fy(z) e P + / do f_(z)e " = / dx fy(x)cospr —i / dx f_(z)sinpz
= 2/d:1; fi(z)cospx — Qi/d:n f-(z)sinpz =: F. f+(p) — iFs f—(p) . (3.31)
0 0

Dabei wird F, als Fourier-Kosinus-Transformation und F, als Fourier-Sinus-Transformation
bezeichnet.
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Rechenregeln und Ableitungen. Wir kénnen einige niitzliche Skalierungsregeln fiir die

Fouriertransformation herleiten, wenn wir die Transformation auf f,(z) = f(z + a) bzw.
fa(z) = f(Az) mit @ € R und A > 0 anwenden:
F(e“ f)(p) = / dz f(z) e P~ = Ff(p—a), (3.32)
Fr) = [ def@raye—c [aypmen—crrie), (63
7 . 1 7 ipy 1
Frw = [ defoaer =1 [ayre® =71 (F). (334

Die ersten beiden Gleichungen besagen, dass eine Translation im Argument einen Phasenfak-
tor in der Fouriertransformierten bewirkt. Wir kénnen auflerdem die Fouriertransformation
innerhalb eines Integrals umschaufeln:

[e.o] oo o0 oo o0

[ ars Fi@ = [ wg@) [avsweiv= [avso) [ o
h e - 0 - - (3.35)
= /dyfg(y) fly) = /dxfg(x)f(x),

Hier haben wir den Satz von Fubini benutzt: bei einem Doppelintegral [[ dz dy h(z,y) ist
die Vertauschung der Integrationen erlaubt, wenn das Integral [[ dx dy |h(z,y)| existiert —
das ist hier erfiillt, da f,g € L'(R).

Die Fouriertransformation verdankt ihre Bedeutung wesentlich dem Umstand, dass sie
Ableitungen in Multiplikationen verwandelt. Das ist duflerst niitzlich fiir das Losen von
partiellen Differenzialgleichungen, und in der Quantenmechanik basiert darauf die Identifika-
tion des Ableitungsoperators im Ortsraum mit dem Impulsoperator:

SATZ:

m Sei f € LY(R)NCM™(R), d.h. f ist absolut integrierbar und m-fach stetig differenzier-
bar, und die m-te Ableitung f(™ € L'(R). Dann gilt

F(f'™)(p) = (ip)™ F £ (p) - (3.36)
m Sei 2 f € L'(R). Dann ist Ff € C™(R) und es gilt
(FH™(p) = F((=iz)™ f)(p) - (3.37)

Zum Beweis der ersten Aussage fiir m = 1 berechnen wir einfach die Fouriertransformation der Ableitung;:

oo (oo}

F(f)p) = / dz f'(z) e """ = f(z)e ™" h +ip / dz f(z)e " = ip Ff(p). (3.38)

— 00 —o0
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Der Randterm verschwindet, da f € L? (R) und somit lim|,|_e f(2) = 0. Der allgemeine Fall folgt induktiv.
Fiir die zweite Aussage im Fall m = 1,

(F) () = / dz f(z) (—iz) e~ 7" = F(—izf)(p), (3.39)

ist wegen !d% (f(z)e ") ‘ = |zf(z)| € L*(R) die Vertauschbarkeit der Ableitung (die man ja als Limes
schreiben kann) mit dem Integral nach dem Satz von Lebesgue von der majorisierten Konvergenz gewéhrleistet.

Fouriertransformation im Schwartz-Raum. Bis jetzt sind wir der Frage ausgewichen,
unter welchen Bedingungen die Fouriertransformation eine Umkehrtransformation wie
in (3.4) besitzt. Bisher wissen wir nur, dass die Fouriertransformatierte F f einer Funktion
f € L*(R) stetig und beschriinkt ist und dass Ff fiir |p| — oo verschwindet. Damit muss
Ff aber nicht mehr im L!(R) liegen (z.B. kénnte die Fouriertransformierte im Unendlichen
ja wie 1/p abfallen), und somit ist nicht klar, ob die Riicktransformation existiert. Wenn wir
die beiden Ausdriicke in (3.4) einfach ineinander einsetzen, erhalten wir mit

il ipr ipx —ipy _ ip(z—y)
5 /dpg(p)e 5 /dpe /dyf(y)e 5 /dyf(y)/dpe (3.40)

kein sinnvolles Resultat, denn die Vertauschung der beiden Integrationen ist nach dem Satz
von Fubini ja gar nicht erlaubt. Spéter werden wir dieser Formel durch eine Erweiterung des
Definitionsbereichs der Fouriertransformation einen Sinn verleihen, was uns auf die Theorie
der Distributionen fithren wird.

Gehen wir zunéchst den umgekehrten Weg und schrinken die Definitionsmenge der Fou-
riertransformation ein, bis wir auf eine Menge gelangen, auf der die Umkehrung wohldefiniert
ist. Das fiithrt auf die folgende von Laurent Schwartz (1915-2002) eingefiihrte Definition:

DEFINITION: Der Schwartz-Raum ist die Menge der beliebig oft stetig differenzierbaren
(glatten) Funktionen, die gemeinsam mit ihren Ableitungen im Unendlichen schneller als jede
Potenz verschwinden:

S(R) = {f € C™(R)

lim z*f®(z)=0 Va,pe 11\10} . (3.41)

|z|—00

Der Schwartz-Raum ist ein Unterraum des L2(R), allerdings deutlich kleiner als dieser. Bei-
spielsweise ist jeder Rechteckimpuls quadratintegrierbar, auch jede stiickweise stetige Funkti-
on, die auBerhalb eines endlichen Intervalls [a, b] verschwindet, oder Funktionen der Art e =17,
aber keine dieser Funktionen ist eine Schwartz-Funktion. Typische Schwartz-Funktionen sind
die GauBfunktion e* sowie die glatten C§°(R)-Funktionen mit kompaktem Tréger, wie z.B.
el/(@=1) fijy |z| < 1 und sonst Null. Falls f eine Schwartz-Funktion ist, sind auch z® f und f 8
mit beliebigen o, 5 € INg wieder Schwartz-Funktionen. Es gilt C§° € S C C*°, und man kann
zeigen, dass fiir 1 < p < oo der Schwartz-Raum S(R) dicht im Raum der p-integrierbaren
Funktionen LP(R) liegt.
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SATz: Die Fouriertransformation F : S(R) — S(R) ist eine bijektive Abbildung im
Schwartz-Raum, und ihre Umkehrtransformation lautet

F ) = 5 [ doglo)er. (3.42)

AuBerdem gilt die Formel von Plancherel:

<]:f? ]:g>L2 =2m <f7 g>L2 0 (343)

Dass die Fouriertransformation einer Schwartz-Funktion wieder eine Schwartz-Funktion ergibt, sieht man so:
f € S(R) ist eine stérkere Bedingung als die Voraussetzungen in (3.36-3.37), daher sind die dort getroffenen
Aussagen fiir die Ableitungen sicher auch fiir Schwartz-Funktionen giiltig. Dann ist aber

P EN®) L i Fae nw = S @) Fet nm 2 S F (@ n®) @), @)

Da auf der rechten Seite wieder eine Fouriertransformation steht, verschwindet dieser Ausdruck wegen (3.11)
im Limes |p| — oo; somit ist F f eine Schwartz-Funktion. Die Existenz der Fouriertransformierten von (z® )
fiir beliebige «, 8 € INy ist fiir alle Schwartz-Funktionen garantiert.

Um zu beweisen, dass die Abbildung bijektiv ist, d.h. dass fiir jedes g € S(R) genau ein f € S(RR) mit
Ff = g existiert, starten wir von (3.42) und schieben eine Gauffunktion (3.21) ein:

12 2 i
h(z):=e 2 = h(0)=1, Fhp)=+V2r e T =or h(p), / dph(p) = V2. (3.45)
Dann gilt mit den Skalierungseigenschaften aus (3.33-3.34): o
€L 7d Ff(p)e™ = lim — /ocd Ff)e® h(ap) *2) lim ]od f+z) Fhalp)
2w P p o A—0 27 pJ,_/J/ o A—0 27 PP R);ﬁz
—o0 —0oo Fle®)  ha(p) —oo Fh(p/X)/X
oo 0o (3.46)
1 1
= lim — : h = — hip) = f(x).
i o [ o fOw+0) Fh) = 1) <= [ dohio) = 1(@)
- V2 h(p) -

Zur Vertauschung des Limes mit dem Integral haben wir zweimal den Satz von Lebesgue zur majorisierten
Konvergenz benutzt. Damit ldsst sich f aus Ff rekonstruieren, F ' Ff = f, womit die Abbildung injektiv
ist. Dass die Fouriertransformation auch surjektiv ist, sieht man durch ihre wiederholte Anwendung:

Piw) = [ doFf@e ™ = F Fiep 2w icn = T =), @an

Wihlt man f = F2g/(2n)? € S(R), folgt aus F~'Ff = f auch FF 'g = g, und somit ist die Fouriertrans-
formation bijektiv. Die Formel von Plancherel ldsst sich dann einfach durch Einsetzen beweisen.

Der verbleibende Schonheitsfehler ist, dass wir uns weniger fiir den Schwartz-Raum inter-
essieren und vielmehr fiir den Hilbertraum L?(R) der Quantenmechanik — wir wollen Hilber-
traumvektoren mit Hilfe der Fouriertransformation vor- und riickwérts transformieren. Fiir
unbeschrinkte Definitionsbereiche ist L?(a,b) C L!'(a,b) nicht linger erfiillt, denn es gibt
Funktionen € L!(R), die nicht im L?(R) enthalten sind als auch umgekehrt. Die Erweite-
rung auf den L?(R) ist aber moglich, da der Schwartz-Raum S(R) dicht im L?(R) liegt; somit
kann man Funktionen aus L?(IR) durch Funktionen aus S(IR) approximieren und anschlieBend
einen Grenziibergang durchfiihren.
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Fouriertransformation mehrerer Variablen. Alle bisher getétigten Aussagen lassen sich
ohne Weiteres auf den Definitionsbereich R" erweitern:

! / Ipg(p)eP®,  g(p) = / 'z f(z) e P, (3.48)

(2m)"
Rn R

flx) =

Zur Verallgemeinerung des Schwartz-Raums auf S(R™) muss man in der Definition (3.41)
folgende Ersetzungen treffen:

. oo -
:L‘O‘—>fo", fl) 7, 04:2041', a; € Ng. (3.49)

oxs
i=1 i=1 ¢ =1

Als Beispiel berechnen wir die Fouriertransformierte des Yukawa-Potentials

V(r) = 64M . m>0, (3.50)

das in der Kern- und Elementarteilchenphysik eine wichtige Rolle spielt und z.B. die Wechselwirkung zwischen
zwei Nukleonen durch den Austausch von Pionen beschreibt. Die Fouriertransformierte lautet

'] 1 2
~ 1 3 e "m" —ip-x 1 2 e " —ipr cos 6
N - = . 51
V(p) i /d T . e i /drr /d(cos@)/dap . e (3.51)
0 21 0

Hier haben wir Kugelkoordinaten verwendet und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit p = pes gesetzt,
sodass p -« = prcos . Damit konnen wir die Integration ausfiihren:

[e%s) 1 S}
. 1 B . 1 B ) »
Vi(p) = i/drre mr/dze e = ip/dre mr (e”"fe ”’T)
0 21 0
7 —m-+ip)r —(m+ip)r>®
_ L/dr <e(77n+ip)rie*(m+ip)’r> _ 1 el—mti) L (m+ip) (3.52)
2ip 2ip | —m +1ip m+ip |,
0

1/ 1 1 11

:_% (erip_mfip) :p2+m2 T op24m2

Als Grenzfall fiir m — 0 erhalten wir die Fouriertransformation des Coulombpotentials 1/(47r) zuriick,
V(p) = 1/p?, die fiir sich genommen nicht wohldefiniert ist.

Lésen von Differenzialgleichungen. Fouriertransformationen sind insbesondere niitzlich
zur Losung von partiellen Differenzialgleichungen (PDGs). Dabei wird die Gleichung
zusammen mit ihren Anfangsbedingungen fouriertransformiert, was unter Umsténden auf eine
gewoOhnliche Differenzialgleichung fiithrt, die einfach losbar ist. Durch die Riicktransformation
erhélt man dann die Losung der PDG. Auf diese Weise kann man Ldsungen zu konkreten
PDGs finden, aber in der Regel keine Aussagen beziiglich der Eindeutigkeit und stetigen
Abhé#ngigkeit der Losung von den Anfangsdaten treffen.

Als Beispiel betrachten wir die Wellengleichung als Prototyp einer hyperbolischen PDG,

0? 0?
mit den Anfangsbedingungen
u(z,0) = up(x), 8—u(x, 0) = ui(x) VzelR. (3.54)
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Damit die Fouriertransformation existiert, setzen wir voraus, dass sowohl die Losung u als
auch die Anfangswerte ug und uq hinreichend regulér sind.

Zunéchst wenden wir fiir ein fixes ¢ > 0 die Fouriertransformation beziiglich der Ortsvaria-
ble x an. Bezeichnen wir die Fouriertransformierten von u(x,t), ug(x) und w;(x) mit U(p, t),
Up(p) und Uy (p), dann folgt aus (3.36) sofort die transformierte Gleichung

82
(55 +) v =o. (3.55)

Das ist eine gewohnliche Differenzialgleichung, deren Losung bekannt ist (und durch Einsetzen
iiberpriift werden kann):

U(p,t) = A(p) sin(cpt) + B(p) cos(cpt) . (3.56)

Setzen wir die Anfangsbedingungen ein,

U(p0) = Uolp) = BG), 0 (1,0) = Ualp) = cpA(p), (3.57)
dann lautet die Losung
U(p,t) = () sin(cpt) + Uy (p) cos(cpt) . (3.58)

Die Losung fiir u(x,t) der urspriinglichen Gleichung folgt aus der inversen Fouriertrans-
formation. Wegen der Linearitéit der Transformation kénnen wir sie fiir beide Summanden
separat durchfithren. Fiir den zweiten Summanden ergibt sich aus der Skalierungseigen-
schaft (3.33):

F 1 [Un(p) cos(ept)] = F~* |Uo(p) % _ % (wo(x + ct) + uolx — ct)) . (3.59)

Um den ersten Summanden auf eine analoge Form zu bringen, miissen wir die Umkehrtrans-
formation von Uj(p)/(cp) finden. Dazu definieren wir

h(z) = / dyu(y) = W@ =w) = U =Fp) ) ipFrp) (3.60)

und bekommen somit

Ui(p)

cp

. iwcpt _ —icpt ' 1
sin(cpt) = é]—"h(p) L (:39) 5 F (b -+ ct) = hiz = ct)) (3.61)

Damit lautet die Losung der Wellengleichung

x+ct

u(z,t) = % (uo(z + ct) + ug(x — ct)) + % / dyui(y), (3.62)

r—ct

was auch als d’Alembert’sche Lésungsformel bekannt ist.
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3.2 Laplace-Transformation

Die Laplacetransformation (3.8) wurde von Pierre-Simon Laplace (1749-1827) zunéchst im
Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitstheorie betrachtet. Hier unterscheiden sich sowohl
der Integralkern als auch der Definitionsbereich von der Fouriertransformation, weswegen
auch die Menge der Funktionen, die eine Laplace-Transformation erlauben, eine andere ist:

DEFINITION: Eine Funktion f : [0, 00) — C heifit exponentiell beschrinkt mit Schranke
v € R, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass

If(t)] < ce™ vVt e [0,00). (3.63)

Dann ist die Laplace-Transformation folgendermaflen definiert:

[e.o]

Ef(p):/dtf(t)e_pt, peC, Rep>~. (3.64)
0

Die exponentielle Beschrinktheit garantiert, dass das Integral existiert:
o0 oo oo

- —-(R —(Rep— C
/dt\f(t)6 pt’Z/dtlf()l ep)t<c/dt6 (fer wt:m«m. (3.65)
0 0 0

Eigenschaften der Laplace-Transformation. Aus der Definition folgen sofort einige niitz-
liche Eigenschaften. Durch Einsetzen sieht man, dass £ ein linearer Operator ist, d.h. es gilt
L(f+g)=Lf+Lgund LIAf) =ALS. Aus (3.65) folgt, dass Lf(p) fiir Rep — oo verschwin-
det. Ferner gilt

n _ Ji n e—Pt_ _ d" i -t _ (_ ﬁ
LM (1) () = 0/ e ) e = (-1 0/ dF(O) e = (1" L), (300
L(ft-a)p) = [dtft—a)e™ = [ duf(u)er= = o £f(p), (3.67)
/ /
£(fa) ) = [atsaye = [auswe Ef( ) (3.68)
0 0
L FO) ) = [t fO e = Lip ). (3.60)
0

Hier haben wir eine unsaubere Notation verwendet, um nicht fiir jede etwas andere Funktion
ein neues Symbol einfithren zu miissen; eigentlich sollten wir g(t) = t" f(¢) und Lg(p) =
usw. schreiben. In (3.67) benétigen wir die Funktionswerte f(u) fiir u < 0, doch weil f nur
auf der positiven reellen Achse [0,00) definiert ist, benutzt man die Konvention, dass die
Funktion fiir negative v durch Null fortgesetzt wird.
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Mit den obigen Relationen bekommt man schnell einen Grundstock an Rechenregeln, die
fiir das praktische Arbeiten niitzlich sind:

fit)y=1 = Lf(p) = /dte—Pt :;, (3.70)
0 . |

R R T LS Xl

foy = et L L) = £ - 0) = (3.72)

o= B L) = L) ia) = (3.73)

Mit der Gammafunktion in (3.71) ldsst sich die Laplace-Transformierte fiir ¢” auch auf reelle
n > —1 fortsetzen. Wegen der Linearitdt der Transformation kann man sofort die Laplace-
Transformierten eine Reihe anderer Funktionen hinschreiben, z.B.

f(t) ‘ cos at sin at e coshat sinhat

D a 1 P a
LF(p) pP+a® p?’+a®> p—a p>—a® p?—a?

Auch fiir die spéter in Kap. 4.1 behandelten Stufen- und Deltafunktionen lassen sich die
Laplace-Transformierten angeben:

f(t)=4(t—a) = Lf(p)=er* (a>0), (3.74)

fy=6(t—a) = Lfp) =0

(a>0). (3.75)

Wie sehen die Laplace-Transformationen von Ableitungen aus? Falls f stetig differenzier-
bar und auch die Ableitung f’ vom exponentiellen Typ ist, bekommen wir

o0 o0

L) = [def O = vp [dfo e =pLfe) - 10, (370

0 0

wobei der Randterm fiir Rep > ~ wieder verschwindet. Die zweite Ableitung gewinnt man
dann iterativ,

L(f")(p) = L(f)(p) — f'(0) = p°Lf(p) — pf(0) = £(0), (3.77)
bis hin zur n-ten Ableitung:
n—1
L(f")p) =p"Lfp) =D P )" F, (3.78)
k=0

vorausgesetzt, f ist n-fach stetig differenzierbar und alle f() sind vom exponentiellen Typ.
Ahnlich wie bei der Fouriertransformation verwandelt die Laplacetransformation Ableitungen
in Multiplikationen, allerdings mit zusétzlichen Subtraktionen bei t = 0.
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Losen von Differenzialgleichungen. Die letzte Beobachtung fiihrt, wie bei der Fourier-
transformation, zu einem eleganten Verfahren zur Lésung von Differenzialgleichungen: durch
Laplace-Transformation erhélt man eine rein algebraische Gleichung in der Variablen p, die
man nach £f(p) auflésen kann; die Riicktransformation zu f(t) erfolgt dann z.B. mit Hilfe
von Tabellen. Sehen wir uns als Beispiel folgende Differenzialgleichung an:

170+ ar /() + anf (1) = b(1). (3.79)

Bezeichnen wir die Laplace-Transformierten mit F(p) = Lf(p) und B(p) = Lb(p), lautet die
transformierte Gleichung

p*’F —p f(0) — f(0) + a1 (pF — f(0)) + aoF = B

= (P +ap+a)F—[(p+a) f0)+f(0)] =B (3.80)
— N ~-
=:P(p) =Q(p)

und die entsprechende Losung
Fp) = B(p) + Q)

P(p)

Die so entstehenden Ausdriicke sind oft rationale Funktionen, die durch Partialbruchzerlegung
auf Terme der Art (3.70-3.73) zuriickgefithrt werden konnen. Ansonsten behilft man sich mit
Formeltabellen. Betrachten wir als einfaches Beispiel a; = —2, ag = 1, b(t) = t3¢! mit den
Randbedingungen f(0) = f/(0) = 0. Dann ist

(3.81)

toet

f(t>—%~

P(p) = (p—1)%, 6 6 (3.72) (3.82)
=0, ’

p — —
Q(p) Be)= B = =10

Auch hier liefert das Verfahren die eindeutige Losung, die den Randbedingungen geniigt,
macht aber keine allgemeinen Aussagen iiber die Existenz der Losungen.

Die Wiarmeleitungsgleichung ist eine parabolische partielle Differenzialgleichung. Be-
trachten wir als konkretes Beispiel die Gleichung

(gt — 885022) u(z,t) = —f(z,t) = —(x +t2)e_“t Vze(0,1), t>0, (3.83)

mit der Anfangsbedingung u(z,0) = 1 und den Randbedingungen u(0,t) = 1, u(1,t) = e~

Bezeichnen wir die Laplace-Transformierte von wu(z,t) fiir ein festes z € (0,1) mit U(x,p)
und jene von f(xz,t) mit F(x,p), dann lautet die transformierte Gleichung:
0*U x 2

1 1
U—1- = - . U(O,p) ==, Ul,p=—. 3.84
p 52 rz rap (0,p) . (1,p) P (3.84)

Fine partikulidre Losung dieser gewthnlichen Differenzialgleichung, die die Randbedingungen
erfiillt und somit deren eindeutige Losung darstellt, ist

1
p+a’

Uz, p) = (3.85)

wovon man sich leicht durch Einsetzen iiberzeugen kann. Die Riicktransformation ergibt

u(z,t) = e ™. (3.86)
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Umkehrtransformation. Wie sieht die Umkehrtransformation der Laplace-Transformation
allgemein aus? Setzen wir dazu p =z + iy € C:

Lf(x+iy)= [ dtft)e @0t = [ dt f(t)e e = [ dig(t)e ™, (3.87)
/ / /
wobei i) . 0
t)e * t>0,
g(t) = {o b2 0 (3.88)

Das ist aber nichts anderes als die Fouriertransformation, von der wir die Umkehrung kennen!
Somit konnen wir schreiben

00 T+1i00
1 . 1
= xt:— (.’E+Zy)t ) = — 2t =
fO =gt = 5 [ dyer Lo ig) = o / A= Lf(z) e, o =Rep>1.

Dieses Integral heifit Bromwich-Integral und kann mit den Methoden der Funktionentheo-
rie (Residuenintegration) geldst werden.

Faltung. Eine h&ufige Fragestellung ist folgende: Wir kennen die Laplace-Transformierten
der Funktionen g und h und wiirden gerne die Funktion f bestimmen, die die Gleichung
Lf = LgLh 16st, d.h. wir suchen die inverse Laplace-Transformierte des Produkts Lg Lh.
Dazu schreiben wir

Lf(p) = Lyg(p) Lh(p) = /da g(o) e_"p/dT h(r)e ™ = /d’]‘/do‘ g(o) h(r) e~ Plo+7)
0 0 0 0

Durch eine Variablensubstitution ¢t = ¢ + 7 fiir festes 7 wird das Intervall 0 < o < oo auf
T < t < oo abgebildet und wir erhalten

Lf(p)= [ dr [ dtg(t—7)h(t)e . (3.89)
Jo]

T

Das Doppelintegral kénnen wir dann aber genausogut fiir feste ¢ und 0 < 7 < ¢ ausfiihren,
siehe Fig. 3.2:

Lf(p) = /dt/dT gt —T)h(1) e Pt = /dt f(t)e P, (3.90)
0 0 0

Damit haben wir das Problem geltst. Das obige Produkt wird Faltung oder Konvolution
genannt,

F(t) = (g )(t) = / dr g(t —7) h(r). (3.91)
0

und somit gilt Lg Lh = L(g*h). Das Faltungsintegral ist kommutativ, d.h. es gilt gxh = hxg.
Typische Anwendungen fiir die Faltung sind Daten, die bei der Messung durch ein ungenaues
Messgerit verfilscht wurden.
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Fic. 3.2: Die Reihenfolge der Integrationen in £ und 7 kann vertauscht werden

Betrachten wir als Beispiel noch einmal die Differenzialgleichung (3.79) mit der Losung (3.81).
Mit F = Lf, B = Lbsowie 1/P = Lg und /P = Lh lautet die Gleichung

H@ZQMMWH%Wﬂ:>f@:/mw—ﬂWHMw (3.92)
0

Aus der Partialbruchzerlegung von 1/P und @)/ P und Riicktransformation bekommt man die
Funktionen g und h. Damit lassen sich die Losungen von linearen gewohnlichen Differenzial-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten zu jeder Homogenitét in Form eines Faltungsinte-
grals angeben. Fiir das konkrete Beispiel (3.82) mit b(t) = t?e?, P(p) = (p—1)? und Q(p) = 0
folgt g(t) = te! und somit wie friither

t t
t5 t
flt)= /dT (t—7)eTT e = et/dTTS (t—71)= 2—; . (3.93)
0 0
Auch fiir die Fouriertransformation ist die Faltung definiert:
FgFh=Flgxh), (gxh)t) = [ drglt=r)h(r), (399

wie man aus der analogen Vorgehensweise zu frither leicht nachrechnet. Aus der Umkehrung
der Fouriertransformation folgt auflerdem

Fgx Fh =271 F(gh). (3.95)



Kapitel 4

Funktionale und Distributionen

Wir haben im letzten Kapitel die Fouriertransformationen verschiedener Funktionen wie des
Rechteckimpulses, der Gaufifunktion und des exponentiell abfallenden Impulses untersucht.
Auf fi(z = 0) = 1/(27) normiert lauten diese Funktionen

1 1 1 2
5= —g<$§;, 1 _ew? 1

filz) = {8” fo(x)=—e "1, fa(x) = — eIl (4.1)

sonst, 27 2

Deren Fouriertransformierten g; = F f; (wieder ausgewertet am Punkt ) lauten

sin % 1 2 1 €

g1(x) = z 92(95):\/56 €, 93($):;m'

(4.2)

In Fig. 3.1 haben wir gesehen, dass diese eine ausgepréigte Spitze entwickeln, die umso héher
und schmiler wird, je breiter die urspriingliche Funktion war (d.h. umso kleiner € ist). Im
Limes ¢ — 0 wird der Funktionswert bei x = 0 unendlich hoch und verschwindet iiberall
sonst. Die Integrale dieser Funktionen sind allerdings konstant und unabhéngig von e,

[e.o]

/ dz gi(z) =1. (4.3)

—00

Dasselbe gilt fiir den komplexen Wellenzug (3.29),
Lelwr gyl < T
f4($) — { 2m ‘ | €w (44)

nur dass die Fouriertransformierte hier die Spitze bei x = w ausbildet:

ga(x) = ﬂ#- (4.5)

_ 1sin [(z —w)Z]

Das Integral ergibt aber nach wie vor 1, unabhéngig von e:

oo o0

1 i —w)x 1 % . 9 o0 .
/dmg4(x):7r/deM:/dazsmx—w/dxsmx—l. (4.6)
0

Tr—w s T T
—00 —00 —00
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Diese Grenzfiille bieten eine Moglichkeit, die Dirac’sche Deltafunktion §(z) einzufiihren:

b
/d$5($—$0):{(1) a<wzy<b, (47)

sonst.
a

Der Wert des Integrals dndert sich somit sprunghaft, sobald xg in den Integrationsbereich
zu liegen kommt, egal, wie klein dieses Intervall (a,b) ist. Da nur der Punkt = = z¢ fiir die
Integration relevant ist, gilt insbesondere

b

/d:v F(@)8(x — x0) = { f@o) a<mzo<b, (4.8)

0 sonst.
a

Die Deltafunktion projiziert also den Funktionswert heraus. Offenbar handelt es sich hier
nicht um eine Lebesgue-Integration, denn sonst diirften einzelne Punkte vom Mafl Null gar
nicht beitragen!

Die Deltafunktion wurde urspriinglich von Paul A. M. Dirac (1902-1984) als kontinuier-
liche Version des Kronecker-Deltas d;; eingefiihrt, um die Normierung von Zustandsvektoren
in der Quantenmechanik zu beschreiben. Heute findet sie breite Anwendung in der Physik
und Mathematik, etwa bei der Ermittlung der Impulsantwort in der Akustik oder bei der
Losung von Differenzialgleichungen mit Hilfe von Greenfunktionen.

Die mathematische Sinnhaftigkeit dieses Objekts war umstritten, bis Laurent Schwartz
(1915-2002) die Theorie der Distributionen entwickelte. Die Idee ist folgende: Eine reell-
wertige, stetige Funktion f auf R weist jedem Punkt x € R eine reelle Zahl y = f(x) zu, den
Funktionswert von f an der Stelle z. Im Prinzip kénnte man statt diesem Funktionswert aber
auch die reelle Zahl f[¢] := [ dz f(z) ¢() fiir alle ¢ aus einer Menge K von Hilfsfunktionen
angeben. Die Rolle dieser Hilfsfunktionen ist sekundér, denn sie dienen lediglich als Vehikel
zur Beschreibung von f. In diesem Sinne kann man f als Funktional auf K betrachten, d.h.
f weist jeder Funktion ¢ € K eine reelle Zahl f[¢] zu.

Eine solche indirekte Beschreibung einer Funktion ist in den Ingenieurwissenschaften
durchaus iiblich, z.B. misst eine Messapparatur wie ein Voltmeter nicht den instantanen
Wert f(tog) an einem Zeitpunkt g, sondern einen gewichteten Mittelwert

to+T
1

o OO (4.9)

to—T

iiber eine kurze Zeitspanne 27', wobei ¢ charakteristisch fiir die Messapparatur ist. Ein anderes
Beispiel ist die Fourier-Sinusreihe (2.65), die einer Funktion f ihre Koeffizienten b,, zuordnet;
in diesem Fall sind die Hilfsfunktionen durch sin(nwz/L) gegeben. Daraus konnte man im
Prinzip zwar die Funktionswerte f(x) rekonstruieren, aber das ist in der Praxis unerheblich,
sofern f eindeutig durch die b, charakterisiert wird. Wenn wir fiir die Hilfsfunktionen aus K
sehr glatte Testfunktionen wihlen, erlaubt uns diese Sichtweise auflerdem, die Menge der
Funktionen f auf singuldre Objekte wie z.B. die Deltafunktion zu erweitern — diese lassen
sich dann als Funktionale auf dem Raum solcher glatten Funktionen beschreiben.
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4.1 Distributionen

Funktionale. Definieren wir zunéchst allgemein den Begriff eines Funktionals:

DEFINITION: Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K (R oder C).

m Ein Funktional F ist eine Abbildung F :V — K, die jedem ¢ € V eine Zahl F[¢] € K
zuordnet.

m Ein lineares Funktional bzw. eine Linearform erfiillt zusitzlich die Linearitiatsei-
genschaft Flag + fv] = aF[¢] + SF[Y)] fiir beliebige ¢,9 € V und a, 8 € K.

Die Menge aller linearen Funktionale auf dem Vektorraum V bildet beziiglich der punktweisen
Addition und Multiplikation mit Skalaren wieder einen Vektorraum, den algebraischen
Dualraum V*:

V*:={F|F:V — K und linear}. (4.10)

Der Dualraum hat in vielen Bereichen der Physik eine wichtige Bedeutung, z.B. im Kontext
kontravarianter Vektoren.

Testfunktionen. Eine zentrale Rolle in der Theorie der Distributionen spielen lineare Funk-
tionale auf dem Raum C§°(RR™). Obwohl sich alle folgenden Aussagen auf n Dimensionen
verallgemeinern lassen, beschranken wir uns einfachheitshalber auf C§°(R). Dieser Raum be-
steht aus allen glatten (beliebig oft differenzierbaren) Funktionen mit kompaktem Triger
2 C R, d.h. Funktionen, die aulerhalb einer kompakten (beschrinkten und abgeschlossenen)
Menge 2 Null sind. Es ist gar nicht so einfach, solche Funktionen zu finden; ein typisches
Beispiel ist (siehe Fig. 4.1)

1
_Je =7zl <1
zT) = ’ 4.11
6(2) { ‘ i (4.11)
Hier verschwinden sowohl ¢ als auch alle Ableitungen ¢(™) bei = +1, denn es gilt

. 1 -y (1e?=1) -

lim ————e 127 = lim zMe™* =0 Vm. (4.12)
21— (1 — 22)m 2500

Als Néchstes wollen wir den Raum C§°(RR) mit einem Konvergenzbegriff versehen. Da
wir gerne hétten, dass sich die Glattheitseigenschaften auch in der Konvergenz widerspiegeln,
definieren wir: Eine Folge (¢,,)72 mit ¢, € C§°(R) konvergiert dann gegen ¢, wenn

Q

lim max o (on(z) — P(x))| =0 VaelN. (4.13)

n—oo zeQ | Jx®

Das entspricht einer gleichméfigen Konvergenz nicht nur fiir die Folge selbst, sondern auch
alle Ableitungen. Ein solcher Konvergenzbegriff wird durch keine Norm erzeugt, man benttigt
dazu lediglich eine Topologie. Ausgestattet mit diesem Konvergenzbegriff nennt man die
Menge C3°(R) den Raum der Testfunktionen D(R) oder kurz D.
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F1c. 4.1: Die Testfunktion ¢ in Gl. (4.11) ist glatt und verschwindet fiir |z| > 1.

Mit dieser Definition der Konvergenz kénnen wir den Begriff der Stetigkeit auf Funktio-
nale ausdehnen. Ein lineares Funktional F' auf D ist stetig, wenn wenn fiir jede konvergente
Folge (¢r)2 C D (im Sinne des obigen Konvergenzbegriffs) gilt:

lim |Fgn] — Fl¢]| =0. (4.14)

n—oo

Die Konvergenz der Funktionale selbst fithrt man dagegen einfach auf die Konvergenzeigen-
schaften im Korper K zuriick, d.h. man sagt: eine Folge von Funktionalen (F},)22, konvergiert
dann gegen F', wenn (4.14) gilt — das wird auch als schwache Konvergenz bezeichnet.

Distributionen. Mit diesen Vorbemerkungen haben wir alle notigen Begriffe gesammelt,
um eine Distribution zu definieren:

DEFINITION: Eine Distribution ist ein stetiges lineares Funktional auf D. Die Menge
aller Distributionen
D' = {F:D — K| F linear und stetig} (4.15)

ist beziiglich der punktweisen Addition und Multiplikation mit Skalaren wieder ein Vektor-
raum und bildet den topologischen Dualraum von D.

Die hier getroffene Unterscheidung zwischen algebraischem und topologischem Dualraum ist
nur fiir unendlich-dimensionale Vektorraume relevant, da lineare Funktionale auf unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen nicht notwendigerweise stetig sind. Auf einem endlich-dimen-
sionalen Vektorraum ist jedes lineare Funktional stetig. Eine Topologie wird dann durch die
euklidische Norm erzeugt, und der topologische Vektorraum ist identisch mit dem algebrai-
schen Vektorraum und isomorph zum Vektorraum selbst.

Um Rechenregeln fiir Distributionen zu entwickeln, treffen wir noch eine weitere Definition:
Eine Funktion f auf R heifit lokal integrierbar, wenn fiir jeden kompakten Teilbereich
Q CR gilt:

/dm|f(m)| < 00 (4.16)
Q

Die Menge dieser Funktionen wird auch als LL (R) bezeichnet (dabei identifiziert man wie

frither wieder alle Funktionen, die sich nur auf Mengen vom Mafl Null unterscheiden). Das
Verhalten im Unendlichen spielt dann bei lokal integrierbaren Funktionen keine Rolle, z.B.
ist die konstante Einsfunktion lokal integrierbar, aber nicht Lebesgue-integrierbar. Alle LP-
Funktionen sind lokal integrierbar, insbesondere auch stetige und stiickweise stetige Funktio-
nen. Die Funktion f(z) = 1/|z|" ist dagegen nur fiir n < 1 lokal integrierbar.
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SATz: Jede lokal integrierbare Funktion f auf R erzeugt eine Distribution F' € D’ via

[e.o]

Flg] = / dz £ (z) $(x) (4.17)

—00

Der Integralkern der Distribution ist dann durch f(z) gegeben. Lisst sich eine Distribution
in dieser Form schreiben, heifit sie regulér, ansonsten singulér.

Zum Beweis miissen wir die Linearitit und Stetigkeit von (4.17) zeigen. Die Linearitét ist klar. Fiir Testfunk-
tionen ¢, ¢, € D, die auflerhalb eines kompakten Gebiets €2 verschwinden, gilt dann

Flg] = Flo) = [ dof(@) 0n(0) = 6(0) = [Floa] = Flé)| < max[6n(o) ~ 6(0)] [ dalf@)]. (1.13)

Sei (¢n)p=o nun eine konvergente Folge im Sinne von (4.13). Dann verschwindet maxgcq |¢n(x) — ¢(z)| fiir
n — oo, und fiir lokal integrierbare Funktionen bleibt [, dz|f(x)| endlich. Somit gilt auch (4.14), und damit
ist die Stetigkeit von F' bewiesen.

Zwei verschiedene Funktionen fi # fa2, die sich nicht nur auf Mengen vom Maf3 Null unterscheiden (dann
werden sie ohnehin identifiziert) erzeugen auch zwei verschiedene Distributionen Fi # F>. Wenn fi(z¢) #
f2(z0) nur in einer Umgebung Q von zo gilt, gibt es ndmlich sicher irgendein ¢, sodass

Fil6] = Falo] = [ do (fi(s) = fo@)) 6(2) #0. (4.19)
Q £0
In diesem Sinn kann jede lokal integrierbare Funktion f genausogut als Distribution F' inter-

pretiert werden. Daher verwendet man iiblicherweise auch dasselbe Symbol und schreibt

o0

fldl= [ dofia) o). (4.20)
—0o0
Als Funktion hat f den Funktionswert f(x) fiir ein 2 € R; als Distribution wirkt f auf
Testfunktionen im Raum D. Somit stellen Distributionen Verallgemeinerungen von Funktio-
nen dar. Wegen der Ahnlichkeit mit dem Skalarprodukt verwendet man auch oft die (etwas
verwirrende) Schreibweise f[¢] = (f, ¢). Beispiele fiir regulére Distributionen sind:

m Eine konstante Funktion f(x) = ¢ erzeugt die regulire Distribution

o0

F. o] =c¢ / dx ¢(z) . (4.21)
m Die charakteristische Funktion _
To(w) = {(1) jois? (4.22)
ist stiickweise stetig und erzeugt somit eine regulédre Distribution
Tolé] = 70 i Io(z) b(z) = / dz 6(z) . (4.23)
—00 Q

Fiir den Spezialfall 2 = [z, 00) entspricht Io(x) = O(z—x) der Heaviside-Funktion.
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Der Nutzen des Distributionsbegriffs zeigt sich in den singuldren Distributionen, die
nicht in der Form (4.17) geschrieben werden konnen. Hier schlieBt sich der Bogen zur Ein-
leitung dieses Kapitels, denn das klassische Beispiel fiir eine singuldre Distribution ist die
Delta-Distribution d,,, definiert durch

Oz [0] = (20) - (4.24)

Sie weist also einfach der Testfunktion ¢ ihren Funktionswert bei xg zu. Offenbar handelt es
sich um eine Distribution: es gilt die Linearitit, d,[agp1 + Bda] = api(x) + Boa(z), und fiir
eine konvergente Folge (¢5,)02, gilt

was genau der gleichméfligen Konvergenz entspricht; somit ist auch die Stetigkeit erfiillt.

Die Delta-Distribution ist nicht regulér, sonst miisste es eine lokal integrierbare Funktion f geben, sodass
/ dz f(z) () = 6(0) VoeD. (4.26)

Um zu zeigen, dass dies nicht der Fall ist, miissen wir nur eine Testfunktion ¢ finden, die das nicht bewerk-
stelligt. Betrachten wir konkret die Funktion ¢ aus (4.11) und definieren ¢, (x) = ¢(x/a), sodass ¢,(0) = 1/e
und |¢q(z)| < 1/e. Dann wire

[ dwt@)onta) = (4.27)
unabhingig von a. Andererseits ist
[ do @ ou(@)| = | [ delp@le == < ¢ [ dolf). (4:29)

Wenn f lokal integrierbar ist, muss im Limes a — 0 aber gelten:

=0. (4.29)

a—0 a—0

lim /ad:c|f(1)| =0 = lim L/OO dz f(z) da(z)

—a [e's}

Das ist aber ein Widerspruch zu (4.27)! Die Funktion f kann also nicht lokal integrierbar sein, und somit ist
die Delta-Distribution eine singuldre Distribution.

In Analogie zu reguliren Distributionen hat es sich eingebiirgert, die Delta-Distribution
ebenfalls in der Form (4.17) zu schreiben:

o0

buold] = / 4 8(x — 20) $(x) = (o). (4.30)

—00

Damit entspricht die Dirac’sche Deltafunktion §(z — ) formal dem Integralkern der
Distribution. Solche “verallgemeinerten Funktionen” sind aber keine Funktionen im iiblichen
Sinn, und auch das Integral kann weder als Lebesgue- noch als Riemann-Integral verstanden
werden. Die Eigenschaften der Distribution d,, iibertragen sich aber auf das Objekt 6(z — ),
und in diesem Sinne erlangen auch die Formeln (4.7-4.8) eine Bedeutung — solange man im
Auge behilt, dass das zugrundeliegende Objekt eine Distribution ist.
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Eigenschaften von Distributionen. Eine sehr niitzliche Eigenschaft von Distributionen
macht sich in ihren Ableitungen bemerkbar, denn Distributionen darf man beliebig oft
differenzieren! Betrachten wir eine regulére Distribution F' mit Integralkern f(z). Falls auch
f' lokal integrierbar ist, erzeugt es wieder eine regulire Distribution

Flg) = / dz f'(z) $(z) = — / dz f(z) &' (z) = —F[4]. (4.31)

Wegen ¢ € D verschwindet der Randterm, somit konnten wir die Ableitung auf die Testfunk-
tion ¢ iiberwilzen. Da dies eine glatte Funktion ist, existieren auch beliebig hohe Ableitungen
von Distributionen. Nicht-regulére Distributionen haben keine Integraldarstellung, deswegen
fordert man die obige Eigenschaft als Definition der Ableitung:

DEFINITION: Die m-te Ableitung einer Distribution F' € D’ ist definiert durch
FMg):= (-1)"F[¢'™] V¢ eDR). (4.32)

Diese Ableitung wird auch als distributionelle Ableitung bezeichnet.

Man kann sich klarmachen, dass F(™ linear und stetig ist und somit wieder eine Distribution
definiert. Einige Beispiele:

m Die Ableitung der Heaviside-Distribution ergibt die Delta-Distribution:

o0 o0

04,16 = ~6r[o) = = [ a0~ 20)¢/(2) = - [de (@)
oo 70 (4.33)
o
= —0(@)| = dlan) = 02, [0].
Fiir den “Integralkern” lasst sich das auch so schreiben:
d
T O(x — z9) = 0(x — x0) . (4.34)
m Die Ableitung der Delta-Distribution ergibt
0o @] = =0 [¢] = —¢' (o) - (4.35)

Das Produkt zweier Distributionen ist nicht unbedingt wieder eine Distribution, wie man
schon anhand von reguliren Distributionen sehen kann: z.B. ist die durch f(x) = 1/|/z| defi-
nierte Funktion lokal integrierbar, ihr Produkt mit sich selbst aber nicht mehr. Die Tatsache,
dass Distributionen nicht ohne Weiteres multipliziert werden kénnen, schrénkt die Brauch-
barkeit der Distributionentheorie in nichtlinearen Problemen stark ein. Fiir F € D'(R) und
Funktionen u € C*°(R) ldsst sich ein solches Produkt aber bilden,

(- F)ig)i= [ dvula) f(e) 6(a) = Flud]. (4.30)
—00
und seine Ableitung (u - F) = «'F 4+ uF" erfiillt die Produktregel, wie man mittels (4.32)
und (4.36) iiberpriifen kann.
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Rechenregeln fiir die Deltafunktion. Im Folgenden stellen wir einige hiufig verwendete
Rechenregeln fiir die Dirac’sche Deltafunktion zusammen. Es gilt

b
/ da f(2) 8(z — o) = {g (o) < sh, (4.37)
b
/ d f(z) 8™ (@ - wo) = { - (o) ¢ < ash, (4.38)

a

Multipliziert man eine Funktion mit einer Deltafunktion, kann man den Funktionswert durch
f(xo) ersetzen:

f(z)o(x —x0) = f(wo)6(x —x0) = xd(x)=0. (4.39)
Aus (4.38) folgt auBerdem —x ¢’(x) = §(x). Die Deltafunktion ist die Ableitung der Heaviside-
Stufenfunktion:

Oz —xo) = % O(z — x9) . (4.40)

Oft benottigt man die Deltafunktion einer Funktion f. In diesem Fall muss man iiber alle
Nullstellen der Funktion summieren,

o(x — ;)
6(f(x)) = 0, (4.41
(f(x)) Z ()] )
f(z3)=0
was die folgenden Spezialfille liefert:
S(ea) = 8(x),  oax) = 28 g2 gz = dEme)Hol@dad) o,
|al 2|
Die obigen Relationen lassen sich herleiten, indem man sie iiber Testfunktionen integriert, z.B.
b b [S9) [SS) b b

[dst@ o = [drs@ [ dysw-60) = [ ayow) [des@ s L [ayow) fo), @13)

wobei die Vertauschung der Integrale unter einer geeigneten Limesbildung erlaubt ist. In der Schreibweise (4.37)
muss die Funktion f selbst daher keine Testfunktion sein. Die zweite Identitéit in (4.42) folgt aus

7 - _ 00 _ [ @
_ZO dzo(ax) p(r) = /d |a| ] —_.éd ] o(z), (4.44)

wobei der Betrag |a| daraus resultiert, dass sich fiir a < 0 die Integralgrenzen umkehren. Fiir (4.41) spaltet man
das Integral in Regionen um die Nullstellen z; von f auf und entwickelt die Funktion dort in eine Taylorreihe

f@) = f(zi) + (x — ) f'(z:) + ..., wobei f(x;) =0 ist:

x;+e€; Tite€; oo

7dx5 Z/dx(S T—x;) xl <444>Z/dm ;;jcl ):Z/daz%ﬁﬁ(@

— oo xT;—€4 T;—€; —o0
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Fouriertransformation von Distributionen. Auch die Fouriertransformation lisst sich
sofort auf Distributionen verallgemeinern. Fiir eine regulére Distribution f gilt

Fflo] = 7 dp F f(p) ¢(p) = 7 dp 7 dz f(x) e P (p)

| (4.45)
N /d@“f(fc)/dqu(p)e”””Zf[ﬂﬂ'

—0o0 —00

=F¢(z)

Hier muss man allerdings vorsichtig sein, denn die Fouriertransformierte einer Testfunktion
¢ € D’ ist nicht notwendigerweise wieder eine Testfunktion. Wir wissen aber von friiher, dass
die Fouriertransformation eine Bijektion im Schwartz-Raum ist, deswegen betrachten wir
hier konkret Testfunktionen ¢ € S(R) im Schwartz-Raum. Der zugehorige Dualraum S’(R)
der Funktionale f ist der Raum der temperierten Distributionen. Man kann auflerdem
zeigen, dass folgendes gilt:

DcScC™® — (C®)YcSs cD, (4.46)

d.h. der Raum S’ der temperierten Distributionen bildet einen Unterraum von D’. Somit lésst
sich die Fouriertransformation fiir alle temperierten Distributionen definieren:

DEFINITION: Die Fouriertransformierte F f einer temperierten Distribution f € S’(R) ist
definiert durch

Fflol=flFel  VoeSR). (4.47)

Damit kénnen wir jetzt auch die Fouriertransformierte der Delta-Distribution berechnen:

o0

P[] = b 6] = Folao) = [ dpol)e ™ = g2 [0]. (1.45)
Die Fouriertransformierte des Integralkerns §(x — ) lautet daher g, (p) = e~"%°. Fiir x9 = 0

folgt, dass die Fouriertransformierte von §(z) gleich 1 ist. Damit muss die Umkehrtransfor-
mation von e~ "P*0 wieder d(x — zp) ergeben:

Fguold] = guo[F 1] = / dpe” P FLp(p) = ¢(x0) = 0y [9] - (4.49)
Analog lauten die Fouriertransformation von f,,(x) := % e und deren Umkehrung
1 r 1POT
Finl6) = fnlF6) = 5 [ doe™® Folx) = o) = d 0] (4.50)
—1 -1 —1 1 ! 1poT
F 6] = 6|16 = F00p0) = o [ dwo(o) e = fufel. (45)

— 00
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Mit den Rechenregeln fiir die Deltafunktion und einer mathematisch etwas unsauberen
Schreibweise (die in der Physik aber allgegenwiirtig ist) gehen diese Relationen noch viel
schneller von der Hand:

F(0(z — z0)) / dx §(x — xp) e P% = e~ PO (4.52)
1 e}
FoH (e ™) (@) = o / dp eP@70) = §(z — zp), (4.53)
T
1 ipox 1 —i(p—po)x
Flo-e™ () =5 [ dee™ PP =6(p—po), (4.54)
27 27
—1 1 i ipT o
F0 ) (@) = 5 [ dodlo—pyer = (4.55)
m 2m
Aus (4.53) bzw. (4.54) erhalten wir eine sehr niitzliche Darstellung der Deltafunktion:
d(z — =) / dp eP(F=w0) (4.56)

Auf diese Weise ergibt auch die frithere Gleichung (3.40) Sinn, denn deren rechte Seite liefert
einfach wie erwartet f(x).

Erweiterung auf R". Obwohl wir uns bisher auf den Raum R beschrankt haben, lasst sich
alles Gesagte problemlos auf den R™ erweitern. In diesem Fall ist D'(R™) = C§°(R"™), und
das Analogon der Konvergenzeigenschaft (4.13) erfordert die Definition eines n-dimensionalen
Multiindex o = (aq, ... ay), sodass

o N a\a|

8? — D Izm; ‘Oé|:al+"'+an. (457)
Falls irgendeine Komponente von « Null ist, wird die Ableitung nach dieser Variable iiber-
gangen, z.B. fir n =3 und o = (2,0, 5):

87

pr=_2 . (4.58)
Ox? Ox3

Die Dirac’sche Deltafunktion ist dann das Produkt von n Deltafunktion, z.B. im R3:
(53(213 — :130) = (5(.731 — x()l) 5(1:2 - 3702) (5(333 - xog) . (459)

Die Wirkung unter einem dreidimensionalen Integral entspricht dann dem Produkt der ein-
zelnen Faktoren:

83 (x — ) /d?’pe (@==o) /d3x f(x) 83 (x — xg) = f(xo). (4.60)
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Greenfunktionen. Distributionen bieten eine leistungsfihige Methode zur Losung allgemei-
ner inhomogener Differenzialgleichungen mit gegebenen Randbedingungen, namlich iiber die
nach George Green (1793-1841) benannten Greenfunktionen.

SATZ: Sei Au = f eine lineare Differenzialgleichung mit dem linearen Differenzialoperator

A= ; ar(z) - (4.61)

und der Inhomogenitét f. Dann erhdlt man eine partikuldre Losung u, durch Faltung der
Inhomogenitat mit der zu A zugehorigen Greenfunktion G:

up(&) = (G * f) (z) = / WG —1)fly), AGE-y) =dz—-y). (462

Davon kann man sich durch Einsetzen leicht iiberzeugen:

Auy(z) = / dy AG(z — y) f(y) = / dy8(z —y) f(y) = f(x). (4.63)

In anderen Worten: Sobald die Greenfunktion bekannt ist, ist die Differenzialgleichung fiir
jede beliebige Inhomogenitéit gelost!

Betrachten wir als Beispiel eine lineare, inhomogene Differenzialgleichung zweiter Ordnung
zusammen mit der entsprechenden Gleichung fiir die Greenfunktion G(z), mit z = z — y:

u"(z) + u(z) = f(z), G"(2)+ G(2) = 6(z). (4.64)

Letztere kann auf verschiedene Arten gelost werden, z.B. analog wie frither in (3.79) {iber eine
Laplace-Transformation, oder durch Variation der Konstanten aus der Lésung der homogenen
Gleichung up(x) = ¢ cos x + ¢ sinx mit der Inhomogenitéit §(z). Das Resultat ist

G(z) =0O(z) sinz, (4.65)

wie man durch Einsetzen unter Verwendung der Regeln (4.39-4.40) iiberpriifen kann. Damit
ergibt sich die partikuldre Losung der Differenzialgleichung zu

up(z) = / dy©(z —y) sin(z —y) f(y) = / dy sin(x —y) f(y), (4.66)

und die Gesamtlosung, bei der die Randbedingungen noch zu spezifizieren sind, lautet

T

u(z) = crcosz + cosinx + / dy sin(z —y) f(y). (4.67)

—0o0
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Ein Beispiel in drei Raumdimensionen sind die Maxwellgleichungen der Elektrostatik:
V-E=p, VxE=0. (4.68)

Sie bestimmen das zu einer Ladungsverteilung p(x) zugehorige elektrische Feld E(x). Aus
der zweiten Gleichung folgt, dass sich E = —V ¢ als Gradient eines Potential ¢(x) schreiben
lasst, was auf die Poissongleichung fiihrt:

Ad=—p. (4.69)

Die homogene Version dieser Gleichung ist die Laplace-Gleichung A¢ = 0. Die zugehorige
Greenfunktion G(x — y) = G(z) entspricht dem Potential einer punktférmigen Ladungsver-
teilung im Ursprung:

AG(z) = —8(2). (4.70)

Um G(z) zu berechnen, fithren wir eine Fouriertransformation in allen drei Variablen
durch. Bezeichnen wir die Fouriertransformierte mit G(p), dann folgt aus den Eigenschaf-
ten (3.36) und (4.52)

p?G(p) =1, (4.71)
und somit ) . '
G(p) = = = G(z)= G /d3p G(p)eP=>. (4.72)

In drei Dimensionen ist der Ausdruck 1/p? integrierbar. Zur Berechnung des Integrals verwen-
den wir analog zum friitheren Beispiel (3.50) Kugelkoordinaten mit d®p = dp p? d(cos 6) de,
p-z = |pl||z|cosf = prcosf und cos @ = w, wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
z = r ez gesetzt haben. Daraus bekommen wir das Coulombpotential zuriick:

[e'e] 1 o)
1 . 1 sin x 1
G = d dwe?P™ = d = —. 4.73
(2) (2m)? / p/ we 27r2r/ - 4drr (4.73)
0 —1 0
— N———
2 sin(pr) g

pr

Das deckt sich auch mit unserem fritheren Resultat (3.52). Das Potential einer elektrischen
Punktladung ist also gerade das Coulombpotential, und es gilt

L _ s,
R (4.74)

Damit lasst sich die partikuldre Losung der Poissongleichung fiir eine allgemeine Ladungs-

verteilung p(x) angeben:
1 3.0 p(w’)
- : 4.
?p(@) 47r/dx |z — /| (4.75)
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4.2 Funktionalableitung

Das zentrale Thema der Funktionalanalysis ist die Untersuchung linearer Abbildungen. Viele
Probleme in der Physik sind allerdings nichtlinear. In diesem Abschnitt werden wir kurz
auf nichtlineare Funktionale eingehen und uns insbesondere mit der Frage beschéftigen, wie
man die Extremwerte eines nichtlinearen Funktionals findet.

Was ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten A = (z1,y1) und B = (x2,y2) in
der Ebene? Der Abstand ist die Bogenldnge, ein Funktional der Form

B B T2
Sly] :/ds:/\/dw2+dy2 :/dz\/1+y’2. (4.76)
A A r1

Offenbar ist das ein nichtlineares Funktional, das jeder Kurve von A nach B, also jeder
Funktion y(z), eine Zahl zuordnet. Welche Kurve muss man wihlen, damit der Weg am
kiirzesten wird? Dazu miissen wir den Extremwert des Funktionals finden.

Das erinnert an die Extremwertsuche von Funktionen in der Analysis. Die Extremwerte
einer stetig differenzierbaren Funktion f: (a,b) — R sind die stationiren Punkte, an denen
f'(z) = 0 gilt. Diese kénnen als Minima, Maxima oder Sattelpunkte vorliegen. Fiir reelle
Funktionen mehrerer Variablen f: ) C R™ — R, die in allen Variablen stetig differenzierbar
sind, werden die stationdren Punkte durch df/0z; = 0 fir i = 1...n bestimmt, d.h. durch
einen verschwindenden Gradienten Vf = 0. Der Gradient am Ort x ergibt sich aus der
linearen Naherung der Funktion in der Umgebung von a:

f(x+h) = f(x) —i-zafhi +r(h)=f(x)+Vf-h+r(h). (4.77)

Wenn f an der Stelle x differenzierbar ist, verschwindet der Fehler r(h) fiir |h| — 0 schnel-
ler als linear, d.h. limp|7(h)/|h| = 0. Dasselbe Prinzip wollen wir jetzt auf Funktionale
verallgemeinern, deren Argumente Funktionen sind.

DEFINITION: Sei V ein normierter Vektorraum iiber R und F: V — R ein Funktional.
F heiit an der Stelle ¢ € V differenzierbar, wenn es ein stetiges lineares Funktional § F'[¢]
gibt, sodass gilt:

i T

Flg+h] = FIg] + 6F[gl[A) +o(h),  Hm S =

(4.78)

Fiir Funktionenrédume schreibt man § F'[¢][h] dann in der folgenden Form, wobei der Integral-
kern 0F[¢]/0¢(z) als Funktionalableitung bezeichnet wird:

0F[¢]
6¢()

SF[g][h] = / do 210 oy (4.79)

—00
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Falls F' ein Funktional iiber dem R™ ist, also einfach eine Funktion, dann reduziert sich die
Funktionalableitung auf den Gradienten in (4.77). Im Fall von Funktionenrdumen entspricht
die Funktionalableitung der Verallgemeinerung des Gradienten, wobei die Summe iiber einen
diskreten Index i zu einem Integral iiber eine kontinuierliche Variable x wird. Sehen wir uns
dazu einige Beispiele an:

Bei einem linearen Funktional F[¢] = [ dx J(x) ¢(x) ldsst sich die Funktionalablei-
tung unmittelbar ablesen:

oo (e o]

Flp+h] = / dx J(x) p(x) + / dx J(x)h(zx) = gf;([g = J(z). (4.80)
Fiir ein Funktional der Form F[¢] = [ dx J(z) ¢(z)" gilt
(p+h)" = Xn: (Z) P RE = " 4 ng" T h+ O(h?), (4.81)
k=0
woraus man die Funktionalableitung ablesen kann:
Flp+h] = / dx J(z) ¢(x)™ + / dz J(z)n¢(z)" P hz) + O(h?). (4.82)
—_————
= S aFle)foe()
Analog fiir ein Funktional F[¢] = [%_dx J(z) f(¢)(x):
Floshl = [ dos@)[10)+ F@h+ O] = 308 = @) F@)o). (189
Oder: - -
F[¢] = /da: o(x) = / dz O(x) ¢(x) gq};‘([g =0(x). (4.84)
0 —0o0

Auch fiir die Delta-Distribution F[¢] = 0:[¢] = ¢(z) = [~ dzd(x — z) ¢(x), eine
singuldre Distribution, fiir welche die Integralschreibweise (4.79) formal nicht existiert,
l&sst sich die Funktionalableitung bilden:

Flo+ =Flo)+ [ duda-2h) = 5 ([g - gi@ —bw—2). (485)
Analog kann man weitere Beispiele ausrechnen, z.B.

Flo] = £(6() - S = ) oo ), (4.86)

F[¢] = exp [z/ dz J(z) qﬁ(w)} = gj([g =1iJ(x) exp {z / dy J(y) gb(y)} (4.87)

Dabei haben wir €** = 1 + iz + O(2?2) in eine Reihe entwickelt, woraus sich die Funk-
tionalableitung ablesen l&sst.
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Euler-Lagrange-Gleichungen. Die wohl bekannteste Anwendung der Funktionalableitung
in der Physik sind die nach Leonhard Euler (1707-1783) und Joseph-Louis Lagrange (1736—
1813) benannten Euler-Lagrange-Gleichungen. Betrachten wir dazu eine Funktion ¢ auf dem
Intervall [z1,22] C R, die an den Randpunkten festgehalten wird, ¢(x1) = ¢1, ¢(z2) = ¢o.
Dadurch werden zwei Punkte A = (z1,¢1) und B = (x9,¢2) in der Ebene definiert. Wir
suchen jetzt unter allen Kurven, die A mit B verbinden (d.h. unter allen Funktionen ¢ mit
festgehaltenen Randpunkten) jene, fiir die das nichtlineare Funktional

z2

Flg] = / dz f (2, d(x), & () (4.88)

xr1

stationér wird. Offenbar ist das die allgemeine Formulierung des Beispiels (4.76). Bilden wir
also die Funktionalableitung;:

z2

FW+M=/MJ@@@H%@MM@+H@»
= /dx [f(a:,gﬁ(x),(b’(x)) + 82(];) h(x) + 82{@ h'(z) + O(hz)}
= F[¢] + 8(f,{x) h(zx) ; + / dx { 82{33) — % agf’{m)} h(z) + O(h?).  (4.89)

1

Der Randterm verschwindet, da wir die Randpunkte festhalten und dort keine Variation
zulassen, sodass h(z1) = h(z2) = 0. Der Klammerausdruck im Restterm ergibt dann die
Funktionalableitung dF[¢]|/d¢(x). Damit das Funktional F' stationédr wird, muss die Varia-
tion dF[¢] verschwinden; das ist dquivalent zum Verschwinden des Integranden, d.h. der
Funktionalableitung, da h ja eine beliebige glatte Funktion ist, die nur an den Réndern Null
sein muss. Somit ist ¢ ein stationdrer Punkt des Funktionals F', der die Randbedingungen
d(x1) = ¢1 und ¢(x2) = @9 erfiillt, wenn die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind:
OF[¢] af d of

So(r) ~ 0b(x)  dz 0g(x) (4.90)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen spielen eine wichtige Rolle in vielen Bereichen der Physik. In der klassi-
schen Mechanik hat die Wirkung (action) eine Gestalt analog zu (4.88). Aus dem Hamilton-Prinzip der
stationdren Wirkung (65 = 0) folgen die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir die Bahnkurve g(¢)
eines Massenpunkts bzw. eines Systems von Massenpunkten:

MQZ/wmemmm, 55l =0 &

ty

L d dL
0q:(t)  dt 0gi(t)

=0. (4.91)

Dabei ist L die Lagrange-Funktion, die die vollstindige Dynamik des Systems beschreibt. Analog verlduft es
in der (Quanten-)Feldtheorie, wo die Lagrangedichte £ die Dynamik einer Theorie in Form ihrer Felder und
deren Ableitungen definiert. Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind dann die jeweiligen Feldgleichungen, z.B.
die Klein-Gordon-Gleichung fiir Teilchen mit Spin 0, die Dirac-Gleichung (Spin 1/2), die Maxwell-Gleichungen
fiirs elektromagnetische Feld (Photonen mit Spin 1), die Einstein-Gleichung usw. Die Erwartungswerte der
Euler-Lagrange-Gleichungen in der Quantenfeldtheorie heilen Dyson-Schwinger-Gleichungen.
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A

-
X1 X, X y

FiG. 4.2: Was ist der kiirzeste Weg zwischen A und B? Rechts: Brachistochronenproblem

Kehren wir zu unserem urspriinglichen Problem (4.76) zuriick. Was ist der kiirzeste Weg
in der Ebene, der zwei Punkte A und B verbindet (Fig. 4.2)? Die Bogenlidnge S[y] hat die

Form (4.88) mit f(3/) = /1 + 4. Bilden wir die Euler-Lagrange-Gleichung:
0 0 ! d o 3} !
dy ' /14y dt 0y’ o \1+y?
und somit y'* = 2 (14+y%) = /% = 2/(1—2) =y = £1/v/1 — & =: a. Wenig iiberraschend

ist die kiirzeste Verbindung also eine Gerade y(x) = ax + b, wobei sich die Integrationskon-
stanten a und b aus den Randbedingungen y(z1) = y1 und y(x2) = y2 bestimmen.

=c, (4.92)

Ein anspruchsvolleres Beispiel ist das auf Johann Bernoulli zuriickgehende Brachistochronenproblem.
Wir suchen die “perfekte Rutsche”, bei der ein Massenpunkt entlang einer Kurve y(z) unter dem Einfluss
der Schwerkraft reibungslos von einem Punkt A zu einem tiefergelegenen Punkt B gleitet (siche Fig. 4.2).
Wir wollen y(z ) so bestimmen, dass die Zeit T', die der Massenpunkt benétigt, minimal wird. Das Funktional
lautet daher T[y] = [dt = [ds/v = [dz\/1+ y?/v. Um einen Ausdruck fiir v zu gewinnen, verwenden wir
die Energleerhaltung E = mv*/2 — mgy = 0 (das Teilchen ruht fiir y = 0). Die Gravitation zeigt hier in die
positive y-Richtung, was die Rechnung vereinfacht. Damit ergibt sich v(y) = \/2gy und somit

_ /1+y’2_/ / of _dof _ of _ d of
f/d:r Sy dz f(y,y') = 9y~ dz oy =0 = 9y~ dr oy (4.93)

Da f nicht explizit von z abhingt und somit df/dz = 0 gilt, lidsst sich das Problem einfacher 16sen, wenn
man die Beltrami-Identitéit verwendet:

d _of , of , of d ([ ,0f of , Of
g _ Y - == L — = 4.94
dx Jdy v+ 8y’y + or  dx \Y oy’ + or = S oy’ (4.94)
~~ ~
=(4.93) =0
Setzen wir die konkreten Werte ein, ergibt sich
of _ y N L y” - L (4.95)
o \2gy/1+y'? 29y Vgy/1+y% V299 /14y '

und somit

72 1 2a—
1+y)y 5982 =4/ = dr= 1/ ~ (4.96)

Das léisst sich mit der Variablensubstitution y = a (1 — cosu) = dy = asinu du 16sen, denn damit erh&lt man

1 —cosu .
m—/ 1/ —a/du“ l—l—cosu sinu —a/du(l—cosu)—a(u—blnu)—i—const. (4.97)

1— cos2 u

Mit z(u = 0) = 0 verschwindet die Integrationskonstante und wir bekommen die Gleichung fiir eine Zykloide:

z(u) = a(u —sinu), y(u) =a(l —cosu). (4.98)
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Einige Bemerkungen:

m Analog zu gewohnlichen Funktionen lassen sich Nebenbedingungen auch bei Variati-
onsproblemen bequem {iiber Lagrange-Multiplikatoren einbauen. Wenn man neben der
Suche nach einem Extremwert von F[¢] auch noch eine Nebenbedingung G[¢] = ¢ zu
erfiillen hat, wendet man das Variationsverfahren auf das Funktional F[¢] + A G[¢] an.
Dabei ist der Lagrange-Multiplikator A ein freier Parameter, dessen Wert am Ende so
festgelegt wird, dass die Nebenbedingung erfiillt ist.

m Die Funktionalableitung lésst sich auf beliebige Operatoren A: X — Y zwischen nor-
mierten Rdumen verallgemeinern. A heiffit dann differenzierbar an der Stelle f € X,
wenn es einen stetigen linearen Operator A’(f) gibt, sodass

(Rl

Af+m) = AN+ AN htr), - N Fo

=0. (4.99)
Der Operator A'(f) wird Fréchet-Ableitung genannt. Ein noch allgemeinerer Ablei-
tungsbegriff, der auch ohne eine Norm auskommt, ist die Gateux-Ableitung

A h)— A d
SA(fh) = lim AL TN Z AL A e gy (4.100)

e—0 € de|._g

Fiir Funktionen auf dem R™ entspricht das der Richtungsableitung VA - h, und fiir
einen Fréchet-differenzierbaren Operator ist dA(f, h) = A'(f) h.

Numerische Optimierung. Viele Verfahren zur numerischen Optimierung basieren auf dem
Minimieren von Funktionalen. Bildet man bei einem nichtlinearen System von (algebraischen
oder Differenzial- bzw. Integral-) Gleichungen, die von Variablen & = (z1,...zx) abhéngen,
die Differenz aus linker und rechter Seite, reduziert sich das Problem auf eine Nullstellensuche:
wir suchen jenen Vektor z, fiir den F'(x) = 0 erfiillt ist. Linearisiert man F'(x), wobei J mit
Jij = 0F;/0x; die Jacobimatrix bezeichnet, bietet sich dazu die Newton-Methode an:

F(zo+ 0x) = F(x0) + J(x0) 0z + O(wiz;) = oz~ —J(zo) 'Flzo).  (4.101)

!

=0

Hat man F'(xo) und J(x) an einem Startwert xo bestimmt, erhélt man so eine neue Such-
richtung dx und kann F'(x) und J(z) am neuen Punkt @ = x¢+ dx erneut berechnen. Damit
ldsst sich das Verfahren iterativ wiederholen, bis das System konvergiert.

Andererseits ldsst sich das Problem auch als Variationsproblem interpretieren: wir suchen
nach einem stationiren Punkt des Funktionals f(z) = |F(x)|?. Das entspricht einer Nullstel-
lensuche fiir den Gradienten V f. Auch hier lisst sich die Newton-Methode anwenden,

Vf(xo+ 6x) = Vf(xo) + H(xg)dx +... = dx~—Hxo) 'Vf(xg), (4.102)

wobei H die Hesse-Matrix H;; = 0% f /0x; Ox; der zweiten Ableitungen bezeichnet. Um die
(numerisch oft aufwendige) Berechnung von H zu vermeiden, bieten sich weitere Zugénge
wie der Gauf3-Newton- oder Levenberg-Marquardt-Algorithmus an. Solche Verfahren
finden allerdings nur lokale Minima und nicht notwendigerweise das globale Minimum; fiir
diese Aufgabe eignen sich stochastische Optimierungsmethoden.



Kapitel 5

Lineare Operatoren in
Hilbertraumen

Ein zentrales Thema der Funktionalanalysis ist die Diskussion von linearen Operatoren
und deren Spektren. Wir haben schon Beispiele solcher Operatoren kennengelernt:

Matrizen sind lineare Operatoren, die Elemente des R™ oder C™ aufeinander abbilden:
Awu = v. Operatoren auf dem Folgenraum ¢? sind unendlichdimensionale Matrizen.

Die in Kapitel 3 besprochenen Integraltransformationen sind lineare Operatoren,
die Funktionen u, v aus bestimmten Funktionenrdumen aufeinander abbilden: Au = v.

Die in Kapitel 4 besprochenen Funktionale sind Operatoren, die Elemente u eines
Vektorraums auf Skalare v abbilden: Afu] = v.

Oft ist man an Differenzialgleichungen oder Integralgleichungen der allgemeinen
Form (A — z) u = f interessiert, wobei f eine Inhomogenitit darstellt, z eine komplexe
Zahl und A einen linearen Differenzial- oder Integraloperator, z.B.

Au(zx) = Z ar(x) %u(x) oder Au(x) = /dy K(z,y)u(y). (5.1)

k=1 a

Der erste Fall beschreibt eine allgemeine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung.
Der zweite Fall ist als Volterra-Gleichung bekannt, bzw. wenn man die obere Inte-
gralgrenze = durch eine Konstante b ersetzt, als Fredholm-Gleichung.

Die Betrachtung von Hilbertrdumen bringt Vorteile beim Losen solcher Probleme. Das Ziel
dieses Kapitels ist eine Charakterisierung von Operatoren und ihren Figenschaften, weswegen
wir neue Begriffe einfiihren werden: beschrinkte, unbeschrinkte, abgeschlossene, kompakte,
symmetrische und selbstadjungierte Operatoren, usw. Eine wichtige Frage wird sich um die
Losbarkeit von Gleichungen der Form (A — z) u = f drehen, d.h. unter welchen Bedingungen
der inverse Operator (A — z)~! existiert. Offenbar ist der Operator nicht invertierbar, wenn z
ein Eigenwert von A ist, denn dann 16st es die homogene Gleichung Au = zu. Gibt es auch an-
dere Fille? Mit dieser Verallgemeinerung des Eigenwertproblems auf unendlichdimensionale
R&aume beschéftigt sich die Spektraltheorie.
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H H’

Dy
Ka

Fiac. 5.1: Ilustration von Definitionsbereich D 4, Wertebereich R 4 und Nullraum X 4

5.1 Grundbegriffe

Wir werden uns im Folgenden ausschliellich auf lineare Operatoren beschrinken, denn diese
sind mit der linearen Struktur eines Vektorraums vertréglich.

DEFINITION: Seien H und H’ Hilbertriume iiber dem Korper IK der reellen oder komplexen
Zahlen. Ein linearer Operator A: D4, — H’ ordnet einem Element u € D4 C H ein Element
v = Au € H' mit folgenden Eigenschaften zu:

A(u1 + UQ) = Aui + Auo Y up,ug € Dy, (5.2)
A(Mu) = NAu VueDy, MNeK.

Dabei bezeichnet D4 C H den Definitionsbereich (domain) des Operators A; dieser ist
immer gemeinsam mit dem Operator anzugeben.

Der Definitionsbereich ist somit implizit in der Definition des Operators A. Zwei Operatoren
Aj und A, sind nur dann gleich, wenn ihre Definitionsbereiche iibereinstimmen und sie auf
alle Elemente dieses Definitionsbereichs dieselbe Wirkung haben:

A1=As & Dy =Dy, und Aju=Asu VuecDy =Dagy,. (5.4)

Insbesondere sind A; und Ay mit Dy, # Da, verschiedene Operatoren, selbst wenn sie
derselben Operatorvorschrift Aju = As u geniigen. Wir werden uns spéter konkrete Beispiele
dazu ansehen. Es ist nicht immer moglich, einen Operator auf ganz H zu definieren, z.B.
kann ein Differenzialoperator nur auf einer Untermenge von L?(a,b) definiert werden, eben
den differenzierbaren Funktionen. Solche Situationen kénnen zu Problemen fiithren, denn
damit die Summe zweier Operatoren A 4+ B gebildet werden kann, muss u in Dy NDp liegen,
und damit die Hintereinanderausfithrung B A wohldefiniert ist, muss v in D4 und Au in Dp
liegen. Die Multiplikation von A mit einer Zahl A € K &ndert nichts am Definitionsbereich,
d.h. Dyg = Dag.

Das Bild bzw. der Wertebereich (image, range) von A und der Kern bzw. Nullraum
(kernel, null space) von A sind definiert durch

Ra={AucH |ueDys}, Ka={ueDy|Au=0}. (5.5)
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Géngige alternative Schreibweisen sind auch D4 = dom A, R4 = ran A und K4 = ker A. Die
Verhéltnisse sind in Fig. 5.1 skizziert. Aus der Linearitdt des Operators A folgt sofort, dass
K4 und R4 Untervektorriume von H bzw. H’ sind.

Zwei triviale Beispiele fiir lineare Operatoren A: H — H sind:

m Der Nulloperator A = 0 mit v = Au = 0 fiir alle u € H.
Hier ist Dy = K4 = H und R4 = {0}.

m Die Identitit A = 1 mit v = Au = v fiir alle v € H.
Esgilt Dy =Ra=H und K4 = {0}

Setzt man in (5.3) A = 0, folgt insbesondere A(0) = 0 fiir lineare Operatoren. Beispielsweise
haben alle linearen Operatoren A: R — R die Form Az = cx mit ¢ € R; ihre Graphen sind
Geraden mit Steigung ¢, die durch den Ursprung gehen. Eine Gerade, die nicht durch den
Ursprung geht (Ax = cx + d mit d # 0) ist keine lineare Abbildung mehr. Ebenso ist z.B. ein
Operator A: L%(a,b) — L*(a,b) mit Af(x) = f(x)? kein linearer Operator.

Endlichdimensionale Vektorrdume. Betrachten wir zunéchst lineare Operatoren auf end-
lichdimensionalen Vektorrdumen. Hier miissen wir uns um die Feinheiten, die uns spéter
begegnen werden, keine Gedanken machen, denn Operatoren auf endlichdimensionalen Vek-
torrdumen sind automatisch beschrankt und somit stetig.

Jeder endlich-dimensionale Hilbertraum H ist isomorph zu C" oder R", deswegen l&sst sich
auch jede lineare Abbildung A: H — H in die Gestalt einer Matrixmultiplikation bringen.
Zerlegt man einen Vektor u € H in eine Orthonormalbasis {¢;}, dann gilt

n n
u:Zajcpj & o = (pj,u), v:Au:ZajAcpj, (5.6)
j=1 J=1
wobei jedes Ap; wieder ein Element von H ist und eine Komponentendarstellung besitzt:
n
Ap; =) Aijoi & Ay = (o, Ag;). (5.7)
i=1

Dadurch wird die Matrixdarstellung A = (A;;) des Operators A beziiglich der ONB {¢;}

definiert. Eingesetzt in (5.6) erhalten wir die Komponentenzerlegung von v,

n n n n n
v=> Y Ayei=> (D Aya;|ei=) B, (5.8)
j=1 =1 i=1 \j=1 i=1
und somit fiir die Komponenten selbst:
n
j=1

Die komplexe oder reelle n x n-Matrix A charakterisiert den Operator A vollstindig: jede
lineare Transformation A erzeugt eine eindeutige Matrix A, und jede Matrix A erzeugt eine
eindeutige lineare Transformation A. Zusammenfassend haben wir also

a; = (pi,u), Bi=(pi,v), Aij=(pi,Apj), v=Au & B=Aa. (5.10)
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Damit lisst sich auch der Operator A durch die ONB ausdriicken,

Au—Za] Ap; —ZA” ajp; = ZAijgoi (pj,u) VueH, (5.11)
o r —
was sich am einfachsten in der Bra-Ket-Sprache formulieren lésst:

D el | A D leaesl | =D Ailei) (el (5.12)
i=1 j=1 ij

Alles Weitere entspricht dann den Regeln der linearen Algebra:

s Die adjungierte Matrix AT = (A*)T & (A");; = Aj; ist die transponierte und kom-
plex konjugierte Matrix. Fiir eine reelle Matrix entspricht die Adjunktion der Transpo-
sition: AT = AT,

m Eine Matrix heifit hermitisch, wenn AT = A gilt. Hermitische Matrizen haben reelle
Eigenwerte, was besonders wichtig ist, da sie oft physikalische Observablen darstellen.
Eine reelle hermitische Matrix ist symmetrisch: AT = A.

m Eine Matrix heift unitéir, wenn AAT = ATA = 1 gilt, also A~! = Af. Fiir eine reelle
Matrix vereinfacht sich die Unitaritét zur Orthogonalitit: A=t = AT,

m Eine Matrix heifit normal, wenn AAT = ATA gilt. Normale Matrizen sind unitér
diagonalisierbar, d.h. es gibt eine unitire Matrix U sodass A = UAUT, wobei A eine
Diagonalmatrix ist. Jede hermitische und jede unitére Matrix ist normal.

Betrachten wir als Beispiel die lineare Transformation A: R? — R2, die jeden zweidimensionalen Vektor
um den Winkel 6 gegen den Uhrzeigersinn rotiert. Wie lautet ihre Matrixdarstellung in der kartesischen Basis
p1 = (1,0), v2 = (0,1)7 Mit Hilfe einer Skizze sieht man

Ap1 = (cos) 1 + (sinf) pa,

5.13
Apz = (—sin0) p1 + (cos ) p2 (513)

A= (Ay) = <
Die Koordinaten des gedrehten Vektors hdngen dann mit jenen des urspriinglichen Vektors iiber 8 = A«
zusammen. A ist eine unitire (bzw. orthogonale, da reelle) Matrix, und es ist K4 = {0} und R4 = R?. Dieselbe
Transformation im Raum C? hat zwar keine geometrische Interpretation, liefert aber dasselbe Ergebnis.

Wie steht es mit der Transformation A: R? — R? mit der Matrixdarstellung

A= (3 (1)) (5.14)

relativ zur kartesischen Basis? Die Koordinaten des transformierten Vektors lauten jetzt 51 = aeo, f2 = 0,
und der zugehorige Operator ist Ap; = 0, Apa = ¢1. Sowohl K4 als auch R4 bestehen aus allen Vektoren
proportional zu ¢ und sind somit eindimensionale Untervektorriume.

Betrachten wir den endlichdimensionalen Hilbertraum, der durch die ONB {¢,} mit ¢,(z) = sinnz
und n < oo aufgespannt wird. Das ist ein Teilraum des Raums der ungeraden, periodischen Funktionen auf
L?(—n,7), die am Rand verschwinden (siche die friihere Diskussion der Fourierreihe in (2.63)). Wie lautet die
Matrixdarstellung des Differenzialoperators A = dQ/alx2 in dieser Basis? Es ist

cos —sin9>

sinf  cos®

2
Ay = <¢k, d (‘Dl> /dm sin(kx) sm(lr) —— / dx sin(kz) sin(lz) = —k* 6 (5.15)
und somit

A= R (5.16)
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5.2 Beschrinkte Operatoren

Wie sieht es nun mit Operatoren auf unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen aus? Um die
Rechenregeln der linearen Algebra weitgehend iibernehmen zu koénnen, schrinken wir uns
zunédchst auf die Klasse der beschrinkten Operatoren ein:

DEFINITION: Seien H und H’ Hilbertriume. Ein Operator A: Dy — H' mit D4 C H heifit
beschrinkt, falls es fiir alle u € Dy eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass ||Au|| < ¢|lu||, d.h.
die GroBe ||Au||/||u|| ist von oben beschrinkt. Die kleinste Zahl ¢, die diese Ungleichung fiir
alle u € D4 erfiillt, heifit Operatornorm ||A|| von A:

A
14l = sup 1280 _ g ). (5.17)
a0l jju=1

(Da man jeden Vektor u # 0 auf 1 normieren kann, kann man genausogut das Supremum
iiber alle Einheitsvektoren betrachten.)

Da H und H' im Prinzip verschiedene Hilbertriume sein kénnen, bezieht sich die Norm des
Vektors u auf den Hilbertraum H und jene von Au auf H’, daher sollten wir eigentlich priiziser
schreiben: ||Au||y < c||ully.

Beschrinkte Operatoren haben also eine endliche Norm. Die Bedeutung der Operatornorm
wird aus Fig. 5.2 klar. Das Supremum || A|| wird in der Regel nicht fiir jedes Element u erreicht
werden, bzw. muss es auch fiir gar kein u erreicht werden (deswegen auch “sup” statt “max”).
Um zu zeigen, dass ||A|| =: ¢ die Operatornorm ist, muss man zunéchst beweisen, dass ¢
tatséchlich eine obere Schranke fiir [|Au||/||u|| darstellt (d.h. [|Aul| < ¢||u|| fir alle u € D4).
Zweitens muss man zeigen: entweder es gibt ein ug € D4 mit ug # 0, fiir das diese obere
Schranke tatséchlich erreicht wird, also ||Aug||/||uo|| = ¢; oder es gibt eine Folge (uy) C D4
mit ||uy,|| # 0, sodass || Auy||/||un|| — ¢ fiir n — oo.

Betrachten wir als Beispiel den Hilbertraum L?(0,1) und den Operator A, der u mit z multipliziert:

v(z) = (Au)(z) = zu(z). (5.18)
Der Operator ist linear und die Multiplikation fiir alle u € L*(0,1) wohldefiniert. Wegen
1 1
lulf = [ doa® @) < [ delute) = (5.19)
0 0

ist A beschréinkt und wir kénnen mit Sicherheit sagen, dass ||A|| < 1 gilt. Ist die Operatornorm dann ||A|| = 17
Dazu miissten wir ein uo finden, sodass ||Auo|| = [|uo]|, was wegen
1-
l|uol|® — || Auol||> = / dx |uo(x)* (1 — 2*) > 0 (5.20)
0

offenbar aber nicht moéglich ist, da beide Faktoren im Integranden positiv sind. Versuchen wir es daher mit
1

einer Folge, z.B. u,(z) = 2" mit n > —5 (ansonsten wire u, nicht quadratintegrierbar). Dann gilt

1

1
2 ' 2n 1 2 . 2+2n 1 ||A“’” H 2n +1 n—oo
n = d = 5 A n - d - = - 1.
[Fun] / v = o MAul / e o + 3 Nunll ~ V2n+3

0 0

Diese Folge erreicht im Limes n — oo also den Maximalwert 1 (siehe Fig. 5.2 links), und somit lautet auch
die Operatornorm ||A|| = 1.
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4 A | Aws|

[l
10 || Aty || 1

/ | |
n

o 1 2 3 4 5 p

F1G. 5.2: Bei beschrankten Operatoren ist || Au||/||u|| von oben beschriankt, bei unbeschrénk-
ten Operatoren nicht. Die kleinste obere Schranke ist die Operatornorm || Al

Um zu zeigen, dass A unbeschrénkt ist, muss man lediglich eine Folge (uy,) mit ||uy,|| # 0
finden, sodass ||Auy,||/||un|| — oc.
Untersuchen wir den Operator A im Hilbertraum L?(0, 1), der « mit 1/ multipliziert, also (Au)(x) = u(x)/z.
Das ist nicht mehr fiir alle u € L2(07 1) wohldefiniert, deswegen miissen wir den Definitionsbereich D4 ein-

schriinken. Wenn u(z) fiir £ — 0 hinreichend schnell verschwindet, dann ist u/z € L*(0,1), daher kénnten wir
verlangen:

Dy = {u € L*(0,1) % e L*(0, 1)} . (5.21)
Das Analogon zu (5.19) liefert keine obere Schranke, im Gegenteil: es sieht so aus, als wiirde die Norm || Aul|

bereits als Limes einfacher Funktionen divergieren. Betrachten wir z.B. die Folge

1
up () = { (1) f z i 2 f mitn > 1, (5.22)

dann sehen wir, dass A ein unbeschrinkter Operator ist (siehe Fig. 5.2 rechts):

1 1
—1 d. A
||un|\2=/dx=”n , ||Aun|\2=/;§:n_1 o [Awll o e

([l

1/n 1/n

Bei unbeschriankten Operatoren gibt es Probleme mit dem Definitionsbereich, was zu Schwie-
rigkeiten fiihrt, da man nicht mehr bedenkenlos Summen und Produkte von Operatoren bilden
kann. Auch Ableitungsoperatoren sind von dieser Art, wie das folgende Beispiel zeigt:

Fiir den Ableitungsoperator A : C*(0,1) — C°(0,1) mit Au = v’ gilt D4 = C*(0,1) und R4 = C°(0,1),
wéhrend der Nullraum K4 die Menge aller konstanten Funktionen u = const. ist. Ob dieser Operator be-
schrinkt ist, hingt stark von der Wahl der Normen ab. Wihlt man die L?-Hilbertraumnorm, dann ist der
Ableitungsoperator nicht beschrénkt, wie man mit Hilfe der Folge un,(x) = sin(nwz) sehen kann:

1

1
2
lJunl|? = /d:r sin?(nma) = % | Aun ||* = /dm (nm)? cos®(nma) = (";T) o el 5.29)
0

[l
0

Mit der folgenden Wahl der Normen kann man allerdings zeigen, dass der Ableitungsoperator beschrinkt ist:

llullor = lulloo + 1w/l ulloo = [ulloo - (5.24)

Wir werden auf unbeschrinkte Operatoren in Abschnitt 5.3 zuriickkommen. Bei beschrink-
ten Operatoren kann man dagegen immer davon ausgehen, dass sie auf ganz H definiert
sind, was vieles erleichtert. Insbesondere sind in endlich-dimensionalen Rdumen alle linearen
Operatoren beschriankt. Wir werden die Menge aller linearen und beschrankten Operatoren
A:H — H' mit B(H,H') bezeichnen.
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Stetigkeit. Eine sehr niitzliche Eigenschaft linearer Operatoren ist, dass fiir sie Beschrankt-
heit synonym mit Stetigkeit ist.

DEFINITION: Ein linearer Operator A heifit stetig, falls fiir jede Nullfolge (u,) C D4 gilt:

lim v, =0 = lim Au, =0. (5.25)

n—oo n—oo

Fiir lineare Operatoren ist die Stetigkeit am Ursprung dquivalent mit der Stetigkeit auf dem
gesamten Definitionsbereich Dy: fiir eine Folge (u,), die gegen einen Grenzwert u € Dy
konvergiert, bildet (u, —u) — 0 eine Nullfolge, und aus A(u, —u) — 0 folgt dann wegen der
Linearitdt des Operators Au,, — Au. Ist ein linearer Operator stetig am Ursprung, ist er also
automatisch iiberall stetig:

lim up, =uv = lim Au, = Au. (5.26)
n—oo n—oo
Die Stetigkeit von A bedeutet , dass man den Operator mit dem Grenzwert vertauschen kann,
also Au = A (limy,—y00 Up) = limy, 00 Auyp. Die entscheidende Aussage ist aber folgende:

SATZ: Ein linearer Operator A ist genau dann stetig, wenn er beschriankt ist.

Dazu miissen wir beide Richtungen beweisen. Falls A beschrénkt ist, gilt ||Aun|| < ||A||||un]|; fiir eine Nullfolge
mit u, — 0 folgt dann auch Au,, — 0, also ist A stetig. Falls A unbeschréinkt ist, dann gibt es eine Folge (u,)
mit ||un|| # 0 sodass ||Aun|| > n||uy||. Dann ist v, = un/(n||un||) — 0 eine Nullfolge, fiir die ||Av,|| > 1 fiir
alle n gilt; das verletzt (5.25) und somit ist A nicht stetig.

Matrixdarstellung. Die Aquivalenz von Beschriinktheit und Stetigkeit erlaubt es uns, mit
beschriankten Operatoren in separablen Hilbertrdumen wie mit unendlich-dimensionalen Ma-
trizen zu rechnen. Betrachten wir einen linearen beschrinkten Operator A, der auf ganz H

definiert ist, und sei {¢;} eine Orthonormalbasis in /. Dann ist ein Hilbertraumvektor v € H
durch den Grenzwert der Folge seiner Partialsummen definiert:

oo n
u = Z aj ;= nli_}n(}oZozj p; = nh_)rgo Up, - (5.27)
j=1 j=1

Wegen der Stetigkeit und Linearitét von A kénnen wir dann schreiben:

n—o0 n—oo

v=Au= lim Au, = lim A (Zaj g0j> = ILm Zaj Ap; = Zaj Apj . (5.28)
j=1 j=1 j=1

Wie im endlichdimensionalen Fall konnen die Vektoren Ag; nach der ONB {p;} zerlegt
werden, was die Matrixdarstellung A des Operators A beziiglich der ONB {¢;} definiert:

o0
Ap; = Ay,  Ay={(piAp), A=(Ay). (5.29)
=1
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Eingesetzt in (5.28) erhalten wir die Komponentenzerlegung von v,

v:ZajZAijcpi:Z ZAijaj %’ZZﬁi@ia (5-30)
j=1  i=1 i=1 \j=1 i=1
und somit fiir die Komponenten selbst:
j=1
Ferner gilt, dass die Spalten der Matrix A quadratsummierbar sind:
D AP =) s Ap) P = {Apy, i) (i, Aps) = (Agj, Apg) = ||Agj|* < 00 (5.32)
i=1 i=1 i=1

Dasselbe lasst sich auch fiir die Zeilen zeigen. Somit erzeugt jeder lineare beschrinkte Opera-
tor A beziiglich einer gegebenen ONB eine unendlich-dimensionale Matrix A, deren Spalten
und Zeilen quadratsummierbar sind. Allerdings erzeugt nicht jede solche Matrix auch einen
linearen und beschrinkten Operator! Ein Gegenbeispiel ist eine Diagonalmatrix, deren Ele-
mente entlang der Diagonalen unbeschrinkt ansteigen.

Shift-Operatoren. Als Beispiel betrachten wir einen separablen Hilbertraum H mit einer
ONB {¢;}. Dann ist der Rechtsshift-Operator definiert durch Ap; = ;11 mit Dy = H.
Wegen

o o o
=Yg = Au=Yagir, AP = |al=lu?  (533)
i=1 i=1 i=1
ist A beschrankt mit der Operatornorm ||A|| = 1. Die Matrixdarstellung lautet
Aij = (i, Apj) = (@i, pj+1) = bij+1,

- 0 i=1
Bi = (@i, Au) = z;aj (i, pjt1) = {ail i 1:
j:
0 ai 0 (5.34)
10 as a
1 0 Qq as

Der Nullraum ist 4 = {0} und der Wertebereich R 4 ist das orthogonale Komplement {1 }*,
d.h. alle Vektoren mit 81 = 0. Der Linksshift-Operator mit Ayp; = 0 und Ay; = ¢;_; fir
1 > 1 bewirkt analog

0 1 al az
0 1 g a3

B=Aa= 01 as [ = | aa]. (5.35)
Qg (0%

Hier gilt Dy = R4 = H, und der Nullraum K4 ist die lineare Hiille von 1.
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Hilbert-Schmidt-Operatoren. Lisst sich die Operatornorm ||A|| allgemein durch die Ma-
trixelemente a;; ausdriicken? Fiir endlich-dimensionale Matrizen ist das einfach, z.B. fiir die
Drehmatrix in (5.13):

[|Ap1|| = ||Apa|| = Vcos2 0 +sin? =1 = ||A]|=1. (5.36)

Die Frage ldsst sich auch bejahen, falls es eine ONB gibt, die den Operator A diagonalisiert.
Dann gilt Ap; = A ¢; und somit ||[Ag;|| = |\, sodass die Operatornorm (als Supremum
iiber alle moglichen Einheitsvektoren ¢;) der gréofite Absolutbetrag der Eigenwerte ist:
||A]| = max |);|. Die Drehmatrix (5.13) hat z.B. Eigenwerte e = ||A|| = 1.

Im allgemeinen Fall ist die Angabe der Operatornorm schwieriger, wir kénnen aber zu-
mindest eine obere Schranke angeben. Zu diesem Zweck definieren wir fiir ein festes ¢ einen
Vektor A; € ¢* mit Komponenten (4;); = A;;, sodass || A;|[* = > |A;j|*. Damit kénnen wir
némlich (5.31) als Skalarprodukt im #2 schreiben und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.36)
ausniitzen:

Bi=) Aya;=(Al.a) = |6 = 1A} )] < ||l [l = || Ail|[[ul|, (5.37)
j

denn es ist ja ||u||? = > =1 |ovj|? beziiglich der Norm in H dasselbe wie ||||? beziiglich der
Norm in ¢2. Daraus erhalten wir eine obere Schranke fiir die Operatornorm:

[Aull> =Y 162 < lull® Y NAP = llul® Y 14517 = [JAI < [> |4 (5.38)
% % i i

Falls diese Grofle endlich bleibt, ist der Operator sicher beschriankt. Operatoren dieser Art,
bei denen die Matrix A nicht nur in ihren Zeilen und Spalten quadratsummierbar ist wie
in (5.32), sondern unter Summation aller Eintriige konvergiert,

Tr(ATA) = 4517 =) [pi AP =D (Aps, Apj) = > ||Agjl]> < o0, (5.39)
i 7 j j

heilen Hilbert-Schmidt-Operatoren. In vielen Féllen wird diese Grenze sehr groflziigig
gewihlt sein, z.B. bekommen wir fiir die Drehmatrix (5.13)

2 2
DN 1A =2(cos?0+sin? ) =2 = ||4]| < V2, (5.40)
i=1 j=1
aber wir wissen ja bereits, dass in diesem Fall [|A|| = 1 gilt. Andererseits erfiillen die vorhin

betrachteten Shift-Operatoren die Eigenschaft (5.39) offenbar nicht, da man unendlich oft
die 1 aufsummieren wiirde.
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Hilbert-Schmidt-Operatoren liegen oft als Integraloperatoren A: L?(Q) — L%(Q) vor.
Dabei ist Q = (a,b) ein reelles Intervall und der Integralkern K € L2(Q x Q) eine reelle
Funktion in den zwei Variablen x,y € €,

v(z) = Au(z) = /dy K(z,y)u(y) mit Dy = L*(Q), (5.41)
Q

die folgende Eigenschaft erfiillt:
/dac/dy[K(ac,y)]2 < 00. (5.42)
Q Q

Hier verlduft der Beweis der Beschriinktheit gleich wie vorher: (5.41) ldsst sich fiir ein festes € L*(Q) als
Skalarprodukt schreiben, womit wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung anwenden kénnen:

o) = Au(z) = (K&, ) u) = [o(@)] = (K ()" )] < 1K) ] (5.43)
Dann folgt
| Aul|? = / dz (@) 2 < lull? / dz ||K (2, )|[? = ||ul|? / da / dy|K (z,9)[? < oo, (5.44)

wobei das Integral auf der rechten Seite laut Voraussetzung (5.42) endlich ist. Damit ist der Operator A
beschréinkt und fiir die Operatornorm gilt ||A||* < [, dz [, dy | K (z,y)|*.

Insbesondere kann man zeigen, dass die obere Schranke der Summe {iber alle Einheitsvektoren u = ¢; mit
v = Agp; entspricht:

ZHAQOJ'HQ = Z /dx|(K(x,~)*,<p‘,-)|2 = /dm Z<K(‘T7')*7@j><¢ij(x7')*>

e fticor - o

= [dx <K(x7')*7K(x>')*>: deK(x_‘~)H2: dx dy|K(x,y)\2.
Q Q Q

Q

Aus (5.39) und (5.45) folgt dann die Gleichheit der beiden Ausdriicke in der Matrix- und Integraldarstellung:

JAIF < 3143 = S 14l = [ do [ dylK @)l < oc. (5.46)
ij J & b
Die Matrixelemente von A lauten
Aij = (@i, Apj) = /dw/dw?(w)K(%y) wi(y)- (5.47)
Q Q

Ein Spezialfall eines Hilbert-Schmidt-Operators ist der folgende Integraloperator mit der
Stufenfunktion als Integralkern:

T 1

o) = Aule) = [ dyuty) = [ dy®(c—y)uty (5.48)

0 0

Er ist fiir alle u € L%(0,1) definiert, da die Quadratintegrierbarkeit von u auf dem Intervall
(0,1) auch die Integrierbarkeit impliziert. Es gilt

1 T 1

1 1
14]1% S/daf/dy @(x—y)zzfdx/dy:/dm:;. (5.49)
0 0

0 0 0
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Funktionen beschrinkter Operatoren. Die Menge aller linearen, beschrankten Opera-
toren auf einem Hilbertraum H wird mit

B(H) :=B(H,H)={A: H — H| A ist linear und beschréinkt } (5.50)

bezeichnet und bildet selbst wieder einen Banachraum mit der Operatornorm ||A||. Er erfiillt
alle Voraussetzungen eines Vektorraums, z.B. sind AA und A;+ Az wieder Elemente von B(H).
Die Operatornorm erfiillt alle Eigenschaften einer Norm: es gilt ||A|| > 0, ||A]| =0 A =0,
[|AA|| = |A| ||A]| sowie die Dreiecksungleichung

141+ Aof| = sup [[Aru+ Agul| < sup ([[Avul| +[[Azul]) = ||Au]| + [|A2][ . (5.51)

|lull=1 [ull=1

Daraus sieht man, dass A; + Ao wieder ein beschrinkter Operator ist. Man kann auch zeigen,
dass der Raum B(#) beziiglich der Operatornorm vollsténdig ist.

B(H) besitzt aber noch weitere Eigenschaften, denn wir kénnen Operatoren ja nicht nur
addieren und mit Skalaren multiplizieren, sondern auch miteinander multiplizieren. Das Pro-
dukt AB mit A, B € B(H) ist wieder ein beschrénkter Operator aus B(#), denn es gilt

|ABul| < |[A[[||Bul| < [[A[[[BI[[lull = [[ABI| < [|A|[||BI|, (5.52)

und somit insbesondere ||A™|| < [|A||". Damit wird B(#) zu einer Algebra; mit der Definition
des adjungierten Operators bildet er eine C*-Algebra, siehe z.B. [Bla93, Wer05].
Mit der Operatornorm ist die Konvergenz von Folgen erkliart und man kann Funktionen

von Operatoren definieren wie z.B. Polynome und Potenzreihen. Eine fiir |z| < R analytische
Funktion f(z) ldsst sich durch eine Reihe f(z) = > ¢,2" darstellen, z.B.

oo n

= Zz (Iz2| < 1) e’ = Z % (2] < o). (5.53)

n=0

Dann konvergiert auch die entsprechende Operatorreihe, hier die Neumannsche Reihe und
die Operator-Exponentialfunktion:

SoYar (A<, A=Y (4l<). 65

n=0

Man {iberpriift leicht, dass das wieder beschréinkte Operatoren aus B(H) sind, z.B. ist

ZA” < ZHA”II < ZI\AII”— HAH (5.55)

wobei wir im ersten Schritt die Dreiecksungleichung verwendet haben und im zweiten Schritt
[|A™] < ||A]|™. Analog zur geometrischen Reihe zeigt man, dass der Operator (1 — A) inver-
tierbar ist und sein Inverses die Neumannsche Reihe ergibt:

N+1

(]1—A)gAnng"(n—A):]Vl@w(ZA” ZA”) =1— lim AN = 1. (5.56)

Dabei haben wir [|[ANTY| < ||A||Y*! — 0 fiir N — oo beniitzt. Falls die Operatoren A und

B kommutieren (AB = BA), gilt fiir die Exponentialfunktion auch eA+5 = ¢4 B,
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Dualraum. Wir haben uns ja schon in Abschnitt 4.1 mit Funktionalen beschiftigt. Aus
der Perspektive der Operatorsprache sind Funktionale nichts anderes als Operatoren, die
Elemente eines Vektorraums auf den Korper der reellen oder komplexen Zahlen abbilden.
Insbesondere sind stetige lineare Funktionale F': H — C auf einem Hilbertraum H
Spezialfille von beschrankten Operatoren, womit wir alle Aussagen des letzten Abschnitts
sofort iibertragen kénnen; z.B. lautet die Operatornorm

||F|| = sup = sup |F[u]l VueH. (5.57)
a0 el =1
Die Menge H* := B(H, C) aller stetigen linearen Funktionale auf A bildet den topologischen
Dualraum von . In diesem Fall gibt es eine sehr niitzliche Aussage:

SAaTz (Darstellungssatz von Riesz und Fréchet): Zu jedem stetigen linearen Funk-
tional F', das auf dem ganzen Hilbertraum # definiert ist, existiert genau ein Vektor f € H,
sodass sich F' als Skalarprodukt

Flu] = (f, u) VueH (5.58)

darstellen lidsst. Auflerdem ist die Norm von f gleich der Operatornorm des Funktionals F,
d.h. |71l = [IF]]-

Das besagt, dass H isomorph zu seinem Dualraum H* ist, wobei der Isomorphismus in der
Zuordnung F € H* < f € H besteht. Beispielsweise ist im Hilbertraum # = L?(R) fiir ein
festes f € H die Zuordnung

[e.¢]

Flu] = (f,u) = / do f(2)* u(z) (5.59)

—00

ein stetiges lineares Funktional auf L?(R), und jedes stetige lineare Funktional auf L?(R)
ldsst sich auf diese Art schreiben. Darauf basiert letztlich auch die Bra-Ket-Formulierung, da
jeder Ket-Vektor |f) € H isomorph zu einem Bra-Vektor (f| aus dem Dualraum von H ist.

Zum Beweis betrachten wir den Nullraum Krg, d.h. die Menge aller Vektoren wu, fiir die Fu] = 0 gilt. Fir
Kr = H ist (5.58) trivial erfiillt, denn falls F[u] = (f,u) = 0V u € H, muss auch f = 0 sein. Falls Cp ein
Untervektorraum von H ist, ist er wegen der Stetigkeit von F selbst wieder ein (abgeschlossener) Hilbertraum,
da jede konvergente Folge in Kr einen Grenzwert in p hat. Damit kénnen wir laut Projektionssatz (1.46)
H =Kr @ (Kr)* schreiben. Wihlen wir jetzt irgendein v € (Kr)*, dann liegt der Vektor w = Flu]v — F[v]u
wieder in Kr, da wegen der Linearitidt F [w] = Flu|F[v] — F[v]F[u] = 0 gilt, d.h. w ist orthogonal zu v:

(v, w) = Flu]|v]|> = Fl(v,u) =0 = Fu] = <F[”]*“ > . (5.60)

flol?
Das hat aber genau die gewiinschte Form in (5.58) mit f = F[v]*v/|[v||*>. Um auch die Eindeutigkeit zu
beweisen, nehmen wir an, es gébe zwei fi und f2, die (5.58) fiir alle u erfiillen. Dann ist (f1 — f2,u) = 0
YV u € H, aber der einzige Vektor orthogonal zu allen u € H ist der Nullvektor, also ist f1 = fs.
Zum Beweis von ||F|| = || f|| verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |F[u]| = [{f, w)| < ||f]] [|u|l],
also gilt |F[u]] /||u|| < [|f|] und somit bildet ||f|| eine obere Schranke fiir die Operatornorm ||F'||. Wenn wir
ein u finden, fiir das diese Schranke erreicht wird, gilt auch ||F|| = ||f||. Ein solches u gibt es, ndmlich u = f:

[Flull _ (01 _ A2

Wl = i = i = M- (5.61)
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Adjungierter Operator. Der Satz von Riesz und Fréchet erlaubt es uns, den friither fiir
endlich-dimensionale Vektorriume besprochenen adjungierten Operator A auch fiir unendlich-
dimensionale Hilbertridume zu definieren, und zwar iiber das Skalarprodukt:

DEFINITION: Seien H und #H' Hilbertriume und sei A € B(H,H’) ein linearer und be-
schriinkter Operator. Dann ist der adjungierte Operator At € B(#H',H) ein linearer, be-
schrankter Operator, der eindeutig definiert ist durch

(ATv,u) = (v, Au) VueH,veH . (5.62)

In der mathematischen Literatur wird der adjungierte Operator meist mit A* bezeichnet; wir
verwenden das Symbol A, da es in der Physik gebriuchlicher ist und der Stern schon fiir die
komplexe Konjugation vergeben ist. Genaugenommen sollten wir auch (ATv, u)y = (v, Au)qy
schreiben, aber zur iibersichtlicheren Notation lassen wir die Indizes weg. Der adjungierte
Operator AT erfiillt die folgenden Eigenschaften:

m Eindeutigkeit: dazu betrachten wir fiir ein gegebenes v € H’' das lineare Funktional
Flu] :== (v, Au) ¥V u € H. Weil A beschrénkt ist, ist auch F' ein beschrénktes (und somit
stetiges) lineares Funktional, denn aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

|Flu]] = [(v, Au)| < [Jo[ || Aul] < [[A[[ ||u[| [o]] (5.63)

Nach dem Satz von Riesz und Fréchet gibt es dann ein eindeutiges Element f € H
sodass F[u] = (f,u). Dieses Element bezeichnen wir mit f = Afv.

m AT ist linear: AT(vl + v9) = Atvy + Atw,, AT(\w) = AT fiir v,v1,v2 € H und X € K.
Das sieht man einfach durch Einsetzen:

(AT (v +v2),u) = (v + vg, Au) = (v1, Au) + (va, Au)
= (AT, u) 4+ (ATvg, u) = (ATv; + ATvy, u) VueH,
(AT(Ow),u) = (v, Au) = X (v, Au) = X (ATv,u) = (AATv, u) VueH.
m (AN = A: Es gilt fiir alle uw € H, v € H'
(v, (AN ) = (AN o) = (u, ATo)" = (ATo,u) = (0, Aw).  (5.64)

m Auf die gleiche Weise beweist man folgende Relationen:

(A + A=Al + Al AT =14, (4B = BiAl. (5.65)
m AT ist ein beschrinkter Operator mit ||AT|| = ||A||: Es gilt
| AT0[[* = (ATv, ATv) = (v, AAT0) < [Jo]|[|[AAT]| < [Jo]| 1] A]] ||ATo] (5.66)

und daher [|ATv|| < [|v]]||A]| fiir alle v € H’, also ||AT|| < ||A[|. Umgekehrt gilt dann
[ Aull? = (Au, Au) = (u, AT Au) < [Jul|[|AT]] || Aul (5.67)

und somit ||Au|| < |ul|||AT|| fiir alle u € H, also [|A|| < ||AT||. Zusammengenommen
ergibt sich daraus ||Af|| = ||A]|.
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m [[AAT|| = ||ATA]| = []A]P: (5.68)

Aus (5.52) folgt ||AAT|| < [|A||||AT]| = ||A||? und ||ATA|| < ||AT||||A]| = ||A||?, sodass AAT und ATA
beides beschrinkte Operatoren sind. Aus (5.66) und (5.67) folgt

1A [ < [lolPllAAY] = [JAT]" = (|A]* < ||AAT)]

(5.69)
| Aull* < [lul*l|ATAl = [|A|* < [|ATA]],
womit sich in Summe die Aussage ergibt.
m Ka=(Ry)t und Ky = (Ra)L: (5.70)

Wir beweisen zuerst die Inklusion Ka C (R 4t)™: Sei u € K4, sodass Au = 0. Dann gilt auch (Afv, u) =
(v, Au) = 0 und somit ATy L u fiir alle v € H’', also u € (R41)*. Fiir die umgekehrte Inklusion sei
u € (R1)h, dh. 0 = (u, ATv) = (Au, v) und somit Au L v fiir alle v € H'. Dann gilt Au € (H')* = {0},
denn das orthogonale Komplement eines gesamten Hilbertraums ist der Nullvektor, also Au = 0 und
somit u € Ka. Aus Ka C (Ru)* und (R41)t € Ka folgt die Mengengleichheit Ka = (R 4+)*. Zum
Beweis der zweiten Beziehung K 4+ = (Ra)™ miissen wir in der ersten Relation nur A durch A ersetzen.

Mit diesen Betrachtungen konnen wir jetzt auch den Begriff des selbstadjungierten Opera-
tors fiir beschrinkte Operatoren definieren (den allgemeinen Fall unbeschrénkter Operatoren
werden wir uns in Abschnitt 5.3 ansehen):

DEFINITION: Sei H ein Hilbertraum. Ein linearer, beschriankter Operator A € B(#) heifit
selbstadjungiert, wenn AT = A. Mit Gl. (5.62) ist das #dquivalent zu:

(Av,u) = (v, Au) Vu,veH. (5.71)

Ein oft einfacheres Kriterium der Selbstadjungiertheit ist folgendes: Sei ‘H ein Hilbertraum
iiber C und A € B(H). Dann ist A selbstadjungiert genau dann, wenn der Erwartungswert
(u, Au) des Operators A beziiglich des Vektors u fiir alle v € H reell ist. In der Quantenme-
chanik ist der Erwartungswert der erwartete Messwert der physikalischen Observablen A im
Zustand u.

Der Beweis in eine Richtung ist klar: falls A selbstadjungiert ist, dann gilt (u, Au) = (Au,u) = (u, Au)™ fiir
alle u € ‘H. Der Beweis in die andere Richtung verlduft so: falls (u, Au) € R Vu € H, dann gilt auch

(u+v,A(u+v)) =(A(u+v),u+v), (5.72)

(u—1iv, A(u—1iv)) = (A (u —iv),u — iv) (5.73)

fir alle w + v und v — iv € H. Wenn wir diese Gleichungen termweise auswerten, ergibt sich

(u, Au) + (v, Av) + (v, Au) + (u, Av) = (Au,u) + (Av,v) + (Au,v) + (Av, u),

5.74
(u, Au) + (v, Av) + i{v, Au) — i{u, Av) = (Au,u) + (Av,v) — i(Au,v) + i{Av,u) . (5.74)

Verwenden wir wieder (u, Au) = (Au,u) Vu € H, folgt
(v, Au) + (u, Av) = (Au,v) + (Av,u), (5.75)

(v, Au) — (u, Av) = —(Au,v) + (Av,u)
und in Summe (Av,u) = (v, Au) Vu,v € H.
Fiir einen selbstadjungierten Operator lésst sich die Operatornorm auch mit Hilfe des Erwar-

tungswerts bestimmen:

1Al = sup [(u, Au) . (5.76)

|lull<1
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Wie sieht der adjungierte Operator AT in der Matrixdarstellung aus? Mit der ONB {¢;}
schreiben wir

(ANij = (i, Alp)) = (Agi, 0j) = (), Api)* = A5 = Al =(A"T, (5.77)

d.h. wie erwartet ist der adjungierte Operator die adjungierte Matrix. Der Erwartungswert
(u, Au) lautet in der Matrixdarstellung

(u, Au) = Zoz;k a; (pi, Apj) = a'A a. (5.78)

ij

Damit sind die Rechts- und Linksshift-Operatoren aus (5.34-5.35) gerade adjungiert zueinander, denn die
Operation A — AT entspricht ja der Spiegelung an der Diagonalen und komplexen Konjugation. Fiir den
Hilbert-Schmidt-Integraloperator (5.41) lautet die Bestimmungsgleichung des adjungierten Operators

(g ) = [ dagl@)” [ dy Kz utw) = [ ay [ [ oK@’ 9(@) *u@,) = (A'g,u),

und somit ist der adjungierte Operator gegeben durch

Alg(a) = [ dyK(y,2)g(0). (5.79)

Der Operator ist selbstadjungiert, wenn K(z,y) = K(y,z)".

SaTz (Hellinger-Toeplitz): Sei A: H — H ein linearer Operator, der auf dem ganzen
Hilbertraum definiert ist. Falls A selbstadjungiert ist (A = A"), dann ist er auch beschrinkt,
d.h. A € B(H).

Im Umkehrschluss bedeutet das, dass unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren nicht auf
dem ganzen Hilbertraum definiert werden kénnen (darauf werden wir in Abschnitt 5.3 zurtick-
kommen). Leider kommt man in der Quantenmechanik ohne unbeschriankte Operatoren nicht
aus, denn die dort als Observablen auftretenden Operatoren wie der Orts-, Impuls- und Ha-
miltonoperator sind unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren. Insbesondere erfiillen der
Ortsoperator X und Impulsoperator P die Vertauschungsrelationen [X, P] = il. Der folgen-
de Satz zeigt, dass diese Relation nicht durch lineare beschriankte Operatoren erfiillt werden
kann, sodass mindestens einer der Operatoren X und P unbeschriankt sein muss:

SATZ (Wielandt): Seien X und P lineare Operatoren in einem Hilbertraum #. Falls X
und P beschrinkt sind, erfiillen sie die Vertauschungsrelation [X, P] = i1 nicht.

Der Beweis wird durch Widerspruch gefiihrt. Nehmen wir an, X und P seien beschriankte Operatoren, die die
Vertauschungsrelation erfiillen. Dann gilt [P"*", X] = P"[P, X] + [P", X] P, wie man sofort sieht, wenn man
die Kommutatoren ausschreibt, und daher
[P, X] = —iP" + [P",X] P = —i(n + 1)P", (5.80)
wobei der letzte Schritt durch Induktion erfolgt ist. Daraus erhalten wir
(n+ 1) |P"[| = [|[P"*, X]]| < [IP"FEX| + [|X P < 2|IXI PP = c|lP"]]. (5.81)

Wenn X und P beschréankt sind, ist ¢ endlich. Da ¢ nicht von n abhéngt, muss fiir hinreichend grofles n somit
P"™ = 0 sein. Dann folgt aber aus (5.80): P" = 0= P" ! =0= P"? =0= -.- = P = 0, und somit
[X, P] =0.
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Projektionsoperatoren. Eine wichtige Klasse von beschriankten Operatoren sind orthogo-
nale Projektoren, die auf abgeschlossene Unterrdume eines Hilbertraums projizieren. Betrach-
ten wir einen solchen abgeschlossenen Untervektorraum M C H. Der Projektionssatz (1.46)
besagt dann, dass wir den Hilbertraum in H = M @ M= zerlegen kénnen. In anderen Wor-
ten, jedes Element u € H kann eindeutig als u = v + w geschrieben werden, wobei v € M,
w € M* und v L w. Die orthogonale Projektion bzw. der Projektor auf M ist dann der
lineare Operator P: H — H mit Pu = v. Allein aus dieser Definition lédsst sich bereits eine
Reihe weiterer Aussagen treffen:

m Der Operator P ist beschrénkt, d.h. es ist P € B(H). Es ist ja u = v+ w und v L w,
daher ||u|]? = ||v||* + ||w||* und somit ||Pu|| = ||v|| < ||ul|, also ||P|| < 1. Die obere
Schranke wird fiir u € M erreicht, denn in diesem Fall ist ||Pu|| = ||u||. Solange P
nicht der Nulloperator ist, gilt also ||P|| = 1.

m Wegen Pu = v und Pw =0 gilt Rp = M und Kp = M.
m Aus P?u = Pv = v folgt die Idempotenz: P? = P.

m Der Projektor ist selbstadjungiert: P = PT, denn es gilt fiir alle u; = v; +w; mit v; € M

und w; € M=+
(ug, Pu1) = (va + wa,v1) = (va,v1) = (vo,v1 + w1) = (Pug,uy) . (5.82)
m Es gilt (u, Pu) > 0 fur alle u € ‘H, denn
(u, Pu) = (v +w, P(v+w)) = (v+w,v) = (v,v) = |[v]|> > 0. (5.83)

m Wegen (1 — P)u=u—v=w &€ M* ist (1 — P) der orthogonale Projektor auf M=,
und es gilt P (1 — P) = P — P2 = P — P = 0. Daraus folgt

Ri_p=M-=Kp, Kip=M=Rp. (5.84)
m Wegen Pv = v und Pw = 0 wirkt ein Projektor P wie die Identitdt auf Rp und wie
der Nulloperator auf Rq_p:
1 fRp,
P= e (5.85)
0 auf R]l_p .

SaTz: Ein Projektor P € B(H) ist durch folgende dquivalente Aussagen charakterisiert:

(a) P bildet jedes u € H auf einen abgeschlossenen Teilraum M von H ab.
(b) P2 =P und P = P.

(c) P2=Pund ||P||=1.

(d) P2 =P und Rp = Kp.

(e) P2=Pund (u,Pu) >0 Vu€cH.

Die Beweise fiir (a — b, ¢, d, e) haben wir schon geliefert. Man kann auch alle anderen Rich-
tungen beweisen, z.B. folgt (b — ¢) aus (5.68): ||P||?> = ||PPT|| = ||P?|| = ||P|| = ||P]|| = 1;
(b — d) ist eine unmittelbare Konsequenz aus (5.70): Kp = (Rpi)* = (Rp)t, und (b — e)
folgt aus (u, Pu) = (u, P?u) = (Pu, Pu) = ||Pul|> >0V u € H.
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Einige Beispiele fiir Projektoren:
m Der Null- und Einsoperator sind (triviale) Projektoren.
m Der Multiplikationsoperator P : L*(R) — L?(R) mit Pu(z) = Io(z)u(z), wobei Iq
die charakteristische Funktion aus (4.22) mit Q C R bezeichnet, ist ein Projektor. Es
gilt P?u(z) = Ig(z)?u(z) = Io(z)u(z) und PT = P, da die Funktion Iq reell ist. P
projiziert L?(R) auf den Unterraum aller Funktionen in L?(R) mit Triger in .

m Fiir einen festen Einheitsvektor ¢ mit ||p|| = 1 projiziert

Pou=9p{pu) = Po=lp)yl (5.86)
aus beliebigen Vektoren u € H den longitudinalen Anteil parallel zu ¢ heraus, d.h. er
projiziert auf den Unterraum M, der durch den Einheitsvektor ¢ aufgespannt wird.
Die Projektoreigenschaften sind erfiillt, denn es gilt

Pou=¢(p,0){p,u) = ¢ (p,u),

(u, Ppu) = (u, 0) {0, u) = {10, u)|* > 0.

Die transversale Komponente (1 — P,) u steht dann normal auf ¢:

<507 P@“) = <30> u) ) <30> (1 - Ptp) u> =0. (5'88)

Die Matrixelemente in einer ONB {¢;} lauten P;; = (@s, Py @;) = (@4, ) (¢, ¢5)- Ist ¢
eines der Basiselemente, dann ist P eine Matrix, bei der alle Elemente aufler dem Dia-
gonalelement in der entsprechenden Zeile und Spalte Null sind. Ist ¢ eine Kombination
aus Basiselementen, dann gibt es entsprechend viele nichtverschwindende Eintrége.

(5.87)

m Im Raum R? sind beispielsweise die Matrizen

10 1/11

Projektoren, denn sie erfiillen P? = P; und Pj = P;. Die erste Matrix projiziert immer
die obere Komponente eines Vektors @ = (x1,x2) heraus: Py x = (z1,0). Die zweite
Matrix Py projiziert ihn in Diagonalrichtung: Py x = %(xl +x9) (1,1).

m Der Operator P: (2 — ¢* mit P (21,...,%k_1, %k, Thi1,---,2n) = (0,...,0,24,0,...0)
ist ein Projektor: Es gilt P2 = P, da P (0,...,0,2,0,...0) = (0,...,0,2,0,...0), und
P = P, weil (z, Pz) = |zx|> > 0.

m Fiir ein ONS {¢;}, d.h. eine Menge zueinander orthogonaler Einheitsvektoren, mit
zugehorigen Projektoren P, ist

P =3 Pp=> leiei (5.90)

wieder ein Projektor, der auf den von den ¢; aufgespannten Unterraum projiziert:

P* = lpid(ei eidleil = Y leilpil = P,
i ‘ (5.91)

(2

<U7Pu> = Z<uv‘pi><4pivu> = Z |<<,0¢,’LL>|2 >0.
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Unitédre Operatoren. Eine weitere wichtige Klasse von linearen, beschrinkten Operatoren
sind die unitéren Operatoren, die als Isomorphismen sowohl die lineare als auch die metrische
Struktur eines Hilbertraums erhalten. Unitédre Operatoren lassen die Linge eines Vektors
(seine Norm) und den Winkel zwischen zwei Vektoren (d.h. ihr Skalarprodukt) invariant und
entsprechen somit einer Drehung im Hilbertraum.

DEFINITION: Ein beschriankter linearer Operator U € B(H) auf einem Hilbertraum H
heiflt unitir genau dann, wenn
m U isometrisch ist, d.h. ||[Uz|| = ||z|| Vz e H,
m U surjektiv ist, d.h. Ry = H.

Die Aussage, dass U isometrisch ist, ist gleichbedeutend mit UTU = 1, denn es gilt
Uz|| = ||z|| = (Uz,Uz)=(z,UUz)=(z,z) VzeH, (5.92)

was sich mit Hilfe der Polarisationsidentitit (1.29) zu (z,UTUy) = (z,y) ¥V z,y € H erweitern lisst. Eine
Isometrie ist trivialerweise injektiv, denn es gilt Uz = 0 < x = 0, d.h. Ky = {0}. Damit besitzt sie auf
ihrem Wertebereich einen inversen Operator U™ Ry >H. AusUTU =1 folgt dann U= UT|RU. ‘Welche
Bedeutung hat dann UU'? Es gilt fiir alle z € (Ry)* und y € H (und somit Uy € Ry):

(Utz,y) = (x,Uy) =0 VyeH = Uz=0 Vze(Ru)". (5.93)

Zusammengefasst ergibt das:

U™l aufR 1 auf Ry,
T U, T U, -
U= { 0 auf (RU)L , = vt = { 0 auf (RU)L . (5.94)

Damit ist UUT der Projektor auf Ry! Erst wenn U auch surjektiv (und somit unitir) ist, gilt UUT = UTU =1
und infolgedessen U~! = UT.

In einem endlichdimensionalen Hilbertraum H = R"™ oder C" ist jede Isometrie auch unitér: aus UTU = 1
folgt det(UTU) = |det U|?> = 1, daher ist U invertierbar und es folgt Ry = H. In unendlichdimensionalen
Hilbertrdumen gibt es allerdings Isometrien, die nicht unitér sind. Ein Beispiel ist der Shift-Operator in (5.33):
es gilt zwar ||Ag;|| = ||pit1|| = 1, doch A ist nicht surjektiv, da ¢1 ¢ Ra.

SATz: Fiir einen Operator U € B(#H) sind folgende Aussagen dquivalent:

m U ist unitar,
n UIU=UU=1 & U'=Uf
m Ry =H und (Uz,Uy) = (z,y) Vz,yeH.

Der Translationsoperator U,: L?(R) — L?(R) mit U, f(z) = f(z — a) ist ein unitéirer
Operator. Er ist isometrisch, denn es gilt

o0 o0

(U f.Uag) = / dz f(z — a)*g(z — a) = / dz f(x)"g(z) = (f.9) ¥ f.g € LA(R). (5.95)

—0o0 —00

Aus Uy = 1 und U, Uy = Up U, = Uy folgt auBerdem U, ' = U_, fiir alle a € R, daher ist
Ry, = L*(R) und der Operator U, ist unitér.
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Auch die frither besprochene Fouriertransformation ist ein unitérer Operator. Aus der
Formel von Plancherel (3.43) sicht man, dass die Fouriertransformation F : S(R) — S(R)
eine isometrischer Isomorphismus auf dem Schwartz-Raum ist. Da S(R) dicht im L?(R) liegt,
liisst sich dieser Isomorphismus auf ganz L?(R) erweitern, sodass die Fouriertransformation
zu einem unitdren Operator auf L?*(R) wird.

Der Basiswechsel ¢; = Ug; zwischen zwei Orthonormalbasen {¢;} und {¢;} wird durch
einen unitédren Operator vermittelt, da ja ||v;|| = [|[Uwi|| = ||¢il| = 1 gilt. Ein Vektor f € H
hat in verschiedenen Basen unterschiedliche Komponenten,

F=Yipi=> Bri, (5.96)
5 k

sodass der Ubergang von {¢;} zu {1;} einer Drehung 3 = Ufa entspricht:
B = (b, [) =D 0 (nypi) = i (Upr, i) = Y i (o, Ulips) = > (UN)piai. (5.97)

i
Das entspricht einer Transformation A’ = UTAU fiir die Matrixdarstellung eines Operators,
wobei A die Matrix in der ONB {¢;} bezeichnet und A’ jene in {t;}:

Al = (i, Avy) = (Ui, AUg;) = (03, U AUj) = (UTAU)y; . (5.98)

Betrachten wir als Beispiel den R? mit den beiden Orthonormalbasen

w(Q) () () wm () o

Die Transformationsmatrix U zwischen den beiden Systemen ist unitér:

o U — (o s _1 (11 t _utu= (10

Um z.B. den Vektor (1, —1) vom {¢;} ins {t; }-System zu transformieren, miissen wir ihn mit UT multiplizieren:
ut (1,—-1) = (0, \@) = \/21)5. Die Linge des Vektors hat sich nicht veréindert.

Wie wir oben am Beispiel des Translationsoperators gesehen haben, bilden die unitéren
Operatoren eines Hilbertraums eine Gruppe: die Hintereinanderausfithrung zweier unitérer
Operatoren ist wieder ein unitdrer Operator, es gilt ein Assoziativgesetz, und es gibt ein
eindeutiges Einselement sowie ein eindeutiges inverses Element. Unitére Gruppen spielen in
vielen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle:

m Die Gruppe SO(3) besteht aus orthogonalen 3 x 3-Matrizen AT = A~! mit det A =1
und bewirkt Raumdrehungen im R3.

m Die Gruppe U(1) ist die Menge der komplexen Zahlen ¢ mit 6 € R. Sie ist die Sym-
metriegruppe der Quantenmechanik bzw. der Quantenelektrodynamik.

m Die Gruppe SU(n) besteht aus unitéren n x n-Matrizen UT = U~! mit det U = 1 und
ist eine der wichtigsten Gruppen in der Teilchenphysik. Die Gruppe SU(2) beschreibt
den Spin und Isospin; die SU(3) beschreibt die Farbe der Quarks in der Quantenchro-
modynamik sowie den Flavor fiir up-, down- und strange Quarks; SU(2) x SU(2) hingt
eng mit der Lorentzgruppe der speziellen Relativitdtstheorie zusammen, usw. Das Stan-
dardmodell der Teilchenphysik wird durch die Symmetriegruppe U(1) x SU(2) x SU(3)
beschrieben.
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5.3 Unbeschriankte Operatoren

Im Fall eines unendlich-dimensionalen Hilbertraums sind lineare Operatoren zwar mit der
linearen, aber nicht notwendigerweise mit der topologischen Struktur vertrdglich. Typische
in der Quantenmechanik auftretende Operatoren wie der Ortsoperator, Impulsoperator und
Hamiltonoperator sind unbeschrinkt und damit unstetig. Wir haben schon frither gesehen,
dass bei unbeschrinkten Operatoren Probleme mit dem Definitionsbereich auftreten und
man sie nicht auf dem ganzen Hilbertraum definieren kann. Die Definitionsbereiche sind
dann meist auch keine vollstédndigen Rdume mehr. Sehen wir uns zunéchst einige Beispiele
fiir unbeschrankte Operatoren an:

m Betrachten wir den Multiplikationsoperator A: L?(Q) — L(), Au(x) = h(x)u(x)
auf dem Raum L?(Q2) mit Q C R™, wobei h: Q — C eine komplexwertige Funktion ist.
Da fiir beliebige Funktionen h das Produkt hu nicht mehr in L?(Q) sein wird (setze
z.B. h(x) = 1/x wie in (5.21)), miissen wir den Definitionsbereich des Operators auf
jene Funktionen u einschrinken, fiir die das gilt:

Dy ={ueL*(Q)|huec L*(Q)} . (5.101)

Falls h eine beschriankte Funktion ist, d.h. falls es ein ¢ > 0 gibt sodass |h(x)| < ¢ fiir
alle x € €, ist auch der Operator A beschrinkt:

yll? = || Aul? = / da h(zyu(@)? < & / dz |u(@)? = & |[u]?, (5.102)
Q Q

und der Definitionsbereich ist der gesamte Hilbertraum: Ds = L%(Q).

m Bezeichnen wir ein allgemeines Element des Folgenraums ¢* mit = (2,,)22,, dann

bildet der Multiplikationsoperator A: (2 — (2 mit Az = y jedes = auf y = (an2,)%,
ab, wobei (a5,)22, C C eine beliebige Folge ist. Im Allgemeinen muss y nicht mehr im
£? liegen, deswegen schrinken wir den Definitionsbereich ein: Dy = {213 € r? ’ RS 62}.
Ist die Folge (a,,)2%, C C beschrinkt, d.h. |a,| < ¢V n € IN, dann ist auch y € 2,

0 0
lyll? = [[Az|]” =) |anznl® < ) |onl® = 2|, (5.103)
n=1 n=1

und der Definitionsbereich ist der gesamte Hilbertraum: Dy = £2.

m Der Impulsoperator in der Quantenmechanik hat die Operatorvorschrift P = —id/dx,
d.h. er ist proportional zum Ableitungsoperator. Wir haben schon in (5.23) gesehen,
dass dieser Operator auf dem Hilbertraum L? unbeschrinkt ist.

m In drei Raumdimensionen ist der Schrédingeroperator H: L?(R3?) — L?(R3) durch
die Operatorvorschrift H = —A 4+ V gegeben, wobei A den Laplace-Operator und
V:R?® - R das Potential bezeichnet. In der Quantenmechanik ist H der Hamilton-
operator, der die Energie eines quantenmechanischen Teilchens beschreibt. Auch dieser
Operator ist unbeschrankt. Ein mdoglicher Definitionsbereich wére

Dy ={ue L*(R?) ‘ uwe C*(R?) und (—A+V)ue LQ(]R?’)} . (5.104)
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Abgeschlossene Operatoren. Das Problem mit unbeschrinkten Operatoren ist der Verlust
der Stetigkeit (5.26). Damit gehen die Vertauschbarkeit von Limes und Operatoranwendung
und somit viele aus endlichen-dimensionalen Rdumen bekannte Rechenregeln verloren. Man
kann aber den Spielraum in der Wahl der Definitionsbereiche ausniitzen, um die Stetigkeit
durch das Konzept der Abgeschlossenheit zu ersetzen, das dann wieder zu &hnlich ange-
nehmen Eigenschaften wie bei beschrénkten Operatoren fiihrt.

Wir werden im Folgenden immer voraussetzen, dass der Definitionsbereich D4 dicht im
Hilbertraum A liegt, d.h. D4 = H. Man sagt dann auch: der Operator A ist dicht definiert.
Das impliziert insbesondere, dass das orthogonale Komplement von D4 der Nullvektor ist:

Di=H <« (Dy)*={0}. (5.105)

Diese Forderung legt den Definitionsbereich des Operators aber noch nicht eindeutig fest.
Wir wir in Abschnitt 5.4 sehen werden, hat die Wahl eines passenden Definitionsbereiches
auch physikalische Auswirkungen und kann zu verschiedenen Spektren fiihren.

DEFINITION: Ein linearer Operator B auf Dp heifit Erweiterung bzw. Fortsetzung
eines anderen Operators A auf Dy, wenn Dy C Dp und Bu = Au fir alle u € Dy. Man
schreibt dann A C B. Umgekehrt nennt man A = B|p, eine Einschréinkung von B auf D 4.

Die Freiheit in der Wahl des Definitionsbereichs lisst sich an folgendem Beispiel illustrieren. Betrachten wir
die Ableitungsoperatoren A, : L*(R) — L*(R) mit derselben Operatorvorschrift u +— u’, aber verschiedenen
Definitionsbereichen:

Anu:%“, Da, = {uc IAR)NC"(R) | € L*R)}, neN. (5.106)
X

Diese Operatorvorschrift ist auf allen u € D4, ausfithrbar und liefert Elemente u’ € L?(R). Die (n + 1)-fach
stetig differenzierbaren Funktionen bilden eine Untermenge der n-fach stetig differenzierbaren Funktionen,
contl (R) € C"(R), und somit gilt Da,,, C Da, und A,p1 C A,, d.h. A, ist eine Erweiterung von A, 1.
Deswegen hat z.B. A4 mindestens drei verschiedene Erweiterungen, ndmlich Az, As und A;. Alle Definitions-
bereiche D4, liegen dicht im Hilbertraum L*(R), d.h. Da, = L*(R) Vn € IN.

Beschrinkte Operatoren kénnen auf diese Weise immer auf den ganzen Hilbertraum er-
weitert werden. Nehmen wir zu D4 den Grenzwert u jeder Cauchyfolge (u,) € D4 hinzu,
bilden wir den Abschluss D 4. Die Stetigkeit (5.25) garantiert dann, dass die Bildfolge (Auy,)
ebenfalls eine Cauchyfolge ist, und die Fortsetzung des Operators A erklirt Au auch fiir alle
Grenzwerte u. Da diese Prozedur immer moglich ist, kann man bei beschréankten Operatoren
von vornherein immer von D4 = H ausgehen — deswegen mussten wir uns in Abschnitt 5.2
auch keine Gedanken {iber Definitionsbereiche machen.

Unbeschriankte Operatoren sind gleichzeitig unstetig, deswegen kann die Eigenschaft (5.26)
fiir sie nicht mehr gelten. Es wird also Cauchyfolgen (u,) € D4 geben, deren Bilder (Auy,)
keine Cauchyfolgen mehr sind und divergieren. Die Idee ist dann, nur die Grenzwerte jener
Cauchyfolgen (u,) in D4 aufzunehmen, deren Bilder ebenfalls Cauchyfolgen sind, und die
entsprechenden Grenzwerte als Au zu definieren. Dadurch erweitert man die Definitionsmen-
ge Dy; den neuen Operator nennt man den Abschluss A von A. Vorsicht: dieser Prozess
ist nicht dasselbe wie die Vervollstindigung von Dy, d.h. D4 # D4, denn wir nehmen ja
nicht die Grenzwerte aller Cauchyfolgen in den Definitionsbereich auf. Das ist nur bei be-
schrinkten Operatoren moglich, wo der so erweiterte Definitionsbereich (ganz H) dann auch
abgeschlossen ist.
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DEFINITION: Seien X und Y zwei metrische Rdume. Ein Operator A: X — Y auf Dy C X
heifit abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede konvergente Folge (u,) C D4 mit Grenzwert
u, fiir die auch (Au,) C R4 eine konvergente Folge mit Grenzwert v ist, gilt:

u€ Dy, Au=w. (5.107)

Ein Operator heifit abschlieBbar genau dann, wenn A eine abgeschlossene Erweiterung
B = B besitzt, d.h. A C B. Der Abschluss A ist die kleinste abgeschlossene Erweiterung
eines abschlieBbaren Operators A.

Der Begriff der Abgeschlossenheit &hnelt jenem der Stetigkeit in (5.26), ist aber schwiicher:
ein abgeschlossener Operator erfiillt wieder Au = A (limy, 00 Up) = limy, o0 Auy,, aber eben
nur fiir jene konvergenten Folgen (u,,), fiir die auch (Au,) konvergent ist. Man kann zeigen,
dass aus jeweils zwei der Eigenschaften: (i) A ist abgeschlossen, (ii) D4 ist abgeschlossen und
(iii) A ist beschrinkt, die dritte folgt, d.h.:

m A ist abgeschlossen und Dy ist abgeschlossen = A ist beschrénkt (diese Aussage ist
auch als Satz vom abgeschlossenen Graphen bekannt);
m A ist beschrankt und D4 ist abgeschlossen = A ist abgeschlossen;
m A ist abgeschlossen und beschrinkt = D4 ist abgeschlossen.
Daraus folgt insbesondere, dass ein abgeschlossener, unbeschrénkter Operator keinen abge-
schlossenen Definitionsbereich haben kann — ein solcher Operator kann daher nie auf ganz H

definiert werden!
Betrachten wir als Beispiel den Operator A: L?(0,1) — L?(0,1) mit

Au(z) = a>0, Da={uce L*(0,1) | u(z) = 0 in einer Umgebung von z = 0} . (5.108)

xe
Der Definitionsbereich D4 liegt zwar dicht in L2(07 1), aber der Operator ist nicht abgeschlossen. Um das zu
sehen, wihlen wir z.B. u(z) = 2. Diese Funktion liegt offenbar nicht in D4, wird aber approximiert durch
die Folge

1 t<z<i

z® % <x<1
0  sonst

0 sonst

un(x) = = Aun(z) = { (5.109)
Es gilt un € Da, un — u und Au, — 1, doch wegen u ¢ D4 ist A nicht abgeschlossen. Spiter werden wir mit

Hilfe des adjungierten Operators sehen, dass der folgende Operator abgeschlossen ist:

u(x 2 u 2
Aru(z) = TE) a>0, Da = {u € L*0,1)] gl (0, 1)}. (5.110)

Kehren wir zum Ableitungsoperator A: X — Y mit der Vorschrift Au = du/dz = o’
zuriick, wobei X und Y Funktionenrdume iiber dem Intervall Q = [a,b] C R sind. Welchen
Definitionsbereich D4 wihlt man sinnvollerweise, d.h. welche Bedingungen soll w erfiillen?
Damit wir eine Funktion u differenzieren konnen, sollte u € C'(Q) sein. AuBerdem soll
Au = v wieder in Y liegen. Wir koénnten also fordern: Dy = {u eX ’ ueCl(Q), v € Y}.
Beschrénken wir uns auf den Banachraum X =Y = C(Q) der stetigen Funktionen, sodass
A: C(Q) = C(Q) mit Dy = C1(Q), kann man zeigen, dass A abgeschlossen ist: der Raum
C1(Q) ist selbst wieder ein Banachraum, d.h. jede Cauchyfolge (u,) C C1(2) konvergiert
gegen eine Funktion u € C'(2), und die Ableitungen differenzierbarer Funktionen sind gerade
die stetigen Funktionen.
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F1G. 5.3: Abschluss des Ableitungsoperators: Was ist der kleinstmégliche sinnvolle Definiti-
onsbereich, sodass die Bilder L?-Funktionen sind?

Andererseits sind wir an Hilbertrdumen interessiert, doch die stetigen Funktionen bilden
keinen Hilbertraum. Gehen wir daher zum Raum der quadratintegrablen Funktionen L?(2)
und sehen uns den Operator A : L2(Q) — L?*(Q) an. Die Situation ist in Fig. 5.3 skiz-
ziert. Setzen wir jetzt Dy = C1(£), dann ist A nicht abgeschlossen: Wenn wir Cauchyfolgen
von differenzierbaren Funktionen in der L?-Norm bilden, wird das aus C'(£2) herausfiihren.
Ebenso wird es im Bildraum Cauchyfolgen stetiger Funktionen geben, die in der L?-Norm
gegen unstetige (aber integrable Funktionen) konvergieren — denken Sie an das Beispiel der
Stufenfunktion in (1.20) zuriick. Solche unstetigen Funktionen werden aber nicht durch Ab-
leitungen differenzierbarer Funktionen erzeugt. Was ist dann die kleinstmdogliche konsistente
Erweiterung von D4, d.h. wie lautet der Abschluss A des Operators?

Betrachten wir dazu eine Folge (u,,) € C1(Q), die gegen ein Element u € D4 konvergiert
(wobei Dz noch zu bestimmen bleibt), sowie die zugehdrige Folge (u;,) € C(€), die gegen ein
Element v = Au € L?() konvergiert, also ||u, —u|| — 0 und [|u}, — v|| = 0 in der L2-Norm.
Welche Bedingung muss u dann erfiillen? Dazu stellen wir fest, dass wir jede differenzierbare
Funktion u,, € C*[a, b] folgendermafien schreiben koénnen:

T

un () = up(a) + /dy un, (y) Ve lab]. (5.111)

Was passiert im Limes n — co? Laut Voraussetzung gilt ||u, —u|| — 0, und aus ||u], —v|| — 0
kann man zeigen, dass auch f: dyu!, (y) in der L?>-Norm gegen ff dy v(y) konvergiert. Dann
muss auch u,(0) eine konvergente Folge sein. Der Grenzwert lautet also

u(z) = u(a) + /dy v(y). (5.112)

Das ist genau die Eigenschaft, nach der wir gesucht haben. Funktionen dieser Form heiflen
absolut stetig. Hierbei muss v keine stetige Funktion mehr sein, sondern nur integrabel.
Falls v stetig ist, dann ist u {iberall differenzierbar und «' = v; ansonsten stellt (5.112) eine
niitzliche Verallgemeinerung des Begriffs der Differenzierbarkeit dar, denn es gilt v’ = v fast
tiberall und z.B. sind stiickweise differenzierbare Funktionen jetzt auch inkludiert. Somit ist
der Abschluss von A gegeben durch A: L?(Q) — L?(Q) mit

Au=v/,  Dz={u€e L*Q)]|uabsolut stetig, ' € L*(Q)} . (5.113)

Dieser Definitionsbereich ist ein Spezialfall der Sobolev-Riaume W*P(Q) fiir allgemeine
LP-Réume und (schwache) Ableitungen der Ordnung k; im obigen Fall ist p = 2 und k£ = 1.
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Adjungierter Operator. Die Probleme mit unbeschréinkten Operatoren setzen sich in der
Definition des adjungierten Operators (5.62) fort. Im unbeschréinkten Fall ist diese nicht mehr
trivial, weil dafiir mehrere Voraussetzungen fehlen. Betrachten wir fiir ein fixes v € H das
Funktional Fu] = (v, Au). Wenn der Operator A unbeschrinkt ist, ist dieses Funktional
moglicherweise auch unbeschriankt und somit nicht stetig, und dann garantiert der Satz von
Riesz und Fréchet nicht mehr, dass jedes F'[u] als (f,u) geschrieben werden kann, was uns ja
erlaubt hat, den adjungierten Operator A" mittels f = Afv zu definieren.

Versuchen wir, einen adjungierten Operator ohne diese Voraussetzungen zu definieren.
Nehmen wir zunéchst an, es gibe irgendwelche festen Vektoren v € H, fiir die die Relation

(fiu)=(v,Au)  Vu€eDy (5.114)

nach wie vor gilt, mit irgendwelchen f, die dann von v abhéngen. Wir bezeichnen alle Paare
(v, f), fur die die Zuordnung (5.114) gelingt, als “zuléssig”. Zumindest der Nullvektor v =
f = 0 liegt sicher in dieser Menge. Solange D4 dicht in H liegt, ist f auch eindeutig durch
v bestimmt: wére ndmlich (5.114) fiir verschiedene fi, fo erfiillt, dann gilt (fy — fo,u) = 0
¥ u € Dy; dann muss aber f; — fo € (Da)t = {0} sein und somit f; = fo. (Wire D4 nicht
dicht in H, kénnten wir ein beliebiges Element aus (D4)+ addieren, ohne die Giiltigkeit der
Gleichung zu verletzen.) Da f von v abhingt, kénnen wir f = Afv schreiben, wodurch der
adjungierte Operator definiert wird. Dieser hat jetzt eine wohldefinierte Definitionsmenge
D 4+, namlich eben jene v, fiir die (5.114) gilt. Damit kénnen wir definieren:

DEFINITION: Seien H und A’ Hilbertrdume und A: H — H' ein linearer Operator mit
dichtem Definitionsbereich D4 = . Dann ist der adjungierte Operator definiert durch

(ATv, u) = (v, Au) VueDy, veEDy. (5.115)

Betrachten wir als Beispiel wieder den Ableitungsoperator Au = v/ auf dem Hilbertraum
H = L?(Q) mit Q = [a,b] C R. Wir setzen ihn als abgeschlossen voraus, d.h. sein Definiti-
onsbereich ist durch (5.113) gegeben. Um den adjungierten Operator zu bestimmen, miissen
wir jene zuldssigen Paare (v, f) finden, die (f,u) = (v, Au) fiir alle u € D4 erfiillen, also

b b
/dx () u(x) = /dx v (x)u' (x) VueDy. (5.116)
Durch partielle Integration der rechten Seite bekommen wir:
b
/dx u(z) (f(z) + v'(:c))* = u(b) v*(b) — u(a) v*(a) VueDy. (5.117)
Sofern die rechte Seite verschwindet, lesen wir aus der linken Seite f = Afv = —¢ ab. Da

A" dann wieder ein Ableitungsoperator ist, muss dessen Definitionsbereich ebenfalls (5.113)
geniigen. Ohne weitere Einschrankungen an A lautet der adjungierte Operator also

_dv
dz’

Das ist offenbar ein engerer Definitionsbereich als D4.

Ay = Dyi = {v € H | v absolut stetig, v € L?, v(a) =v(b) =0}.  (5.118)
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Was passiert, wenn wir von vornherein weitere Randbedingungen an A stellen? Betrachten
wir dazu folgende Operatoren:

Au:%, DA:{uEH}uabsolut stetig, u'EH},
Aju= Z—Z , Dy, = {u eEH } u absolut stetig, v’ € H, u(a) = 0} ,
Apu = Z—z , Dy, = {u € H |u absolut stetig, u' € H, u(b) =0}, (5.119)
Apu = j—z , Dy, = {u eH } u absolut stetig, u’ € H, u(a) = u(b) = O} ,
A u= % , Dy, = {u € H | u absolut stetig, v’ € H, u(a) = zu(b), z € C\{0}}.

Ohne weitere Einschrinkungen an A ist D4+ durch (5.118) gegeben; das entspricht offenbar
aber gerade D4,,. Fiir den Operator A, mit der Randbedingung u(a) = 0 muss dagegen
v(b) = 0 gelten, damit die rechte Seite in (5.117) verschwindet. Insgesamt finden wir:

Dyt =Da,, D, =Da,, D, =Da,, D

ab ?

= =Da, Dy =Da,.. (5120)

A= o
Die letzte Relation ergibt sich daraus, dass fiir u(a) = zu(b) die rechte Seite in (5.117)
verschwindet, wenn v*(b) = zv*(a) erfiillt ist, also v(a) = v(b)/z*. Allgemein kann man
zeigen, dass fiir einen dicht definierten Operator A ¢ B = Bt Al gilt, was hier offenbar
erfiillt ist: z.B. ist D4, C D4 und damit Ay, C A, und umgekehrt ist At ¢ Alb.

Der adjungierte Operator bietet eine bequeme Methode, um den Abschluss eines Operators
A zu bilden bzw. Aussagen dariiber zu treffen, wann ein Operator abschliebar ist. Fiir einen

dicht liegenden linearen Opeartor gilt ndmlich [Bla93, Grol4]:

m Der zu A adjungierte Operator Al ist automatisch abgeschlossen: Af = Af. (5.121)

Das folgt aus der Stetigkeit des Skalarprodukts: Sei (v,) C D4t eine Folge mit Grenzwert v, fiir die
auch die Folge (Afv,) gegen einen Grenzwert f konvergiert. Dann folgt aus (Afw,,u) = (v, Au) fiir
alle w € Da und n € IN im Limes n — oo: (f,u) = (v, Au), und somit v € D+ und A'v = f.

m Falls A einen Abschluss A besitzt, gilt auch AT = (A). (5.122)
m A ist abschlieBbar genau dann, wenn D 4+ dicht in H liegt; dann gilt A = ATT. (5.123)
Kommen wir auf das Beispiel (5.108) mit Au(x) = u(z)/z%, a € R zuriick. Wir haben gesehen, dass dieser

Operator auf dem Definitionsbereich D4 nicht abgeschlossen war. Wie lautet der adjungierte Operator? Aus
(AT, u) = (v, Au) folgt

/1d33 (ATU(CC))* u(x) < /lda:v*(r) % = /ldz (%>* u(x) Yue L*(0,1), (5.124)
und somit
Aly(z) = % Dyt = {v € L(0,1) ’ Ti € L2(0, 1)} > Da. (5.125)

Es gilt Da C D41, denn die Menge der Funktionen v € L?(0,1) mit u(z) = 0 in einer Umgebung von z = 0 ist
eine Untermenge von D 4;. Weil die Operatorvorschrift dieselbe ist, finden wir A C A'; wie wir gleich sehen
werden, ist das die definierende Eigenschaft eines symmetrischen Operators. Wir wissen inzwischen aber auch,
dass A" abgeschlossen ist; somit ist auch A; = AT in (5.110) abgeschlossen.
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Symmetrisch und selbstadjungiert. Die Beispiele in (5.119) machen klar, dass der De-
finitionsbereich D4+ des adjungierten Operators sowohl gréfer als auch kleiner als D4 sein
kann. Um einen selbstadjungierten Operator zu konstruieren, miissen wir daher auch die
Definitionsbereiche aneinander anpassen.

DEFINITION:

m Ein linearer, dicht definierter Operator A auf D4 heifit symmetrisch genau dann,
wenn

(Av,u) = (v, Au) Vu,veDy. (5.126)

Das ist gleichbedeutend mit der Forderung A C AT, oder ausgeschrieben:
Alu=Au YueDy und Da C Dy (5.127)
m Ein Operator heifit selbstadjungiert genau dann, wenn A" = A, oder ausgeschrieben:
Alu=Au YueDy und Dy=Dy. (5.128)

m Ein Operator heifit wesentlich selbstadjungiert genau dann, wenn er symmetrisch
ist und sein Abschluss A selbstadjungiert ist.

Der Ableitungsoperator A = d/dx erfiillt offenbar keine dieser Bedingungen, denn es
mangelt ja schon an der Operatorvorschrift (AT = —A). Starten wir stattdessen aber mit
dem Operator P = —id/dx und fithren die Schritte (5.116-5.117) aus, sehen wir, dass der
adjungierte Operator P! dieselbe Operatorvorschrift besitzt wie P selbst: PT = —id/dx.
Damit dieser Operator symmetrisch wird, muss aber zusétzlich Dp C Dp+ gelten. Sehen
wir uns dazu die Operatoren P, P,, P, und P,; analog zu (5.119) an. Die ersten drei sind
offenbar nicht symmetrisch, denn wegen Dpt = Dp,, und D Pt = = Dp, gilt weder Dp C Dpt
noch Dp, C D pi- Der vierte Operator P, ist symmetrlsch aber nicht selbstadjungiert, denn
es gilt DPT = Dp und somit Dp,, C D

Um einen selbstadjungierten Operator zu erhalten, miissen wir die Definitionsbereiche von
P und P! offenbar so abstimmen, dass die rechte Seite u(b) v*(b) — u(a)v*(a) in (5.117) Null
wird, und zwar genau so, dass dieselbe Bedingung fiir © und v resultiert. Versuchen wir es
daher mit dem fiinften Operator P, in (5.119):

1
w(a) = zulb) = zv*(b)=v'a) = v(a)= ;v(b)_ (5.129)
Das liefert nur dann dieselbe Bedingung, wenn zz* = |z|? = 1 erfiillt ist, also z = €. In

diesem Fall ist der Operator selbstadjungiert. Es ergibt sich sogar eine unendliche Schar
selbstadjungierter Impulsoperatoren auf dem Hilbertraum H = L?(a,b), die durch v € R
charakterisiert sind:

d .
Pyu=—i £ ,  Dp, = {u € H|uabsolut stetig, v’ € H, u(a) = e u(b)}. (5.130)
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Bei beschrinkten Operatoren spielen diese Unterschiede keine Rolle, da sie immer auf
ganz ‘H definiert werden koénnen; d.h. dort bedeuten symmetrisch, selbstadjungiert und we-
sentlich selbstadjungiert dasselbe. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir Operatoren auf endlich-
dimensionalen Hilbertraumen, die ja immer beschriankt sind. Es sind aber gerade die unbe-
schriankten selbstadjungierten Operatoren, die in der Quantenmechanik wichtig sind.

Dazu einige Bemerkungen:

m Weil fiir einen symmetrischen Operator Dy C Dyt gilt und Dy dicht in H liegt, liegt
auch D 4t dicht in H. Aus (5.123) folgt dann, dass ein symmetrischer Operator A immer
abschlieBbar ist, und sein Abschluss ist A = AT,

m Fiir einen symmetrischen Operator nimmt der Erwartungswert (u, Au) reelle Werte an,
da (u, Au) = (Au,u) = (u, Au)* fiir alle u € D4.

m Ein selbstadjungierter Operator ist immer abge-
schlossen, da A = A" gilt und A" abgeschlossen ist.

Da | Dg=7Dyit | Dar | symmetrisch

m Ein selbstadjungierter Operator ist auch wesentlich
selbstadjungiert, und letzterer ist auch symmetrisch. Dia=Dz=Dut Duas symmetrisch und
Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht. Die abgeschiossen
Situation ist in der nebenstehenden Figur skizziert,
z.B. erfiillt ein symmetrischer Operator nur

wesentlich

Dy | Dj=Datt =Dat selbstadjungiert

ACA=ATcAl ) (5.131) Dp =Dz =Dyt =Dy | selbstadjungiert

und erst fiir einen selbstadjungierten gilt die Gleich-
heit A = A = ATt = AT,

m Der Nachweis der Selbstadjungiertheit ist oft nicht einfach, da man dazu nicht nur die
Rechenvorschrift “A = A™ beweisen muss, sondern auch einen Definitionsbereich finden
muss, der dicht in H liegt und fiir den D4 = Dyi gilt. Deswegen sind die folgenden
weiteren Kriterien zur Selbstadjungiertheit niitzlich. Fiir einen symmetrischen Operator
A in einem Hilbertraum # sind folgende Aussagen dquivalent [Bla93]:

A=A" & A=Aund Kur4,0=1{0}), & Rari1=H. (5.132)

Betrachten wir den Multiplikationsoperator aus Gl. (5.101) mit A: L*(Q) — L*(Q), Au(z) = h(z)u(z) und
Da = {u € L*(Q) ‘ hu € LQ(Q)}, wobei h eine reellwertige Funktion ist. Dieser Operator ist selbstadjungiert.
Zunichst kann man sich iiberlegen, dass Da tatsdchlich dicht in L?(€2) liegt. Sei nun v € D 4t, dann gibt es
ein f = ATy € L*(Q) sodass (v, Au) = (f,u), d.h.

/dz (h(z)v(z) — f(z) u(xz) =0 Vu€Da. (5.133)

Laut Operatorvorschrift ist ATv(z) = h(z)v(z), d.h. der Operator A ist symmetrisch. Fiir einen dicht definier-
ten symmetrischen Operator folgt die Eigenschaft A C AT automatisch. Um zu zeigen, dass A selbstadjungiert
ist, muss man die Gegenrichtung A O A" beweisen, d.h. man muss zeigen, dass jedes mogliche v in D4 liegt. Das
ist etwas miithsamer [Bla93] und geht so: Die obige Gleichung gilt fiir alle u € D 4. Wéhlt man u(z) = xr(x)w(z)
mit w € L2(Q), wobei xr eine geeignete Abschneidefunktion mit einem Abschneideparameter R ist, sodass
Xr(x) = 1 fir R — oo, dann muss auch der Integrand verschwinden, d.h. xr(z)f(x) = xr(z)h(z)v(z). Im
Limes R — oo folgt dann f(z) = h(z)v(z), und wegen f € L?(Q) muss v € Da gelten.
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5.4 Das Spektrum linearer Operatoren

Die Bestimmung des Spektrums eines Operators ist die Verallgemeinerung des Eigenwert-
problems in der linearen Algebra auf unendlichdimensionale Hilbertraume. Dazu sammeln
wir zuerst die wichtigsten Aussagen fiir lineare Operatoren auf endlichdimensionalen Hilbert-
rdumen, die man ja immer durch komplexe n x n-Matrizen darstellen kann.

Gilt fiir eine komplexe n x n-Matrix A die Relation Av = Av fiir ein v # 0, mit A € C,
dann heifit A Eigenwert der Matrix A zum Eigenvektor v. Die Menge aller Eigenwerte von
A heifit Spektrum von A. Ist A ein Eigenwert, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

m (A —)\)v =0 fiir ein v # 0;

m Die Matrix A — )\ ist nicht invertierbar, d.h. das Inverse (A — \)~! existiert nicht;

m Es gibt ein v # 0 aus dem Nullraum KA _y, d.h. der Nullraum K _ ist nichttrivial;
m Es gilt det(A — X) =0.

Die Determinante liefert ein bequemes Kriterium, um die Eigenwerte A von A zu bestimmen,
denn det(A — \) ist ein Polynom vom Grad n in A mit genau n Nullstellen Aj,...\, € C.
Diese miissen nicht alle verschieden sein: die algebraische Vielfachheit bezeichnet die Viel-
fachheit eines Eigenwerts als Nullstelle des Polynoms; ist sie 1, heifit der Eigenwert einfach.
Somit besitzt jede komplexe n x n-Matrix genau n Eigenwerte, wenn man sie mit ihren Viel-
fachheiten zéhlt. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

Der Eigenraum zu einem gegebenen Eigenwert A ist der Nullraum K ). Seine Dimension
dim K5 _ heiflit geometrische Vielfachheit von A und gibt die Anzahl der Eigenvektoren
fiir dieses A an (sie ist kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit). Ist sie grofier als 1,
heifit der Eigenwert entartet. Es gilt dima_y+dimRa_) = n, wobei dim R A _) den Rang
der Matrix A — A bezeichnet.

Fiir eine hermitische Matrix A = A wird das Eigenwertproblem Awv; = \;v; besonders
einfach, denn ihre Eigenwerte A\ < Ao < --- < A, sind reell und ihre Eigenvektoren vy, ..., v,
bilden eine ONB von C". (Das werden wir spéter allgemeiner beweisen.) Eine hermitische
Matrix kann immer auf eine Diagonalform gebracht werden, indem man eine unitéare Matrix
U = (v1,...,v,) definiert, deren Spalten die Eigenvektoren sind. Dann ist ndmlich

U'TAU = A =diag{)\1,... \y} (5.134)

die Diagonalmatrix der Eigenwerte, oder umgekehrt: A = U A UT. Das ist dquivalent zur
Spektraldarstellung der Matrix A, wobei (-,-) das Skalarprodukt im C™ bezeichnet:

Ax = Zvi (vi, Ax) = Zx\i vi(vi,z) VeelC" < A= Z)\i |lvi)(vi] . (5.135)
V i=1

i=1 —(Av;,z) =1

Im Folgenden werden wir versuchen, diese Aussagen auf unendlichdimensionale Hilbert-
rdume zu iibertragen. Nachdem man die Determinante nicht ohne Weiteres verallgemei-
nern kann, werden wir als “Spektrum” des Operators die Menge aller A\ bezeichnen, fiir die
(A — X\)~! nicht existiert. Wihrend das Spektrum einer Matrix A nur aus ihren Eigenwerten
besteht, werden wir sehen, dass der unendlichdimensionale Fall wesentlich komplizierter ist.
Die Aquivalenz der Aussagen ganz oben ist dann im Allgemeinen falsch, z.B. gibt es selbstad-
jungierte Operatoren, die iiberhaupt keine Eigenwerte besitzen und trotzdem fiir bestimmte
Werte A € C nicht invertierbar sind.
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Inverser Operator. Bevor wir uns mit dem Eigenwertproblem beschéftigen, stellen wir uns
die Frage, wann ein Operator A : H — H ein Inverses besitzt. Das zentrale Problem der
Operatortheorie ist die Losung (d.h. die Inversion) der inhomogenen Gleichung

Au=f, feH. (5.136)

Wir wollen gleich den allgemeineren Fall unbeschrinkter Operatoren miteinschlieflen, bei dem
A nicht mehr auf ganz H definiert werden kann, sondern nur auf D4 C ‘H. Wir werden aber
nach wie vor davon ausgehen, dass D4 dicht in H liegt, sodass (D4)* = {0}. Der Operator
A lasst sich dann als Abbildung A: Dy — R4 interpretieren, sodass jedes Element u € Dy
auf genau ein Element f € R4 abgebildet wird.

Wann existiert der inverse Operator? Offenbar kann die Abbildung riickgéingig gemacht
werden, wenn A injektiv ist, d.h. wenn A je zwei verschiedenen Elementen aus D4 verschiedene
Elemente aus R4 zuordnet. Dann ordnet der inverse Operator A~! mit u = A~!f jedem
f € R4 genau ein Element aus u € D4 zu, sodass Dy-1 = R4 und R4-1 = Dy.

SATz: Der Operator A hat ein Inverses A~! (d.h. A4 ist injektiv) genau dann, wenn die
homogene Gleichung Au = 0 nur die Lésung v = 0 erlaubt, d.h. wenn der Nullraum X4 nur
das Nullelement enthélt: 4 = {0}.

Zum Beweis “=": Falls A injektiv ist, kann Au = 0 maximal eine Losung haben, und da u = 0 eine Losung
ist, ist sie die einzige. Zum Beweis “<": Falls Au = 0 nur die Losung v = 0 hat, miissen wir die Injektivitat
beweisen, d.h. wir miissen zeigen, dass Av = f maximal eine Losung hat. Fiir Avy = f und Avs = f folgt aus
der Linearitdt von A und Da, dass A(vi — v2) = 0, sodass v1 = va.

Falls A~! existiert, lassen sich weitere Aussagen treffen. Im Folgenden werden wir die Ab-
geschlossenheit des Operators A voraussetzen, denn dann ist auch das Inverse abgeschlossen:

SaTz: Falls A abgeschlossen ist und A~! existiert, dann ist auch A~! abgeschlossen.

Beweis: Sei f,, eine Folge in R4 mit f, — f und u, = A™'f, — u. Wir miissen zeigen, dass f € R4 und
A~ f = u; dann ist A~ abgeschlossen. Wegen Au,, = fn, fn — f und u, — u impliziert die Abgeschlossenheit
von A, dass u € Da und Au = f. Somit ist f € Ra und u= A"'f.

Wann ist der inverse Operator A~! beschrankt? Ein beschrinkter Operator ist ndmlich
auch stetig, sodass die Losung v = A~'f stetig von f abhingt. Auf einem endlichdimen-
sionalen Raum ist der inverse Operator (so wie alle Operatoren) automatisch beschrankt,
aber auf unendlichdimensionalen Rédumen ist das Inverse eines beschrinkten Operators nicht
notwendigerweise beschriankt. Offenbar muss folgendes gelten:

_ _ u
A <e o AT fI<elfl el <cllau] e [lau> P (518

A muss also von unten durch die Null beschrinkt sein (“nullbeschrénkt”), d.h. Au darf fiir
kein u € Dy mit u # 0 Null werden, auch nicht als Limes einer Folge. Der Fall Au = 0 fiir
irgendein u # 0 fithrt wieder auf den Fall zuriick, wo die Inverse nicht existiert. Aber auch
wenn eine Folge (uy,) mit ||u,|| # 0 und ||Au,|| — 0 existiert, ist A~! unbeschriinkt.
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A1 A1 AL
beschrankt unbeschrankt existiert nicht
Ra=H 1A Reguléar 3A
Ra=H 2B 3B
Ra#H
Ra#H 1C 2C 3C

Fia. 5.4: Klassifikation der Inversen eines abgeschlossenen Operators

Damit gelangen wir zur Klassifikation in Fig. 5.4. Die drei Spalten entsprechen dem bisher
Gesagten: in der ersten Spalte ist A~! beschriinkt, in der zweiten unbeschrinkt, und in der
dritten existiert A~! nicht, weil A einen nichttrivialen Nullraum besitzt. Fiir die Zeilen treffen
wir eine weitere Unterscheidung:

(A) Ra =H, d.h. der Wertebereich ist der gesamte Hilbertraum.
(B) Ra # H, aber der Wertebereich liegt dicht in H, d.h. R4 = H bzw. Ry = {0}.
(C) Ra # H und R4 # H, d.h. R # {0} und somit dim R # 0.

Fiir abgeschlossene Operatoren erlaubt der folgende Satz weitere Einschrankungen:

SATZ: Falls A abgeschlossen ist und A~! existiert, dann ist R 4 genau dann abgeschlossen,
wenn A~! beschrinkt ist.

(A) Ra = H: Da H vollstéindig (und somit abgeschlossen) ist, muss A, sofern es existiert,
beschriankt sein. Das fiihrt auf die reguliren Operatoren, die ein Inverses besitzen
(1A). Alle anderen Zusténde deuten auf irgendwelche Probleme hin, bei denen der in-
verse Operator entweder nicht auf ganz H definiert werden kann oder gar nicht existiert.
Insbesondere ist der Fall (2A) ausgeschlossen.

(B) Ra # H, aber R4 = H: Wenn R nur dicht in H liegt, ist R4 nicht abgeschlossen.
Falls A~! existiert, muss es unbeschrinkt sein (2B). Das schlieBt den Fall (1B) aus.

(C) Ra # H und Ra # H: Ra liegt nicht dicht in H, d.h. sein orthogonales Komplement
RJA- besteht nicht nur aus dem Nullvektor. Hier folgt nur, dass fiir beschrinktes A~!
der Wertebereich R 4 abgeschlossen ist (1C) und fiir unbeschréinktes A~ nicht (2C).

Fiir den Spezialfall beschrinkter Operatoren lisst sich der Operator A auf dem ganzen
Hilbertraum definieren und ist dann auch abgeschlossen. Als Abbildung A: H — H liest sich
Fig. 5.4 dann so: In den Féllen (1) und (2) ist A injektiv, im Fall (3) nicht. Im Fall (A) ist
A surjektiv (da R4 = H), in den Féllen (B) und (C) nicht. Nur im Fall (1A) ist A bijektiv
und besitzt ein Inverses. Fiir alle anderen Zusténde ist A~! nicht wohldefiniert, entweder weil
der Operator nicht injektiv ist oder weil er nicht auf den ganzen Hilbertraum abbildet. Im
Spezialfall endlichdimensionaler Matrizen treten nur die Zustédnde (1A) und (3C) auf;
das ist eine Konsequenz der Fredholmschen Alternative, die wir spéter besprechen werden.
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Untersuchen wir als Beispiel die Ableitungsoperatoren A, A,, Ay, A, A, in (5.119).
Sie fithren alle auf die Differenzialgleichung v’ = f, allerdings mit verschiedenen Randbedin-
gungen. Der inverse Operator (sofern er existiert) ist ein Integraloperator der Form

T b

u(w) = [dy i) +e= [dyola -y )+, (5.138)
a a
wobei die Konstante ¢ durch die jeweiligen Randbedingungen spezifiziert wird. Alle obigen
Ableitungsoperatoren sind unbeschrinkt, abgeschlossen und bilden zunéchst auf den gesam-
ten Hilbertraum L?(a,b) ab. Daran &ndern auch die Randbedingungen nichts, denn dabei
handelt es sich ja nur um Punkte vom Mafl Null. Sehen wir uns an, was verschiedene Rand-
bedingungen fiir A bewirken:

m Der “maximale” Operator A, der ohne Randbedingungen auskommt, erlaubt eine Lésung
der homogenen Gleichung Au(z) = v/(x) = 0 mit u(x) = const. Er ist somit nicht in-
vertierbar und gehort zum Typ (3A).

m Die Operatoren A, und A, mit Randbedingungen u(a) = 0 bzw. u(b) = 0 sind invertier-
bar, z.B. ist A; ! durch (5.138) mit ¢ = 0 gegeben. Das ist ein Hilbert-Schmidt-Operator
der Form (5.41) mit K(z,y) = ©(x — y) und somit beschrénkt. A, und A sind damit
reguldre Operatoren (1A).

m Fiir den Operator A, mit der Randbedingung u(a) = u(b) = 0 ergibt (5.138)
T b
uw) = [dys).  [dyrw)=o. (5139)
A;bl ist zwar beschrankt, aber R 4 deckt wegen der zusétzlichen Lésungsbedingung nicht

mehr den gesamten Hilbertraum ab. Somit ist Ay, vom Typ (1C).

m Fiir den Operator A, mit Randbedingung u(a) = zu(b) liefert (5.138) fir z # 1:
b

u(x) = / dyGe,y) fy), Glay) =0 —y) +

a

z
1—=z2

(5.140)

Das ist wieder ein beschriankter Operator vom Typ (1A). Im Fall z = 1 resultiert
dagegen keine Einschrinkung an ¢, daher bleibt die allgemeine Losungsformel (5.138)
unverdndert, allerdings ergibt sich wieder die Zusatzbedingung f: dy f(y) = 0; somit ist
der Operator nicht invertierbar und gehért zum Typ (3C).

Weitere Beispiele:

» Der Multiplikationsperator Au(x) = zu(x) auf L?(0,1) aus (5.18) ist beschriinkt mit
der Operatornorm ||A|| = 1. Allerdings gibt es kein wu, fiir das dieser Wert tatséchlich
erreicht wird, deswegen ist R(A) nicht abgeschlossen, liegt aber dicht in L?(0,1). Der
inverse Operator u(z) = v(x)/x ist unbeschrénkt, somit ist A vom Typ (2B).

m Fiir den Rechtsshift-Operator (5.34) ist ||Aul|/||u|| = 1, K4 = {0} und RY # {0},
deshalb ist er vom Typ (1C). Der Linksshift-Operator erfiillt 4 # {0} und R4 = H
und ist vom Typ (3A).
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Spektrum und Resolventenmenge. Wir kommen jetzt zur Bestimmung des Spektrums
eines Operators. Dazu betrachten wir einen linearen, abgeschlossenen Operator A, der auf
einer dichten Teilmenge Dy eines Hilbertraums H definiert ist. Statt Au = f betrachten wir
die inhomogene Operatorgleichung

(A-—zD)u=f oder kurz (A=2)u=f, zeC, (5.141)

wobei z eine komplexe Zahl ist. Fiir jene z € C, fiir die der Operator A — z invertierbar ist,
heifit sein Inverses die Resolvente R(z) = (A — z)~! des Operators A an der Stelle z. Mit
ihrer Hilfe ldsst sich die Losung der Gleichung angeben:

u=(A-2)""f=R(2)f. (5.142)

Wir sind insbesondere an jenen Punkten z in der komplexen Ebene interessiert, fiir die
die Resolvente nicht existiert. Das sind die singulidren Punkte, bei denen es irgendein
Problem mit der Inversion gab. Dieser Fall tritt sicher ein, wenn z ein Eigenwert von A ist.
Im endlichdimensionalen Fall ist das auch die einzige Moglichkeit fiir singulire Punkte. Wie
wir gleich sehen werden, gibt es im unendlichdimensionalen Fall noch weitere Moglichkeiten,
also singulédre Punkte, die keine Eigenwerte sind. Die regulédren Punkte in z sind dagegen
jene, fir die die Resolvente R(z) existiert.

Zur Klassifikation der regulédren und singuldren Punkte wenden wir unser fritheres Schema
aus Fig. 5.4 auf den Operator A — z an. Um die Figur zu vereinfachen, kontrahieren wir die
ersten beiden Zeilen, denn diese erfiillen beide die Bedingung R4_. = H. Je nach dem Wert
von z € C fillt der Operator A— z dann in eine der Klassen in Fig. 5.5. Wir werden auflerdem
unseren Sprachgebrauch dahingehend anpassen, dass wir den Wertebereich R 4, immer als
eingebettet in den ganzen Hilbertraum betrachten, dann kommt nimlich auch der Begriff
der Surjektivitéit ins Spiel. Das dndert nichts an der Klassifikation in Fig. 5.5, nur an ihrer
Nomenklatur: der Fall, dass A — z nicht injektiv ist, entspricht wie frither (3ABC); der Fall,
dass A — z bijektiv ist und R(z) existiert, entspricht (1A); und in allen anderen Féllen ist
A — z zwar injektiv, aber nicht surjektiv. Das erméglicht einen einfacheren Vergleich mit der
Literatur, wo die folgenden Begriffe oft nur fiir beschrinkte Operatoren A: H — H (die auf
dem ganzen Hilbertraum definiert sind) erkléart werden.

Dementsprechend trifft man die folgenden Definitionen:

m Die Resolventenmenge p(A) ist die Menge aller reguléiren Punkte in z € C, an denen
der Operator A — z invertierbar ist:

p(A):={z€C|Ka—: ={0}, Ra_. =H}. (5.143)

Das entspricht dem Fall (1A). Laut unseren fritheren Uberlegungen gilt in diesem Fall
Ra—. = H, und der Operator ist nullbeschrankt: |[(A — z) u||/||u|| > 0 fir alle u # 0,
weswegen auch die Resolvente R(z) beschrénkt ist.

m Alle anderen Punkte z sind singulér und gehéren zum Spektrum o(A). Das ist die
Komplementérmenge der Resolventenmenge, an deren Stellen es mit der Resolvente
irgendein Problem gibt:

o(A) =C\p(A). (5.144)
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A — 2z nullbeschrankt A — 2z nicht nullbeschrankt
[ 1T
Ka-- = {0} Ka-- # {0}
I 1T 1
Ra—, = Resolventen- Stetiges Punkt-
menge Spektrum : spektrum
o Ry, =1{0} : ° 1
1A 2B 1 3AB
Ra#H Restspektrum ;
o Ri_, # {0} 1C : 2C 3 3C
L ‘ 1\
\

Kompressionsspektrum Approximatives Spektrum

Spektrum

Fic. 5.5: Klassifikation des Spektrums eines Operators

Das Spektrum unterteilt man in drei disjunkte Teilbereiche o(A) = 0p(A) Uoc(A) U o, (A):

m Das Punktspektrum o,(A) besteht aus den Eigenwerten z = \; des Operators A.
An diesen Stellen ist der Operator A — z nicht injektiv, d.h. er hat einen nichttrivialen
Nullraum K4, # {0}:

op(A) :={z2 € C|Ka_ # {0}}. (5.145)

Das entspricht den Féllen (3ABC). Jede nichttriviale Losung der Gleichung (A—z)u = 0
heifit Eigenvektor von A. Die Dimension des Eigenraums K 4_, fiir ein gegebenes z ist
die geometrische Vielfachheit (multiplicity). Ist diese Dimension grofler als 1, wird
der Eigenwert entartet genannt, ansonsten nichtentartet.

Fiir die restlichen Teilbereiche ist A — z zwar injektiv, aber nicht surjektiv, d.h. der
Wertebereich deckt nicht den gesamten Hilbertraum ab: R4, # H. Hier trifft man fol-
gende Unterscheidungen: Das stetige oder kontinuierliche Spektrum o.(A) besteht
aus jenen Punkten z € C, fiir die der Wertebereich von A — z dicht in H liegt:

0c(A) :={2€C|Ka—z={0}, Ra—z #H, Ra_z =H}. (5.146)

Das entspricht dem Fall (2B). Daneben wird auch oft das approximative Spektrum
als Vereinigung der Félle (2) und (3) definiert; hier ist das gemeinsame Charakteristi-
kum, dass A — z nicht nullbeschrinkt ist, d.h. es gibt eine Folge (u,,) mit u,, # 0, sodass
[|(A — 2) up|| — 0 (dann ist z ein “approximativer” Eigenwert).

Das Restspektrum o, (A) besteht aus jenen Punkten z € C, fiir die Wertebereich von
A — z nicht dicht in H liegt (er wurde “komprimiert”):

or(A) :={z€C|Ka_. ={0}, Ra_. #H}. (5.147)

Das entspricht den Fillen (1C, 2C). In diesem Fall ist die Dimension von R _ , ungleich
Null und wird als Defekt (deficiency) bezeichnet. Das Kompressionsspektrum ist
durch R 4_, # H ohne Ausschluss des Punktspektrums charakterisiert.
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Fiir selbstadjungierte Operatoren lassen sich nun einige wichtige Aussagen treffen:

SATZ:

Falls A symmetrisch ist, ist das approximative Spektrum reell und Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Falls A selbstadjungiert ist, dann liegt jedes z mit Im z 7 0 in der Resolventenmenge.
Das (reelle) Punktspektrum fillt mit dem Kompressionsspektrum zusammen, und die
Vielfachheit jedes Eigenwerts ist identisch mit seinem Defekt.

Wir beweisen diese Aussagen nacheinander:

Das Punktspektrum eines symmetrischen Operator ist reell, denn wir wissen ja bereits, dass fiir einen
symmetrischen Operator der Erwartungswert (u, Au) reell ist. Mit Au = Au gilt (u, Au) = \|Jul|* € R
und somit A € R fiir |[u|| # 0.

Allgemeiner gilt das auch fiirs approximative Spektrum: Setze z = = + iy mit z,y € R, dann ist
I(A=2) ul|* = (A—2) u—iyu, (A—a) u—iyu) = [|(A=2) ul|*+y” ||u]|* +iy(u, (A—2) u) —iy((A=z) u, u) .

Verwenden wir im letzten Term die Symmetrie von A und den Umstand, dass z reell ist, heben sich
die Kreuzterme weg und wir finden |[(A — 2)u||* > y?||u||®. Falls also Imz = y # 0, dann ist der
Operator A — z nullbeschrénkt, d.h. er muss vom Typ (1A) oder (1C) sein. Im Umkehrschluss: Falls z
im approximativen Spektrum liegt, muss Im z = 0 gelten, also z € R.

Um zu zeigen, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind, setzen wir Auq = A\juq
und Aus = A2uz mit A1 # A2. Dann ist A1, A2 € R und es gilt
0= <u1,Au2> — <u1,A'LL2> = <U1,AUQ> — <Au1,ug> = (AQ — )\T)<U1,'LL2> = ()\2 — )\1)(U1,U2> . (5.148)

Wegen A1 # A2 muss (u1,u2) = 0 sein, d.h. die Eigenvektoren u; und wus sind orthogonal.

Ein symmetrischer Operator A — z mit Im z # 0 ist also vom Typ (1A) oder (1C). Ist der Operator
zusitzlich selbstadjungiert, gilt A = AT, Wir wenden jetzt die frithere Aussage (5.70) auf A — z an:

Ka_.r =Ru_.. (5.149)

Wir haben sie zwar nur im Kontext beschriankter Operatoren bewiesen, sie gilt aber allgemein, solange
A dicht definiert ist. Falls A — z vom Typ (1C) ist, dann gilt R%4_, # {0}, und somit muss z* mit
Im z # 0 ein Eigenwert von A sein. Das ist aber ein Widerspruch, denn ein selbstadjungierter Operator
hat ja nur reelle Eigenwerte. Folglich muss jedes z mit Im z # 0 in der Resolventenmenge liegen.

Fiir reelle z gilt Ka_. = R%_,. Daraus folgt: Falls R45_, = {0} (Typ AB), muss auch Ka_. = {0} sein
(Typ 1 oder 2); das schlieBt den Fall (3AB) aus. Falls R4_, # {0} (Typ C), muss auch Ka_. # {0}
sein (Typ 3); das schlieft die Fille (1C) und (2C) aus. Im Fall (3C) ist jedes v € R%_, gleichzeitig ein
Figenvektor von A mit Eigenwert z, und die Vielfachheit ist identisch mit dem Defekt:

dimKs . =dimRy_, . (5.150)

Waihrend fiir einen symmetrischen Operator nur das approximative Spektrum reell ist, ist fiir
einen selbstadjungierten Operator also das gesamte Spektrum reell: 0(A) C R. Das ist in der
Physik von enormer Bedeutung, denn physikalische Observablen werden durch selbstadjun-
gierte Operatoren beschrieben und deren Spektren entsprechen den Messwerten, die immer
reell sein miissen. Fiir einen selbstadjungierten Operator liegt z entweder im Punktspektrum

(30),

das den gebundenen Zustédnden entspricht, im stetigen Spektrum (2B), das den frei-

en Zusténden entspricht, oder in der Resolventenmenge (1A). Das Restspektrum, fiir das es
keine physikalische Interpretation gibt, ist dagegen leer: o,.(A) = ().
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F1c. 5.6: Beispiele fiir das rein reelle Spektrum eines selbstadjungierten Operators (links)
und das Spektrum eines unitéren Operators auf dem Einheitskreis (rechts)

Ein Spezialfall beschrankter Operatoren sind unitire Operatoren, die wir schon frither
besprochen haben. Eine unitidre Transformation

B=UAU"', Dp={zecH|U 'zeDy} (5.151)

ldsst das Spektrum des Operators A invariant: Fiir z € p(A) ist A—z invertierbar, doch wegen
B—z=U(A—2)U~! und der Invertierbarkeit von U ist dann auch B — z invertierbar. Somit
bleibt die Resolventenmenge und folglich auch das Spektrum unter der unitdren Transfor-
mation invariant. Man kann zeigen, dass die unitdre Transformation auch die Teilspektren
op(A), 0c(A) und o0, (A) getrennt invariant ldsst. Fiir einen unitéren Operator U selbst gilt:

SATZ: Das Spektrum eines unitéiren Operators U liegt auf dem Einheitskreis |z| = 1.

Dazu miissen wir nur zeigen, dass U — z fiir |z| < 1 oder |z| > 1 invertierbar ist, sodass z in der Resolventen-
menge liegt. Das gelingt am schnellsten iiber die Neumannsche Reihe. Fiir |z| < 1ist U — 2 = U (1 — 2U 1)
laut (5.56) invertierbar, da U selbst invertierbar ist und ||zU™Y|| = |2|||[UTY|| = |2| < 1 gilt. Fiir |z] > 1
ist U — 2z = —z (1 — U/z) invertierbar, da ||U/z|| = 1/|z] < 1. Daraus folgt, dass das Spektrum auf dem
Einheitskreis |z| = 1 liegen muss.

Die Resolvente ist fiir z € p(A) ein linearer beschrénkter Operator. Dariiberhinaus ist sie
auch eine holomorphe Funktion von z in der komplexen Ebene, daher kann man den Apparat
der Funktionentheorie darauf anwenden. Beispielsweise folgt aus A —z = A — zp — (2 — 20)
die 1. Resolventenidentitét:

R(z)™'=R(20) ' = (2 —20) & R(2)=R(20)+ (2 — 20) R(20) R(2) . (5.152)

Hier haben wir von links mit R(zp) multipliziert und von rechts mit R(z). Durch Iteration
erhilt man R(z) = R(z) + (2 — 20) R(20)% + (2 — 20)? R(20) + . ... Falls |z — 20| || R(20)]| < 1,
erhélt man daraus die entsprechende Neumannsche Reihe:

o

R(z) =) (2—20)"R(2)"™" V2,20 € p(A). (5.153)
n=0

Auf solche Identitidten sté8t man in der Streutheorie, der Statistischen Physik oder im Elektromagnetismus
haufig. Fir H = Ho+V gilt auch H — 2z = Ho—z+V und somit R = Rgl + V. Multipliziert man mit R von
links und R von rechts, erhélt man die 2. Resolventenidentitidt R = Ry — Ro V' R. Solche Gleichungen sind
in verschiedenen Kontexten auch als Lippmann-Schwinger- und Bethe-Salpeter-Gleichungen bekannt.
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Beispiele. Wir wollen uns nun eine Reihe von Beispielen fiir Operatoren und deren Spektren
ansehen, um das bisher Gesagte zu konkretisieren. Wir beginnen mit solchen Operatoren, die
ein reines Punktspektrum besitzen:

m Der Nulloperator A = 0 hat als einzigen Punkt im Spektrum z = 0. In diesem Fall
gilt K4 = H und R4 = {0}, also R} = H. Damit ist A — 2z vom Typ (3C). Wegen
dim Rj = oo ist der Eigenwert z = 0 unendlichfach entartet. Fiir alle anderen Werte
z # 0 ist A — z invertierbar und die Resolvente lautet R(z) = —1/z.

m Der Einsoperator A = 1 hat als einzigen Punkt im Spektrum z = 1. Dieser ist
unendlichfach entartet, denn jeder Vektor ist ein Eigenvektor. Auch hier ist K41 = H,
Ra_1 = {0}, Ry = H, und der Eigenwert z = 1 ist unendlichfach entartet. Fiir alle
anderen Werte z # 1 ist A — z invertierbar und die Resolvente lautet R(z) = 1/(1 — z).

m Betrachten wir den unitiren Operator A: R? — R? aus (5.13), dessen Matrixdar-
stellung einer zweidimensionalen Drehmatrix entspricht:

Apy = (cos ) 1 + (sind) o, A (0089 —Sin9> , (5.154)

Apy = (—sinb) @1 + (cosf) g2, sinf cosf
Die Eigenwertgleichung (A — ) u = 0 ergibt

(cos® — N2 +sin?0=0 = X —2\cosf+1=A-e)A—e ) =0 (5.155)
und somit Ay = e mit den beiden Eigenvektoren (1,i) und (1, —i). Wie erwartet
liegen die Eigenwerte auf dem Einheitskreis, da der Operator unitéar ist. Fiir alle anderen
Punkte z # Ay ist die Gleichung (A — z) u = f invertierbar und liefert

u=R()f, R(z)=(A-2)"" . (5.156)

m Sei P der orthogonale Projektor auf einen abgeschlossenen Untervektorraum M C H,
sodass P2 = P = P!, Aus der Eigenwertgleichung Pu = \u folgt A2 = X\ mit den zwei
Eigenwerten A = 0 und A = 1. Fiir den Eigenwert A = 0 besteht der Nullraum Kp der
Gleichung Pu = 0 aus allen Vektoren u € M=, d.h. der Eigenwert ist (dim M)-fach
entartet. Fiir A = 1 setzt sich der Nullraum Xp_; von Pu = wu aus allen Vektoren
u € M zusammen und die Vielfachheit des Eigenwertes ist dim M. Alle anderen Werte
z # X liegen in der Resolventenmenge, d.h. die Gleichung (P — 2z)u = f ldsst sich
invertieren. Wie lautet (P — z)~!? Da (1 — P) ebenfalls ein Projektor ist, gilt

P 1-P
H:=aP+3(1-P) < H‘1:—+T a#0, §#0, (5.157)
o
wie man durch Einsetzen in HH ! = 1 mittels P> = P, (1 — P)2 = 1 — P und
P (1 — P) =0 sieht. Fiir H = P — z findet man durch Koeffizientenvergleich a« =1 — z
und 8 = —z, und somit lautet die Losung
P 1-P

u=R(z) f, R(z)=(P—2)"'= P (5.158)
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Interessanter wird es, wenn wir uns auch Operatoren mit einem stetigen Spektrum ansehen:

m Betrachten wir den Ortsoperator A mit Au(r) = zu(x) auf dem Raum L?(0,1).
Dieser Operator ist selbstadjungiert: AT = A (was auch aus der Diskussion von Multi-
plikationsoperatoren um (5.133) folgt) und kann somit bestenfalls ein Punktspektrum
und ein stetiges Spektrum besitzen. Das Punktspektrum ergibt sich aus der Eigenwert-
gleichung zu(x) = Au(z), die fiir alle = erfiillt sein muss. Das erlaubt aber nur die
Nulllésung v = 0, d.h. der Operator hat keine Eigenwerte. Liegen dann alle z € C in
der Resolventenmenge? Die Losung

w=R()f, R =— (5.159)

r—z

ist nur fiir z ¢ [0, 1] wohldefiniert. Fiir z € [0, 1] liegt u nur dann in L?(0,1), wenn f(x)
fiir x = z hinreichend schnell verschwindet. Oder anders gesagt: der Wertebereich von
x — 7z ist nicht mehr der gesamte L?(0, 1), liegt aber dicht. Alle Punkte z € [0, 1] liegen
daher im stetigen Spektrum, und alle anderen Punkte in der Resolventenmenge.

m Sehen wir uns den Hilbert-Schmidt-Operator A: L?(0,1) — L?*(0,1) aus (5.48) an:

x 1

Au(z) = / dyuly) = / dyO(z — y)uly). (5.160)

0 0

Die Eigenwertgleichung Au = A\u lautet fox dy u(y) = Au(z). Fir A = 0 erlaubt das nur
die Nulllésung u = 0. Fiir A # 0 liefert die Ableitung u(z) = M/ (z) = u(z) = ce®/?,
doch aus der Eigenwertgleichung folgt die Bedingung u(0) = 0, was wieder auf die
Nulllésung zuriickfiithrt. Der Operator A hat also keine Eigenwerte. Wie lautet dann
das Inverse von A — 27 Wir haben

N———

=ww(z)

(A-2u=[f < /dy u(y) = zu(x) + f(x) = u(z) =2'(z) + f'(z) = w'(z),
0

was wegen u = (w — f)/z fir z # 0 auf eine inhomogene lineare Differenzialgleichung
1. Ordnung fiir w fiithrt, die gelost werden kann:

T

w'(z) = ——1 0 w(0)=0 = w(x):—l/dyf(y)e(‘”y)/z. (5.161)

z z
0

Die Losung fiir u ist dann fiir alle z # 0 wohldefiniert und lautet

u(z) = R(z) f(z) = = —f(;) - % /dy fly)e™v)/= (5.162)
0

und somit liegen alle z # 0 in der Resolventenmenge. Was passiert fiir z = 07 In diesem
Fall hat Au = f die Losung u(xz) = f/(x), sofern f differenzierbar ist und f(0) = 0 gilt.
Diese Menge liegt dicht in L2(0,1), d.h. es ist R = {0}. Somit gehért der Punkt z = 0
zum stetigen Spektrum.
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Noch interessanter wird es fiir Operatoren, die auch ein Restspektrum aufweisen:

m Betrachten wir den Rechtsshift-Operator aus (5.34) mit Ap; = @i+1, wobei {¢;}
eine ONB bildet. Die Eigenwertgleichung lautet

—\ U1

1 \ us )\ul = 0,
- Aug = uq,
(A—Nu= 1 —A =0 = N, (5.163)

1 = Ug

Fiir A # 0 folgt up = 0 fiir alle k, und fiir A = 0 ebenso. A hat also keine Eigenwerte.
Wie lautet die Losung der inhomogenen Gleichung (A — z) u = f7 Es ist

—ZUul = f1 y Ul — 2U = fg N U2 — zZUuz = f3 gooe (5.164)

Falls 2 = 0 und f; = 0, lautet die Losung u; = f2, ug = f3, usw. Somit gilt R4 # {0},
und weil der Punkt z = 0 kein Eigenwert ist, muss er im Restspektrum liegen. Der
Defekt ist dim Rj = 1. Fiir z # 0 ist die Losung gegeben durch

_ﬁ uy — fo _Un—l_fn

Uy = e, g =2 dm (5.165)
z z z

uyp =

Das bedeutet aber noch nicht, dass jeder Punkt z # 0 in der Resolventenmenge liegt!
Denn es konnte ja irgendwelche Werte von z geben, fiir die der Hilbertraumvektor u
nicht konvergiert, d.h. 3, |ug|*> = oo. Dazu behilft man sich mit dem adjungierten
Operator Af, was hier der Linksshift-Operator Afp; = ¢;_; ist. Laut (5.70) gilt

Kao=Ru_)t  und Ky = (Ra_.)t. (5.166)

Nachdem A keine Eigenwerte hat, ist 4_, = {0} und somit kann AT kein Restspektrum
besitzen. Die Eigenwertgleichung fiir A" lautet

)\ )1\ 1 Z; uy = Mg,
- uz = )\UQ y
(AT = XNu= -1 1 Ul =0 =y, (5:167)

Der resultierende Eigenvektor u ~ (1, A\, A2, A3,...) ist ein Hilbertraumvektor genau
dann, wenn |\| < 1. Das Punktspektrum von AT besteht also aus allen Werten von z
innerhalb des Einheitskreises, was laut (5.166) identisch mit dem Restspektrum von A
ist. Man kann zeigen, dass das Spektrum o(A) eine abgeschlossene Menge ist, weswegen
auch der Einheitskreis |z| = 1 selbst im Spektrum liegen muss — da er aber nicht im
Punktspektrum von A' liegt (und somit auch nicht im Restspektrum von A), muss er ein
Teil des stetigen Spektrums sein. In Summe hat o(A) also eine reichhaltige Struktur: alle
Punkte |z|] < 1 liegen im Restspektrum und alle Punkte |z| = 1 im stetigen Spektrum.
Hier sieht man auch deutlich den Unterschied zum endlichdimensionalen Fall: dort hat
jede der Matrizen A und AT den Eigenwert A = 0 als einzigen Punkt im Spektrum,
und somit ist A — z bis auf z = 0 immer invertierbar.
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Almz Almz Almz

Pa ) Pb PY Pab ) P

Re z Re z Re z

Fi1G. 5.7: Spektren verschiedener Impulsoperatoren

Sehen wir uns abschlieend noch die aus (5.119) konstruierten Impulsoperatoren P, P,,
P,, P, und P, im Hilbertraum H = L?(a,b) an. Die Operatorvorschrift ist iiberall dieselbe,
u +— —idu/dx, aber die Definitionsbereiche sind verschieden:

Dp = {u eH | u absolut stetig, u’ € ’H} ,
Dp, = {u eH | w absolut stetig, v’ € H, u
Dp, = {u eH { w absolut stetig, v’ € H, u
Dp,, = {u eH { w absolut stetig, v’ € H, u
Dp, = {u eH | w absolut stetig, v’ € H, u

2

b) =0}, (5.168)
a) =u(b) =0},

a) =eTu(b), vy e R}.

—_— o~~~

Wir haben frither gesehen, dass FP,, symmetrisch ist und P, selbstadjungiert, und es gilt
Pf = P, und P(I = Py. Welchen Einfluss haben die verschiedenen Definitionsbereiche aufs

Spektrum? In allen Fillen lautet die Eigenwertgleichung v/ (z) = idu(z) = u(x) = ce**, und

die inhomogene Gleichung hat die formale Losung
W (@) = idu(z) +if(x) = u(z)=ula) eV 4 / dy f(y) @), (5.169)

m Fiir den Operator P, hat die Eigenwertgleichung wegen der Randbedingung u(a) = 0
nur die Nulllésung, daher hat P, keine Eigenwerte und das Punktspektrum ist leer. In
der inhomogenen Lésung bleibt wegen u(a) = 0 nur der Integralterm iibrig, der die
Resolvente R(z) = (P, — z)~! iiber u(z) = R(z) f(z) definiert. R(2) ist ein Hilbert-
Schmidt-Operator der Form (5.41) mit dem Integralkern K (z,y) = i ©(z — y)e**(@=¥),
und R(z) ist fiir alle z € C beschriinkt. Folglich ist das Spektrum leer und alle z € C
liegen in der Resolventenmenge.

» Die Eigenwertgleichung des Operators P, fiihrt auf e = e/ FAD) - somit lauten die
Eigenwerte A = (v + 2nm)/(a — b). Fiir alle anderen z ist die Resolvente wohldefiniert.

m Der Operator P,; hat wieder keine Eigenwerte, doch hier fithren die Randbedingungen
u(a) = u(b) = 0 zu einer Einschrénkung fiir f, nédmlich f; dy f(y)e*®=¥) = 0 fiir
jedes z € C. Somit ist (Rp,_.)" # {0} und diese Punkte liegen im Restspektrum.
Das Spektrum von P, ist daher die gesamte komplexe Ebene! Fiir den adjungierten
Operator Pgb = P ist das Punktspektrum ebenfalls ganz C, da die Eigenwertgleichung
keine Bedingung an A liefert.

Das fithrt uns vor Augen, welchen drastischen Einfluss der Definitionsbereich eines Operators
aufs Spektrum haben kann. Abbildungen mit derselben Operatorvorschrift, aber verschiede-
nen Definitionsbereichen sind auch verschiedene Operatoren!
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Sturm-Liouville-Problem. Als Anwendungsbeispiele wollen wir jetzt allgemeine gewdhn-
liche lineare Differenzialgleichungen 2. Ordnung betrachten. Unter bestimmten Rand-
bedingungen kann der entsprechende Operator immer selbstadjungiert gemacht werden:

SATZ: Seien A, B und C glatte, reellwertige Funktionen auf dem Intervall [a,b] C R und
der Differenzialoperator L auf C?(a,b) gegeben durch

d? d
Dann ist L beziiglich des Skalarprodukts

b

(v, U)y = /dmw(m) v*(z) u(z) (5.171)

a

mit einer Gewichtsfunktion w symmetrisch, sofern folgende Bedingungen erfiillt sind:

T
B(y) — A
w(z) = exp / dy (y)A(y)(y) , A) w(z) (v(@) () — o' (@) u(@) L =0. (5.172)
Zum Beweis betrachten wir den Integranden der Relation (v, Lu) — (Lv, u):
w v Lu — (Lv)"u] = w [v*(—Au” — Bu' + Cu) — (—Av" — Bv' + Cv)"u]
= —Aw (v'u" —v""u) —Bw (v v —v""u) = f% [Aw (v'u —v'u)]. (5.173)
=(v*u/ —v'*u)’
Im letzten Schritt haben wir (5.172) verwendet:
w'(z) = W w(z) = Bw=Auw + A'w=(Aw)". (5.174)

Damit der Operator L symmetrisch wird, muss also die Randbedingung (5.172) erfiillt sein:

b
(v, Lu) — (Lv,u) = /d.r w v Lu — (Lv) u] = —Aw (v'u — 7)*l“)‘(b,,' (5.175)

Daraus folgt insbesondere, dass jeder Differenzialoperator L der obigen Form durch Mul-
tiplikation mit dem Gewicht w in die Standardform eines Sturm-Liouville-Operators ge-
bracht werden kann, wenn wir p = Aw = p’ = Bw und ¢ = Cw setzen:

d? d 1 d d
p

wobei p, ¢ und w reellwertige Funktionen mit p € C'(a,b), ¢,w € C(a,b) und p,w > 0 sind.
Die resultierende Figenwertgleichung fiir L lautet

(L=XNu=0 & (pu') + (—q+ Aw)u =0 (5.177)
und muss folgende Randbedingung erfiillen:

p(z) (v(z)*W () — v'(z) u(z)) ‘b =0. (5.178)

a
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Damit L zusatzlich selbstadjungiert wird, muss auch Dy, = Dy erfiillt sein. Das lésst
sich auf verschiedene Arten realisieren: gilt z.B. p(a) = p(b) = 0, dann verschwindet (5.178),
solange v und v an den Randpunkten regulér sind. Ansonsten ist eine hinreichende Bedingung
fiir die Selbstadjungiertheit

ajua) + agu'(a) =0, Bru(b) + B2/ (b) =0, ai, Bi € R, (5.179)

wobei weder «; und ag noch ; und fs gleichzeitig verschwinden diirfen. Falls p(z) an den
Réndern ndmlich ungleich Null ist, l4sst sich die Randbedingung (5.178) so schreiben:

_ _ (v (@)
det M(a) = det M(b), M(z) = <u(w) W(z) ) (5.180)
wobei det M die von v und v* erzeugte Wronski-Determinante ist. Das ist sicher erfiillt,
wenn det M(a) = det M(b) = 0 gilt. In diesem Fall ist M(a) a = M(b) B = 0, was fiir ¢ # 0
und B # 0 das Resultat in (5.179) liefert. Somit geniigen u(a), v(a) bzw. u(b), v(b) denselben
Einschrénkungen und es gilt Dy, = Dy ;. Zwei Spezialfille von (5.179) sind:

m Dirichlet-Randbedingungen: as = 2 = 0, d.h. u(a) = u(b) =0,
» Neumann-Randbedingungen: o1 = 51 = 0, d.h. v/(a) = v/(b) = 0.

Anstelle von (5.179) sind z.B. aber auch periodische Randbedingungen u(a) = u(b),
u'(a) = /(b) fiir die Selbstadjungiertheit von L hinreichend. Bevor wir uns konkrete Beispiele
fiir Sturm-Liouville-Probleme ansehen, folgen noch einige Bemerkungen:

m Falls L beziiglich des Skalarprodukts (-,-),, selbstadjungiert ist, liefert die Eigenwert-
gleichung (L — A\) u = 0 ein reelles Punktspektrum mit A € R, und die Eigenvektoren u
zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal beziiglich (-, ).

m Ein regulires Sturm-Liouville-Problem ist durch (5.177) auf einem beschrénkten In-
tervall [a,b] mit Randbedingungen (5.179) und reellwertigen Funktionen p, ¢, w mit
p,w > 0und p, p/, ¢, w € Cla,b] gegeben. Die meisten der in Anwendungen auftreten-
den Fille sind allerdings singulére Probleme, die durch mindestens eine der folgenden
Eigenschaften charakterisiert sind: das Intervall ist unbeschrinkt; p(z) > 0 fiir alle
x € (a,b) und p verschwindet an einem oder beiden der Randpunkte; das Gewicht w(z)
verschwindet an einigen Punkten; oder man ersetzt eine oder beide der Randbedingun-
gen durch die Forderung, dass die Grenzwerte u(a) und u(b) blo existieren.

m Als selbstadjungierter Operator kann L auch ein stetiges Spektrum haben. Die Losung
der Gleichung Lu = Au lésst sich laut (4.62) durch eine Greenfunktion darstellen, u(x) =
A [ dy K(z —y) u(y), womit 1/ gleichzeitig zum Eigenwert des Operators K wird. Fiir
reguldre Probleme ist dieser Operator kompakt. Wie wir spéter sehen werden, ist das
Spektrum eines kompakten Operators eine abzihlbare Menge mit Null als einzigem
moglichen Haufungspunkt. Deswegen muss auch das Spektrum von L abzéhlbar sein,
mit einzigem Haufungspunkt A — oo. Die im Folgenden besprochenen Probleme sind
zwar grofitenteils singulér, fiir sie gelten diese Aussagen aber noch immer.

m Die Eigenwerte A und Eigenvektoren u der Gleichung Lu = Au lassen sich durch einen
Potenzreihenansatz und anschliefenden Koeffizientenvergleich bestimmen, siehe z.B.
[Lan16]. Als Differenzialgleichung 2. Ordnung kann Lu = Au fiir jedes A\ maximal zwei
unabhéngige Losungen haben, sodass die Vielfachheit jedes Eigenwerts < 2 ist.
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p(x) q(x) w(zx) a b Eigenwerte A
Schwingungsgleichung 1 0 1
Legendre-DG 1— 22 0 1 -1 1 I(1+1),le Ny
verallg. Legendre-DG 1—22 m?/(1-2?) 1 -1 1 I(1+1), |m| <1
Hermite-DG e 0 e -0 2n, n € Ny
Laguerre-DG e 0 e " 0 oo n, n € Ny
Tschebyschev-DG V1—2a2 0 1/ V1—22 -1 1 n?, n € Ny
Bessel-DG x vz x 0 1 w2, keN

In der obigen Tabelle sind einige héufig auftretende Sturm-Liouville-Probleme zu Gl. (5.177)
angefiihrt. Wir wollen sie etwas néher diskutieren:

m Die Schwingungsgleichung u” + \u = 0 entspricht dem Sturm-Liouville-Operator fiir
p(z) = w(x) = 1 und ¢(z) = 0. Ihre Eigenfunktionen sind die in Kapitel 2 besprochenen
Fourierpolynome, z.B. erhélt man mit den Randbedingungen «(0) = u(l) = 0 die
Eigenfunktionen u,(r) = sin(nmz) mit A\, = (n7)? und n € IN.

m Die Legendresche Differenzialgleichung (1 —2?) u” — 2z’ + Au = 0 entspricht dem
Fall p(z) = 1—22, g¢(x) = 0 und w(z) = 1. Wegen p(+1) = 0 sind die Randbedingungen
fiir a = —1 und b = 1 erfiillt, solange u(+£1) existiert. Mit w(z) = 1 ergibt (5.171) dann
das iibliche Skalarprodukts in L?(—1,1). Die Eigenwerte lauten A = [(I 4+ 1) mit I € INo,
und die Eigenfunktionen sind die Legendre-Polynome F)(z):

P()(l’) = 17
1 d Pi(x) =x,
P(2) = gy 77 (@* = 1) = P;E:r; st 1), (5.181)
Py(z) =% (523 — 3z), ...

P, ist ein Polynom vom Grad I, sodass die n-te Ableitung (P,)™ fiir n > [ verschwindet.
Es gilt auferdem P(—z) = (—1)! P(z), P(1) = 1 und Pj(—1) = (—1)%.

Um die Rodrigues-Formel (5.181) zu beweisen, zeigen wir, dass u = [(z? — 1)"]™ die Legendre-DG
16st. Dazu machen wir Gebrauch von der Leibnizregel fiir hohere Ableitungen:

(fg)™ = Zn: (Z) FRgtnh (5.182)
k=0

Wir starten von der Relation d/dz (x> —1)" = 2nz(2®—1)""', also (z*—1) d/dx(z*—1)" = 2nx (x> —1)".
Davon bilden wir die (n + 1)-te Ableitung und setzen beide Seiten in die Leibnizregel ein:

bl n+1

) 1 nto— +1 : n](n+l=F
Z (n;: ) (@* = )P [(2* - 1)n]( Y _ oy E: <n k ) 2™ [(2® - 1) }( YL (pasy)
k=0 R k=0 —u(1—k)

Auf der linken Seite gibt es nur Terme fiir & < 2 und auf der rechten Seite nur fir k£ = 0, 1:
(2 — Du” + 2z (n+ 1)u’ +n(n + 1u = 2znu’ + 2n(n+ 1)u, (5.184)

woraus sich die Legendre-DG (2% — 1)u” + 2zu’ = n(n + 1)u ergibt.
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Die Polynome 4/l + 5 Pl bilden eine Orthonormalbasis in L?*(—1,1):

1

/ dz P(z) Py (x) =

-1

2 (5”/
—_—. 5.185
20+1 ( )
Da die lineare Hiille der Legendre-Polynome {F,...P,} gleich jener der Monome
{1,...2"} ist, kann man erstere mittels Gram-Schmidt-Verfahren aus letzteren erzeu-
gen, wie wir es frither in (1.72) auch schon getan haben. Die Entwicklung einer Funktion
in Legendre-Polynome wird meist so geschrieben:

—S @+ )ah@) o cl:2/d33Pl(x)f(x). (5.186)
=0 -1

Die Legendre-Polynome lassen sich durch eine erzeugende Funktion ®(z, h) generie-
ren. Dazu schreibt man

. 1o
S nlp s Pa)=——2 @ ,h‘ , 5.187
POLIE W) = S )| (58)
womit sie zunéchst einfach die Koeffizienten der Taylorreihe fiir ®(z, h) sind. Die er-
zeugende Funktion ldsst sich aber explizit angeben:

1
V1—2zh+h?’
Aus den Eigenschaften von ®(x,h) lassen sich durch Einsetzen der Taylorreihe und

Koeffizientenvergleich verschiedene niitzliche Rekursionsbeziehungen fiir die Legendre-
Polynome herleiten, z.B.

Oz, h) = h|<1. (5.188)

d
(1—2xh+h2)gh (x—h)® = (n+1)Py1=02n+1)xP,—nP,_1,
¢ )
(x—h)gx—hg—h = aP,—P _,=nP,.

m Die verallgemeinerte Legendresche Differenzialgleichung entspricht dem Fall
q(z) =m?/(1 —a?):
2

[(1—2%) ] + <_1’1”‘x2 +)\>u:0. (5.189)

a
dr

Die Losung A = I(I + 1) mit [ € INg ist analog wie vorher. Dariiberhinaus gibt es im
Intervall [—1, 1] nur dann nichtsinguldre Losungen, wenn auch die Konstante m nur
diskrete Werte annimmt, sodass m € Z und m = —I[...[. Die Eigenfunktionen sind die
zugeordneten Legendre-Polynome P/™:

. (_1)m(1 - x2)m/2 dl+m

1 . (5.190)
[ derra ) = 55 G
el
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Die Legendre-Differenzialgleichung ergibt sich bei Problemen mit sphérischer Symmetrie, z.B. bei der
Losung der Laplace-Gleichung Au(r, 6, ¢) = 0 in Kugelkoordinaten. Diese lautet

2
Au = 19 (7'2 8u)+ ! 0 (sin&%)Jr#au:O- (5.191)

r2 or ar r2sinf 00 r2sin® 6 W
Mit einem Separationsansatz u(r, 8, ¢) = R(r) S(0) T'(¢) wird das zu
RST[1 0 [ 2 0R 1 (sinf 0 (. 08 1T\
= {E&(’" W)*ma( 5 %(S‘“%)Waqszﬂ—“ (5-192)

Fir w = RST # 0 muss die Klammer verschwinden. Da der erste Teil nur von r abhéngt und der
zweite nur von 6 und ¢, miissen beide Teile gleich einer Konstanten sein und sich gegenseitig wegheben.
Setzt man R(r) = U(r)/r, vereinfacht sich die Radialgleichung zu r>U” = aU, was durch einen
Potenzreihenansatz gelost werden kann. Der Winkelanteil ldasst sich wiederum in zwei Teile separieren,
die jeweils nur von 6 bzw. ¢ abhdngen und deswegen gleich einer Konstanten sein miissen:

sinf o . 0S8 . 2 1 8°T
5 %<sm9%)+asm 0+T8¢2 =0. (5.193)
~——
=3 =-8
Mit der Substitution = = cosf bekommt man
sin@%:sinﬂ%%:—siHQG%:—(l—mQ)% (5.194)
und somit wird die Gleichung fiir § zu einer verallgemeinerten Legendre-DG:
d 2y o B _
@[(1 x)S]-i—( m—i—a)S—O. (5.195)
Von dieser wissen wir bereits, dass sie die Losungen o = I(I + 1) mit I € Ny und f = m? mit
m = —[...1 hat, und die Eigenl6sungen S(0) sind die verallgemeinerten Legendre-Polynome P/ (cos ).
Damit lisst sich auch die verbleibende Gleichung fiir ¢ 16sen: T” = —m?*T = T($) ~ et'™? Der

gesamte Winkelanteil S(0)T(¢) wird dann durch die Kugelfliichenfunktionen (spherical harmonics)
beschrieben:

2041 (I —m)!

Yim (0, ¢) = ar (+m) P (cosf) ™. (5.196)

Diese bilden eine ONB auf der Kugelschale df) = df sin 6 d¢:

™ 27 1 27
/dQ Vi (0,0) Yim (0, 8) = 81/ S » /dQ - /d9 sin 6 /dqb: /dr/ dp = 4r.  (5.197)
0

0 —dcosf o -1

Die Hermitesche Differenzialgleichung v” — 2zu’ + Au = 0 entspricht dem Sturm-
Liouville-Problem mit p(z) = w(z) = e~ und ¢(z) = 0. Hier verschwindet p(z)
fiir |x| — oo, weswegen der Operator auf ganz R selbstadjungiert ist, sofern u(+o0)
existiert. Die Gleichung wird gelost durch A = 2n mit n € INg, und die Eigenfunktionen
sind die Hermite-Polynome H, (z):

Hy(z) =1, 00
Hy(z) =2z, / dx e_szn(ac) Hy(z) = V72" n! 6pm - (5.198)
Hy(z) =422 -2, ... —00

Sie treten bei der Losung des quantenmechanischen harmonischen Oszillators auf. Auch
hier gibt es eine erzeugende Funktion ®(z,h) =Y 2 Hyp(z) h™"/n! = e +2he woraus
sich Rekursionsbeziehungen herleiten lassen:

0P 0P
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m Die Laguerresche Differenzialgleichung zu”+(1—2)u’'+Au = 0 entspricht dem Fall
p(z) = xze™™, q(z) = 0 und w(x) = e~ *. Hier verschwindet p(x) fiir x = 0 und z — oo,
woraus sich die Intervallgrenzen a = 0 und b = co ergeben. Die Eigenfunktionen zu den
Eigenwerten A = n mit n € INy sind die Laguerre-Polynome L, (x):

Lo(fx) = 1, S
Li(z) =1—=z, /da: e “Ly(x) Liy(x) = 6pm, - (5.199)
Lo(z) =1-2z+%, ... 0

Auch hier gibt es eine erzeugende Funktion, aus der sich Rekursionsrelationen herleiten
lassen, siehe z.B. [Lan16].

» Die Besselsche Differenzialgleichung 22 u” + zu/ 4 (Az? — v?) u = 0 entspricht dem
Fall p(x) = x, q(v) = v?/x, w(x) = x mit einem Parameter v > 0. Fiir A\ = 1 ist die bei
x = 0 reguldre Losung die Besselfunktion 1. Art der Ordnung v:

N (1" 2ty
Tul(x) = q;) Fn+1)T'(n+v+1) (5) ’ (5.200)

Setzt man u(z) = J,(x wyk) wieder in die Besselgleichung ein, wobei w,;, die k-te Null-
stelle von J,, bezeichnet, erhilt man wieder dieselbe Gleichung zuriick, sofern \ = W?/k
erfiillt ist; somit ist das die Losung fiir den Eigenwert. Auflerdem folgt automatisch die
Randbedingung u(1) = J,(wy) = 0. Die Orthogonalitétsrelation lautet

1

/dwx Ju(xwyr) Jy(Twyp ) =
0
Besselfunktionen treten bei zylindrischen Problemen auf: 16st man die Laplace-Gleichung
in Zylinderkoordinaten mit dem Separationsansatz u(p, z, ) = R(p) Z(z) ®(y), ergibt
sich fiir R(p) die Besselgleichung. Die zweite linear unabhéngige Losung ist durch die
Besselfunktionen 2. Art gegeben, die auch Neumann- oder Weber-Funktionen
genannt werden:

(Jr1(@ik))? O - (5.201)

N

Y (z) = lim S0 Tn(@) = Jonl@). (5.202)
n—v sin(n)

Diese haben bei x = 0 eine logarithmische Singularitit und einen Pol v-ter Ordnung.

Falls v nicht ganzzahlig ist, dann stellt bereits J_,(z) die zweite unabhéngige Losung

dar, wihrend das fiir ganzzahliges v wegen J_,, = (—1)".J, nicht moglich ist. Anstatt der

J, und Y, gibt man auch oft deren Linearkombinationen an, die Hankelfunktionen

HFf = J, +iY,.

Zusammenfassend sehen wir also, dass man statt der Fourierreihe als Eigensystem der Schwin-
gungsgleichung auch die Eigensysteme anderer Operatoren zur Konstruktion von Orthonor-
malbasen heranziehen kann. Das bringt Vorteile beziiglich der Konvergenz, die sich verbes-
sert, wenn man das Basissystem des jeweiligen Operators wahlt. Erfiillt eine Funktion f
die Randbedingungen der Differenzialgleichung und ist sie auf dem Definitionsbereich [a, b]
stetig und stiickweise stetig differenzierbar, dann konvergiert die Summe f = )" c,¢, mit
Cn = fab dxw(x) @k (x) f(z) sowohl punktweise als auch gleichméfig. Erfiillt f die Randbedin-
gungen nicht, dann konvergiert die Reihe noch immer im quadratischen Mittel bzw. an den
Unstetigkeitsstellen gegen den Mittelwert der Funktionswerte.
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Kompakte Operatoren. Eine spezielle Klasse beschriankter Operatoren sind kompakte
Operatoren. Diese sind “fast endlichdimensional” in dem Sinn, dass sie sich in der Operator-
norm durch endlichdimensionale Operatoren approximieren lassen. Die Untersuchung kom-
pakter Operatoren war fiir die mathematische Entwicklung der Theorie der linearen Operato-
ren in unendlichdimensionalen Hilbertrdumen von grofler Bedeutung. Kompakte Operatoren
spiegeln viele Eigenschaften aus der endlichdimensionalen linearen Algebra wider, was sich
in der einfachen Gestalt ihres Spektrums und in der einfachen Herleitung des Spektralsatzes
fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren zeigt.

Kompakte Operatoren sind dadurch definiert, dass sie beschrdinkte Mengen auf relativ
kompakte Mengen abbilden. Zur Begriffsklérung wiederholen wir einige Konzepte aus der
Analysis (von denen wir bisher ja auch schon reichlich Gebrauch gemacht haben):

m Eine Menge M heifit offen, wenn fiir jedes © € M jede hinreichend kleine Umgebung
von x wieder in M liegt. Das Standardbeispiel einer offenen Menge ist das Intervall
(0,1) C R: jede reelle Zahl mit der Eigenschaft 0 < z < 1 ist nur von Zahlen mit
derselben Eigenschaft umgeben. Der Begriff der offenen Menge lésst sich auf verschie-
denen Abstraktionsstufen definieren: im allgemeinsten Fall topologischer Rdume mit
Hilfe offener Kugeln, in metrischen Rdumen mit Hilfe der Metrik oder in normierten
R&umen durch die Norm. In einem normierten Raum ist eine offene Menge dadurch
definiert, dass es fiir jedes * € M ein ¢ > 0 gibt, sodass alle Elemente y € M mit
||z — y|| < ¢ wieder in M liegen. Wir werden die folgenden Aussagen im Kontext eines
Banachraums X treffen, d.h. eines vollstéindigen normierten Raums.

m Der Abschluss einer Menge M C X ist die Menge M, die aus den Grenzwerten aller
Folgen besteht, die aus M konstruiert werden koénnen. M enthilt alle Elemente aus
M (da der Grenzwert der Folge z,x,z,... wieder x ist), kann aber auch Elemente
aus X enthalten, die nicht in M liegen. Eine Menge M heifit abgeschlossen in X,
falls M = M; d.h. fiir jede Folge von Elementen aus M, die in X konvergiert, liegt der
Grenzwert in M. Jede Menge aus endlich vielen Elementen ist abgeschlossen. Fiir M =
(0,1) C R ist der Abschluss das Intervall [0, 1]. Eine Menge ist offen (abgeschlossen)
genau dann, wenn ihr Komplement abgeschlossen (offen) ist. Es gibt Mengen, die weder
offen noch abgeschlossen sind (z.B. (0,1] C R) und solche, die gleichzeitig offen und
abgeschlossen sind (z.B. R und die leere Menge 0)).

m Seien A C B zwei Teilmengen eines Banachraums X. A liegt dicht in B, falls A = B.
Jedes Element aus B kann dann beliebig genau durch Elemente aus A approximiert
werden, d.h. fiir jedes b € B und jedes € > 0 gibt es ein a € A sodass ||a — b|| < e. Falls
A dicht in B und B dicht in X liegt, dann liegt auch A dicht in X . Beispielsweise liegen
die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen; die Menge aller Polynome P(a,b)
liegt dicht im Raum der stetigen Funktionen C(a,b) beziiglich der Maximumsnorm
(WeierstraBscher Approximationssatz) sowie der L2-Norm; und die Menge der stetigen
Funktionen liegt dicht in L?(a, b), weswegen auch die Polynome dicht in L?(a, b) liegen.
Die Menge IN der natiirlichen Zahlen liegt nicht dicht in den rationalen Zahlen.

m Eine Menge M ist beschrinkt, falls der Abstand zwischen allen Elementen der Menge
von oben beschrénkt ist, d.h. falls es eine Zahl ¢ gibt, sodass ||z —y|| < ¢ Vzx,y € M.
Daraus folgt insbesondere auch ||z|| < ¢ < oo Vz,y € M.
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beschréankt unbeschrankt relativ kompakt

Y A

offen

abgeschlossen offen abgeschlossen kompakt

|
X

F1G. 5.8: Illustration der Begriffe offen/abgeschlossen, beschriankt /unbeschrinkt, relativ kom-
pakt und kompakt im R?. Jede beschrinkte Teilmenge des R™ ist relativ kompakt.

m Eine Menge M C X heifit relativ kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge aus M
eine Cauchyfolge enthilt. Cauchyfolgen haben natiirlich Grenzwerte in X, da wir X als
vollstandig vorausgesetzt haben, doch diese Grenzwerte miissen nicht in M liegen. Falls
M endlich ist, gibt es keine unendliche Teilmenge verschiedener Elemente, deswegen
nennen wir M in diesem Fall ebenfalls relativ kompakt.

m Eine Menge M C X heifit kompakt, wenn M relativ kompakt und vollstdndig ist,
d.h. wenn jede unendliche Teilmenge aus M eine Cauchyfolge enthilt, deren Grenzwert
wieder in M liegt. In anderen Worten, M ist relativ kompakt, wenn M kompakt ist,
d.h. wenn M einen kompakten Abschluss besitzt.

Der Satz von Heine-Borel besagt, dass eine Teilmenge des R™ genau dann kompakt ist,
wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist. Eine Konsequenz daraus ist, dass jede beschrénkte
Teilmenge des R™ einen kompakten Abschluss besitzt, d.h. jede beschrinkte Teilmenge des R"
ist relativ kompakt. Das ist gleichbedeutend mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl: jede
beschriinkte Folge in R™ enthilt mindestens eine konvergente Teilfolge, also mindestens einen
Héaufungspunkt. Beispielsweise ist das Intervall [0,1] C R kompakt, aber nicht die Mengen
IN (nicht beschrinkt) oder (0, 1] (nicht abgeschlossen). Im R™ ist die Einheitskugel ||z|| <1
beschrankt und abgeschlossen und bildet somit eine kompakte Menge. Alle diese Aussagen
lassen sich auf allgemeine endlichdimensionale Vektorrdume erweitern: dort sind die Begriffe
beschrdnkt und relativ kompakt synonym (Fig. 5.8).

In unendlichdimensionalen Banachrdumen gilt noch immer, dass eine kompakte Teilmenge
beschriankt und abgeschlossen ist, aber die Umkehrung muss nicht mehr stimmen:

m Der Prototyp einer beschriankten und abgeschlossenen Menge ist die Einheitskugel
|lu|| < 1. In einem unendlichdimensionalen Raum ist diese aber nicht mehr kompakt,
denn sie enthélt die unendliche Teilmenge der Einheitsvektoren {¢;} mit ||¢;|| = 1, die
wegen ||¢; — ¢;|| = V2 fiir i # j alle denselben Abstand voneinander haben — diese
Teilmenge enthélt daher keine Cauchyfolge.

m Die frither diskutierte Folge (f,)5%; aus (1.20) bildet eine unendliche Teilmenge des
Banachraums C[—1, 1] der stetigen Funktionen beziiglich der Maximumsnorm || - ||cc.
Diese Teilmenge ist beschrénkt wegen || fy||cc = 1, enthélt aber keine Cauchyfolge und
ist somit nicht kompakt.
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Ubertragen wir das Gesagte nun auf lineare beschriinkte Operatoren in B(#). Diese sind
gleichzeitig stetig, und als solches bilden sie beschrinkte Teilmengen wieder auf beschriankte
Teilmengen ab. Insbesondere ist das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Funk-
tion ebenfalls wieder kompakt (deswegen nimmt z.B. eine reellwertige stetige Funktion auf
einer nichtleeren kompakten Definitionsmenge ein globales Minimum und ein globales Maxi-
mum an). Im unendlichdimensionalen Fall sind die Begriffe beschrinkt und kompakt allerdings
nicht mehr synonym, deswegen verschérft man die Stetigkeit durch folgende Definition:

SATz: Ein Operator K € B(H) heift kompakt oder vollstetig genau dann, wenn irgend-
eine der folgenden dquivalenten Aussagen zutrifft:

(a) K bildet beschréinkte Teilmengen von H auf relativ kompakte Teilmengen in #H ab.
(b) Das Bild der offenen Einheitskugel ||u|| < 1 ist relativ kompakt.

(c¢) Fir jede beschrinkte Folge (u,) C H (d.h. ||u,|| < ¢) enthilt die Bildfolge (Ku,) eine
Teilfolge, die gegen ein Element aus H konvergiert.

(d) Wenn K, beschrinkte, endlichdimensionale Operatoren sind (sodass dim Rk, < o),
dann ist K der Limes der Operatornorm || K — K, || — 0. Folglich kann jeder kompakte
Operator durch beschrinkte, endlichdimensionale Operatoren approximiert werden.

(e) Fiir jede orthonormale (unendliche) Folge (¢,) C H gilt K¢,, — 0.

Man kann zeigen, dass kompakte Operatoren einen Untervektorraum und auch eine Unter-
algebra von B(H) bilden. Umgekehrt ist nicht jeder beschrénkte Operator kompakt: z.B. ist
der Einsoperator auf einem unendlichdimensionalen Hilbertraum nicht kompakt, denn er bil-
det die Einheitskugel wieder auf die Einheitskugel ab. Dasselbe gilt fiir unitire Operatoren.
Jeder lineare Operator auf einem endlichdimensionalen Hilbertraum ist dagegen kompakt,
z.B. wegen der Eigenschaft (d): die konstante Folge K, = K konvergiert gegen K.

Die Prototypen kompakter Operatoren sind die Hilbert-Schmidt-Operatoren, die durch
die Eigenschaften (5.39) bzw. (5.42) charakterisiert sind:

[z [ anlk P Zu@j\? SOIIK I < oo, (5209
J

Q Q

wobei {¢;} eine ONB bezeichnet. Damit diese Summe konvergiert, muss (K¢ ) eine Nullfolge
sein, was genau der Eigenschaft (e) entspricht. Ein Beispiel ist der Operator Ky, = ¢,/n;
angewandt auf die Einheitskugel v mit ||u|| < 1 ergibt er

U—Zungpn, |[ul|? = Z\un\2<1 = Au—Z—cpn—Zﬁngon (5.204)

n=1 n=1

Wegen ||u||?> < 1 muss sicher auch |u,| < 1 gelten und somit |3,| < 1/n. Die entsprechende
Menge im Raum ¢2(C) wird auch Hilbert-Wiirfel genannt:

{a: e 2(C) ‘ 2 = (Tn)nen s |2n| < % Ve 11\1} . (5.205)
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Spektrum eines kompakten Operators. Wie sieht das Spektrum eines kompakten Ope-
rators aus? Sei K ein kompakter Operator auf H und z € C. Dann lassen sich folgende
Aussagen treffen:

m Jeder kompakte Operator ist auch beschrankt und kann somit auf dem ganzen Hilber-
traum definiert werden. Dann ist er auch abgeschlossen.

m Man kann zeigen, dass der Operator K — z genau dann injektiv ist, wenn er auch sur-
jektiv ist; auBerdem ist sein Wertebereich Ry_, fiir jedes z € C abgeschlossen [Nee22].
Aus der Schnittmenge beider Bedingungen folgt, dass K — z nur vom Typ (1A) oder
(3C) sein kann, d.h. jedes z € C liegt entweder im Punktspektrum (es ist ein Eigenwert)
oder in der Resolventenmenge. Das stetige Spektrum und Restspektrum sind leer.

m Kompakte Operatoren haben zwar die angenehme Eigenschaft, dass sie beschriankte
Teilmengen auf (relativ) kompakte Teilmengen “komprimieren”, das fithrt aber zwangs-
ldufig auf Probleme mit der Inversion: ein kompakter Operator auf einem unendlich-
dimensionalen Hilbertraum ist nicht invertierbar. Die Eigenschaft (e) besagt, dass ein
kompakter Operator jede orthonormale Folge mit ||py|| = 1 auf K¢, — 0 abbildet,
somit ist er nicht nullbeschrankt. Sein Inverses muss daher unbeschrankt sein, aber das
schliefit den Fall (1A) aus — somit existiert es nicht. Dann ist auch der Operator K — z
fiir z = 0 nicht invertierbar, weswegen der Punkt z = 0 nicht in der Resolventenmenge
liegen kann und daher Teil des Spektrums sein muss.

m Fir z # 0 gilt dim Cx_, < oo: Auf seinen Nullraum eingeschrénkt ist K — z Null und
damit gilt 21 |, . = K |x,_.; doch da K |x, . noch immer ein kompakter Operator
ist, muss auch z1 |x,_. kompakt sein. Wir wissen aber, dass der Einsoperator nicht
kompakt ist — es sei denn, Kg_, ist endlich. Daraus folgt, dass fiir einen kompakten
Operator die Vielfachheit jedes Eigenwerts z # 0 hochstens endlich sein kann.

SaTz (Riesz-Schauder): Das Spektrum eines kompakten Operators K auf einem Hil-
bertraum #H hat folgende Eigenschaften:

(a) Jedes z € o(K) mit z # 0 liegt in 0,(K) und ist somit ein Eigenwert. Der Eigenraum
K _, fiir jeden Eigenwert z ist endlichdimensional.

(b) Falls dim H = oo, dann ist z = 0 Teil des Spektrums.

(c) Fiir jedes ¢ > 0 ist die Anzahl der Eigenwerte mit |z| > ¢ endlich.

Die Aussagen (a) und (b) entsprechen dem bereits Gesagten; den Beweis fiir (c) findet man
z.B. in [Nee22]. Somit ist das Spektrum eines kompakten Operators rein diskret und besteht
entweder aus endlich vielen Eigenwerten, oder die Eigenwerte bilden eine Nullfolge, d.h. der
einzige mogliche Haufungspunkt der Eigenwerte ist z = 0. Alle z € C, die nicht Eigenwerte
sind, gehoren zur Resolventenmenge p(K'). Das ist schon sehr nahe am Spektrum einer end-
lichdimensionalen Matrix! Es gibt allerdings keine Aussage dariiber, ob die Eigenwerte reell
oder komplex sind.
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Fredholmsche Alternative. Wir konnen nun Aussagen iiber die Lésungen von Gleichungen
der Art (K — z)u = f treffen, z.B. von Fredholm-Integralgleichungen der Form

b

/dy K(z,y)u(y) — zu(z) = f(z). (5.206)

a

Dazu stellen wir fest:

m Sei A = K — 2z, sodass f € R4. Wie wir gesehen haben, ist R 4 abgeschlossen und z = 0
liegt entweder in der Resolventenmenge oder im Punktspektrum. Falls z € p(A), muss
R4 = H gelten und K4 = {0} (siehe Fig. 5.4). Dann ist (K — 2z)u = f fiir alle f € H
eindeutig losbar. Liegt z im Punktspektrum, dann spannen die Eigenvektoren von K
den Untervektorraum K 4 mit endlicher Dimension dim KC4 auf.

m Man kann zeigen [z.B. Stall, Wei00], dass dim K4 = dim K 4+ gilt. In anderen Worten:
wenn z ein Eigenwert von K ist, dann ist z* ein Eigenwert von K. Das bedeutet: falls
z in der Resolventenmenge liegt, gilt dim K4 = dim K 4+ = 0, und auch Af erlaubt nur
die triviale Losung. Falls z im Punktspektrum liegt, ist dim K4 = dim K 4+ # 0, sodass
auch Afv nichttriviale Losungen haben muss, némlich die Eigenvektoren von K.

m Aus (5.70) folgt K 4+ = (Ra)*, und weil R4 abgeschlossen ist, auch ICjT =R4=TRa4.
Die Losung f € R4 muss daher orthogonal auf alle v stehen, die die Gleichung Afv =0
16sen, némlich die Eigenvektoren von KT. Fiir z € p(A) ist das trivial erfiillt, denn
mit R4 = H gilt K41 = {0}, sodass Afv = 0 nur die Nulllssung hat und KT keine
Eigenwerte besitzt. Somit existiert eine Losung f genau dann, wenn f L K4, also
wenn (v, f) = 0 fiir alle Eigenvektoren v von KT gilt.

Daraus ergibt sich die auf Erik Ivar Fredholm (1866-1927) zuriickgehende Losbarkeitsbedin-
gung der Gleichung (K — z)u = f:

SATZ (Fredholmsche Alternative): Sei K ein kompakter Operator auf dem Hilber-
traum H, mit z € C und A = K — z. Dann gilt eine der folgenden Alternativen:

» Entweder ist dim 4 = dim K4+ = 0; dann erlauben sowohl Au = 0 als auch Afv =0
nur die Nulllésung, und die Gleichung Au = f hat genau eine Losung V f € H.

m Oder es gilt dim Ky = dim K4+ = n # 0; dann hat die homogene Gleichung Au = 0
nichttriviale Lésungen {uy, ...u,} und Afv = 0 nichttriviale Losungen {vy, ...v,}. Die
Gleichung Au = f hat Losungen genau dann, wenn f im orthogonalen Komplement von
K 4+ liegt, d.h. wenn (v;, f) = 0 fiir alle v; € K 4:. Die allgemeine Losung von Au = f
hat dann die Form

n
U = Up + Z iU, (5.207)
i=1
wobei u,, eine partikuldre Losung der Gleichung Au = f ist.
Die Relation dimK4 = dimK 4+ = dim R} ist die Verallgemeinerung aus der linearen Al-

gebra, wo die Dimension einer N x N-Matrix A durch N = dim K 4 + dim R 4 gegeben ist,
wobei dim R 4 der Rang der Matrix ist.
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Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren. Ein kompakter Operator
hat ein reines Punktspektrum, wobei die Eigenwerte entweder eine endliche Menge oder
eine Nullfolge bilden. Fiir einen selbstadjungierten Operator ist das Punktspektrum reell
und die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. Kombiniert man bei-
de Eigenschaften, ldsst sich die Spektraldarstellung der linearen Algebra auf kompakte
selbstadjungierte Operatoren verallgemeinern. Dazu benétigen wir folgenden Hilfssatz:

LEMMA: Ein kompakter, selbstadjungierter Operator A auf einem Hilbertraum #H hat
mindestens einen Eigenwert, ndmlich +||A|| oder —||A||, und damit auch einen Eigenvektor.

Beweis: Wenn A beschrinkt ist, gilt ||A|| < oo. Falls A zusétzlich selbstadjungiert ist, lidsst sich die Operator-
norm mittels (5.76) auch iiber den Erwartungswert angeben:

|A]l = sup |
llul[<1

(u, Au)| . (5.208)

Nachdem die Operatornorm die kleinste obere Schranke iiber alle Vektoren u darstellt, kann man zwei Fille
unterscheiden: (i) Entweder es gibt ein u mit ||u|| = 1, fiir welches der Erwartungswert (u, Au) =: A das
Supremum erreicht. Da der Erwartungswert fiir einen selbstadjungierten Operator reell ist, muss in diesem
Fall A = +[|A|| oder A = —||A]| gelten. Dann ist aber

[[Au — Mu||* = [|Aul|® = 2 (u, Au) +27 |[u||> = [|Au|]® = X* < ||A])? ||u]|? =X* =0 (5.209)
= =1 A2 =1

und somit Au = Au, d.h X ist ein Eigenwert von A und u der zugehérige Eigenvektor. (ii) Oder es gibt eine

Folge (un) mit ||u,|| =1, sodass (un, Aun) — £||A|| =: A. Dann haben wir wieder
[ Awn — Aun||> = [|Aun|? =2M(tn, Atn) 4+ X |[tn][? < 207 = 2X (Un, Auy,) — 0, (5.210)
—— —— ——
<ljAl2=x2 =1 A

und somit konvergiert Au, — Au,. Woher wissen wir aber, dass Au,, und u.,, selbst konvergieren? Hier kommt
die Kompaktheit von A ins Spiel: Die Menge der u, ist normiert und somit beschriankt, also ist die Folge
(Au,) kompakt und somit auch konvergent (oder sie hat zumindest eine konvergente Teilfolge). Wegen der
Konvergenz von Au, und Au, — Au, muss auch u, konvergieren. Weil A stetig (da beschrinkt) ist, ist der
Grenzwert Au = Au, also ist A ein Eigenwert von A und u der zugehorige Eigenvektor.

Dieses Prinzip ldsst sich fortsetzen. Angenommen, wir haben auf diese Weise den Eigenwert
A1 mit || = ||A4|| gefunden. Dann muss ||Aul|/||u|| < ||A]| = A1 fiir jeden weiteren Vektor
u € H gelten. Sei v1 der zu A; zugehorige normierte Eigenvektor und M; = span{v;} seine
lineare Hiille. Dann sind alle Vektoren aus Hs := M3 orthogonal zu v1. Der Operator A lisst
die beiden Untervektorriume M; und Ho invariant, denn angewandt auf M liefert er ein
Vielfaches von vy, und angewandt auf w € Hs ergibt er wieder ein Element aus Hs:

(v, Aw) = (Avy,w) = A\ (v, w)y =0, dh. wlov = Aw L. (5.211)

Wir bezeichnen die Einschréinkung von A auf Hy mit Ay = Aly,. Dann ist Ay in Ho wieder
ein selbstadjungierter und kompakter Operator. Da || A|| die kleinste obere Schranke ist, gilt

A A
W = sup 1Ay (5.212)

|[Az2|| = sup <
wEH2 HwH

weH2
Damit koénnen wir das obige Lemma erneut auf Hy anwenden, woraus wir den nichsten
Eigenwert Ay mit |A2| = ||A2|| < [|A]| = [M\1] erhalten. Der zugehorige normierte Eigenvektor
vy ist automatisch orthogonal zu vy, da er ja in Hs lebt.
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Im nichsten Schritt definieren wir My = span{vy,v2}, Hz = My und A3 = Aly, und
erhalten den Eigenwert |A3| < |A2] < |A1| mit zugehorigem Eigenvektor vs, der orthogonal
zu v1 und wvo ist. Das ldsst sich beliebig fortsetzen. Auf diese Weise erhilt man Eigenwerte
[A1] > |A2] > |A3] > ..., deren Eigenvektoren {v;,v2,vs,...} ein Orthonormalsystem bilden.
Das Verfahren kann auf zwei Arten ausgehen:

m Entweder ist nach n + 1 (also endlich vielen) Schritten das Supremum erstmals Null
und somit |A,| > 0, womit alle weiteren Suprema ebenfalls verschwinden. Dann haben
wir n nichtverschwindende Eigenwerte gefunden (wobei alle Multiplizitdten mitgezihlt
wurden). In einem unendlichdimensionalen Hilbertraum hat der Eigenwert A = 0 dann
eine unendliche Multiplizitit, da jedes Element aus M- ein Eigenvektor von A ist.

m Oder das Supremum verschwindet in keinem endlichen Schritt, sodass die Eigenwerte
eine Nullfolge bilden: [A1| > |Ag| > -+ > |\,| > -+ > 0, mit orthonormalen Eigenvekto-
ren {vi,v2,...,Up,...}. Dass der einzige mogliche Haufungspunkt der Eigenwerte Null
ist, sieht man so: andernfalls wére die Folge (v,,/\,) nidmlich beschrinkt, und wegen
Avy, = vy, = A(vp /M) = v, miisste die Folge (v,,) wegen der Kompaktheit von A
eine konvergente Teilfolge haben, was nicht der Fall ist, da es sich um Einheitsvektoren
handelt. Daher muss \,, — 0 gelten.

Die Eigenfunktionen {v,} fiir A,, # 0 bilden nicht notwendigerweise eine ONB fiir den
gesamten Hilbertraum, aber zumindest fiir den Wertebereich R 4. Sei ndmlich « ein beliebiger

Hilbertraumvektor, dann ist
n

wi=u— Zvi(vi,w (5.213)
i=1
ein Element aus M- = H,,11, da alle (v, w) = 0 verschwinden, und es gilt

n n n
Aw = Au — Z i vi(vi, u) = Au — Zvi<Avi,u) = Au — Zvi@i, Au) . (5.214)
i=1 m i=1 i=1
Wenn die Eigenvektoren eine ONB bilden sollen, sodass jedes Au € R 4 durch sie aufgespannt
werden kann, muss also lim,,_,« ||Aw|| = 0 erfiillt sein. Wir wissen, dass ||Aw|| < [Ap41] ||w]]|
fiir jeden Vektor w € Hp41 gelten muss, da |Ap+1| = ||An+1]| das Supremum darstellt. Weil
die Eigenwerte eine Nullfolge bilden, gilt ||Aw|| < [Apt1] [|w]| < [Ansil]|]u|] — 0, also Aw — 0.
Zusammenfassend ergibt sich folgender Satz:

SATZ (Spektralsatz): Sei A ein kompakter, selbstadjungierter Operator auf dem Hilber-
traum #H. Dann hat A abzdhlbar (endlich oder unendlich) viele reelle Eigenwerte \; # 0 mit
[Ad1] > |A2| = -+ > 0. Die Vielfachheit jedes Eigenwerts A; # 0 ist endlich, und Null ist der
einzige mogliche Haufungspunkt der Eigenwerte: lim; o, A; = 0. Jeder Vektor Au € R 4 lésst
sich als

Au=>) v, Au) =D Nvi{v,u) & A=) Nilvi) (v (5.215)
1=1 =1 =1

darstellen, wobei die v; die Eigenvektoren zum Eigenwert A; sind.
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Einige Bemerkungen:

m Der Spektralsatz ist duflerst niitzlich, denn mit seiner Hilfe kann man fiir kompakte
selbstadjungierte Operatoren beliebige stetige Funktionen f: R — C definieren:

FOA) =7 F ) [vi) (wil (5.216)
=1

m Die Herleitung des Spektralsatzes liefert nicht nur die Aussage (5.215), sondern mit dem
Ritzschen Variationsverfahren auch eine konkrete Vorschrift zur Bestimmung der
Eigenwerte, ndmlich: um den Eigenwert A; # 0 und dessen Eigenvektor v; zu gewinnen,
finde das absolute Maximum der Funktion w ~— (u, Au) unter der Nebenbedingung
[lul| = 1 fir u L vy, ve,...v_1.

m Bezieht man auch die Eigenvektoren aus dem Nullraum von A mit ein, d.h. jene fiir
A; = 0, dann bildet die Menge aller Eigenvektoren von A eine ONB fiir H. Aus der
Herleitung der Fredholmschen Alternative sieht man namlich, dass fiir einen kompakten,
selbstadjungierten (A = AT) Operator K} = R4 und R = Ka gelten muss, also
H =K4®Ra. Somit liasst sich jedes Element f € H schreiben als

f=h+> vilvi,f) mit heKy < Ah=0, (5.217)

wobei h orthogonal zu allen Eigenvektoren v; fiir \; # 0 ist:
0= <UZ‘, Ah> = <A’UZ', h> = )\i(vi, h> = h 1L v;. (5.218)

Falls f € R4, muss h = 0 sein; falls f € Rj = K4, verschwindet die Summe wegen
(vi, f) = 0. Die Menge aller Eigenvektoren v; fiir \; # 0 bildet daher eine ONB fiir H
genau dann, wenn \ = 0 kein Eigenwert von A ist, d.h. wenn dim 4 = 0.

Ausblick: Wegen der einfachen Gestalt ihres Spektrums haben wir den Spektralsatz nur
fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren hergeleitet. Man kann ihn auch fiir allgemeine (so-
wohl beschriankte als auch unbeschrénkte) selbstadjungierte Operatoren formulieren, obwohl
die Herleitung deutlich aufwendiger wird. In (5.215) gehen dann nicht nur die Eigenwerte
ein, sondern auch das stetige Spektrum, weswegen die Spektralsumme zu einem Spektral-
integral wird. Dazu definiert man eine Spektralschar (projection-valued measure); Néheres
findet man z.B. in [Grol4, Bla93, Wei00]. Darauf basiert auch die in der Quantenmechanik
gebrauchliche Schreibweise

A :i a;i la;){a;l, zB. X = /dmx lz)(z|, (x,2') =8(z —2') (5.219)

fiir den Ortsoperator, der laut unseren fritheren Uberlegungen ja keine Eigenwerte, sondern
nur ein stetiges Spektrum besitzt. Die entsprechenden “Eigenvektoren” |x) des Operators X
sind dann uneigentliche Eigenvektoren in einem distributionellen Sinn, und die Operato-
ren werden zu operatorwertigen Distributionen. Solche Objekte spielen insbesondere in der
Quantenfeldtheorie eine wichtige Rolle.
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