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1 OPTIMIERUNG VON ERWARTUNGSWERTEN

Die stochastische Optimierung beschéftigt sich mit der Optimierung von Funktionalen, die
von zufilligen Variablen abhangen. Das prototypische Beispiel ist das Trafikantenproblem:
Ein Trafikant muss im Voraus die Zeitungen ordern, die er am nichsten Tag verkaufen
will. Angenommen, der Einkaufspreis fiir eine Zeitung ist p, > 0, der Verkaufspreis ist
Do > pe, und x > 0 ist die Anzahl der verkauften Zeitungen. Dann ist der Verlust (da wir
minimieren moéchten) offensichtlich f(x) = (pe — py)x < 0. Allerdings wird diese Anzahl
bestimmt von der tatsachlichen Nachfrage &, so dass der Verlust gegeben ist durch

pex — ppx  falls & > x,
pex — py&  sonst,

f(x,§)={

und das Minimum wird in x = £ angenommen. Nun ist die Nachfrage im Voraus nicht
bekannt; wie ublich wird diese Unsicherheit durch eine Zufallsvariable modelliert. Die
Zielfunktion ist nun ebenfalls zufillig und wir konnen nur versuchen, den erwarteten
Verlust zu minimieren. Nehmen wir an, dass die Verteilung der Zufallsvariable ¢ eine
Dichtefunktion p : R — [0, c0) besitzt, fithrt das auf die Funktion

F(x) = /0 (pex — paDp(E) dE + / " (e — po)xp(8) de
= (Pe = po)x + P / (x— Op(&) de

= (Pe — po)x + o /0 max{0,x — £)p(&) dé
= (pe - po)x + po E[max{0,x — &}].

Dies zeigt bereits die typische mehrstufige Struktur eines stochastischen Optimierungspro-
blems: In einer ersten Stufe muss eine deterministische Entscheidung getroffen werden, die
mit deterministischen Kosten verbunden ist; in unserem Beispiel der (negative) Verlust pro
bestellter Zeitung, beschrieben durch den ersten Term. In einer zweiten Stufe trifft dann
ein unsicheres Ereignis ein, das verbunden ist mit unsicheren Rekurs-Kosten; in diesem
Fall der Verkaufsausfall durch zu geringe Nachfrage, beschrieben durch den zweiten Term.
(In einem komplizierteren Modell konnte der Rekurs darin bestehen, Zeitungen kurzfris-
tig zu einem hoheren Preis nachzuordern.) Entsprechend bezeichnet man die Funktion
z — max{0, z} hier auch als Rekursfunktion.
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Wir beschéftigen uns daher in diesem Kapitel mit Optimierungsproblemen der Form

(1.1) min E[ f(x, 0)]

xeX

fiir eine Teilmenge X C RY und eine Funktion f : RYN x Q — R, abhingig von der
Entscheidungsvariable x € RN und einem zufilligen Ereignis & € Q. Wir nehmen in Folge
an, dass (Q, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist.

1.1 ERWARTUNGSWERTFUNKTIONALE

Wesentlich dabei ist, welche Eigenschaften das Erwartungswertfunktional

PRV SR PO = Elf(xo)] = [ f(xo)duto)

von f erbt. Ein wichtiger — und der mit Abstand technischste und komplizierteste — Aspekt
dabei ist, wann der Integrand auf der rechten Seite messbar und damit F wohldefiniert
ist. Wir beschranken uns hier auf eine einfache Situation, lassen dafiir aber (zunichst)
zu, dass die Entscheidungsvariable ebenfalls zufillig sein kann. Wir betrachten daher fiir
1< p < ocound Q ¢ RY offen und beschrinkt

F:IP(Q;RY) 5 R, F(u) = /Qf(u(a)),a)) du(w).

Lemma 1.1. Angenommen, fiir f : RN x Q — R gilt

(i) fir fast alle w € Q ist x — f(x, ) konvex und unterhalbstetig;

(ii) es existiert ein g € L'(Q) mit f(x, 0) > —g(w) fiir fast alle € Q und alle x € RN,
Dann ist fiir alle1 < p < co auch

F'LP(Q-RN) SR U= /Qf(”(@),w)d,u(w) fouel}(Q),
' , ’ ©o sonst,

konvex und unterhalbstetig.
Beweis. Zunichst kénnen wir durch dquivalente Betrachtung von f(x,») = f(x, @) +
g(w) > 0 annehmen, dass f nicht-negativ ist.

Fiir u,v € dom F (sonst ist (A.1) trivialerweise erfiillt) und A € [0, 1] folgt aus der Konvexitét
von f, dass fiir fast alle v € Q gilt

0 < f(Au(w) + (1-NMov(w),w) < Af(u(w),w) + (1-21)f(v(w), ).
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Da L'(Q; RY) ein Vektorraum ist, gilt wegen u,v € dom F auch Af(u,-) + (1- A1) f(v,-) €
L}(Q; RN); damit ist der mittlere Ausdruck ebenfalls in L}(Q), und durch Integration der
Ungleichung tiber Q folgt die Konvexitat von F.

Fir die Unterhalbstetigkeit verwenden wir Lemma A.5. Sei dafiir {(up, t,) }nen C epi F mit
u, — uin LP(Q;RN) und t, — t in R. Dann existiert eine Teilfolge {uy, }xen mit u,, — u
punktweise fast iiberall. Wegen der Unterhalbstetigkeit und Nichtnegativitdt von f folgt
mit dem Lemma von Fatou

F(u) = /Q fu(w),w) du(x) < /Q lim inf f (tn, (), ) du(x)

k—o0

< lim inf/Qf(unk (w), w) dp(x)

= liminf F(up,, ) < limsupt, =t,
k—o0 k00

d.h. (u,t) € epiF. Also ist epi F abgeschlossen und damit F unterhalbstetig nach Lem-
ma A.5 (iii). O

Ist x — f(x, w) fast sicher stetig und | f(x, ®)| < g(w) fiir alle x € RN und fast alle 0 € Q,
so zeigt man analog mit dem Satz von Lebesgue die Stetigkeit von F. Beachten Sie, dass wir
noch keine Aussage gemacht haben, dass F eigentlich ist; dies erfordert stirkere Annahmen.
Zum Beispiel geniigt es, dass Q beschrinkt ist und ein x, € RN existiert, so dass f(xy, )
fast sicher endlich ist; in diesem Fall gilt wegen L™ (Q; RN) c LP(Q; RY) fiir die konstante
Funktion ug(w) = xq, dass F(ug) < oo ist.

Die zentrale Frage ist nun, inwieweit wir Integration und Optimierung vertauschen kon-
nen; insbesondere, ob der Erwartungswert des punktweisen Minimums von f auch das
Minimum von F ergibt. Auch hier ist der wesentliche Punkt die Messbarkeit des punktwei-
sen Minimums, die wir nur unter bestimmten Annahmen erhalten. Der folgende Satz ist
prototypisch.

Satz 1.2. Angenommen, fiir f : RN x Q — R gilt
(i) fiir fast alle w € Q ist x — f(x, ) konvex und unterhalbstetig;
(ii) fur fast alle o € Q hat dom(f (-, w)) nichtleeres Inneres.

Seil < p < co. Ist F : LP(€;RN) — R wie in Lemma 1.1 definiert eigentlich, dann gilt

nf [ fur0)dut) = [ inf 0.0 duto)

ueLP (Q;RN)

Beweis. Wegen der Monotonie des Integrals gilt sicher

inf /Q fu(w),0) dp(o) = /Q inf f(0.0)du(o).

ueLl (Q;RN)
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Fir die umgekehrte Ungleichung geniigt es, eine Folge zu konstruieren mit
lim F(u;) = lim /f(uk(a)),a)) < / inf f(ov,0)dp(w).
k—oo k—o Jo Q veRN

Sei dafiir {ay }xen dicht in RN (z.B. QY mit der Abzihlung aus [Calkin & Wilf 2000]). Nach
Annahme an F existiert zunichst ein uy € L (Q; RV) so, dass f(uy(w), ) integrierbar ist.
Wir definieren nun rekursiv eine Folge {u }ren C LP(Q; RN) punktweise fast iiberall mit

_ up—1(w) falls f(ug_1(w), ) < f(ag, w),
ur(w) =

ag sonst.

Dann ist uy fiir alle k € N messbar (da nur auf einer messbaren Menge modifiziert) und in
LP(Q;RN) (da die Modifikation eine Konstante und damit in L®(Q; R") ist). Aulerdem
{f (ur(w), ©) }ren ist nach Konstruktion monoton fallend. Damit ist u; € dom F fiir alle
k e N.

Wir zeigen nun, dass limg_, f(ux(w), w) = inf cpny f(v, w) fast Giberall gilt. Sei w € Q
fest. Nach Konstruktion ist dann limy_,« f(ug (), ) = infyeg f(v, w) fir E := {ag } ey U
{up(w)}. Angenommen, dieses Infimum ist strikt grofler als das iiber alle v € RY. Dann
existiert ein & € RN mit

i%fo(U, w) < f(o,w) < irelgf(v, w).

Da dom f (-, w) nichtleeres Inneres hat, ist E N (dom f (-, w))° dicht in dom f (-, w). Wir
finden also eine Folge {vg }xen € EN (dom f(+, @))° mit vy — 0. Nunist x — f(x, w) nach
Satz A.g auf (dom f (-, w))° stetig, woraus folgt

f(8,0) = lim f(o,,0) > inf f(5, ),

im Widerspruch zur Annahme.

Daraus folgt insbesondere, dass inf,cpnv f (0, w) als punktweiser Grenzwert messbarer
Funktionen messbar ist. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt nun

it [ o)) duw) < Jin [ o)) i)
- / lim £ (u(0), ) du()
Q k—oo
:/ inf f(v,0)dp(w).
Q veERN

und damit die behauptete Gleichheit. ]
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Die in dem Beweis konstruierte dichte Folge nennt man einen Castaing-Reprdsentanten der
mengenwertigen Abbildung x — dom f(x, w). Die Existenz einer solchen Folge (die man
mit etwas mehr Aufwand unter noch etwas schwicheren Voraussetzungen zeigen kann)
ist die wesentliche Voraussetzung fiir die Vertauschbarkeit von Infimum und Integral.

Aus diesem fundamentalen Resultat konnen wir nun weitere ,Vertauschungsregeln® ablei-
ten.
Satz 1.3. Angenommen, fiir f : RN x Q — R gilt

(i) fur fast alle w € Q ist x — f(x, ) konvex und unterhalbstetig;

(ii) fiir fast alle @ € Q hat dom(f (-, w)) nichtleeres Inneres.

Seil < p < co. IstF : LP(Q;RN) — R wie in Lemma 1.1 definiert eigentlich, dann gilt fiir
u* e LI(Q;RN), 11) + é =1,

F(u") = /Q (@), 0) du(o).

Beweis. Erfillt f die Annahmen (i) und (ii), so auch

g9(x, 0) = f(x,0) —u'(0) - x

fur alle u* € L1(Q; RN ), wobei - das Skalarprodukt im RN bezeichnet. Aus Satz 1.2 folgt
daher sofort

F'(u*) = sup (U, u)LP(Q;RN) - F(u)
ueLP (Q;RN)
- s [0 u(0) - ful0).0) di(o)
uelP (Q:RN) JQ
—— it [ 0).0) - (o)1) duto)

/— inf f(x,0)—-u"(w)-xdu(w)
Q xeRN
= [ sup w0 x = £x.0) duo)

x€RN

- [ F w0 duco), :

Fiir das néachste Resultat verwenden wir die Schreibweise dof (x; w) fir das Subdifferential
der Abbildung x — f(x, w) fiir festes w € Q.

Satz 1.4. Angenommen, fiir f : RN x Q — R gilt
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(i) fur fast alle w € Q ist x — f(x, ) konvex und unterhalbstetig;
(ii) fiir fast alle @ € Q hat dom(f (-, w)) nichtleeres Inneres.
Seil < p < co. IstF : LP(Q;RN) — R wie in Lemma 1.1 definiert eigentlich, dann gilt fiir

1.1 _
uedomFundp+q 1

oF (u) = {u* e LY RN |u*(w) € of (u(w);w)  fiir fast alle w € Q}.

Beweis. Aus der Fenchel-Young-Ungleichung folgt zusammen mit Satz 1.3 fiir alle u* €
LI(Q; RN)
0 < F(u) + F"(u") — (u", u)ro (V)

=/Qf(u(w),w)+f*(u*(w),w)—u*(w)-u(w) dp(w),

mit Gleichheit nach Satz A.21 genau dann, wenn u* € JF (u) gilt. Da der Integrand — eben-
falls nach der Fenchel-Young-Ungleichung, diesmal fiir f(-, w) und f*(-, w) — punktweise
nichtnegativ ist, kann das Integral nur verschwinden, wenn der Integrand punktweise
fast iiberall verschwindet. Das ist aber, wieder nach Satz 1.3, genau dann der Fall, wenn
u*(w) € If (u(w); w) fast iiberall gilt. O

1.2 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Wir kehren nun zuriick zu dem Problem (1.1) mit deterministischer Entscheidungsvaria-

ble.

Satz 1.5. Angenommen, fiir f : RN x Q — R gilt
(i) fiir fast alle w € Q ist x — f(x, w) konvex und unterhalbstetig;
(ii) es existiert ein xy € (dom f (-, w))° fiir fast alle v € Q;
(iii) es existiert ein g € LY(Q) mit f(x, ) > —g(w) fiir fast alle w € Q und alle x € RV,

Sei
F:RN SR, F(x) =E[f(x,0)].

Dann gilt fiir alle x € dom F

OF (x) = {[E[u*] u* e LN RY),  u*(w) € af (x; w) fiir fast alle w € Q}.
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Beweis. Wir kombinieren Satz 1.4 mit der Kettenregel Satz A.16. Sei dafiir1 < p < o0
beliebig und

A:RN - LP(Q;RY), [Ax](w) := x fiir fast alle v € Q.

Dann ist A offensichtlich linear und stetig (wegen p(Q) = 1 < 00). Weiter ist nach Annahme
Axy ein innerer Punkt von dom F. Da F nach Lemma 1.1 konvex und unterhalbstetig ist,
konnen wir Satz A.16 anwenden und erhalten

d(F o A)(x) = A"9F (Ax).

Es bleibt also nur noch, die Adjungierte A* zu bestimmen. Dazu sei x € RN und u* €
L9(Q,RN) mit 1 < g < oo beliebig. Dann gilt

u*, Ax)rp = / u () - xdy(w) =x - / u (w)dp(w) = x - E[u”]
Q Q
und damit A*u* = E[u*]. Da p > 1 beliebig war, folgt die Behauptung nun aus Satz 1.4. O
Wir wenden dieses Resultat auf das eingangs beschriebene Trafikantenproblem an.

Beispiel 1.6. Betrachte fiir p, > p, > 0 das Problem
m>11(;1(pe — po)x + py E[max{0, x — £}].

Offensichtlich ist f(x, £) := max{0, x— ¢} > 0 konvex und stetig beziiglich x. Nach Lem-
ma 1.1ist F(x) = E[f(x, £)] also konvex und unterhalbstetig. Weiter ist dom f (-, £) = R
fur alle £ € R und damit F eigentlich. Damit ist das gesamte Funktional eigentlich,
konvex, und unterhalbstetig; aus Sitze 1.5, A.10, A.12 und A.15 erhalten wir daher fur
einen Minimierer X > 0 die Optimalitatsbedingung

0 € 95[0,00) (%) + {pe — pu} + po E[Of (X5 )].
Fur den ersten Term erhalten wir direkt aus der Definition

(—00,0] fallsx =0,

9Bfoes) (%) = {{0} sonst.

Fiir den letzten Term gilt zunachst nach Satz A.17

{0} fallsx <&

of (x;6) =1{1}  fallsx > ¢
[0,1] fallsx =¢.
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Um den Erwartungswert zu berechnen, nehmen wir an, dass £ € {0,1,..., M} fur M € N
uniform verteilt ist, so dass gilt

ELf( 9] = 7 Zaﬂx .

Man sieht nun leicht, dass gilt

af(0;i) = [0,1] + {0} + {0} + {0} +--- = [0, 1]

Mz IM=

of (i) = {1} + [0,1] + {0} + {0} +--- = [1, 2],

I
=}

M

Zaf(n;i)z[n,n+1], n<M,
i=0

und analog Z?;IO of (x;i) = {[x]} fur M > x ¢ N sowie Z?;IO of (x;i) = {M + 1} fur
x> M.

Wir konnen die Optimalitatsbedingung daher umformen in

(=o00,1]  falls x =0,
(M+1)pv—pee [x, x +1] fallsa:ce{l,...,M},
Po {M+1} fallsx > M,

{[x]} sonst.

Der vorletzte Fall kann wegen der Annahme p, — p. > p, ausgeschlossen werden, was
zusammen mit der Zulassigkeit 0 < ¥ < M impliziert. Die restlichen Falle implizieren,
dass das optimale x so zu wahlen ist, dass gilt

x<(M+1) Po—Pe 541

(]

(z.B. x =7 fir p. =1, p, = 3, und M = 10). Insbesondere ist fiir (M +1)(p, — pe) < po
die einzige Losung x = 0. (Ist der Gewinn selbst bei M +1 verkauften Zeitschriften nicht
grofler als der Verlust einer einzigen nicht verkauften Zeitschrift, lohnt sich also das
Trafikantengeschaft nicht.) Ist der mittlere Term zufillig ganzzahlig, so ist die Losung
nicht mehr eindeutig, und jedes x € [(M + l)p”p;upe -1, (M+ l)p"p;f"‘] ist optimal.
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Die Berechnung von Erwartungswerten ist im Allgemeinen schwierig, da nur in wenigen
besonderen Féllen eine geschlossene Formel bekannt ist; oft ist auch die Verteilung p der
Zufallsvariable & nicht bekannt. Die Frage ist daher, inwiefern das stochastische Optimie-
rungsproblem (1.1) mit Hilfe der empirischen Verteilung uy = 3N, ¢, fiir N > 0 Stichproben
&, ..., En von & — z.B. aus historischen Daten oder tiber Monte-Carlo-Verfahren erzeugt -
approximiert werden kann. Wir betrachten also statt F(x) = E[f(x, £)] die Monte-Carlo-
Approximation

1N
(2.1) Fn(x) = N Zf(x, &).
i=1

Wir nehmen hier und in Folge an, dass die & unabhangig und identisch verteilt sind nach
der selben Verteilung wie &.

Beachte, dass die Stichproben zufillig sind und damit Fy(x) selber wieder eine Zufalls-
variable (auf dem Produkt-Wahrscheinlichkeitsraum (QV, ®Jr:]: L A, u™)) ist. Diese hat den
Erwartungswert

1

N
E[Fn(x)] = Z[E [f(x,&)] =

1

N
~ 2 ELf (e ] = Elf (x, 9] = F(x)

wegen der Linearitit des Erwartungswerts sowie der Annahme an die Stichproben. (In der
Statistik nennt man Fy einen verzerrungsfreien Standardschdtzer des Erwartungswerts.)
Fiir die Varianz gilt analog fiir x € dom F

V[Fy(x)] = E[(Fn(x) — E[FN(x)])?*] = E[(Fn(x) — F(x))?]
1 X 1 (X ’
=E (ﬁ ;f(x, §-~ (; F(x)))
_ ! 3 \V, = 1\/
= ﬁ lzzll [(f(x,&)] = N [f(x, 8]

da die Stichproben unabhingig verteilt und damit die f(x, &) unkorreliert mit dem sel-
ben Erwartungswert F(x) sind. Insbesondere erhalten wir daraus eine Darstellung des
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punktweisen L2-Approximationsfehlers
(2.2) I1FN (x) = F(x) |2 = /Q |[Fn ()] (@) = F(x) P dp(w) = N2V f(x )]

Nun kann man sich fragen, ob unter diesen Annahmen das Infimum der Monte-Carlo-
Approximation Fy ebenfalls ein unverzerrter Schitzer des Infimums von F ist. Das ist im
Allgemeinen aber nicht der Fall.

Lemma 2.1. Es bezeichne F* := inf,.gn F(x) und Fy, := inf,cgn Fy(x). Dann gilt fiir alle
NeN
E[Fy] < E[Fy,,) < F".

Beweis. Aus der Definition des Infimums und der Monotonie des Erwartungswerts folgt

direkt

E[Fy]l =E [ ianFN(x) < E[Fy(%)] = F(%) fir alle ¥ € RV,
xeR

und Infimum iiber alle ¥ € RN ergibt E[Fy] < F* fir alle N € N.

Fiir die Monotonie zeigt man zunachst per Induktion, dass gilt

1 N+1 N+1
Fni(x) = N+IZ( Zf(x £)) )

i=1 J#i

Daraus folgt

1 N+ N#
E[Fynl = [mf FN+1(x>] E| inf 577 Zl( 2,16) )]
1 N+ N+1
>E N+1;(1nf —;f(x &) )]
1 N# N+l
N+1Z[E xmf —;f(x &) ]
1 N#

= N7 2o ElF] = ELF).

da nach Annahme an die Stichproben die innere Summe eine Realisierung des Schatzers
Fxn(x) liefert. O

Der Schitzer Fy, von F* hat also stets eine negative Verzerrung, die monoton steigend ist.
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2.1 KONSISTENZ

Wir untersuchen nun die Konvergenz N — oco. Dazu kombinieren wir das Gesetz der
Groflen Zahl mit der Epikonvergenz aus Anhang A.5. Da Fy selber wieder eine Zufallsva-
riable auf Q ist, hangt die Konvergenz von v € Q ab. Wir sagen Fy epikonvergiert fast
sicher gegen F, wenn gilt [Fy](w) —, F fur y-fast alle v € Q.

Lemma 2.2. Angenommen, fiir f : RN x Q — R gilt
(i) fiir fast alle w € Q ist x — f(x, ) konvex und unterhalbstetig;
(ii) es existiert ein g € L}(Q) mit f(x,w) > —g(w) fiir fast alle o € Q und alle x € RN,

Hat dom F nichtleeres Inneres, dann gilt Fy —. F fast sicher.

Beweis. Aus den Annahmen folgt nach Lemma 1.1, dass F eigentlich, konvex, und unter-
halbstetig ist. Weiter ist Fyy als endliche Summe konvexer und unterhalbstetiger Funktionen
ebenfalls fast sicher konvex und unterhalbstetig. Weiter ist f(x, &) € L}(Q) fiir jede Stich-
probe &;. Nach dem Starken Gesetz der Grofien Zahlen (Satz B.7) gilt daher fiir festes x € RN

N
(2.3) % Z f(x,&) > E[f(x,8)] mit Wahrscheinlichkeit 1,
i=1

d.h. es existiert eine y-Nullmenge N, C Q mit [Fy(x)](w) — F(x) fir alle o € Q \ N,.
Das gentigt nach Satz A.25 schon fast fiir die Behauptung; allerdings darf fiir die fast sichere
Epikonvergenz die Nullmenge nicht von x abhéngen.

Sei nun E c RN eine abzihlbare dichte Teilmenge. Da E abzahlbar ist, muss auch N :=
Uyxek Ny eine p-Nullmenge sein. Fir alle € Q \ N gilt nach (2.3) also [Fx(x)](w) — F(x)
auf einer dichten Teilmenge. Aus Satz a.25 folgt daher [Fy](w) — F fir w € Q \ N und
damit die fast sichere Epikonvergenz. ]

Zusammen mit einem Kompaktheitsargument erhalten wir daraus die fast sichere Kon-
vergenz von Minimierern der Monte-Carlo-Approximation. Da diese nicht eindeutig sein
missen, brauchen wir noch etwas Notation. Die Menge der Minimierer von F bzw. Fy
bezeichnen wir mit

S = {x e RN

F(x) = inf F(x)},
xeRN

Sy = {xe[RN

Fn(x) = inf FN(x)} )
x€RN
Die Abweichung dieser beiden Mengen ist dann definiert als

D(Sn,S) := sup ing llx = yll,

X€ESN y

11
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d. h. den maximalen Abstand von allen Minimierern von Fy zur Menge der Minimierer von
F. Beachte, dass diese Definition nicht symmetrisch ist, im Allgemeinen also D(Sy, S) #
D(S, Sn) gilt. Da Fy eine Zufallsvariable ist, gilt dies natiirlich auch fiir Sy und damit fir
D(SN., S).

Satz 2.3. Angenommen, firr f : RN x Q — R gilt
(i) fiir fast alle w € Q ist x — f(x, w) konvex und unterhalbstetig;
(ii) es existiert ein g € L'(Q) mit f(x,w) > —g(w) fiir fast alle o € Q und alle x € RN,

Hat dom F nichtleeres Inneres und ist S nichtleer und beschrdnkt, dann gilt D(Sn,S) — 0
und Fy;, — F* fast sicher.

Beweis. Unter diesen Annahmen gilt nach Lemma 2.2 fast sicher Fy —, F.Da § C RN
beschrinkt ist, existiert eine konvexe und kompakte Menge K ¢ RN mit S ¢ K°. Betrachte
nun die Menge Sy der Losungen von inf,cx Fy(x). Da K nichtleer und kompakt ist und
nach Satz B.7 Fx(x) — F(x) < oo fast sicher fuir alle x € S konvergiert, ist auch Fy(x) < oo
sicher fiir alle x € Sund N € N grof§ genug. Also ist Sy fast sicher nichtleer. Weiterhin
erfillt wegen K° 5 S # 0 auch F := F + 8¢ die Voraussetzungen von Lemma 2.2, es gilt
also auch Fy + 8x =: Fy —, F fast sicher. AuBlerdem hat nach Konstruktion F die selben
Minimierer wie F.

Wir zeigen nun durch Widerspruch, dass D(Sy, S) — 0 fast sicher konvergiert. Sei w € Q
beliebig mit [Fy](w) —, F. Angenommen, es existieren unendlich viele xy € Sy mit
infyes ||[x — Xn|| > € fiir ein ¢ > 0. Da K kompakt ist, existiert daher eine Teilfolge von
{XN}Nen, die gegen ein X € K konvergiert, fiir das aus Stetigkeitsgriinden dann ebenfalls
infyes|[x — X|| =2 ¢ >0 _gelten muss. Insbesondere ist X ¢ S. Andererseits folgt aus
der Epikonvergenz von Fy —, F nach Satz A.24 aber £ € S und damit der gesuchte
Widerspruch.

Aus D(Sy,S) — 0 und S c K folgt nun, dass fiir N grof$ genug jedes £y € Sy auch
xn € K° erfullt. Wegen der Konvexitdat von K und Fy ist daher Xy auch ein globaler
Minimierer von Fy. Damit gilt Sy = Sy fiir N groff genug, woraus die erste Behauptung
folgt. Aus der Kompaktheit von K und Satz A.24 folgt auflerdem Fy, — F* (zunichst nur
entlang einer Teilfolge; da jede konvergente Teilfolge aber den selben Grenzwert F* haben
muss, sogar fiir die gesamte Folge). m]

2.2 KONZENTRATIONSUNGLEICHUNGEN

Wir betrachten nun Fehlerabschéatzungen fiir festes N < co. Das fundamentale Werkzeug
aus der Stochastik ist die folgende Ungleichung.

12



2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

Lemma 2.4 (Chernov-Ungleichung). Sei & € L}(Q) mit E[¢] = 0. Dann gilt
(2.4) PlE>e]l<e?®  fiirallee >0
mit der Fenchel-Konjugierten /* der log-momentenerzeugenden Funktion

¥(t) := InE[e"].

Beweis. Sei ¢ > 0 und t > 0 beliebig. Dann gilt x > ¢ genau dann, wenn e’* > e'¢ ist.

Zusammen mit der Markov-Ungleichung (8.1) folgt daraus

PMZdi[nh@mmwmmzf Vesptenes) (exp(t(©))) da(w)

(o) —00

=P[e" > ] < e E[e"].

Wir suchen nun t > 0 so, dass die rechte Seite minimal ist, bzw. 4quivalent deren Logarith-
mus, d. h.

inf In (e_tf [E[etg]) = %l;l(f)‘l)b(t) —te = —supte — Y(t).

>0 >0

Um daraus die Behauptung zu erhalten, miissen wir nur noch argumentieren, dass wir hier
das Supremum tber alle t € R nehmen kénnen. Zunéachst gilt wegen ¢/(0) = 0

Y (s) =supts — y/(s) 2 0s — §(0) = 0.

teR

Andererseits folgt aus der Konvexitit von x + e fiir t € R zusammen mit Jensen’s
Ungleichung (B.2)
E[e*] > e'FlEl =1

und damit wegen der Monotonie des Logarithmus 1/(¢) > 0. Fiir t < 0 und ¢ > 0 folgt
daher ¥/(t) > 0 > te und damit

te—y(t) <0 fur alle ¢t < 0.

Also ist
inf In (e_tg [E[etg]) = —supte —Y(t) = -y (e),
t>0 [eR
und aus der Monotonie der Exponentialfunktion folgt die Behauptung. O

Beispiel 2.5. Wir betrachten zwei kanonische Beispiele.

(i) &~ Njyo2. Dannist E[£] = 0 und

E[e'] :/metx' L o 5rdx = b
-0 V2mro?

und damit

0.2

v =r

13



2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

Aus Beispiel A.19 (iii) zusammen mit Lemma A.20 (i) folgt dann

V() = 5

20

(if) &€ ~U_,4. Dann ist E[£] = 0, und eine elementare aber langliche Abschéitzung
mit Hilfe der Konvexitéit der Exponentialfunktion (siehe z. B. [Shapiro, Dentcheva
& Ruszczynski 2021, Prop. 9.80]) zeigt, dass gilt

E [et_f] < et2a2/2

und damit
Y(t) < <
= S
Analog zu oben folgt dann

2
a 1
Y (s) =supts — (1) > supts — —t* = —s%
t t 2 2612

Eine Zufallsvariable & mit E[¢] = 0 und ¢/(t) < %th und deshalb ¢*(s) > ﬁsz heif3t
subnormal (mit Pseudo-Varianz o).

Dieses Resultat wenden wir nun auf den Approximationsfehler der Monte-Carlo-Approximation
an.

Satz 2.6 (Konzentrationsungleichung). Sei & — E[&] subnormal mit Pseudo-Varianz o* > 0,
und seien &, . .., Ex unabhdngig und identisch verteilte Stichproben. Dann gilt

Ne?

< exp (—F) fiir alle e > 0.

Beweis. Wegen E [% Zfi G- [E[§]] = 0 konnen wir Lemma 2.4 auf den Monte-Carlo-
Approximationsfehler anwenden; es bleibt nur, dessen log-momentenerzeugende Funktion
YN sowie die Fenchel-Konjugierte zu berechnen. Zunachst gilt offensichtlich fiir alle t € R

fobfsgo-o

i=1

e ﬁ
= E [exp (2 ﬁ@i—rE[ﬂ))
:N N

E l—lexp(ﬁ(é—E[fl))q

i=1

[ 1€ [exp (%6 - EL2D)]

~

14



2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

da die ¢&; unabhingig sind. Sei nun ¢ die log-momentenerzeugende Funktion von & — E[£].

Dann folgt
1N
o3 S|

_ izl:;ln[E [exp (&~ EL2D)|
= Ny(N"1),

Yn(t) =InE

wieder aus der identischen Verteilung der &;. Aus Lemma A.20 (i) erhalten wir nun zusam-
men mit der Subnormalitét

U9 = NP (5) 2 55

und damit die Behauptung. ]

Wir kehren nun zuriick zur Monte-Carlo-Approximation von Erwartungswertfunktionalen.
Hier ist die Situation etwas diffiziler, da wir nicht nur ein einzige Approximation benétigen,
sondern F(x) = E[f(x, £)] fiir verschiedene x € RN auswerten wollen. Wir miissen also
untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit mehrere unabhéngige Approximationen alle
einen kleinen Fehler haben.

Lemma 2.7. Fiir j = 1,..., M seien £; — E[&;] subnormal mit Pseudo-Varianz 0]2 > 0, und
seien &1, ..., &j N unabhdngig und identisch verteilte Stichproben von &;. Dann gilt
1 X &
P | max |— ii—E[&]| > ¢l <2Mexp |——— iirallee > 0
ma 5 56~ L] p ( = ) f
und 0 := maxj=;__m o]
Beweis. Sei ¢ > 0. Dann folgt fiir alle j = 1,..., M zunéchst aus der Konzentrationsunglei-

chung in Satz 2.6

P

1 Né? Né?
ﬁizz;fj,i - E[§] > | <exp (——8) < exp (—TE).

Betrachte nun —¢; + E[&;]. Dann ist natiirlich auch E[-£; + E[£;]] = 0, und fiir die log-
momentenerzeugende Funktion gilt

2

7,(8) = InEllexp(t(~§; + EL§1)] = In Elexp(-1( = ELGD)] = (-0 < ¢

15



2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

wegen der Subnormalitat von &; — E[£;]. Also ist auch —¢; + E[£;] subnormal mit Pseudo-
Varianz O'Jz > 0, und wir erhalten analog

| N
P N;gj,i —E[] < —¢

Aus der Subadditivitiat von Wahrscheinlichkeitsmaflen folgt dann

1 N
_z: [
fnaﬁNizlf“

und damit die Behauptung. m]

Die Anzahl der benétigten Stichproben wachst also linear in der Anzahl der Punkte, in denen
wir das Erwartungsfunktional gleichmaflig approximieren mochten. Das ist insbesondere
ein Problem, wenn wir das Maximum iiber {iberabzihlbar viele x € RN bilden wollen. Wir
benotigen daher zuséatzliche Struktur (insbesondere Kompaktheit), um nur endlich viele
Punkte beriicksichtigen zu miissen.

Satz 2.8. Angenommen, fiir f : R? x Q — R und eine kompakte Menge X c R? gilt

(i) furallex € X ist w — f(x,w) integrierbar;

(ii) es existiert eine integrierbare Funktion g : Q — R mit

|f (31, 0) — f(x2, )| < g(w)||x1 — x2]|2 fiir fast alle v € Q, und x1, x; € X;

(iii) fiir alle x € X ist f(x, &) — E[f(x, £)] subnormal mit Pseudo-Varianz o(x)? > 0;
(iv) g(&) — E[g(é)] ist subnormal mit Pseudo-Varianz o > 0.

Dann existieren fiir jedes ¢ > 0 Konstanten C,c > 0 mit

< Ce N,

N
Zf(x, &) —E[f(x, 0]

i=1

sup |—
xeX

> €

16



2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

Beweis. Da X ¢ RN kompakt ist, existiert fiir beliebiges § > 0 eine Uberdeckung mit
endlich vielen Kugeln Bs(x;), j = 1,...,r. Sei nun x € X beliebig mit x € Bs(x;). Dann
konnen wir abschétzen

N
< %Zf(x &) — Zf(x]5§l ‘

i=1 i=1

N
D 8) ~Elf(x,8)]
i=1
1 N
+| DG 8) ~ Elf (o 5)1'
i=1
+ [ELf G, ] - ELf (. 2]

Die Terme auf der rechten Seite schitzen wir nun separat ab. Fiir den ersten Term verwenden
wir die fast sichere Lipschitz-Stetigkeit (Annahme (ii)) und erhalten

Zf(x &) — Zf(xjafz < _Zg(§1)||x xjll2 < 5 Zg(§1

Nach Annahme (iv) konnen wir auf g(¢) die Konzentrationsungleichung aus Satz 2.6
anwenden; fiir beliebiges y > 0 gilt daher

2

< exp (NL) "
202

0

Zg(sﬂ) - E[g(O)] =y

d. h. mit Wahrscheinlichkeit 1 — p, ist

1Y 1 X 1N
5 ;f(x, £) -+ ;ﬂx,-, &)| < 6% gg(@-) < 5(E[g(8)] +7).

Fir den zweiten Term verwenden wir Lemma 2.7 und erhalten fiir beliebiges p > 0

2
Zf(»cj,g: ELf (9] = p <2rexp(_1§7p) Py

.....

fiir o2 := max =10 O'(Xj)z, d. h. mit Wahrscheinlichkeit 1 - p, ist

furalle j=1,...,r

1 N

N D &) —Elf(x, O < p
i=1

Der dritte Term folgt ebenfalls aus der fast sicheren Lipschitzstetigkeit: Es gilt

ELf(xj. O1 = E[f (e, O] < E[If (xj, &) = f(x O] < E[g(O]llx — x;ll2 < E[g(8)]6.

Zusammen konnen wir folgern, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 - p, — p, gilt

< (2E[g(D)] +7)5 +p.

1 N
5 2 &)~ E[f(x.8)]

17



2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

Es bleibt nun, 4, y, p > 0 (unabhangig von N) so zu wihlen, dass die rechte Seite kleiner als
¢ ist. Wir versuchen hier nicht, die optimale Schranke zu finden, und wéhlen einfach y =1
und p = ¢ — (2E[g(&)] +1)8. Damit p > 0 ist, miissen wir also z.B. § = e(2E[g(§)] +1)*
wihlen; in diesem Fall ist p = £. Wir konnen aus geometrischen Uberlegungen auch eine
Obergrenze fiir r angeben: Da X kompakt ist, existiert ein M > 0 mit X C By(0), und
eine Kugel mit Radius M in R? kann mit (1+ %)d Kugeln vom Radius § < M iiberdeckt
werden.

Der Approximationsfehler ist also fiir alle x € X grofier als e mit Wahrscheinlichkeit
N Né?
=p,+p, = —]+2 —— | < CeN
pi=py+p,=exp ( Zag) rexp ( = ) e

fur

d
(MEEOLD L)

C::2(1 _
£

Zag’ 802

Beachte, dass Annahme (ii) impliziert, dass X C dom f(-, ) fast sicher gilt. Man sieht in
dem Beweis auch deutlich die typische exponentielle Abhéngigkeit der Konstanten C von
der Dimension d der Entscheidungsvariablen sowie die bekannte Relation ¢ oc N~/ von
Monte-Carlo-Verfahren, vergleiche (2.2).

Analog zu Abschnitt 2.1 leiten wir daraus Konvergenzraten fiir die Monte-Carlo-Approxima-
tion unter einer Kompaktheitsannahme her. Seien F* bzw. F, wieder der optimale Funk-
tionswert des Erwartungswertfunktionals bzw. seiner Monte-Carlo-Approximation. Wir
benétigen auch noch fiir ¢ > 0 die Menge der e-Minimierer

St = {xeRd)F(x) SF*+€}, Sy = {xERd‘FN(x) SF;/"'E}'

Wir betrachten nun fiir § > ¢ > 0 das Ereignis {Sl‘z] C S}, d. h. dass alle §-Minimierer von
Fy auch e-Minimierer von F sind, und zeigen, dass dessen Wahrscheinlichkeit fiir N — oo
exponentiell gegen 0 geht.

Wieder nehmen wir in einem ersten Schritt an, dass wir nur endlich viele Punkte x € R4
betrachten miissen. Sei dafiir X ¢ R eine endliche Menge. Wir bezeichnen die optimalen
Funktionswerte und Mengen der e-Minimierer iiber X mit F*, S* bzw. F J’:,, va.

Satz 2.9. Angenommen, fiir f : R? x Q — R und eine endliche Menge X c R? gilt
(i) furallex € X ist w — f(x,w) integrierbar;

(i) fiir allex € X ist f(x, &) — E[f(x, )] subnormal mit Pseudo-Varianz o(x)* > 0.

18



2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

Dann gilt fiir jedese > § > 0

Y
P [SAISV ¢ SE] < |X|exp (—M)

802
o2 2
mit 0% := maXyecx o(x)°.

Beweis. Wir miissen die Wahrscheinlichkeit abschitzen, dass ein x € X existiert mit x ¢ S¢
und x € Sl‘z] ; in anderen Worten,

{Syesy= U [({En() < Fx(y) +6}.
xex\S¢ yeX
Sei nun #* € S C X beliebig. Dann gilt

(2.5) Ples|< S P

xeX\S¢

< 3 PIAv() < Fu(£) +3].
xeX\$¢

({Fn(x) < Fn(y) + 8}

yeX

Angenommen, X \ $¢ ist nicht leer (ansonsten wire jedes x € X ein e-Minimierer von F
tiber X, und es ist nichts zu zeigen). Dann gilt

F(#*) = F* = min F(x)+ min F(x)

xeX\S¢ xeX\S¢
< F* — min F(x)+ F(x)
xeX\Se
=: F(x) —¢" fir alle x € X \ §¢

mit £ == min, .\ ¢ F(x) — F* > ¢ > 0, da X endlich ist.
Definiere nun fiir x € X \ $¢
9058 = f(&.8) - f(x ).
Dann ist
(2.6) El[g(x, )] = F(*) - F(x) < —¢*  firallex € X \ .
Definiere weiter

N
Gn(x) = 1 D g &) = Fn(E") - F(x),

wobei &, . .., £y die unabhangig und identisch verteilten Stichproben fiir die Monte-Carlo-
Approximation von F sind. Dann ist
P [Fn(x) < FN(x%) + 6] =P [Gn(x) > 6]
=P [Gn(x) - El[g(x. )] 2 -6 - E [g9(x, D]].

19



2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

Diese Wahrscheinlichkeit schiatzen wir jetzt mit Satz 2.6 ab. Es gilt

9(x,8) —E[g(x, O] := f(&7,8) - f(x,§) —E[f (X", &) - f(x, D]
= (f(X%8) —E[f(&HD + (f(x,§) - E[f(x, O)])
= E" + E,
wobei E* und E nach Annahme subnormal mit Pseudo-Varianz o(£*)? bzw. o(x)? sind.

Also ist auch E[E* + E] = 0, und fiir die momentenerzeugende Funktion folgt aus der
Holderschen Ungleichung

E [et<ﬁ*+E>] - /Q et eE dy < ( /Q exp(tﬁ*)zdu(w))l/2 ( /Q exp(tE)” du(w))l/2
“(elee]) " e )}

1/2 1/2
Sexp( olx )Z(Zt) ) exp( olx )2(2t) )

2 2+ 20(x)? 40?
= exp( olx’) o(x) tz) < exp (%tz) .

2

Also ist g(x, &) — E[g(x, £)] subnormal mit Pseudo-Varianz 4% > 0.
Aus Satz 2.6 folgt daher

-5 — 2

P (G (x) - Elg(x, )] = ~5 ~E [g(x, )] < exp [~ i%“f”>)
< exp —W)
< exp —N(%zg))z)

wegen -6 — E[g(x,&)] > -0+ € > -6 + ¢ > 0 nach (2.6) und Annahme.

Zusammen mit (2.5) folgt nun die Behauptung. m]

Die Anzahl der benétigten Stichproben wéchst also logarithmisch sowohl in der Grofle der
endlichen Menge X als auch der gewiinschten Wahrscheinlichkeit 1 — p:

Folgerung 2.10. Unter den Annahmen von Satz 2.9 gilt fiirallee > § > 0 und0 < p <1
Pﬁgcsjzl_p

fir

N 80° 1 X
‘@—@2%( )
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2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

Beachte, dass wir im Beweis die Abschatzung tatsachlich mit ¢* > ¢ hergeleitet haben; wir
bekommen also exponentielle Konvergenz auch fiir ¢ = § = 0, allerdings mit einer von X
abhangigen Konstanten, die beliebig nahe an 0 liegen kann:

Folgerung 2.11. Unter den Annahmen von Satz 2.9 existiert eine Konstante C > 0 mit

limsup%ln (1—|]3’ [.§N ¢ §]) < -C.

N—>oo

Zusammen mit der bekannten Kompaktheitsannahme erhalten wir daraus das Resultat fiir
den allgemeinen Fall.

Satz 2.12. Angenommen, fiir f : R x Q — R gilt
(i) fiir allex € R? ist o — f(x, w) integrierbar;

(ii) es existiert eine integrierbare Funktion g : Q — R mit

|f (31, 0) = f(x2, )| < glw)||x1 — x2]|2 fur fast alle v € Q, und x1, x; € R

(iii) fiir alle x € R? ist f(x, &) — E[f(x, &)] subnormal mit Pseudo-Varianz o(x)* > 0;
(iv) g(&) — E[g(&)] ist subnormal mit Pseudo-Varianz crg > 0.

Ist S ¢ R? nichtleer und beschrinkt, dann existieren fiir jedes ¢ > & > 0 Konstanten C,c > 0
abhdngig von e — § > 0 mit

Plsy¢s| <ce .

Beweis. Wahle y > E[g(¢)] > 0 und p = %S > 0. Da S nichtleer und beschrankt ist,

existiert eine konvexe und kompakte Menge X ¢ R? mit S ¢ K°. Diese besitzt fiir p > 0
eine Uberdeckung mit endlich vielen Kugeln Bs(x;), j = 1,...,r. Sei weiter x* € S beliebig.
Wir betrachten nun die endliche Menge X = {x1, ..., x, x*}. Dann gilt fir das entsprechend
eingeschrinkte Problem offensichtlich § ¢ S und F* = F*. Setze nun

A

3 1 1 3
é:ze—yp:25+25>0, 5::5+yp=26+25>0,

so dass gilté—S: %(5—5) > 0.

Sei nun xl(z, ein §-Minimierer von Fy. Dann existiert fur § hinreichend klein und N hin-

reichend grofl wegen D(Sy,S) — 0 nach Satz 2.3 ein X € X mit ||% - xﬁ,ll < p. Aus
Annahme (iii) und (iv) folgt dann zusammen mit Satz 2.6 fiir 7 := y — E[g(£)] > 0, dass mit
Wahrscheinlichkeit

N7?
I-py:=1-exp|-7—

200
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2 MONTE-CARLO-APPROXIMATION

gilt
N
Fn(3) - Ev(xd) < - 3981 = 5l < Elg(O] +0)p = rp.
i=1

In diesem Fall ist
Fn(%) < Fn(x3) +yp < Fy+S+yp < Fy, +4,

da das Minimum von Fy iiber X c R sicher nicht kleiner sein kann als das unbeschrinkte
Minimum. Also ist X € §J‘E], und aus Satz 2.9 folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit

1-p.:=1-|X|exp 3207

—N(Z _25)2) =1—-(r+1)exp (—N(E — 5)2)

gilt x € S¢. SchlieBlich ist nach Annahme (ii)

F(x}) = F(%) < E[g()]llxy — 2| < yp.
Mit Wahrscheinlichkeit 1 - p, — p, ist daher

F(xi,) <SF&)+yp<F+é+yp=F'+¢

und damit va ein e-Minimierer von F. Eine analoge Abschitzung von p, + p, wie in Satz 2.8
ergibt nun die Behauptung. O
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Die Monte-Carlo-Approximation von Erwartungswertfunktionalen ist insbesondere mo-
tiviert durch die numerische Losung: Ist F(x) = E[f(x, &)] und Fy = % Zfil f(x, &) fur
unabhingig und identisch verteilte Stichproben &, .. ., &, so gilt fir x € NY, dom f(+; &)°
nach der Summenregel

N
oFy (x) = {% Sxi [x € af (x; m} .
i=1

Alternativ kann man x} € df(x, £;) auch als Stichprobe von dF (x) auffassen, die in jeder
Iteration des Subgradientenverfahrens neu gezogen wird. Dies fiithrt auf das stochastische
Subgradientenverfahren.

Anders als in der Theorie ist es hier vorteilhafter, etwaige Nebenbedingungen separat zu
behandeln; wir betrachten daher fiir X ¢ R? nichtleer, konvex, und abgeschlossen, und
f:R?x Q — R fast sicher konvex und unterhalbstetig das Problem

min E[ (x. ).

Die Idee ist nun, in jeder Iteration eine Stichprobe aus dem Subgradienten zu wéhlen,
diesen als Suchrichtung zu verwenden, und dann auf die zuldssige Menge zu projizieren:

Algorithmus 3.1 : Stochastisches Subgradientenverfahren

Wihle einen Startpunkt x° € X
fork=0,... do

Wihle Stichprobe & ~ &

Waihle Subgradient d* € of (x*; &)

Waihle Schrittweite f, > 0
k+1

Setze x**! = projy (x* — trd¥)

Ist f zusétzlich fast sicher differenzierbar, so ist natiirlich d* =v f (xk ; & ); man spricht
dann vom stochastischen Gradientenverfahren.!

'Ein dhnlicher Ansatz unter dem selben Namen kann angewendet werden auf F(x) = X fi(x) mit

d* = Vi (x%) fir i(k) € {1,..., N} zufillig gewahlt.
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3 STOCHASTISCHE GRADIENTENVERFAHREN

Wir untersuchen nun die Konvergenzeigenschaften dieses Verfahrens. Dazu zeigen wir
zuerst, dass die Projektion auf eine konvexe Menge nichtexpansiv ist. Zur Erinnerung: Die
Projektion von x auf eine nichtleere, konvexe, und abgeschlossene Menge ist definiert als

projy (z) = arg min ||x — z||3,
xeX

charakterisiert durch die Variationsungleichung

(3.1) (projy(z) — ) (% - projy(z)) >0 fur alle x € X.

Lemma 3.1. Sei X C RY nichtleer, konvex, und abgeschlossen. Dann gilt
lprojy (x) — projx (¥)ll2 < llx = yll2 fiirallex, y € RY.
Beweis. Furx, y € R? kénnen wir mit Hilfe der produktiven Null schreiben

x — ¥ = projx (x) — projyx(y) + (x — projx (x)) + (projx () — ).

Aus dem Satz von Pythagoras folgt dann

llx = ylI3 = llprojx (x) = projx ()3 + I (x — projy (x)) + (projx () — y)II3
+2(x = projy (x))" (projx (x) — projy (y))
+2(projx () = )" (projx (x) — projx ().
Aus (3.1) folgt aber fiir z = x und x = projy(y) € X bzw. z = y und X = projy(x) € X

(projyx (x) — x)" (projy(y) — projy(x)) > 0,
(projx () — )" (projy (x) — projy () > 0,

und damit
llx = ylI5 > Ilprojy (x) — projy (»)ll5. m

Der Preis, den wir fiir die Verwendung von Stichproben zahlen miissen, ist, dass wir
Konvergenz nicht fiir die Iterierten selber, sondern nur fiir das laufende gewichtete Mittel

k

-k ._ j

X, = EO yix?, YooYk >0
J:

(welches ebenfalls eine Zufallsvariable ist) zeigen konnen; man spricht dann von ergodischer
Konvergenz. Wir brauchen weiter eine gleichmaf}ige Beschrankung der Subgradienten.
Da die Suchrichtungen zufillig sind, ist auch die Folge {x*}rcn der erzeugten Iterierten
eine zufillige Folge, die von der Wahl aller vorhergehenden Stichproben &, ..., &_; ab-
héangt. Bezeichne wieder x* € X einen Minimierer von F iiber X und F* den minimalen
Funktionswert.

24



3 STOCHASTISCHE GRADIENTENVERFAHREN

Satz 3.2. Angenommen, fiir f : R? x Q — R gilt
(i) fiir fast alle w € Q ist x — f(x, ) konvex und unterhalbstetig;
(ii) es existiert ein g € L'(Q) mit f(x,w) > —g(w) fiir fast alle o € Q und alle x € R,

Sei X ¢ R? nichtleer, konvex, und abgeschlossen, und es existiere ein M > 0 mit

sup {E [|lx*|I3] |x*(a>) € 3f (x; ) fiir fast alle w € Q} < M*.
xeX

Dann gilt fir allek € N und y;. := Zktk -
j=0ti

0 2 2 vk 2
”x _X*”2+M ijoj

k
235k ot

E [F(fcf) - F*] <

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass unter den Annahmen an f nach Satz 1.5 gilt E[z*] €
JF (x) fir z*(w) € df (x; w) fast tiberall.

Wir betrachten nun einen einzelnen Iterationsschritt. Aus Algorithmus 3.1 und Lemma 3.1
folgt wegen x* € X

|kt = x*|12 = ||projy (xF — td®) — projy (x™)||2

< Ik = x* - d" |13

= [lx* = 115 = 260 (" = x*)Td" + 21

Auf diese Abschitzung wenden wir nun den Erwartungswert an. Fiir den letzten Term gilt
nach Annahme und der Wahl d* € of (x; &) mit & € Q

£ E[dill3] < 2202

Der zweite Term ist der kritische. Die Idee ist, dass die zufillige Suchrichtung d* zwar
von allen bisherigen Stichproben auf komplizierte Weise &, . . ., x; abhangt; fixiert man
jedoch eine konkrete Wahl von &, .. ., &y, verhalt sich d* € of (x*; &) wegen & ~ ¢
wie eine unabhéngige Stichprobe eines vollen Subgradienten. Um dies zu formalisieren,
verwenden wir bedingte Erwartungswerte. Sei dafiir {¥ }ren die natiirliche Filtration
beziiglich der in Algorithmus 3.1 gewahlten Folge {& }xen, so dass insbesondere & und
damit auch d* € af(x*; &) nach Satz 1.5 sowie x**! messbar sind beziiglich F; fiir alle
j < k. Da x* unabhingig ist von & gilt dann

E [(xk - x*)Tdk] -F :[E [(xk —x")Tdk | ﬁ”
:E:&k—xﬂTEPkﬂﬁ”

—E [(F = x%)T [E[dk]] .
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3 STOCHASTISCHE GRADIENTENVERFAHREN

Nach Satz 1.5 gilt nun Z* := E[d*] € aF (x¥). Also folgt

E[llx* - x*|12] < E[llx* — x*|12] - 2t E[(x* — x*)TZ*] + t2M2.

Wir verwenden nun, dass F nach Lemma 1.1 konvex ist und daher gilt

IA

t E F(xk)—F(x*)] tk[E[(xk—x*)TZ*]

IA

1 1 1
~E [||xk _ x*||§] - [||x’<+1 _ x*||§] + M

Summieren dieser Ungleichung von j = 0,. .., k und Verwenden der Teleskopsumme ergibt
dann

k

Z tjE [F(xj) - F(x*)]

j=0

IA

1 * 1 k *
Sl = x7I3] = S B = 3] +

N | =

k
2 tM
j=0

IA

1 0 #*(12 1 £ 2702
EHX _x||2+§ztjM
Jj=0

da der Startwert x° nicht zufillig ist. Setze nun y; := Z’“tk —. Dann ist y; € (0,1) und
j=0 “J

ZI;:O y; = 1. Wegen der Zulissigkeit der x* durch die Projektion folgt aus der Konvexitit

von X nun J?)]f = ZIJY:O yjx/ € X, und die Konvexitit von F ergibt F(f)’f) < Z?:o yiF(x7).
Zusammen mit der Monotonie des Erwartungswerts erhalten wir
0 *|2 2 vk 2
|x” = x*[|3 + M Zj:() j
k
22 j=0 tj

k . |
E P - F(x*)] < >y E[F(e) - F(x")] <
=0
und damit die Behauptung. m]

Beachte, dass wir die Beschranktheitsannahme nur fur die tatsichlich verwendeten Ab-
stiegsrichtungen {d*} ren verwendet haben.

Daraus folgt sofort die (ergodische) Konvergenz unter der iiblichen Annahme, dass die
Schrittweiten hinreichend langsam gegen Null gehen.

Folgerung 3.3. Erfiillen die Schrittweiten Y pen ty = 0 und X xen ti < oo, so gilt

F(J'c;f) — F* firk — oo.

Die Voraussetzungen sind z. B. erfiillt fir die typische Wahl #; = ﬁ Diese Konvergenz
kann aber wegen der verschindenden Schrittweiten beliebig langsam sein. Wir konnen
aber konstante Schrittweiten wihlen, wenn wir nur eine endliche Zahl von Schritten
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3 STOCHASTISCHE GRADIENTENVERFAHREN

k =1...,N fir N < oo (eine Epoche) betrachten; natiirlich kénnen wir danach das
Verfahren mit x° = fé\] beliebig oft neu starten.

In diesem Fall ist fur txy = tund k = N

%% — x*|5 + M*(N + 1)t
2(N + 1)t ’

E|[F(x)) - F(x")| <

und eine einfache Rechnung zeigt, dass die rechte Seite minimal ist fiir

_ Ik = %"l
MVN +1

t

mit entsprechender Fehlerabschéatzung

0 _ % M
E [F(zY) - F(x") < I = xlM
N +1

Dann vereinfacht sich auch das ergodische Gewicht zu

_ t _ 1
~(N+1)t N+7

Yk

so dass gilt

N _ N 1 X
X =x, = X,
Y N+1kZ::j

Durch Induktion zeigt man dann leicht, dass sich %N auch rekursiv berechnen lisst als

1 1

—k+1 k+1 -k
X = —x 4+ [1-—]x",
k+1 ( k+1)

es ist also nicht nétig, die Iterierten zwischenzuspeichern.

Diese optimale Schrittweite ist in der Praxis natiirlich nicht anwendbar; allerdings ist die
Fehlerabschatzung robust in dem Sinne, dass eine Multiplikation von ¢ mit einer Konstanten
nur den Vorfaktor aber nicht die Rate beeinflusst. Wir halten daher fest:

T

VN+1

Folgerung 3.4. Fiir festes N € N und konstante Schrittweiten t;, = mit T > 0 gilt fiir das

empirische Mittel XN = g5 XY
I = 12 + M2

2VN +1

E[F(xN)-F(x")] <t
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3 STOCHASTISCHE GRADIENTENVERFAHREN

Mit Hilfe der Chernov-Ungleichung erhalt man daraus (fiir 7 = 1) eine Fehlerabschatzung

der Form N . , ,
E[F(xN) — F* x" =x*||s+M
P[F(xN)-F* > ¢] < [Fx) - F] < | I .

3 eVN +1

Um also mit Wahrscheinlichkeit 1 — p ein e-Minimum zu erreichen, muss die Epoche
mindestens

0 _ y¥|2 22
n Wiy’
d.h. O(p~?) Iterationen enthalten. Dies ist zwar deutlich mehr als die O (log(p™)) fiir die
Monte-Carlo-Approximation aus Folgerung 2.10; allerdings kann man mit dem entspre-
chenden Mehraufwand unter Verwendung von Konzentrationsungleichungen ahnliche
Abschétzungen erhalten. In jedem Fall ist der Aufwand fiir festes N im stochastischen
Subgradientenverfahren erheblich geringer.

Beide Ideen konnen auch verbunden werden: Statt einer einzelnen Stichprobe bildet man
das empirische Mittel von mehreren unabhiangigen Stichproben, d. h. verwendet Batch-
Subgradienten

N(k) . .
E di €0 &),
fir &, ..., &Nk ~ € unabhéngig und identisch verteilt. Der Beweis von Satz 3.2 kann mit

leichten Modifikationen auf diesen Fall verallgemeinert werden. Die Mittelung reduziert die
Varianz des Schitzers von Z* € 9F(x*) und kann dadurch die Konvergenzgeschwindigkeit
(durch Verkleinerung der Konstanten) verbessern.
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

Die Minimierung von Erwartungswertfunktionalen hat aus Anwendungssicht den erheb-
lichen Nachteil, dass extreme Ereignisse w (mit sehr — und zu — hohem Funktionswert
f(x, w)) bei der Optimierung hingenommen werden, wenn sie nur unwahrscheinlich genug
sind. In der robusten Optimierung will man zusatzlich das Risiko, dass extreme Ereignisse
auftauchen, minimieren.

Um den Zugang zu motivieren, nehmen wir der Einfachheit halber an, dass wir positive
Funktionswerte verhindern wollen, d. h. garantieren wollen, dass die fast sichere Nebenbe-
dingung

f(x, &) <0 fir fast alle £ € Q

erfilllt ist. Das ist in der Regel nicht moglich; wir konnen dann stattdessen versuchen fiir
eine (sehr kleine) Wahrscheinlichkeit & > 0 die probabilistische Nebenbedingung

Plf(x,¢) >0] <a

zu erfiillen. Wir ignorieren in Folge der Ubersichtlichkeit die Abhangigkeit von der Entschei-
dungsvariablen x € R? und betrachten die Zufallsvariable Z := f(x, £). Eine alternative
Formulierung ist dann

VaR,[Z] =inf{t > 0|P[Z <t] >1—-a} =inf{t > 0|P[Z > t] < a} < 0.

Anschaulich ist der Value-at-Risk VaR,(Z) der grofite Verlust, der mit Wahrscheinlichkeit
1—«a eintreffen kann; grofiere Verluste haben also Wahrscheinlichkeit kleiner als . Beachte,
dass der Value-at-Risk im Gegensatz zur Wahrscheinlichkeit direkt im Wertebereich der
Zufallsvariablen formuliert ist; dies ist fir die Minimierung vorteilhafter.

Die Schwierigkeit hier ist, dass P[Z > t] = E[1 (] (Z)] nicht konvex und unterhalbstetig
ist, da die charakteristische Funktion nicht konvex ist. Die Idee ist nun, eine konvexe Majo-
rante G zu konstruieren, so dass G(Z) < 0 auch VaR,(Z) < 0 impliziert. Dafiir ersetzen wir
die charakteristische Funktion durch eine geeignete stiickweise lineare Funktion. Durch
Fallunterscheidung sieht man leicht, dass fiir jedes y > 0 gilt

P[Z>0]=E [H(O’m)(Z)] < E[max{0,1+yZ}] =yE [max{O, y! +Z}] .
Also folgt aus VaR,[Z] < 0 auch Gilt also

infy E [max{O, y '+ Z}] -a<0
y>0
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

so folgt daraus P[Z > 0] < a und damit auch VaR,[Z] < 0, da das Infimum dann nicht
grofler als 0 sein kann.

Wir konnen diese Majorante noch etwas umformulieren. Division durch o,y > 0 und
Setzen von t := —y~! < 0 fithrt auf die d4quivalente Bedingung

itngt+ o 'E [max{0,Z — t}] < 0.
<

Ist t > 0, dann ist auch t + @' E [max{0,Z — t}] > ¢t > 0. Damit ist unsere konvexe
Majorante gegeben durch den Conditional Value-at-Risk (auch Average Value-at-Risk)

(4.1) CVaR,[Z] := inﬂgt + o 'E [max{0,Z — t}] < 0.
te

(Fiir « — 0 erhalt man formal die fast sichere Nebenbedingung Z(w) < 0 wieder.)

Eine Abbildung, die einer Zufallsvariable solch eine Risikobewertung zuordnet, nennt
man naheliegenderweise Risikomaf3. Anstelle einer harten Nebenbedingung kann man ein
Risikomaf} G auch als Straffunktion verwenden und fir y > 0 ein Mittelwert-Risiko-Modell
der Form

min E[f(x, O] +yGLf (x )]

betrachten. Man spricht dann auch von risikoaverser Optimierung (und entsprechend fir
Y = 0 von risikoneutraler Optimierung).

4.1 KONVEXE RISIKOMASSE

Wir betrachten dafiir eine allgemeine Klasse von Risikomaf3en, die fiir die risikoaverse
Optimierung vorteilhaft sind. Sei dafiir (Q, A, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Z €
LP(Q) firl < p < co. Wir versehen L? (Q) mit der Halbordnung Z > 7’ falls Z(w) > Z'(w)
firr fast alle w € Q gilt. (Man nennt dies auch stochastische Dominanz 1. Ordnung.)

Seinun R : LP(Q) — R eigentlich. Wir nennen dann R ein konvexes Risikomap, falls gilt
(r1) R ist konvex;
(r2) R ist monoton, d.h. R(Z) > R(Z’) falls Z > Z’;
(r3) Risttranslationsinvariant,d. h. firallea € Rund Z € L?(Q) gilt R(Z+a) = R(Z)+a.
Gilt zusitzlich
(rR4) R ist positiv homogen, dh. R(tZ) = tR(Z) firallet > 0 und Z € LP(Q),
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

dann heifit R ein kohdrentes Risikomaf3. Offensichtlich ist R(Z) = E[Z] ein kohéirentes
Riskomaf} auf L!(Q).

Aus der Definition folgen einige intuitiv wiinschenswerte Eigenschaften. Aus (r4) und (r1)
folgt zunéchst sofort

%R(Z +Z)=R(3Z+1Z') < %R(Z) + %R(Z’)
fir alle Z,Z" € LP(Q), d. h. ein kohérentes Risikoma$ ist subadditiv. Aus (r4) folgt auch
R(0) = R(t0) = tR(0) fur alle t > 0,
was R(0) = 0 impliziert. Daraus folgt zusammen mit (rR3) weiter
R(a) =R(0)+a=a fur alle a € R,

d.h. das Risik einer im Voraus bekannten (nicht zufalligen) Grofle ist genau durch die
Grofle gegeben. Gilt

(rR5) R(Z) > E[Z] fir alle Z € LP(Q) nicht konstant,

so nennt man R risikoavers. (Ein konvexes risikoaverses Risikomaf3 wird auch reguldres
Risikomaf3 gennannt.)

Ein Vorteil von koharenten Risikomaflen ist, dass sie eine besonders schone duale Cha-
rakterisierung haben. Wir nehmen in Folge an, dass R : L(Q) ein eigentliches und
unterhalbstetiges konvexes Riskomaf3 ist." Aus Satz A.18 folgt dann fiir 1 < g < co mit

1,1 _
gty
(4-2) R(Z)=R"(Z) = sup (Z,Z")ir() =R (Z7)
Z*eL1(Q)
= sup (Z,Z%) —R(Z").
Z*edom R*
Die Menge II := domR* nennt man in diesem Zusammenhang auch Risikohiille (aus

Griinden, die spater klar werden). Die Eigenschaften eines Risikomafles konnen durch die
Risikohiille charakterisiert werden. Wir erinnern, dass gilt

(43 (2" Zyipicy = /Q Z%(@)Z(0) du(w) = E[Z°Z]
fur alle Z* € L1(Q) und Z € LP(Q).

Satz 4.1. SeiR : LP(Q) — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig und Il := dom R*. Dann
ist

'Die Voraussetzung der Unterhalbstetigkeit kann fiir einige der folgenden Aussagen fallengelassen werden,
da sie zusammen mit der Konvexitat aus der Monotonie folgt.
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

(i) R monoton genau dann, wenn Z* > 0 fiir alle Z* € 11 gilt;
(ii)) R translationsinvariant genau dann, wenn E[Z*]| =1 fiir alle Z* € 11 gilt;
(iii) R positiv homogen genau dann, wenn R(Z) = sup..q{Z*, Z)1r(q) fiir alle Z € LP (Q)
gilt (d. h. R das Tragerfunktional von I1 ist).

Beweis. Zu (i): Angenommen, R ist monoton. Sei Z* € LI(Q) so, dass fiir eine Menge
A e Agilt Z*(w) < 0 fur fast alle v € A. Dann ist fir 14 € LP(Q)

(Z" 1)@ = /AZ*(co) du(w) < 0.

Wiéhle nun Z € dom R und betrachte Z; :== Z — t14 € LP(Q) furt > 0. Dann gilt Z > Z,
und damit wegen der Monotonie von R auch R(Z) > R(Z;). Daraus folgt

R*(Z*) = sup (Z*, Z1)1r(q) — R(Z)

t>0
> sup (Z", Z)ip(q) — t{Z", Ta)ir(q) — R(Z) = oo,
>0
dh Z¥ ¢ domR* =11

Sei umgekehrt Z* > 0 fir alle Z* € II. Dann gilt fir alle Z* € T und Z,Z’ € L?(Q) mit
Z > 7' auch

(Z°, )10 (0) =/QZ*(60)Z(60) dpu(w) Z/QZ*(a))Z’(a)) dp(w) ={Z", Z")1r(0)-

Aus (4.2) folgt dann

R(Z) = sup (Z*, Z)1p(q) — R*(Z7) = sup (Z*,Z")1r(q) — R*(Z") = R(Z").
Z*ell Z*ell

Zu (ii): Angenommen, R ist translationsinvariant. Sei Z* € II so, dass E[Z*] # 1 gilt. Dann
folgt fiir alle Z € dom R aus der Translationsinvarianz

R*(Z*) = sup (Z", Z + a)pr(q) — R(Z +a)

acR

=sup (2", Z)r(q) +aE[Z] = R(Z) —a
acR

=supa(E[Z"] = 1) +(Z%, Z)1r(q) — R(Z) =
acR

und damit Z* ¢ dom R* =II.
Sei umgekehrt E[Z*] = 1 fiir alle Z* € II. Dann gilt fiir alle Z* € [T und Z € LP(Q)

(Z',Z +aypp () — RN(ZY) =(Z", Z)1p(q) + aE[Z7] = R (Z7)
= <Z*,Z>LP(Q) - R*(Z*) + a.
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

Aus (4.2) folgt dann

R(Z +a) = sup (Z*,Z + ayr(q) — R (Z")
Z*ell

= sup (Z", Z)r(q) — R (Z) +a=R(Z) +a.
Zxell

Zu (iii): Angenommen, R ist positiv homogen. Dann erfiillt R alle Voraussetzungen von
Lemma A.26, woraus R* = §4 und

R(Z) = sup (Z", Z)1r(q)
Z*eA

fur
A={Z" € N |(Z", Z)10(q) < R(Z) fiir alle Z € dom R}
folgen. Wegen IT := dom R* = A folgt daraus die Behauptung.

Die umgekehrte Richtung folgt direkt aus der positiven Homogenitat von Tragerfunktio-
nalen. m]

Fiir ein konvexes Risikomaf} ist die Risikohiille also eine Teilmenge des Wahrscheinlich-
keitssimplex

Ag:={Z" e LY(Q)|E[Z"] =1, Z" > 0}.
Insbesondere fiir kohirente Risikomafle erhalten wir aus dem Beweis von Satz 4.1 (iii)

wegen II = dom R* die folgende Charakterisierung.

Folgerung 4.2. Sei R : LP(Q) — R ein eigentliches und unterhalbstetiges kohdrentes Risiko-
maf3. Dann gilt

1 ={Z" € A |(Z", Z)10(q) < R(Z) fiir alle Z € dom R}
sowie
R*(Z") = 6n(Z”) furalleZ* € L1(Q).
Daraus folgt insbesondere, dass die Risikohiille eines kohérenten (und unterhalbstetigen)

Risikomafles stets konvex und schwach-* abgeschlossen ist.

Umgekehrt definiert jede nichtleere, konvexe, und schwach-* abgeschlossene Teilmen-
ge II C A, ein unterhalbstetiges koharentes Risikomafy R(Z) := sup,..q (Z%, Z)1r(q)-

Beispiel 4.3. Wir betrachten folgende Teilmengen von A := A; € L*(Q).
(i) I:={Z" € L*(Q) | Z*(w) = 1fast Giberall} C A. Dann ist offensichtlich

R(Z) = sup <Z*,Z>L1(Q) = [E[Z]
Z*ell
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(i) IT = A. Dann ist
R(Z) = sup (Z", Z)1(q) < esssup Z(w) / Z"(w) du(w) = esssup Z(w),
Z*el WeQ Q weQ
mit der Konvention esssup, .o Z(w) = oo fir Z ¢ L*(Q).

Umgekehrt ist Z — esssup, . Z(w) eigentlich, unterhalbstetig, konvex, mono-
ton, und translationsinvariant, und damit folgt aus Satz 4.1

esssup Z(w) = sup (Z*,Z)p(q)
e Zrell’

fir ein IT" € A. Aus Lemma .27 folgt dann

esssup Z(w) = sup (Z*,Z)pyq) < sup (Z%, Z)pq) = R(Z)
2149 Z*ell’ Z*el

und damit R(Z) = esssup,.q Z(w), genannt worst-case-Risiko.

Wir kehren nun zurick zum Conditional Value-at-Risk.

Lemma 4.4. Fiir alle @ € (0,1) ist CVaR,, ein eigentliches, unterhalbstetiges, und kohdrentes
Risikomaf3 mit Risikohiille

I, ={Z* € A, |Z*(a)) < a”! fiir fast allew € Q} .

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass CVaR,, eigentlich, konvex, und unterhalbstetig ist. Zu-
nachst gilt

(i) fiir alle t > 0, dass t + a ' max{0, -t} =t > 0;

(ii) fiir alle ¢ < 0, dass t + @ ' max{0, -t} = (1—a™ 1)t > 0;
und damit CVaR,(0) = inf;ecp t + ¢ ! max{0, -t} = 0 < oo.

Seien Zy, Z, € LP(Q) und A € (0,1). Dann existieren fiir ¢ > 0 beliebig t;, t, € R mit

1
t1 + — E[max{0, Z; — t1}] < CVaR,(Z;) + ¢,
a

1
t; + — E[max{0,Z; — t;}] < CVaR,(Z;) +¢.
a
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Aus der Konvexitat von x — max{0, x} und der Linearitat des Erwartungswerts folgt dann
CVaRa(/lZl + (1 - A)Zg) = ll’lﬂg r+ E[max{O, )LZl + (1 - A)Zz - t}]
te

< (/11'1 + (1 - A)tz) + [E[max{O, /1(Z1 - t1) + (1 - /1) (Zz - tz)}]
<A (tl + [E[maX{O, Z1— tl}]) + (1 - /1) (tz + [E[maX{O, Zy — tz}])
< A(CVaR,(Zy) +¢) + (1 - 1)(CVaR,(Z,) + ¢)
= ACVaR,(Z)) + (1— 1) CVaR,(Z;) +e¢.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die behauptete Konvexitat.

Fiir die Unterhalbstetigkeit sei {Z,, sy }nen C epiCVaR, mit Z, — Z in LP(Q) und s, — s
in R. Nach Definition existiert dann fiir alle n € N und ¢ > 0 beliebig ein ¢, € R mit

tn + E[max{0,Z, — t,}] < CVaR,(Z,) +& < s, +e¢.

Da fiir eine Teilfolge von {Z,}nen gilt Z,, — Z punktweise und x — max{0, x — t} stetig
ist, muss wegen der Konvergenz von s, — s die Folge {t,},en beschrankt sein. Also
konnen wir — falls notig durch Ubergang zu einer weiteren Teilfolge — annehmen, dass
auch t,, — t € R konvergiert. Damit gilt

s+¢ = lim s, +¢& > liminf t,, + E[max{0, Z, -ty }]

k— o0 k— o0

=t + E[max{0,Z — t}]
> CVaR,(Z).

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt s > CVaR,(Z), d.h. (Z,s) € epi CVaR,,.
Fiir die Darstellung der Risikohiille verwenden wir Folgerung A.28. Einerseits gilt fiir alle
Z* €y, alle Z € LP(Q), und t € R beliebig

(Z°, Z)r(o) = E[Z°(Z - t)] + t E[Z7]
< t+E[Z" max{0,Z — t}]

1
< t+ — E[max{0, Z — t}].
a
Supremum iiber alle Z* € I1, und Infimum tiber alle t € R ergibt dann

sup (Z*,Z)1r(q) < CVaR,(Z).
Z*ell,

Fir die umgekehrte Richtung verwenden wir
VaR,(Z) =inf {t > 0| P[Z > t] < «},

fur das gilt
P[Z > VaR,(Z)] < a < P[Z > VaR,(2)].

35



4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

Also existiert ein A € [0,1] mit
a=AP[Z >VaR,(Z)] + (1- 1) P[Z > VaR,(Z)].
Setze nun .
Zy = p (AT zovarg(2)) + (1= DT z5var,(2)}) € L7(Q).
Dann ist 2 > Z} > 0 sowie

E[Z] = é (AP[Z > VaRy(Z)] + (1= ) P[Z = VaR,(2)]) = 1

und damit Z), € I1,. Daraus folgt

sup (Z%, Z)ir(q) = (Zy, Z)1r(0) = E[Z,Z]
Z*ell,

= E[Z3(Z — VaR,(Z))] + VaR,(Z) E[Z}]

= VaR,(Z) + é E[max{0, Z — VaR,(Z)}]

1
> inf t + — E[max{0,Z — t}] = CVaR,(Z).
teR (04

Zusammen folgt CVaR,(Z) = sup .. (Z", Z)1r(q). Damit ist CVaR, nach Satz 4.1(iii)
positiv homogen und insbesondere kohérent.

Umgekehrt folgt daraus CVaR,(Z) = sup.cgomr:{Z" Z)1r(q), und nach Folgerung A.28
ist daher IT, = dom R* die behauptete Risikohiille. m]
Der Beweis zeigt insbesondere, dass das Infimum in der Definition von CVaR,(Z) in
t = VaR,(Z) angenommen wird.

Ohne Beweis geben wir noch das folgende Beispiel (siehe [Royset & Wets 2021, Example

8.31(c)))-

Beispiel 4.5. Auf L?(Q) ist das Markowitz-Risiko fiir y > 0 definiert als
R(Z) = E[Z] +yV[Z]"2.
Die zugehorige Risikohiille ist

n={1+yz*

E[(Z)*] <1, E[Z"] =0}.

Nach Satz 4.1 (ii) kann das Markowitz-Risiko fiir y > 0 grofy genug daher nicht monoton
und damit kein konvexes Risikomaf} sein.
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

Zusammen mit dem Satz von Fenchel-Moreau-Rockafellar erhalten wir aus Satz A.22 auch
eine Charakterisierung des Subdifferentials von Risikomaf3en.

Satz 4.6. Sei R : LP(Q) — R eigentlich und unterhalbstetig und Z € domR. Ist R ein
konvexes Risikomaf3, dann gilt

OR(Z) = argmax (Z", Z)1r(q) — R*(Z7).
Z*ell

Ist R ein kohdrentes Risikomaf, so gilt

OR(Z) = argmax (Z", Z)1r(q).
Z*€ell

Beweis. Nach Satz A.18 ist Z* € dR(Z) genau dann, wenn gilt
<Z*, Z>LP(Q) = R(Z) + R*(Z*)
Fiir konvexe Risikomafe folgt daraus sofort, dass Z* € dR(Z) dquivalent ist zu

(Z%, D)r(0) —R(Z7) =R(Z) = sup (Z%,Z)r(q) — R (Z7)
Z°€14(Q)

= sup (Z*,Z>LP(Q) —R*(Z*)
Z*edom R*

und damit die Behauptung, da wegen Gleichheit das Maximum angenommen wird.

Fiir kohérente Risikomafie folgt analog mit Satz 4.1 (iii), dass Z* € dR(Z) dquivalent ist zu
(Z%, Z)ir(q) =2, Z)r () — R(Z7) = R(Z) = sup(Z", Z)1r(q),
Z*ell
wegen R*(Z*) = én(Z*) = 0 fir Z* € dom R*. O

Insbesondere folgt fiir kohérente Risikomafle IT = 9R(0).

4.2 OPTIMIERUNG MIT RISIKOMASSEN

Wir betrachten nun wieder die Optimierung von Funktionalen unter Unsicherheiten, d. h.
einer Funktion f : RN x Q — R, abhingig von der Entscheidungsvariable x € RN und
einem zufalligen Ereignis w € Q. Anders als in Kapitel 1 verwenden wir zunéchst F fir
den Superpositionsoperator

F:LP(Q;RN) - LY(Q), [F(u)](w) = f(u(w),w) fir fast alle w € Q.

Wir untersuchen zuerst die Eigenschaften der Komposition R o F, bevor wir dann wieder
auf den Spezialfall u(w) = x € RN zuriickkommen.
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

Lemma 4.7. Sei R : L'(Q) — R ein konvexes Risikomaf3 und

(i) fir fast alle w € Q ist x — f(x, w) konvex;

(ii) es existiert ein g € L'(Q) mit f(x, 0) > —g(w) fiir fast alle w € Q und alle x € RN,
Dann ist auchR o F : LP(Q; RN) — R konvex.

Beweis. Seien uy, u; € dom(R o F) (sonst ist nichts zu zeigen) und A € (0, 1) beliebig. Dann
folgt aus der fast sicheren Konvexitat von f

f(Au(w) + (1 - DHuz(w), w) < Af (n(w), ) + (1 - A1) f(u(w), w) fiir fast alle w € Q.
Aus der Monotonie und der Konvexitdt von R folgt dann

R (F(Aus + (1= Muz)) < R(AF(wy) + (1= A)F(uz))
< AR (F(uy)) + 1= AR (F(up)) . m]

Beachte, dass die Aussage ohne die Voraussetzung der Monotonie von R im Allgemeinen
nicht gilt.

Lemma 4.8. Sei R : L'(Q) — R ein unterhalbstetiges konvexes Risikomaf und
(i) fur fast alle w € Q ist x — f(x, ) unterhalbstetig;
(ii) es existiert ein g € L'(Q) mit f(x, 0) > —g(w) fiir fast alle € Q und alle x € RN,

Dann ist auch R o F : LP(Q; RN) — R unterhalbstetig.

Beweis. Sei {(un, tp)}nen C epi(R o F) mit u, — u in LP(Q;RN) und ¢, — t. Durch
Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir annehmen, dass u, — u punktweise fast tiberall
gilt. Aus der fast sicheren Unterhalbstetigkeit von f folgt dann

fu(w),w) < h}}l};‘ff(”n(“)’ w) fir fast alle w € Q.
Sei nun {up, }ren die Teilfolge, die den lim inf realisiert, d. h.
fun(w), @) — liminf f(uq(w), ©) = F(w)
punktweise fast tiberall. Aus der Monotonie und Unterhalbstetigkeit von R folgt dann

R(F(u)) < R(liminf F(u,)) = R(F) < 111?1 inf R(F(up,)) < limsup t,, =t,

k— o0

und damit (u,t) € epiR o F. O
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

Die Existenz von Losungen zu (4.4) kann daher (unter iiblichen Annahmen, die die Unbe-
schranktheit nach unten verhindern) mit Hilfe von Satz A.1 gezeigt werden.

Analog zu Satz 1.2 zeigen wir nun ein Resultat zur Vertauschbarkeit von Risikomaflen und
Infimum.

Satz 4.9. Angenommen, fiir f : RN x Q — R gilt
(i) fiir fast alle w € Q ist x — f(x, ) konvex und unterhalbstetig;

(ii) fir fast alle w € Q hat dom(f (-, w)) nichtleeres Inneres.

Sei R : L(Q) — R ein eigentliches, unterhalbstetiges, und konvexes Risikomaf3. Setze

[F'l(w) := i%fo(v, w) fur fast alle v € Q.

Ist F* € (domR)°, dann gilt

R(F) = inf R(F(u)),
uel? (Q,RN)

und aus f(i(w), w) = min,eppqrNy f(u(w), w) fiir fast alle € Q folgt

R(F(#)) = min R(F(u)).

LP(Q;RN)

Ist R strikt monoton, d. h. aus Z' > Z und Z' # Z folgt R(Z') > R(Z), so gilt auch die
umgekehrte Implikation.

Beweis. Zunéchst folgt aus der Monotonie von R zusammen mit der Annahme F* € dom R

sofort
R(F*) < R(F(u)))  fiiralle u € LP(Q; RY)

und damit durch Infimum auf der rechten Seite R(F*) < inf,c;»q.rv) R(F(u)).
Genau wie im Beweis von Satz 1.2 konstruieren wir nun eine Folge {u, }nen € LP(Q;RY)
mit
lim f(u,(w),w) = inf f(v,0) firfastallew € Q.
n—oo UERN
Dann folgt insbesondere auch F(u,) € L'(Q) fiir alle n € N und F(u,) — F* in L(Q).

Nach Satz A.9 ist nun das in L'(Q) unterhalbstetige und konvexe Funktional R stetig in
F* € (domR)?, und wir erhalten

R(F*) = lim R(F(u,)) > inf N R(F(u)).
n—oco ueLP (Q;RN)

Ist R strikt monoton, dann folgt aus R(F(u)) = R(F*) zusammen mit F(u) > F* nach
Definition von F* zwingenderweise F(u) = F*. O
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4 ROBUSTE OPTIMIERUNG

Im Vergleich zu Satz 1.2 mussten wir hier zusatzlich annehmen, dass das punktweise
Minimum F* in dom R liegt und R in F* stetig ist, da wir nicht auf die Eigenschaften des
Integrals (und insbesondere dom E = L'(Q)) zuriickgreifen kénnen.

Wir betrachten nun wieder u = x € RN, d.h.
[F(x)](0) = f(x,0) fur fast alle w € Q.

Fiir ein gegebenes Risikomafl R : L (Q) — R ist das zugehérige robuste Optimierungspro-
blem dann

(4.4) min R(F(x)).

xRN

Mit Hilfe von (4.2) und (4.3) konnen wir das Problem schreiben als Sattelpunktproblem

(4.5) min sup E[f(x,w)Z"(0)] = R*(Z7).
x€RN zreT

Unter einer Regularitdtsannahme konnen wir Existenz eines Sattelpunktes zeigen und
Optimalitatsbedingungen herleiten; vergleiche Satz A.22.

Satz 4.10. Angenommen, fiir f : RN x Q — R gilt
(i) fiir fast alle w € Q ist x — f(x, ) konvex und unterhalbstetig;

(ii) es existiert ein xy € (dom f (-, w))° fiir fast alle v € Q;

(iii) es existiert ein g € LY(Q) mit f(x, ®) > —g(w) fiir fast alle w € Q und alle x € RV,
SeiR:LP(Q) — R,1< p < oo, ein eigentliches, unterhalbstetiges, konvexes Risikomafs. Ist
% € RN eine Losung von (4.4) mit Z := F(x) € (domR)°, dann existiert ein Z* € I mit

Z* € dR(2Z),
u* € of (x;+) fast uiberall,
0=E[u"Z"].

Weiter ist (%, Z*) Sattelpunkt von (4.5), d. h.

IA

sup E[f(X,w)Z"(w)] - R*(Z7)
(4.6) Z*ell

E[f(x 0)Z" ()] = R*(Z")

IA

min ELf(x, w)Z* (0)] = R (Z").

Beweis. Wegen der Monotonie von R ist € RY eine Losung von (4.4) genau dann, wenn
(%, Z) eine Lésung ist von

(n}i)nSR(Z), S={(x,2) e RN xLP(Q)|Z = F(x)}.
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Wegen Z = F(x) € domR C LP(Q) ist (x,Z) € S, also ist S nichtleer. Weiter ist S konvex,
denn fir (xy, Z;), (x2,Z) € Sund A € (0,1) folgt aus der fast sicheren Konvexitit von S

FAx1+ (1= Dx,0) < Af(x, @) + (1= A1) f(x2, 0) < AZy(w) + (1= 1) Zr(w)

fir fast alle w € Q. Also ist AZ; + (1 - A1)Z; = F(Ax; + (1— A)x3) und damit A(xy, Z;) + (1 —
A)(x2,Z5) € S, d.h. S ist konvex. Analog folgt aus der fast sicheren Unterhalbstetigkeit
von f fir {(x4, Zp) }neny mit x, — x und Z, — Z in LP(Q), dass nach Ubergang zu einer
Teilfolge mit Z,, — Z punktweise fast iiberall gilt

f(x,w) < lilgn inf f(x,,, ) <limsup Z, (0) = Z(w)

k—oo
fir fast alle w € Q. Also ist Z > F(x) und damit ist S abgeschlossen.

Auflerdem ist R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig sowie stetig in Z. Nach Satz a.10
zusammen mit Satz A.15 (angewendet auf R + Js) gilt daher

0 € {0} x IR(Z) +3ds(%, Z).

Es existiert daher ein Z* € 9R(Z) mit (0, —Z*) € d5s(x, Z). Aus der Darstellung von 355
als Normalenkegel folgt daraus

<Z*,Z - Z)LP(Q) >0 fir alle (x,Z) € S.
Speziell fir Z = F(x) ist (x, F(x)) € S und daher
(Z*,F(x) = F(%))1p() = 0 fir alle x € RY.

Also ist X Minimierer von
G:RN SR, G(x) = /f(x, 0)Z* (0) dp(w).
Q

Wegen Z* € Il gilt Z* € LY(Q) und Z* > 0; also kénnen wir Satz 1.5 anwenden auf die

Funktion
g:RVxQ >R, g(x, w) = f(x,w)Z" (w),

und erhalten
0 € dG(x) = {E[0"] | v (w) € 9g(x; w) fast iiberall} .

Mit
9(x; w) = Z*(0)df (x;w) fur fast alle w € Q

wegen Lemma A.14 (i) erhalten wir daraus die behaupteten Extremalitdtsbedingungen.

Aus Satz 4.6 folgt schliefilich

Z" € 9R(Z) = argmax (Z*, F(x))1r(q) — R*(Z7),
Z*ell

und damit ist (%, Z*) ein Sattelpunkt von (4.5). O
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Da das Fermat-Prinzip fiir konvexe Funktionale notwendig und hinreichend ist, gilt um-
gekehrt, dass jedes Paar (X, Z*), das (4.6) erfiillt, auch ein Sattelpunkt von (4.5) ist, und
insbesondere x eine Losung von (4.4) liefert.

Fiir kohérente Risikomafle hat das Sattelpunktproblem die besonders einfache Form

min sup E[f(x,0)Z"(w)].
xRN 7+c11

Diese kann nun Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen sein: Zum Beispiel kann wie
in Kapitel 2 der Erwartungswert durch eine Monte-Carlo-Approximation ersetzt werden;
zusammen mit einer passenden Approximation der Risikohiille IT kann man dann dhnlich
wie in Satz 2.3 Konsistenz zeigen; siehe [Shapiro 2013].

Ebenfalls kann man daraus numerische Verfahren ableiten. Ist zum Beispiel f fast si-
cher stetig differenzierbar und die Projektion auf II effizient realisierbar, kann man einen
Sattelpunkt durch das folgende primal-duale Splitting-Verfahren berechnen:

Z*1 = proj (ZF + o1 F(xY)),
2k+1 — 2Zk+1 _ Zk,
xk+1 — xk _ TkF,(xk)*ZAk-'—l,

fir geeignete Schrittweiten oy, 7 > 0; sieche [Angerhausen 2022] fiir den speziellen Fall
R = CVaR,,.
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A GRUNDLAGEN DER KONVEXEN ANALYSIS

In diesem Kapitel sammeln wir die wesentlichen Definitionen und Resultate aus der kon-
vexen Analysis, die in dieser Vorlesung benoétigt werden. Fiir Details und Beweise wird auf
[Clason & Valkonen 2020] verwiesen.

Sei X ein normierter Vektorraum und F : X — R := R U {+c0}, wobei R mit der iiblichen
Arithmetik versehen wird, d.h. t < cound t + 0o = oo fur alle t € R; Subtraktion und Multi-
plikation von negativen Zahlen mit co und insbesondere F(x) = —co sind nicht zugelassen.
Die Menge, auf der F endlich ist, bezeichnet man als (effektiven) Definitionsbereich

domF :={x € X|F(x) < oo}.

Ist dom F # 0, so nennt man F eigentlich (englisch: ,proper®).

A.1 DIREKTE METHODE DER VARIATIONSRECHNUNG

Wir verallgemeinern den Satz von Weierstraf3 (jede reellwertige stetige Funktion auf
kompakten Mengen nimmt ihr Minimum und Maximum an) auf Banachraume und ins-
besondere auf Funktionen der Form F. Man nennt F unterhalbstetig in x € X (englisch:
Lower semicontinuous®), falls gilt

F(x) < liminf F(x,) fur alle Folgen {x,},en € X mit x, — x.
n—oo

Analog definiert man schwach(-+) unterhalbstetige Funktionen iiber schwach(-*) konvergen-
te Folgen. Gilt schlief3lich fiir jede Folge {x,},en € X mit |[x,||x — oo auch F(x,) — oo,
so heif3t F koerziv.

Satz A.1 (Tonelli). Sei X ein reflexiver Banachraum und F : X — R eigentlich, koerziv und
schwach unterhalbstetig. Dann hat das Minimierungsproblem

in F
mip F(x)

eine Losung x € dom F.
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Ist X nicht reflexiv, aber Dualraum eines separablen Banachraums, so hat man analog die
Existenz von Minimierern schwach-* unterhalbstetiger Funktionale.

Unterhalbstetigkeit bleibt unter verschiedenen Operationen erhalten.
Lemma A.2. Seien X,Y Banachrdume und sei F : X — R schwach unterhalbstetig. Dann
sind schwach unterhalbstetig
(i) «F fiir allea > 0;

(ii) F+G fiir G : X — R schwach unterhalbstetig;

(iii) ¢ o F fiir ¢ : R — R unterhalbstetig und monoton steigend;

(iv) Fo @ fiird : Y — X schwach stetig, d. h. aus y, — y folgt ®(y,) — ®(y);

(v) x > sup,.; Fi(x) mit F; : X — R schwach unterhalbstetig fiir eine beliebige Menge I.

Da beschrénkte lineare Funktionale stetig und damit unterhalbstetig sind, folgt sofort:

Folgerung A.3. Sei X ein Banachraum. Dann ist || - ||x eigentlich, koerziv und schwach
unterhalbstetig.

Ein weiteres haufig auftretendes Funktional ist die Indikator-Funktion' einer Menge U C X,

definiert als
0 xeU,
dy(x) =
o xeX\U.

Lemma A.4. Sei X ein Banachraum und U C X. Dann ist §y : X — R
(i) eigentlich, wenn U nichtleer ist;
(ii) schwach unterhalbstetig, wenn U konvex und abgeschlossen ist;

(iii) koerziv, wenn U beschrdnkt ist.

'nicht zu verwechseln mit der charakteristischen Funktion 1y mit 1y (x) = 1 fiir x € U und 0 sonst!
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A.2 KONVEXE FUNKTIONEN

Ein eigentliches Funktional F : X — R heif3t konvex, wenn fiir alle x, yeXund A e [0,1]
gilt

(A1) F(Ax+(1-A4)y) < AF(x)+ (1 - A)F(y)
(dabei ist der Funktionswert co auf beiden Seiten zugelassen). Gilt fir x # y und A € (0,1)

sogar

F(Ax+(1-A)y) < AF(x) + (1= A)F(y),
so heif3t F strikt konvex.
Eine alternative Charakterisierung der Konvexitit eines Funktionals F : X — R basiert
auf ihrem Epigraph
epiF = {(x,t) e X xR |F(x) < t}.

Lemma A5. FirF: X — R ist epiF

(i) nichtleer genau dann, wenn F eigentlich ist;

(ii) konvex genau dann, wenn F konvex ist;

(iii) (schwach) abgeschlossen genau dann, wenn F (schwach) unterhalbstetig ist.

Folgerung A.6. Sei F : X — R konvex. Dann ist F schwach unterhalbstetig genau dann, wenn
F unterhalbstetig ist.

Direkt aus der Definition folgt die Konvexitat
(i) stetig affiner Funktionale, d. h. der Form x — (x*,x)x — a fir x* € X" und a € R;
(ii) der Norm || - ||x in einem normierten Raum X;
(iii) der Indikatorfunktion J¢ fiir eine konvexe Menge C.
Ist X ein Hilbertraum, so ist F(x) = ||x||§( sogar strikt konvex.

Weitere Beispiele lassen sich analog zu Lemma A.2 durch folgende Operationen erzeugen.

Lemma A.7. Seien X,Y normierte Rdume und sei F : X — R konvex. Dann sind konvex
(i) aF fiir alle a > 0;
(ii) F+G firG : X — R konvex (ist F oder G strikt konvex, so auch F + G);
(iii) ¢ o F fiir ¢ : R — R konvex und monoton steigend;

(iv) Fo A fiir A: Y — X linear;
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(v) x > sup,.; F;(x) mit F; : X — R konvex fiir eine beliebige Menge I.

Nach Lemma A.7(v) ist also das punktweise Supremum von affinen Funktionalen stets
konvex. Tatsichlich ldsst sich sogar jedes konvexe Funktional so darstellen. Dafiir definieren
wir fiir ein eigentliches Funktional F : X — R die konvexe Hiille

F': X 5 R, x > sup {a(x) | a stetig affin mit a(x) < F(x) fur alle x € X} .

Lemma A.8. Sei F : X — R eigentlich. Dann ist F genau dann konvex und unterhalbstetig,
wenn gilt F = FT.

Schliefllich bendtigen wir noch die folgende tiberraschende und niitzliche Eigenschaft.

Satz A.9. Sei X ein Banachraum und F : X — R konvex und unterhalbstetig. Dann ist F auf
(dom F)° lokal Lipschitz-stetig.

A.3 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Konvexe Funktionen miissen nicht differenzierbar sein; geometrisch bedeutet das, dass
anstelle einer eindeutigen Tangente in einem Punkt mehrere existieren konnen. Wir
betrachten daher als Ersatz fiir die Ableitung die Menge aller Tangentensteigungen in
einem Punkt. Fiir F : X — R und x € dom F is das Subdifferential von F in x definiert als

(a.2) OF(x) = {x" e X" |{x",x —x)x < F(x) — F(x) fiurallex € X}.

(Beachten Sie, dass x ¢ dom F zugelassen ist, da dann die Ungleichung trivialerweise erfiillt
ist.) Fiir x ¢ dom F setzen wir dF (x) = (. Direkt aus der Definition folgt, dass dF (x) konvex
und schwach-* abgeschlossen ist; man zeigt weiter, dass dF (x) # fiir alle x € (dom F)? ist.
Ein Element ¢ € 9F (x) heif3t Subgradient.

Direkt aus der Definition folgt eine notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingung.

Satz A.10. Seien F : X — R und X € dom F. Dann sind dquivalent:
(i) 0 € OF(x);
(ii) F(x) = min F(x).
xeX

Eine dquivalente Definition erhalt man mit Hilfe der Richtungsableitung von F in x dom F
in Richtung h € X

Fx:h) = lirgl F(x+ tht) — F(x) .
t—0+

[—o0, 0],

die fiir konvexe Funktionen (zumindest als uneigentlicher Grenzwert) stets existiert.
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Lemma A.11. Sei F : X — R konvex und x € dom F. Dann ist

OF (x) = {x" € X" | (x",h)x < F'(x;h) furalleh € X}.

Definiert h — F’(x; h) einen stetigen linearen Operator DF(x) : X — R, so ist F Gateaux-
differenzierbar in x; aus Lemma A.11 folgt also, dass das Subdifferential eine Verallgemeine-
rung der klassischen Ableitung darstellt.

Satz A12. Sei F : X — R konvex und Gateaux-differenzierbar in x. Dann ist o0F (x) =
{DF(x)}.

Natiirlich moéchten wir auch Subdifferentiale von Funktionen haben, die nicht differenzier-
bar sind. Das kanonische Beispiel ist die Norm ||x||x in einem normierten Raum, die ja in
x = 0 nicht differenzierbar ist.

Satz A.13. Fiirx € X ist

{x* e X* [ {«", x)x = lIx|lx und ||x"|lx- =1}  fallsx # 0,

oIl - llx) (x) = {Bx* falls x = 0.

Das Subdifferential der Indikatorfunktion einer konvexen Menge C C X hat eine einfache
Darstellung: Fir x € C = dom J¢ gilt ndmlich

x* € 3bc(x) & (x",x —x)x < 6c(x) firallex € X

S (x",x—x)x <0 furallex € C,

da die Ungleichung fiir alle x ¢ C trivialerweise erfiillt ist. Die Menge dd¢(x) nennt man
auch Normalenkegel an C in x.

Subdifferentiale weiterer Funktionale erhélt man durch Rechenregeln. Es ist naheliegend,
dass diese umso aufwandiger zu beweisen sind, je schwécher der Differenzierbarkeitsbegrift
ist (d. h. je mehr Funktionen in diesem Sinne differenzierbar sind). Die ersten beiden Regeln
folgen noch direkt aus der Definition.

Lemma A.14. Fiir F : X — R konvex und x € domF gilt
(i) d(AF)(x) = AM(9F (x)) := {AE| & € 9F (x)} fiir A > 0;

(ii) IF (- + x¢)(x) = IF (x + x¢) fiir xo € X mit x + xo € domF.

Schon die Summenregel ist deutlich aufwéndiger und benétigt den Satz von Hahn-Banach.
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Satz A.15 (Summenregel). Seien F,G : X — R konvex. Dann gilt fiir alle x € dom F Ndom G
OF (x) + 0G(x) C 9(F + G)(x).

Existiert ein xo € (dom F)° N dom G, so gilt Gleichheit.

Daraus erhalt man per Induktion Summenregeln fiir beliebig viele Summanden (wobei x

im Inneren aller bis auf eines effektiven Definitionsbereichs liegen muss). Analog beweist
man eine Kettenregel fiir stetige lineare Operatoren.

Satz A.16 (Kettenregel). Seien X,Y normierte Rdume, A € L(X,Y) (d. h. ein stetiger linearer
Operator von X nach Y), und F : Y — R konvex und unterhalbstetig. Dann gilt fiir alle
x € dom(F o A)

d(F o A)(x) D A"9F(Ax) := {A"y" | y" € 9F(Ax)}.

Existiert ein xo € X mit Axy € (dom F)°, so gilt Gleichheit.
Nitzlich ist auch das folgende Resultat.

Satz A.17 (Maximumsregel). Sei F : X — R konvex und gelte
F(x) = max Fj(x)
i€l
fiir eine endliche Indexmenge I und F; : X — R Gateaux-differenzierbar. Dann ist
oF (x) = co {DF;(x) | F(x) = Fi(x)},

wobei co A die schwach-+ abgeschlossene konvexe Hiille der Menge A C X™ bezeichnet.

A.4 FENCHEL-DUALITAT

Sei X ein normierter Raum und F : X — R eigentlich. Dann ist die Fenchel-Konjugierte zu
F definiert als
F*: X" 5 R, F*(x™) = sup (x*, x)x — F(x).
x€X

(Da dom F # 0 angenommen ist, gilt F*(x*) > —co fiir alle x* € X*, also ist die Definition
sinnvoll.) Aus Lemma A.7(v) und Lemma A.2 (v) folgt sofort, dass F* fiir eigentliche F
stets konvex und schwach-# unterhalbstetig ist. Ist F nach unten durch ein affin-lineares
Funktional beschréankt (was nach Lemma A.8 fiir konvexe und unterhalbstetige Funktionen
immer der Fall ist), so ist auch F* eigentlich. Die Definition liefert auflerdem sofort die
Fenchel-Young-Ungleichung

(A.3) (x*, x)x < F(x) + F*(x") fiir alle x € X, x™ € X".
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Analog definieren wir fiir F : X* — R die Fenchel-Prikonjugierte als

F.: X -» R, Fi(x) = sup (x*,x)x — F(x").

x*eX*

Durch diese Konvention ist die Bikonjugierte F** := (F*), selbst fiir nicht-reflexive Raume
wieder auf X definiert (anstatt auf X**). Anschaulich ist F** die untere konvexe Hiille von
F, die fir konvexe Funktionen nach Lemma A.8 ja mit F Gibereinstimmt.

Satz A.18 (Fenchel-Moreau-Rockafellar). Sei F : X — R eigentlich. Dann gilt
(i) F** < F;
(i) F* =F';

(iii) F** = F genau dann, wenn F konvex und unterhalbstetig ist.
Wir betrachten wieder relevante Beispiele.

Beispiel A.19.

(i) Sei By die Einheitskugel im normierten Raum X und setze F = g, . Dann ist fiir
x* e X*

(8By) " (x™) = sup (x", x)x — Ip, (x) = sup (x",x)x = ||x"||x*

xeX llxllx <1

Analog zeigt man unter Verwendung der Definition der Prakonjugierten, dass
(9By )+ (x) = [|x]|x ist.

(ii) Sei X ein normierter Raum und setze F(x) = [|x||x. Dann ist F* = g, .. Wie oben
zeigt man analog, dass (|| - ||x+)« = B, ist.

(iii) SeiF(x) = %||x|| ; und X ein Hilbertraum. Dann kénnen wir X* ~ X identifizieren,
so dass F(x) differenzierbar ist mit Gradient VF(x) = x, und die notwendigen und
hinreichenden Optimalitatsbedingungen fiir sup,.. (x*, x)x — %(x, x)x ergeben

k k 1 *
F(x) = Sl I

Wir notieren noch einige niitzliche Rechenregeln.

Lemma A.20. Sei F : X — R eigentlich. Dann ist
(i) (aF)* = aF* o (a”'1d) fiir a > 0;

(ii) (F(-+x0) + (x5, )x)" = F*(- = x5) — (- — x5, Xo)x fiir allex, € X, x; € X*;
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(iii) (Fo A)* = F* o A™ fiir A € L(Y, X) stetig invertierbar und A™* := (A™1)*,

Die Definition der Fenchel-Konjugierten ist auf besondere Weise vertraglich mit der des
Subdifferentials.

Satz A.21 (Fenchel-Moreau). Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann
sind dquivalent fiir x € X und x* € X*:
(i) (x*,x)x = F(x) + F*(x");
(ii)) x* € oF(x);
(iii) x € OF*(x").

Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir ein Dualitatsresultat fur Probleme der Form

(P) 1r€1)f( F(x) + G(Ax)

firF: X > RundG:Y > R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig sowie A € L(X,Y).
Durch Einsetzen der Definition von G = G** und formales Vertauschen von inf und sup
erhilt man daraus das duale Problem

(D) sup —F*(=A"y") = G*(¥").

Dieses Vertauschen wird durch das folgenden Satz legitimiert.

Satz A.22 (Fenchel-Rockafellar). Seien X, Y normierte Rdaume, F : X — RundG:Y > R
eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und A € L(X,Y). Gelte weiterhin:

(i) das primale Problem (P) hat eine Losung x € X;
(ii) es existiert ein xo € dom F N dom(G o A) mit Axy € (domG)°.

Dann hat das duale Problem (D) eine Losung y* € Y* und es gilt

(a.4) min F(x) + G(Ax) = max —F"(-A"y") - G*(¥").
x€X y*eYy*

Weiterhin sind X und y* Losungen von (P) bzw. (D) genau dann, wenn die Fenchel-Extremalitats-

bedingungen

©) {—A* y* € 9F (%),

y* € 0G(Ax),

erfiillt sind.
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A.5 EPIKONVERGENZ

Oft betrachtet man zu einem Optimierungsproblem eine Folge von approximierenden (z.B.
diskretisierten oder regularisierten) Problemen, die einfacher zu 16sen oder zu analysie-
ren sind. Dabei ist natiirlich die wesentliche Frage, ob Minimierer der approximierenden
Funktionale gegen einen Minimierer des urspriinglichen Funktionals konvergieren. Da-
fiir reicht punktweise Konvergenz der Funktionale nicht aus, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel A.23. Betrachte fiir n € N
1
fnR->R, fn(x):;|x—n|—1.
Dann gilt
lim f;(x) =0 fur alle x € R,
n—oo

und damit f;, — 0 =: f punktweise, aber

lim inf f;(x) = lim f,(n) = -1+ 0 = inf f(x).
n—oo xeR n—oo xeR

Die Konvergenz muss also in einem passenden Sinn gleichmaflig sein. Fur erweitert-
reellwertige Funktionale fithrt das auf den Begrift der Epikonvergenz (im Kontext der
Variationsrechnung auch Gamma-Konvergenz genannt).

Sei F, : X — R, n € N. Wir sagen, F, epikonvergiert gegen F : X — R und schreiben
F, —. F, falls fur alle x € X gilt

(i) fur alle Folgen {xy,},en € X mit x, — x gilt

liminf F,(x,) > F(x);
n—oo

(ii) es existiert eine Folge {x,}nen € X mit x, — x so, dass gilt

lim sup F,,(x,) < F(x).

n—o00

Die Folge in (ii) wird auch Recovery-Folge genannt. (Eine dquivalente Charakterisierung
von Epikonvergenz ist, dass epi F,, — epi F im Sinne der Painlevé-Kuratowski-Konvergenz
von Mengen gilt, woher auch der Name stammt.) Beachte, dass punktweise Konvergenz
weder hinreichend noch notwendig fiir Epikonvergenz ist. Aus der Definition folgt direkt,
dass der Grenzwert einer epikonvergenten Folge unterhalbstetig sein muss; sind alle F,
konvex, so ist auch F konvex.

Unter einer — separat nachzuweisenden — Kompaktheitsbedingung erhalt man nun das
gewiinschte Ergebnis.
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Satz A.24. SeiF,: X > R,neN, und F : X — R mitF, —, F. Dann gilt

. : < '
lim sup 1r€1}t; Fu(x) < )1(1;1;; F(x)

n—oo X

Existiert weiter eine Nullfolge {e, }nen und eine konvergente Folge {xp},en C X mit

Fu(x,) < in}f; Fu(x) + &, furallen € N,
XE

so ist der Grenzwert X € X ein Minimierer von F und es gilt

lim )lclel)f; Fu(x) = ;rel)t;F(x)

n—oo

Beweis. Sei x € X beliebig und {x,},en eine zugehorige Recovery-Folge. Dann folgt sofort
aus Bedingung (ii) fir die Epikonvergenz

F(x) > lim sup F,(x;) > limsup in}f( Fp(x),
X€E

n—oo n—oo
und Infimum iiber alle x € X ergibt die erste Behauptung.

Sei nun {x, },en eine konvergente Folge von ¢,-Minimierern mit Grenzwert ¥ € X. Dann
folgt aus der Definition zusammen mit Bedingung (i)

liminf inf F,(x) = liminf(inf F,(x) + &,) > liminf F,(x,) > F(X) > inf F(x).
n—oo xeX n—oo  xeX n—oo x€X

Zusammen mit der bereits bewiesenen ersten Ungleichung folgt daraus die behauptete

Gleichung sowie F(x) = inf,ex F(x). O

Das folgende (aufwindig zu beweisende) Resultat charakterisiert Epikonvergenz konvexer
Funktionale in RV,

Satz A.25 ([Rockafellar & Wets 1998, Theorem 7.17]). Seien F;, : RN - R, n € N, konvex und
unterhalbstetig, und sei F : RN — R konvex und unterhalbstetig mit (dom F)° # (). Dann
sind dquivalent:

(l) Fy —¢ F;
(ii) es existiert eine dichte Teilmenge E C RN mit F, — F punktweise auf E;

(iii) F, — F gleichmdfig auf jeder kompakten Teilmenge K C RN, die keinen Randpunkt
von dom F enthilt.
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A.6 TRAGERFUNKTIONALE

Sei X ein Banachraum und A ¢ X*. Dann heifit die Abbildung

oa: X > R, oa(x) = sup (x*, x)x,
x*€A

das Trdgerfunktional von A. Wegen Lemma A.11 ist das folgende Resultat niitzlich.

Lemma A.26. Sei F : X — R positiv homogen, subadditiv und unterhalbstetig, und sei
A={x"e X" |(x",x)x < F(x) fiirallex € X}.

Dann ist
F(x) = sup (x", x)x fiir allex € X.

x*eA
Beweis. Nach Definition gilt fiir alle x* € A (und nur diese!) die Ungleichung (x*, x)x —
F(x) < 0 fir alle x € X. Wir machen dafiir eine Fallunterscheidung:

(i) (x*,x)x < F(x) fur alle x € X. Dann folgt sofort

F*(x*) = sup {(x*,x)x — F(x) < 0.
xeX

Aus der positiven Homogenitat folgt weiter
F(0) = F(t0) = tF(0) fur alle t > 0
und damit F(0) = 0. Also wird das Supremum fiir x = 0 in F*(x*) = 0 angenommen.

(i) (x*,x)x > F(x) fir ein ¥ € X. Dann folgt fiir t > 0 beliebig aus der positiven
Homogenitat

F*(x") = sup(x™, x)x — F(x) > (x", tx)x — F(tx)
xeX

=t ({x",%)x — F(x)) > 0,
und Grenziibergang t — oo zeigt F*(x*) = oo.
Dies zeigt F* = 4.

Nun ist F nach Voraussetzung zusatzlich subadditiv und damit konvex sowie unterhalbstetig.
Aus Satz A.18 folgt daher fiir alle x € X

F(x) = F*™(x) = (84)"(x) = sup (x*, x)x. O

x*€A

Die néachsten Aussagen zeigen, dass man Mengen dquivalent durch ihre Tragerfunktionale
charakterisieren kann.
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Lemma A.27. Seien A,B C X* nichtleer, konvex, und schwach-+ abgeschlossen. Dann ist
A C B genau dann, wenn gilt

(a5) sup (x*,x)x < sup (x", x)x fiir alle x € X.
x*€A x*€B

Beweis. Ist A C B, so ist die linke Seite von (a.5) offensichtlich nicht groler als die rechte.
Fiir die andere Richtung sei angenommen, es existiert ein x* € A mit x* ¢ B. Wegen der
Voraussetzung an A und B existiert dann nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach (in
der schwach-*-Topologie, beziiglich der die stetigen linearen Funktionale nach Definition
der Form x* +— (x*, x)x fur ein x € X sind) ein x € X und ein A € R mit

(%, x)x < A < {x",x)x fiir alle z* € B.
Supremum iiber alle z* und Abschétzen von x* durch das Supremum ergibt dann

sup (z*, x)x < A < sup (x", x)x.
z*€B x*€A

Damit ist (a.5) verletzt, und die Aussage folgt durch Kontraposition. m]

Folgerung A.28. Seien A, B C X* konvex und schwach-+ abgeschlossen. Dann ist A = B genau
dann, wenn gilt

(A.6) sup (x*, x)x = sup (x*, x)x fiir allex € X.
x*€A x*eB

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Gilt umgekehrt (a.6), dann folgt daraus insbesondere
(a.5) und damit nach Lemma A.27 auch A C B. Vertauschen der Rollen von A und B ergibt
die Aussage. O

54



B GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Wir sammeln hier die wesentlichsten Begriffe und Resultate aus der Wahrscheinlichkeits-
theorie, die wir in dieser Vorlesung brauchen. Fiir Details und Beweise sei auf Standard-
Lehrbiicher wie etwa [Brokate & Kersting 2019; Klenke 2020] verwiesen.

B.1 WAHRSCHEINLICHKEITSMASSE

Sei Q eine beliebige Menge. Eine Teilmenge A C $(Q2) der Potenzmenge von Q heif3t
o-Algebra, falls Q € A und sie abgeschlossen ist unter Komplementbildung und abzahlba-
ren Vereinigungen. (Daraus folgt sofort, dass die leere Menge sowie abzéhlbare Schnitte
ebenfalls in A liegen.) In diesem Fall nennen wir (Q, A) einen messbaren Raumund A C A
eine messbare Menge. Ein § C P, fir das A die kleinste o-Algebra ist, die S enthilt, nennt
man Erzeuger von A. Ist E C RY und enthilt S genau die offenen Teilmengen von Z, so
wird dadurch die Borel-Algebra B erzeugt; B € B heifit dann Borel-Menge.

Eine Funktion y : A — [0, co] heif3t Maf auf (Q, A), wenn fiir alle A, € A, n € N, mit

Al‘ ﬂAj = @furli]gllt
ﬂ(U Ap) = Z H(Ap).
neN neN

Gilt fur alle A € A - und damit insbesondere fiir Q selber — dass p(A) < oo, so heifdt p
endlich; kann Q zerlegt werden in die Vereinigung abzéhlbar vieler mef3barer Mengen
Ap € A mit u(A,) < oo fiir alle n € N, so heiflt u o-endlich; ein Beispiel ist das Lebesgue-
Maf} auf RN, Eine o-Algebra A heifit u-vollstindig, wenn aus A € A mit u(A) = 0 und
B c A auch B € A und damit p(B) = 0 folgt. Gilt schlieilich p(Q) = 1, so heifit u ein
Wahrscheinlichkeitsmaf3 und (Q, A, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Menge A € A
mit g(A) = 0 heifdt (u-)Nullmenge. Gilt umgekehrt y(Q c A) = 0, dann sagt man, das
Ereignis A tritt (u-)fast sicher (oder fast iiberall) ein; ist u ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, so
gilt in diesem Fall p(A) = 1, und wir sagen A tritt ein mit Wahrscheinlichkeit 1. Ein sehr
niitzliches Resultat dazu ist das folgende

Lemma B.1 (Borel-Cantelli). Sei {Ay,...,Ay}nen € A und
A" ={w € Q|w € A, fiir unendlich vielen € N} .

Dann gilt
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(i) Ist Xpen p(An) < 00, soist p(A*) = 0.
(ii) Ist Xpen p(An) = 0o und {Ap}nen unabhdngig, so ist pp(A*) = 1.

Hier nennt man eine Familie {A; };e; C A unabhdngig, wenn fiir alle endlichen Teilmengen
JC Igﬂt/l(mje]Aj) = Hje],U(Aj)-

Ist f : Q — R eine Funktion und (Q, A) ein messbarer Raum, dann heiflt f messbar,
wenn fiir alle Borel-Mengen B € B das Urbild f![B] := {w € Q| f(w) € B} € A, d.h.
messbar ist. Stetige Funktionen sind immer messbar; ist f messbar, so auch f* := max{0, f},
f~ :=max{0,—f}, | f|, und sign f. Weiter sind punktweise Summe, Differenz, Produkt, und
Quotient von messbaren Funktionen messbar. Ist {f; },en eine Folge von messbaren Funk-
tionen, sind auch inf, f,, sup, f,, liminf, f,, und lim sup, f, messbar. Schlief3lich ist eine
vektorwertige Funktion messbar genau dann, wenn die Koordinatenfunktionen messbar
sind. Diese Aussagen gelten auch fiir erweitert-reellwertige Funktionen.

Jede nicht-negative mef3bare Funktion f : Q — [0, c0) ist Grenzwert einer fast tiberall
monoton steigenden Folge von Elementarfunktionen, d. h. es gibt eine Folge { f; },en mit

N
fn(a)):ZﬂAkak, Al,...,ANEﬂ, a,...,an = 0,
k=1

und f, — f punktweise fast iiberall. (Hier bezeichnet 14(w) =1fiir © € A und 0 sonst die
charakteristische Funktion von A C Q). Es gilt daher

f(w)ZZﬂAkak, A,...€ A, a,...>0.
k=1

B.2 INTEGRATION

Ist (Q, A, u) ein Malraum und f : Q@ — R eine messbare Funktion, ist das Integral
beziiglich y definiert als

/ F@) di(@) = > aeu(Ar) = > fea(Bo)
Q k=1 k=1

fiur f* = X axla, und f~ = 3k P15, mit Ay, By € A und ay, fr > 0, solange wenigstens
eine der beiden Summen endlich ist. Wir schreiben auch oft kurz fQ f du. Das Integral tiber
eine Teilmenge A C A ist definiert als

/ Fl@) du(w) = / F()1() du(o).
A A

Das Integral erfiillt die folgenden elementaren Eigenschaften:
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(i) Definitheit: fir f > 0 gilt /Q fdp =0 genau dann, wenn f = 0 fast iiberall gilt;
(ii) Monotonie: f < g fast Giberall impliziert /Q fdu< /Q gdy;
(iii) Dreiecksungleichung: ‘ /Q f d,u‘ < /Q Lf| dy;

(iv) Linearitat: /Q af +gdy = anfdp + fQ gdp.

Zwei wichtige Spezialfille sind (Q, 8,1) mit Q C R?, B die Borel-Algebra, und A das
Lebesgue-Maf}; in diesem Fall erhélt man das Lebesgue-Integral. Ist Q = {wy, ..., wN} eine
endliche Menge und p = Zi’zl oy, fur ag > 0, so gilt

N
[ s duto) = 3 af .
k=1
Wir definieren fiir eine messbare Funktion f : Q@ — R nun

1/p
Ifllp == (/ |f ()P d#(w)) , 1<p<oo,
Q
Iflleo :==inf{K > 0[p({@||f(w)] > K}) = 0}
und setzen fir 1 < p < oo
Lﬁ(Q) = {f Q- [Rmessbar| Ifllp, < 00}.

Ist f e LL(Q), so sagt man, f ist integrierbar. Es gelten die iiblichen Ungleichungen, etwa
die Holdersche Ungleichung fiir f € Lﬁ(Q) und g € Lﬁ(Q) mit % +1lg=1:

1/p 1/q
/ Fl0)g() du(o) < ( / Flw)P du(w)) ( / g(w)qdu(w)) .
Q Q Q

Ist das Maf} aus dem Kontext offensichtlich, schreibt man auch nur f € LP(Q). Das Integral
vektorwertiger Funktionen f : Q@ — RN und die entsprechenden Riume Lﬁ(Q, RN)
integrierbarer vektorwertiger Funktionen werden analog komponentenweise definiert.

Die Hauptsitze Uber integrierbare Funktionen betreffen nun die Vertauschbarkeit von
Grenzwert und Integral.

Satz B.2 (Monotone Konvergenz, Beppo Levi). Sei{f,}nen eine Folge integrierbarer Funktio-
nen mit f, = f fast iiberall. Dann ist

lin [ () du(@) = [ f0)duo).
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Satz B.3 (Lemma von Fatou). Sei {f;}nen eine Folge messbarer Funktionen. Existiert eine
integrierbare Funktion g mit f, > g fast iiberall fiir allen € N, dann gilt

Iiminf/fn(a)) du(w) Z/liminffn(a)) du(w).
n—00 Q Q "o

Satz B.4 (Majorisierte Konvergenz, Lebesgue). Sei {f,}nen eine Folge integrierbarer Funktio-
nen mit f, — f fast iiberall. Existiert eine integrierbare Funktion g mit |f,| < g fast iiberall
fiir allen € N, dann ist auch f integrierbar und es gilt

lin [ () du(@) = [ f@)duto).

Sind y, v zwei Mafle auf dem messbaren Raum (Q, A) und gilt fiir alle A € A mit u(A) =0
auch v(A) = 0, so heift v absolutstetig beztglich p.

Satz B.5 (Radon—Nikodym). Seien y, v zwei o-endliche MafSe auf (Q, A). Dann ist v abso-
lutstetig beziiglich u genau dann, wenn eine mefSbare Funktion f : Q — [0, c0) existiert
mit

v(A) = ./Af(a)) du(w) fiir alle A € A.

Die Funktion f wird Dichte von v (beziiglich y) genannt; ist v ein Wahrscheinlichkeitsmaf,
spricht man auch von der Wahrscheinlichkeitsdichte.

Sind (Qq, Ay, p11) und (Q2, Ay, p2) zwei Wahrscheinlichkeitsraume, so konnen wir den
Produktraum (Q, A, i) definieren via

Q=0 X Q,,
A=A Ay = {Al X Ay |A1 S ﬂl,Az S ﬂz},
fo= i ® pa, (A X Ag) = (A p(Az).

Fiir das Integral auf dem Produktraum gilt der

Satz 8.6 (Fubini). Ist f : Q — R mefSbar beziiglich A und f € L,(Q), dann gilt

/Q F (@) dp(e) = /Q | ( /Q o wz)dm(wl)) dyiy(2)
:/ ( f(o, w3) dﬂz(&)z)) din(w).
O Qs
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B.3 ZUFALLSVARIABLEN

Sei (Q, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine messbare Funktion X : Q — R (versehen
mit der Borel-Algebra) nennt man dann auch Zufallsvariable. Fiir B € B setze

(o)

P[X € B] = u(X'(B)) =/ 13(X(w)) dp(w).
Wir nennen das Wahrscheinlichkeitsmaf} yyx := o X! Verteilung von X. Wir schreiben
dann auch X ~ px und sagen, X ist verteilt nach px. Nimmt X nur endlich viele Werte
an, spricht man von einer diskreten Verteilung. Ist f : R — R, so ist auch f(X) eine
Zufallsvariable.

Da die Borel-Algebra 8 durch die halboffenen Mengen erzeugt wird, gentigt es, Mengen
der Form B = {X < t} := X !({x € R|x < t}) zu betrachten. Wir schreiben dann auch
kurz P[X < t], und analog fiir 4hnliche Mengen. Die Abbildung x — P[X < x| heif3t
Verteilungsfunktion von X; diese legt die Zufallsvariable eindeutig fest. Beispiele sind die
Normalverteilung N, ;2 fir i, 0 € R mit

P[X <t] = \/zl_zft exp (‘(xz_of)z) dx,
o —00

sowie die uniforme Verteilung U, fir a < b mit

0 fallst < a,

P[X <t] = ;;—Z falls t € (a,b),

1 falls t > b.

Eine Familie {X;};c; heif3t identisch verteilt, wenn pux, = px; fiir alle i, j € I gilt. Sie heif3t
unabhdngig verteilt, falls fiir alle endlichen Teilmengen J C I gilt

j€J

:HP[XJEA]] fﬁralleAjeﬂ,jEJ.
JjeJ

Fur X € L}I(Q) ist der Erwartungswert definiert als

E[X] ::/QX(a))dy(a)).

Beispielsweise ist E[X] = p fir X ~ N, ;2 und E[X] = “T”’ fir X ~ U,y,.

Direkt aus den Eigenschaften des Integrals folgt die Linearitat, Monotonie, und Dreiecks-
ungleichung des Erwartungswerts. Haben zwei Zufallsvariablen die gleiche Verteilung, so
haben sie auch den gleichen Erwartungswert. Sind {Xj, ..., X, } unabhéangig, so gilt

i=1 i=1
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Weiter gilt die Markov-Ungleichung

E[1X]]
£

(B.1) P[IX] > ¢] < fur alle £ > 0.

Ist f : R — R konvex, so gilt aulerdem die jensen-Ungleichung
(B.2) E[f(X)] = f(E[X]).
Fur X € L}l(Q) ist die Varianz definiert als
V[X] := E[X?] - E[X]? = E[(X — E[X])?] > 0.

Beispielsweise ist V[X] = o fiir X ~ Ny o2 und V[X] = (a+b) fiur X ~ Uy,
Sind {Xj, ..., Xy} unabhéngig, so gilt (Bienaymé-Gleichung)

n n

\Y [Z Xl-] = > V[X

i=1 i=1

Anwenden der Markov-Ungleichung auf (X — E[X])? liefert die Chebyshev-Ungleichung

V[X]
2

(B.3) P[IX —E[X]]| = ¢] < fur alle £ > 0.

£

Grenzwertsatze machen eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten von Mittelwerten
von Zufallsvariablen. Das folgende Resultat ist bekannt als das starke Gesetz der grofien
Zahl.

Satz B.7 (Etemadi). Sei (Q, A, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {X, }nen C L},(Q) eine
Folge von unabhdngig und identisch verteilten Zufallsvariablen. Dann gilt

==

Sei (Q, A, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¥ C A eine Unter-o-Algebra. Ist X eine
integrierbare Zufallsvariable und ist Y eine Zufallsvariable, fiir die gilt

P |lim sup —

n—oo

Z(x E[X,

B.4 BEDINGTE ERWARTUNG

(i) Y ist messbar beztuglich F;
(i) E[XTa] = E[YT,4] fiir alle A € F;
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dann hei3t Y bedingter Erwartungswert von X gegeben #, und wir schreiben E[X | 7] := Y.
Der bedingte Erwartungswert existiert fiir alle X € L}J(Q) und alle # C A und ist eindeutig
bis auf y-Nullmengen. (Alle Eigenschaften gelten daher immer nur fast sicher.) Direkt aus
der Definition (wahle A = Q € F) folgt

E[E[X | F]1] = E[X].
Ist X unabhingig von ¥, so gilt sogar

E[X | F] = E[X].

Der bedingte Erwartungswert erbt die Eigenschaften des Erwartungswerts wie Linearitét,
Monotonie, Dreiecksungleichung; ebenso gilt fiir f : R — R konvex die bedingte Jensen-
Ungleichung

(B.4) E[f(X) | 71z f(EIX | F]).

Ist G C F eine weitere Unter-o-Algebra, gilt die Turmeigenschaft

E[EIX|F1IGI=E[E[X|G]|F]=E[X]|G]

Fiir eine Zufallsvariable Z definieren wir den bedingten Erwartungswert von X gegeben
Z als E[X | Z] = E[X | 0(Z)], wobei 0(Z) = {X7}(B)|B € B} die von Z erzeugte
o-Algebra ist (die kleinste o-Algebra, beziiglich der Z messbar ist). Analog definiert man
die von einer Menge {Xj, ..., X, } erzeugte o-Algebra als die kleinste o-Algebra, beziiglich
der X messbaristfirallek=1,...,n.

Eine Folge {77 }nen von Unter-o-Algebren mit 7 C 75 - - - € ¥ heif3t Filtration. Eine Folge
{Xu}nen von Zufallsvariablen heiflt adaptiert an die Filtration {7, },en, Wwenn X, messbar
ist beztiglich 7, fiir alle n € N. Dies gilt insbesondere offensichtlich fiir die natiirliche
Filtration ¥, = 0({Xy,..., X, }) fur alle n € N.
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