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UBERBLICK

Die mathematische Optimierung beschéftigt sich mit der Aufgabe, Minima bzw. Maxima von
Funktionen zu bestimmen. Konkret seien eine (nicht notwendigerweise echte) Teilmenge
X c R" und eine Funktion f : X — R gegeben. Gesucht ist ein X € X mit

f(x) < f(x) furallex € X,

geschrieben

f(®) = min f(x).

Die Fragen, die wir uns dabei stellen miissen, sind:
1. Hat dieses Problem eine Losung?

2. Gibt es eine intrinsische Charakterisierung von %, d.h. ohne Vergleich mit allen
anderen x € U?

3. Wie kann dieses x (effizient) berechnet werden?
Aus der Vielzahl der mdglichen Beispiele sollen nur kurz folgende erwahnt werden:

(i) In Transport- und Produktionsproblemen sollen Kosten fiir Transport minimiert bzw.
Gewinn aus Produktion maximiert werden. Dabei beschreibt x € R" die Menge der
zu transportierenden bzw. produzierenden verschiedenen Giiter und f(x) die dafiir
noétigen Kosten bzw. aus dem Verkauf erzielten Gewinne. Die Nebenbedingung x € U
beschreibt dabei, dass ein Mindestbedarf gedeckt werden muss bzw. nur endlich viele
Rohstoffe zur Produktion zur Verfiigung stehen.

(ii) In inversen Problemen sucht man einen Parameter u (zum Beispiel Rontgenabsorption
von Gewebe in der Computertomographie), hat aber nur eine (gestorte) Messung
% zur Verfiigung. Ist ein Modell bekannt, das fiir gegebenen Parameter u die ent-
sprechende Messung y = Ku liefert, so kann man den unbekannten Parameter
naherungsweise rekonstruieren, indem man das Problem

: o112 2
min ||[Ku — y°||” + alu]|
ueX

fur geeignet gewahlte Normen und a > 0 16st. Die Menge U kann dabei bekannte
Einschrankungen an den Parameter (z. B. Positivitat) beschreiben.
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(iii) In der optimalen Steuerung ist man zum Beispiel daran interessiert, ein Auto oder
eine Raumsonde moglichst effizient von einem Punkt x zu einem anderen Punkt x;
zu steuern. Beschreibt x(t) € R? die Position zum Zeitpunkt ¢ € [0, T], so gehorcht
x(t) der Differenzialgleichung

" x' (1) = f(t,x(2), u(1)),
x(0) = xo,

wobei u(t) die Rolle der Steuerung spielt. Will man dabei den Treibstoffverbrauch

(der proportional zu |u(t)| ist) minimieren, fithrt das auf das Problem

T
min / lu(t)|dt mit U = {(x,u) : (1) ist erfullt und x(T) = x} .
0

(x,u)eU

In dieser Vorlesung behandeln wir zuerst nichtlineare Optimierungsprobleme ohne Restrik-
tionen, in denen f : R" — R differenzierbar und X = R" ist. In diesem Fall ist die Antwort
auf die Frage nach der Existenz relativ einfach zu beantworten; uns werden daher vor allem
die beiden restlichen Fragen beschaftigen. Dabei wird das Konzept der Abstiegsrichtung in
beiden Fillen fundamental sein: Grob gesprochen befinden wir uns in einem Minimum,
falls keine Abstiegsrichtung existiert; ansonsten wihlen wir eine und folgen ihr einen
Schritt weit.

Im Anschluf3 behandeln wir lineare Optimierungsprobleme, in denen f : R" — R linear
und X ein Polyeder ist, d. h. durch endlich viele lineare Ungleichungen beschrieben werden
kann. Allgemein wird solch ein Problem beschrieben durch einen Vektor ¢ € R", eine
Matrix A € R™" und einen Vektor b € R™. Wir suchen dann x € R" als Losung von

min ¢’ x
(LP) xeR"
mit Ax < b.

Solche Probleme tauchen sehr haufig in Wirtschaft und Finanzen auf (siehe Beispiel 1);
aber auch viele nichtlineare Probleme kénnen auf lineare Probleme zuriickgefiihrt wer-
den. (Vergleiche die zentrale Rolle von linearen Gleichungssystemem in der numerischen
Mathematik.)
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1 GRUNDLAGEN DER LINEAREN ALGEBRA UND ANALYSIS

In diesem Kapitel stellen wir zunéachst die wesentlichen Begriffe und Resultate aus der
linearen Algebra und der Analysis im R” zusammen, die in dieser Vorlesung benétigt
werden.

VEKTOREN, NORMEN, MATRIZEN

Vektoren im R" sind stets Spaltenvektoren; der zu x € R" zugehorige Zeilenvektor wird
mit x” bezeichnet. Fiir die Komponenten eines Vektors (beziiglich der Standardbasis aus
Einheitsvektoren, die wir mit e; bezeichnen) verwenden wir Indizes:

x = (xl,...,xn)T e R™

Das Produkt aus Zeilen- und Spaltenvektoren ist das Skalarprodukt im R": Fiir x, y € R"
ist xTy = ., x;y;. Fir die Norm verwenden wir zumeist die Euklidische Vektornorm:

n 1/2
x| = llx|lz = VxTx = (Z x?) :

i=1

Diese wird vom Skalarprodukt induziert und gehorcht daher der Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung: Fiir alle x, y € R" ist x' y < ||x||||y||. In endlichdimensionalen Vektorraumen
sind alle Normen aquivalent: Ist || - ||.. eine weitere Norm, so existieren Konstanten cy, ¢, > 0
mit

cillxll < x|« < eallx|| fur alle x € R".

Die durch die Norm beschriebene offene Kugel um x mit Radius ¢ bezeichnen wir mit
Be(x) :={y e R": [lx - yll <&}

Durch die Norm wird ein Konvergenzbegriff vermittelt: Eine Folge {x*}ren € R” konver-
giert gegen x € R", geschrieben x* — x, falls gilt ||x* — x|| — 0 (im Sinne der Konvergenz
reeller Zahlenfolgen). Da R" endlichdimensional ist, ist das dann und nur dann der Fall,

wenn xlk — x; furallel1 <i < ngilt.
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Fur Matrizen A = (a;;);; € R™" verwenden wir die induzierte Spektralnorm

Al = max [|[Ax]l,
=1

fur die ||Ax|| < ||A|ll|x]| fir alle x € R" gilt.

Eine Matrix ist symmetrisch, wenn AT := (aj;);; = A (und damit zwingend m = n) gilt;
positiv definit, wenn gilt

xTAx > 0 fir alle x € R™\ {0};
und gleichmdfig positiv definit, wenn ein p > 0 existiert mit

xTAx > pl|x||? fir alle x € R™.

Eine symmetrische Matrix ist positiv definit genau dann, wenn alle ihre Eigenwerte A; <
-+ < Ay (strikt) positiv sind; in diesem Fall gilt nach dem Satz von Courant-Fischer"

(1.1) MxTx < xTAx < AxTx fir alle x € R™.

Eine symmetrische Matrix ist also positiv definit genau dann, wenn sie gleichmafig positiv
definit ist! SchlieBllich halten wir noch fest, dass eine symmetrische und positiv definite
Matrix stets invertierbar ist, und dass fiir die Spektralnorm gilt

IAll =2, AT = AT

ABLEITUNGEN IM R"

Eine Funktion F : R" — R™, x > (F(x), ..., Fn(x))T, heifit stetig in x, wenn F(x*) —
F(x) fiir alle konvergenten Folgen {x*}en € R” gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
alle Komponenten F; : R" — R,1 < i < m, stetig sind. Die Funktion F heif3t Lipschitz-stetig,
wenn es eine Lipschitz-Konstante L > 0 gibt mit

|F(x") = F(x®)|| < L|jx* = x?|| fur alle x', x* € R".

(Stetig aber nicht Lipschitz-stetig ist zum Beispiel f : R — R, x — +/|x|.) Gilt dies nur fiir
alle x', x? € B,(x) fiir ein x € R" und ¢ > 0, so heif$t F lokal Lipschitz-stetig um x.

Eine Funktion F : R" — R™ heif3t (Fréchet-)differenzierbar in x, wenn es eine lineare
Abbildung F'(x) : R" — R™ gibt mit

|IF(x+h) = F(x) = F'(x)h]l _
im =0
Il =0 ||l

'siehe z. B.[Hanke-Bourgeois 2009, Satz 23.4]
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Die Matrixdarstellung der linearen Abbildung F’(x) (beztiglich der kanonischen Basis)
nennt man die Jacobi-Matrix von F (in x); wir werden diese nicht in der Notation unter-
scheiden. Die Eintrage der Jacobi-Matrix bestehen aus den partiellen Ableitungen, d. h.

i) = (azzl-(x)

Xj

) c Rmxn aFi(x) -~ lim Fi(x + tej) - Fi(x)
ij

aX]' t—0 t

Es wird jeweils aus dem Kontext ersichtlich sein, ob wir tiber eine lineare Abbildung
(angewendet auf einen Vektor) oder eine Matrix (mit Eigenschaften wie Symmetrie und
positiver Definitheit oder mit Eigenwerten und Spektralnorm) reden. Ist die Abbildung
x  F'(x) stetig (d.h. gilt fir die Spektralnorm ||F’'(x*) — F'(x)|| — 0 fiir x* — 0), so
heifdt F stetig differenzierbar.

Speziell fir den Fallm = 1und f : R" — R werden wir 6fter mit der transponierten
Jacobi-Matrix arbeiten, weshalb wir ihr einen eigenen Namen geben: den Gradient

of (x) 8f(x))T .

oxi 7 oxn

VF(x) = (

(Der Gradient ist also im Gegensatz zur Ableitung f’(x) ebenfalls ein Spaltenvektor!) Fir
einen gegebenen Vektor d € R (mit ||d|| = 1) gibt Vf(x)'d die Steigung von f in x in
Richtung d an; es handelt sich also um eine Richtungsableitung, die wir (mit Hilfe der
Kettenregel) auch berechnen konnen tiber

L flrrtd) = ()
0 t

1
N

Vi(0)Td =1

Sind alle partiellen Ableitungen stetig differenzierbar, so heif3t f zweimal stetig differen-
zierbar; in diesem Fall bezeichnet

Pf(x)

8xiaxj

Vi f(x) = ( ) € R™"
)

die Hesse-Matrix von f. Diese ist wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitungen nach dem
Satz von Schwarz symmetrisch.

Ein Kern-Resultat in der mehrdimensionalen Analysis ist die Taylor-Entwicklung. Wir
werden ihn in Gestalt der folgenden Spezialfille bendtigen, die man als Mittelwertsdtze
bezeichnen kann.

Satz 1.1 (Mittelwertsatz I). Seien f : R"™ — R stetig differenzierbar und x, y € R" gegeben.
Dann existiert ein £ .= y + J(x — y) mit ¢ € (0,1) und

f) = f+ VO (x = y).
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Satz 1.2 (Mittelwertsatz Il). Seien f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und x, y € R"
gegeben. Dann existiert ein & :== y+ 3(x — y) mit 3 € (0,1) und

fE) =fM+Vf( (x=y)+ %(x =)V (x ~y).

Fiir vektorwertige Funktionen F : R" — R™ gelten diese Mittelwertsatze nicht direkt (die
Schwierigkeit ist, fiir alle Komponenten ein einheitliches ¢ zu finden). Es gilt aber der
folgende Mittelwertsatz in Integralform (den wir zumeist auf F(x) = Vf(x) mit VF(x) =
V2F(x) anwenden werden).

Satz 1.3 (Mittelwertsatz I1l). Seien F : R" — R™ stetig differenzierbar und x, y € R" gegeben.
Dann gilt

1
F(x) = F(y) + /0 VF(y+9(x — ) (x - ) 9.

KONVEXE FUNKTIONEN

Von besonderer Bedeutung in der Optimierung sind konvexe Mengen und Funktionen. Zur
Erinnerung: Eine Menge X C R" heifit konvex, wenn fiir alle x, y, € X und alle A € (0,1)
gilt Ax + (1 - 1)y € X. Anschaulich bedeutet dies, dass fiir je zwei Punkte in X auch ihre
Verbindungsstrecke in X liegt.

Sei nun X c R" konvex. Dann heif3t eine Funktion f : X — R

(i) konvex (auf X), wenn fiir alle x, y € X und alle A € [0,1] gilt
fAx+(1-1y) <Af(x) + (1= Df(y).
(ii) strikt konvex (auf X), wenn fiir alle x, y € X mit x # y und alle A € (0,1) gilt

fx+(1=Dy) <Af(x) + Q=D f ().

(iii) gleichmdfig konvex (auf X), wenn es ein Konvexitdtsmodul p > 0 gibt, so dass fiir
alle x, y € X und alle A € [0,1] gilt

fOx+(1=Dy) +pA1 = Dllx = ylI> < Af (x) + 1= D f ().

Anschaulich bedeutet dies, dass fiir eine konvexe Funktion kein Punkt einer Verbindungs-
strecke von zwei Punkten auf dem Graphen der Funktion unterhalb des Graphen liegt;
fiir strikt konvexe Funktionen darf die Strecke dariiber hinaus nicht mit dem Graphen
zusammenfallen. Fiir eine gleichméflig konvexe Funktion muss zwischen Verbindungs-
strecke und Graph sogar noch eine Parabel passen. Offensichtlich ist jede gleichmaflig
konvexe Funktion strikt konvex und jede strikt konvexe Funktion konvex; die Umkehrung
gilt allerdings nicht. Zum Beispiel ist
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(i) f:R — R, x — x, konvex aber nicht strikt konvex,

(ii) f:R — R, x — e*, strikt konvex aber nicht gleichmafig konvex,
(iii) f:R — R, x — x?, gleichmifig konvex,
(iv) f:R — R, x — x*, strikt konvex aber nicht gleichmiflig konvex.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen lasst sich Konvexitat iiber den Gradienten charakte-
risieren.

Satz 1.4. Sei X C R" offen und konvex und sei f : X — R stetig differenzierbar. Dann ist

(i) f genau dann konvex, wenn fiir alle x, y € X gilt
VI (x = y) < f(x) = f(y),
(ii) f genau dann strikt konvex, wenn fiir alle x, y € X mit x # y gilt

VI (x =) < f(x) = f(y),

(iii) f genau dann gleichmdf3ig konvex, wenn ein p > 0 existiert so dass fiir alle x, y € X
gilt
VI (x =) +pllx = P < f(x) = F().

Beweis. Zu (i): Sei f konvex. Dann gilt fiir alle x, y € X und A € (0,1) nach Definition

[+ A=) 2§ W@+ NI =FO) _ iy gy,

Grenziibergang A — 0 ergibt dann

fy+Ax—-y) - f(y)
A

VF() (x - y) = lim < () - ).

Gilt umgekehrt diese Ungleichung, so folgt daraus mit x; := Ax + (1 — 1)y und der produk-
tiven Null

Af(x)+(A=Df(y) = fx) = A(f(x) = fF(x) + A= D(f(y) = f(x2))
> AV ) (x = x) + (1= DVF(x) " (y = x2)
= V(o) (1= A)y - x) = 0.
Also ist f konvex.

Zu (ii): Sei f strikt konvex. Da beim Grenziibergang die strikte Ungleichung nicht erhalten
bleibt, miissen wir anders als fiir (i) vorgehen. Fir x, y € X mitx # y setze z := %(x+ y)eX
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(denn X ist konvex). Da strikt konvexe Funktionen insbesondere konvex sind, konnen wir
(i) verwenden und erhalten

VI (x—y) =2VF ()T (z = y) <2(f(2) - f()).

Aus der strikten Konvexitit folgt weiterhin f(z) < %( f(x) + f(y)). Zusammen ergibt das

VD (x=y) < f)+F(y) = 2f(y) = f(x) = F ().
Die umgekehrte Richtung geht dagegen genau wie fiir (i), nur mit strikter Ungleichung.

Zu (iii): Sei f gleichmaflig konvex. Wie fiir (i) verwenden wir die Charakterisierung der
Richtungsableitung und die Definition der gleichmafligen Konvexitat und schatzen ab

fy+AMx-y) - f(y)
A

< iy M@+ A= Df () = pd (0= Dlx = yI* = £()
- A—% A

= f(x) = f(») —pllx - ylI*.

Gilt umgekehrt diese Ungleichung, so gehen wir analog zu (i) vor mit x; := Ax+(1-1)y € X
(denn X ist konvex) und schitzen ab

A+ (= Df () = f(62) = A () = FG) + (1= D(F) = ()
> 2 (VFGo)T (= 1) + il = )
+(1=2) (Vf )T (y = x) + plly - )

=V ) (Ax+ 1=y —x3)
+p (Alx = xal1? + 1= Dlly = xall) -

V) (x - y) = lim

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet wieder; fur den zweiten verwenden wir

llx =0l = (1= Dlx = yll, ly —xll = Allx = yll,
und erhalten

Af(x) + (A= f(y) = fx) 2 p (Alx = xl* + (1= Dy = 2207
= p(A1=D* + 22 (1= D) llx = yII*

= pA(1=Mllx = yII?,

was zu zeigen war. |

Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, lasst sich die Konvexitéat auch tiber die Hesse-
Matrix charakterisieren.

10
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Satz 1.5. Sei X C R" offen und konvex und sei f : X — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann ist

(i) f genau dann konvex, wenn V2 f(x) fiir alle x € X positiv semidefinit ist, d. h. wenn
gilt
d'Vif(x)d >0  firallex € X,d € R,

(ii) f strikt konvex, wenn V2f(x) fiir alle x € X positiv definit ist, d. h. wenn gilt

d'Vif(x)d >0  firallex € X,d € R"\ {0},

(iii) f genau dann gleichmdfig konvex, wenn V2 f(x) fiir alle x € X gleichmdfig positiv
definit ist, d. h. wenn ein u > 0 existiert mit

A"V f(x)d > pl|d|?  firallex € X,d € R,

Beweis. Zu (i): Sei f konvex und seien x € X und d € R" beliebig. Da X offen ist, existiert
ein 7 > 0 mit x + td € X fiir alle t € (0, 7). Aus Satz 1.4 (i) erhalten wir nun zusammen mit
Satz 1.2 fiir y := x + td

0 < flx+1td)— f(x) — tVf(x)Td = ngsz(é)d

mit& = (x+td) + H(x— (x+1td)) = x+t(1— 9)d furein 9, € (0,1). Da (1 - &) €
(0,1) gleichméfig beschrénkt ist, konvergiert fir t — 0 also & — x und damit, da f
zweimal stetig differenzierbar ist, auch V2f (&) — V2f(x). Division durch % > 0 und
Grenziibergang t — 0 ergibt daher die Aussage. Umgekehrt folgt aus Satz 1.2 zusammen
mit der positiven Semidefinitheit

FG) = F(3) = VG (= )+ 5 (= TP FEN = 1) 2 V() (- 9)

und daher mit Satz 1.4 (i) die Konvexitat.

Analog zeigt man fiir (ii) die strikte Konvexitit mit Satz 1.4 (ii) und strikter Ungleichung.
(Fir die andere Richtung geht das nicht, da die strikte Ungleichung beim Grenziibergang
nicht erhalten bleibt.)

Zu (iii): Sei f gleichméafiig konvex mit Konvexitatsmodul ji > 0. Genau wie fiir (i) erhélt
man dann aus Satz 1.4 (iii)

0 < f(x+1td) — f(x) —tVf(x)d ~ filltd])* = ;—szsz(ft)d -t fldll’,

11
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und Division durch % > 0 und Grenziibergang t — 0 ergibt wieder die Aussage (mit
u = 2ji). Umgekehrt folgt aus Satz 1.2 zusammen mit der gleichmafligen Definitheit

1
F&) = f) =V (x =y + 5 (x =) VEf (&) (x - y)
> V() (= ) + Sl =y,
und daher mit Satz 1.4 (iii) die gleichmaflige Konvexitat mit Modul /i := g m]

Im Fall n = 1 entsprechen diese Resultate der bekannten Tatsache, dass eine Funktion
genau dann (strikt) konvex ist, wenn ihre erste Ableitung (strikt) monoton wachsend bzw.
ihre zweite Ableitung (strikt) positiv ist. Beachte, dass die Bedingung in (ii) nur hinreichend
ist, was man sich am Beispiel f : R —» R, x — x* leicht iiberlegen kann.

12



2 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND EXISTENZ

Wir beginnen mit einigen elementaren Definitionen. Sei im folgenden stets X ¢ R" eine
(nicht notwendigerweise echte) Teilmenge und f : X — R. Gesucht ist ein X € X mit

f(x) < f(x) firallex € X,

geschrieben

f(2) = min f(x).

Man nennt X zuldssige Menge und einen Punkt x € X zuldssigen Punkt; die Forderung
x € X wird Nebenbedingung genannt. Ist X = R", so spricht man auch von unrestringierter
Optimierung (d.h. ohne Nebenbedingungen), ansonsten von restringierter Optimierung (d. h.
mit Nebenbedingungen). Oft wird f als Zielfunktion bezeichnet. Der optimale Wert f(x)
wird als Minimum bezeichnet, x selber als Minimierer, geschrieben ¥ = arg minyex f(x).
Analog spricht man von Maximum und Maximierer, wenn f(x) > f(x) fir alle x € X ist.
Da gilt
max f (x) = —min —f(x),

werden wir in der Regel ohne Beschrankung der Allgemeinheit Minimierer suchen, kénnen
aber, wenn es bequemer ist, auch das 4quivalente Maximierungsproblem betrachten.

Wir unterscheiden weiter: Die Funktion f hatin x € X

(i) ein globales Minimum, falls gilt x € X und

f(x) < f(x) fur alle x € X,

(ii) ein striktes globales Minimum, falls gilt x € X und

f(x) < f(x) fur alle x € X \ {x},

(iii) ein lokales Minimum, falls x € X gilt und ein ¢ > 0 existiert mit

f(x) < f(x) fur alle x € X N B.(x),

(iv) ein striktes lokales Minimum, falls x € X gilt und ein ¢ > 0 existiert mit

f(x) < f(x) fur alle x € (X N B.(x)) \ {x}.

13



2 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND EXISTENZ

Entsprechend spricht man von (strikten) lokalen oder globalen Minimierern. Offensichtlich
ist jedes (strikte) globale Minimum auch ein (striktes) lokales Minimum, jedoch nicht
umgekehrt. Dabei sind strikte globale Minima eindeutig, wahrend strikte lokale Minima
lediglich isoliert sein miissen.

Wir werden sehen, dass wir nur lokale Minima mit vertretbarem Aufwand finden konnen.
Eine Ausnahme bilden konvexe Funktionen, was die Bedeutung dieser Funktionenklasse
in der Optimierung unterstreicht.

Satz 2.1. Sei X C R" eine konvexe Menge und sei f : X — R eine konvexe Funktion. Dann
gilt:

(i) Jedes lokale Minimum von f ist auch ein globales Minimum.

(ii) Ist f strikt konvex, so besitzt f hochstens ein lokales Minimum, das dann sogar ein
striktes globales Minimum ist.

Beweis. Zu (i): Angenommen, f hitte in ¥ € X kein globales Minimum. Dann existiert
ein x € X mit f(x) < f(x). Fur alle t € (0,1] ist dann wegen der Konvexitit von X auch
X + t(x — x) € X, und aus der Konvexitat von f folgt

FE+t(x—%) < () + (1= D) < tf(®) + A~ D) = (2

Also existiert fiir jedes ¢ > 0 ein ¢ € (0,1] mit x; := X +t(x —X) € B.(%) und f(x;) < f(%),
d.h. f hat in x auch kein lokales Minimum.

Zu (ii): Sei nun f strikt konvex. Angenommen, es gibe zwei verschiedene lokale Minimierer
X, y € X. Dann sind nach (i) sowohl x als auch y globale Minimierer, d. h. es muss f(x) =
f(7) gelten. Setze nun z := %(f + y) € X. Aus der strikten Konvexitit von f und x # y
folgt dann aber

) <5 (F) + () = f2)

im Widerspruch dazu, dass x ein globaler Minimierer ist. Die Funktion f kann daher
héchstens ein lokales (und damit auch globales) Minimum haben, das damit eindeutig sein
muss. m]

Wir betrachten nun die Frage der Existenz von Minimierern, die wir mit Hilfe des folgenden
recht allgemeinen Satzes beantworten.

14



2 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND EXISTENZ

Satz 2.2. Sei X C R" nichtleer und abgeschlossen und f : X — R stetig. Gilt

(i) X ist beschrdnkt oder

(ii) f ist koerziv aufX, d. h. fiir jede Folge {x*}ren C X mit ||x¥|| — oo gilt f(x*) — oo,
so besitzt f einen globalen Minimierer x € X.

Ist X konvex und f strikt konvex, so ist der Minimierer eindeutig.

Beweis. Gilt (i), so ist X nach dem Satz von Heine-Borel kompakt, und nach dem Satz von
Weierstrass nimmt daher die stetige Funktion f auf X ihr Minimum an.

Gilt dagegen (ii), gehen wir anders vor. Da die Menge der Funktionswerte {f(x) : x € X}
reell und nach Voraussetzung nichtleer ist, existiert ein Infimum M := inf,cx f(x) €
R U {—co} (letzteren Fall werden wir spater ausschlieffen). Aus den Eigenschaften des
Infimums folgt dann, dass eine Folge {y*}ren C {f(x) : x € X} C R existiert mit y* — M,
d. h. es existiert eine Folge {x*}ren C X mit

f(x*) » M= inf f(x) < co.

Aus der Koerzivitat von f folgt dann, dass diese Folge beschrankt ist (sonst miusste ja
f(x*) — oo gelten). Aus dem Satz von Bolzano-Weierstrass folgt dann die Existenz
einer konvergenten Teilfolge {x*"},cy C X, fiir deren Grenzwert ¥ € X (denn X ist
abgeschlossen) wegen der Stetigkeit von f gilt

—e0 < f(%) = lim f(x*) = M = inf f(x).

Das Infimum ist also endlich und wird in ¥ € X angenommen; es ist daher ein (globales)
Minimum.

Die Eindeutigkeit fiir X konvex und f strikt konvex folgt nun sofort aus Satz 2.1. ]

Ab nun werden wir stillschweigend voraussetzen, dass ein Minimierer existiert, und uns
auf die Frage nach der Charakterisierung und Berechnung konzentrieren.
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Teil 11

OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN
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3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Wir betrachten in Folge unrestringierte Optimierungsprobleme, d. h. fiir X = R", und leiten
zunéchst notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir her, dass ein Punkt x € R"
ein Minimierer ist. Die fundamentale Einsicht ist dabei, dass wir uns in einem Minimum
befinden, wenn der Funktionswert bei Bewegung in jeder Richtung zunehmen wiirde, d. h.
wenn die Steigung in jeder Richtung positiv ist.

Satz 3.1. Sei f : R" — R differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei x € U ein
lokaler Minimierer von f. Dann gilt

(3.1) Vi#x)d>0  firalled € R"

Beweis. Angenommen, es gibt eine Richtung d € R" mit

(X +td) —f()?).
t

(3.2) 0> Vf(x)d= lim f

Da der Grenzwert strikt negativ ist, muss der Differenzenquotient auf der rechten Seite fiir
t klein genug auch strikt negativ sein. Es gibt also ein 7 > 0 mit ¥ + td € U und

fe k) 1) _

0 fur alle t € (0, 7],

d.h.
f(x+1td) < f(x) fur alle ¢t € (0, 7].

Fir alle ¢ > 0 ist aber x + td € B.(x) fur t klein genug, und daher kann x kein lokaler
Minimierer sein. O

Da wir beliebige Richtungen betrachten konnen, erhalten wir sofort die folgende Optimali-
tatsbedingung.

Satz 3.2 (notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung). Sei f : R" — R differenzierbar
auf der offenen Menge U C R" und seix € U ein lokaler Minimierer von f. Dann gilt

(3:3) Vf(x) =o.

17



3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Beweis. Aus (3.1) folgt speziell fiir d = -V f(x) € R”

0 < -Vf®f(x) =~V

und damit (3.3). O

Ein Punkt %, der (3.3) erfiillt, heift stationdrer Punkt. Man spricht von einer Bedingung 1.
Ordnung, da sie nur erste Ableitungen verwendet; die Bedingung ist lediglich notwendig,
da auch Maximierer oder Sattelpunkte stationdre Punkte sind. Um diese auszuschlie8en,
muss man zweite Ableitungen zu Rate ziehen.

Satz 3.3 (notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung). Sei f : R" — R zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und seix € U ein lokaler Minimierer von f.
Dann ist V2 f(x) positiv semidefinit.

Beweis. Angenommen, V2f (%) ist nicht positiv semidefinit, d. h. es gibt eine Richtung
d € R" mit
dTVif(x)d < 0.

Sei nun t > 0 klein genug, dass x + td € U gilt. Aus Satz 1.2 folgt dann zusammen mit
Satz 3.2

2
f(x+td) = f(x) + EdTVZf(é)Td

fiir ein & = % + §,td mit §, € (0,1). Da V?f nach Voraussetzung stetig auf U ist, ist auch

dTV2f(&)Td < 0 fiir alle t € (0, 7] fiir ein 7 > 0 klein genug. Also gilt

2
f(x+td)=f(x)+ EdTVZf(&)Td < f(x) fur alle t € (0, 7],
und wieder kann x daher kein lokaler Minimierer sein. m|

Auch diese Bedingung ist nur notwendig, da sie auch in Sattelpunkten erfiillt sein kann
(betrachte f : R — R, x — x%). Um diese auszuschlieffen, miissen wir die Bedingung
verschéarfen.

Satz 3.4 (hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung). Sei f : R" — R zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei x € U mit

(i) VF(Z) = 0 und
(ii) V2f(x) gleichmdfig positiv definit.

Dann hat f in x ein striktes lokales Minimum.

18



3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Beweis. Betrachte wieder x + td € U fir d € R" und t > 0 klein genug. Aus Satz 1.2 folgt
dann zusammen mit (i)

+2
f(x+1d) = f(x) + EdTVZf(évt)Td
fir ein & = x + 9;td mit J; € (0,1). Wegen (ii) existiert weiter ein g > 0 mit
'V f(x)"d 2 plld||*.

Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir daraus die Abschétzung

t2 t

f+td) = f() + ZdTVEF(D)Td+ —dT(Vf () - V() Td
2
2 f®)+5 (n- IV2£(&) = VAF ) dll,

wobei wir im letzten Schritt die “umgekehrte” Cauchy-Schwarz-Ungleichung x7y >

—||x||l| || zusammen mit der Definition der Matrixnorm verwendet haben.

Aus der Stetigkeit von V2f folgt nun, dass ein 7 > 0 existiert mit | V2f(&) — V2f(2)|| < p
fir alle t € (0, 7]. Also gilt

f(x+1td) > f(x) fir alled € R" \ {0},¢ € (0, 7],
d.h. fiir alle x := ¥ + td € B;(x). Damit hat f in ¥ nach Definition ein striktes lokales

Minimum. O

Dabei ist (ii) (nur) im Endlichdimensionalen genau dann erfiillt, wenn V2 f (%) positiv definit
ist. Diese Bedingung ist umgekehrt nur hinreichend, aber nicht notwendig, wie das Beispiel
ffR>Rxm— x4, zeigt.

Beachte, dass Ableitungen immer nur lokale Informationen liefern und alle diese Bedingun-
gen daher nur lokale Minimierer charakterisieren; dhnliche Bedingungen sind fiir globale
Minimierer in der Regel nicht méglich! Eine Ausnahme bilden (mal wieder) konvexe
Funktionen.

Satz 3.5 (notwendige und hinreichende Bedingung fiir konvexe Funktionen). Sei f : R" —
R konvex und auf der offenen Menge U C R" differenzierbar. Dann hat f in x € U ein
globales Minimum genau dann, wenn Vf(x) = 0 ist.

Beweis. Dass die Bedingung notwendig ist, folgt aus Satz 3.2. Sei nun X € U ein stationérer
Punkt. Aus Satz 1.4 (i) folgt dann

fx) - f®) 2 VF@T(x-%) =0 furallex € RY,

d.h. x ist ein globaler Minimierer. m]
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4 ABSTIEGSVERFAHREN

Satz 3.1 legt folgendes iterative Verfahren zur Bestimmung eines Minimierers nahe:

Algorithmus 4.1 : Allgemeines Abstiegsverfahren

Wibhle einen Startpunkt X' e R, setzek=0

while V£(x*) # 0 do
Wiihle eine Suchrichtung s € R" mit V f(x*)Tsk < 0
Wiihle eine Schrittweite o > 0 mit f(x* + osF) < f(x¥)
Setze xk*1 = x* + 15, k— k+1

Der Beweis von Satz 3.1 zeigt, dass wir stets eine Suchrichtung und eine Schrittweite mit
den gewiinschten Eigenschaften finden kénnen, solange x* kein stationirer Punkt ist. Das
einzige, was noch schief gehen kann, ist, dass wir vor Erreichen eines stationdren Punkts
,verhungern®, d. h. dass entweder sk oder oy zu schnell zu klein werden. Wir suchen also
Bedingungen, die das verhindern (und die wir fiir konkrete Vorschriften zur Berechnung
von s* und oy nachpriifen kénnen), fiir die also das Verfahren konvergiert. Dies wollen wir
immer wie folgt verstehen: Ein Verfahren konvergiert global, wenn jeder Haufungspunkt x
einer entsprechend erzeugten Folge {x*};cy fiir jeden beliebigen Startpunkt x° € R" ein
stationdrer Punkt ist. Beachte, dass man von einem Verfahren, das nur erste Ableitungen
verwendet, nicht mehr erwarten kann. Insbesondere bedeutet globale Konvergenz nicht,
dass das Verfahren gegen einen globalen Minimierer konvergiert! Dagegen sprechen wir
von lokaler Konvergenz, wenn dies nur fiir Startwerte x° € B, (%) fiir ein £ > 0 und einen
stationiren Punkt x gelten muss.

Wir beginnen mit Bedingungen an die Suchrichtungen s*. Eine Folge {s*};cny € R nennen
wir Folge von zuldssigen Suchrichtungen, wenn gilt:

(i) VF(x*)Tsk < 0 fir alle k € N (d. h. alle s* sind Abstiegsrichtungen);
Vf(xk)TSk
[Is¥]

Zum Beispiel erzeugt die Wahl s* := —V£(x*) wegen =V f(x*)Tsk = ||s5||? = [|[VF(x")])?
stets zuldssige Suchrichtungen.

(ii) aus — 0 folgt V£ (x*) — 0.
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4 ABSTIEGSVERFAHREN

Bedingung (ii) besagt dabei gerade, dass die Steigung von f in x* in Richtung s* nur ver-
schwinden darf, wenn wir einen stationaren Punkt erreichen. Eine hinreichende Bedingung
dafiir ist, dass der Winkel zwischen V f(x*) und s* vom rechten Winkel weg beschrénkt
ist.

Lemma 4.1. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und sei {s*}ren € R™ \ {0}. Existiert ein

n > 0 mit

V()"
197 GO

50 ist {s¥}ren eine Folge von zuldssigen Suchrichtungen.

(4.1) >n fur allek € N,

Beweis. Fiir V£ (x*), s* # 0 folgt aus (4.1) sofort
=VFETS 2l VEEO s > o,

Vf(xk)Tsk
lIsl

d.h. s* ist eine Abstiegsrichtung. Es gelte nun — 0. Aus (4.1) folgt dann sofort
R v ( xk)T Sk
T

Die Bedingung (4.1) wird Winkelbedingung genannt.

Nun zu den Schrittweiten o. Eine Folge {0y }xen C (0, 00) nennen wir Folge von zuldssigen
Schrittweiten fir {s*}en, wenn gilt:

(i) f(x* + ops¥) < f(x*) fiir alle k € N (d. h. alle oys* sind Abstiegsschritte);

Vf(xk)Tsk

(ii) aus f(xk + O'ksk) —f(xk) — 0 folgt W
s

Konkrete Beispiele von Schrittweiten werden wir im nachsten Kapitel untersuchen. Be-
achte, dass die Bedingungen Bezug auf die Suchrichtungen nehmen - die Zulassigkeit
der Schrittweiten hingt also von den verwendeten Suchrichtungen ab! Bedingung (ii)
besagt dabei gerade, dass die Reduktion im Funktionswert nicht beliebig klein werden darf,
ohne dass die Steigung verschwindet (was bei zuldssigen Suchrichtungen nur in der Nahe
von stationdren Punkten passieren kann). Wir miissen also einen ausreichenden Abstieg
garantieren. Dies liefert die folgende Definition: Sei {s*} ey eine Folge von Suchrichtungen
fir f. Dann heifit die Folge {0 }ren C (0, 00) effizient (fiir {s*}en), falls ein & > 0 existiert
mit

\v, f( xk)T sk

2
2 ) fur alle k € N.
sl

f(xk +ays) < f(xk) - 19(

Effiziente Schrittweiten sind zuléssig.
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4 ABSTIEGSVERFAHREN

Lemma 4.2. Sei f : R® — R stetig differenzierbar und sei {s*}rey € R™\ {0}. Ist die Folge
{6} ren effizient fiir {s*}ren, so ist sie auch zuldssig fiir diese.

Beweis. Wegen ¢ > 0 folgt aus der Effizienz sofort die Bedingung (i). Fiir Bedingung (ii)
gelte f(x* + oxs¥) — f(x¥) — 0. Aus der Effizienz der Schrittweiten folgt dann

(Vf(xk)Tsk

sl

)2 <9 (f(xk) e O'ksk)) o, 0

Wir kdnnen nun zeigen, dass Algorithmus 4.1 fiir zulassige Suchrichtungen und Schrittwei-
ten global konvergiert. Beachten Sie, dass wir hier nicht annehmen, dass ein Minimierer
existiert oder dass f nach unten beschrankt ist.

Satz 4.3. Sei f : R"™ — R stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 4.1 entweder nach
endlich vielen Schritten in einem stationdren Punkt ab, oder er erzeugt Folgen (Y een, {5 e
und {0y }ken, die nicht endlich sind. Sind die Suchrichtungen {sk}keN und die Schrittweiten
{0k }ren zuldssig, so ist jeder Haufungspunkt von {x*}en ein stationdrer Punkt von f.

Beweis. Wir miissen nur den Fall betrachten, dass der Algorithmus nicht nach endlich
vielen Schritten abbricht. Sei dafiir # ein Haufungspunkt von {x*}icy. Dann existiert
eine Teilfolge — die wir der Ubersichtlichkeit halber mit {x*}cx mit K ¢ N unendlich
bezeichnen — mit x* — % fiir K 3 k — oo. Aus der Zulissigkeit der Schrittweiten folgt
mit Bedingung (i), dass die Folge {f(x*)}reny monoton fallend ist und daher gegen ein
M € R U {—co} konvergiert. Da f stetig ist, konvergiert die Teilfolge {f(x*)}rex gegen
f(%) € R, und damit muss die gesamte Folge gegen f(x) konvergieren. Unter Verwendung
der Teleskopsumme erhalten wir daraus

£ £ = lim (£ - ) = 35 (£ - £

k=0

Wegen f(x) — f(x°) € R hat die Reihe auf der rechten Seite also einen endlichen Wert,

und daher muss {f(x**') — f(x*)}ren eine Nullfolge sein. Wegen x**! = x* + g;.s* und

Bedingung (ii) fiir die Zulassigkeit der Schrittweiten oy folgt

Vf(xk)TSk

— 0,
[Is ]l

und Bedingung (ii) fiir die Zulissigkeit der Suchrichtungen s* ergibt dann zusammen mit
der stetigen Differenzierbarkeit von f

Vf(®) = lim v f(=F) = o. O
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4 ABSTIEGSVERFAHREN

Bedingung (i) fiir zuldssige Suchrichtungen wurde hier nicht explizit verwendet, wird aber
benoétigt, um tiberhaupt einen Abstieg (und damit Bedingung (i) fiir zuldssige Schrittweiten)
erhalten zu kénnen. Der Satz besagt nicht, dass iiberhaupt ein Haufungspunkt existiert;
dieser existiert insbesondere dann nicht, wenn die Funktion f keinen staiondren Punkt
und damit kein Minimum besitzt. Ist andererseits f koerziv (oder erfiillt eine analoge
Bedingung, die Existenz eines Minimierers garantiert), so folgt daraus wie im Beweis von
Satz 2.2 die Beschrénktheit der Folge {x*} ey und damit die Existenz eines Haufungspunkts
(der eindeutig ist, falls nur ein stationarer Punkt existiert). Tatsachlich ist ein wesentlicher
Schritt in jedem Konvergenzbeweis fiir Optimierungsverfahren, die Beschrianktheit der
dadurch konstruierten Folge zu zeigen.
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Wir betrachten nun einige Schrittweitenregeln, d. h. Vorschriften, die fiir eine gegebene Folge
von Suchrichtungen eine Folge von zuldssigen Schrittweiten generieren. Eine naheliegende
,Vorschrift® ist die folgende:

Algorithmus 5.1 : Minimierungsregel
Input: x,s € R"
Bestimme o = arg ming> f (x + o)

Leider ist diese Regel nur in Ausnahmefillen (z.B. f quadratisch) praktisch durchfithrbar
und nicht einmal in allen Fallen effizient. Wir betrachten daher beispielhaft zwei durchfiihr-
bare Schrittweitenregeln, die beide in den folgenden Kapiteln zur Berechnung zuléssiger
Schrittweiten verwendet werden.

5.1 ARMIJO-REGEL

Die Armijo-Regel generiert Schrittweiten o € (0,1], die tiber die Armijo-Bedingung einen
hinreichenden Abstieg garantieren sollen: Fiir eine gegebene Richtung s und y € (0, 1) soll
gelten

(5.1) f(x+os)— f(x) < ychf(x)Ts.

Anschaulich bestimmt diese Regel eine Schrittweite, die mindestens den gleichen Abstieg
wie die linearisierte Funktion ¢(o) = f(x) + oyVf(x)'s erreicht. Ublicherweise wird y
klein gewihlt, z.B. y = 1072,

Wir mussen zuerst sicherstellen, dass so eine Schrittweite stets existiert.
Lemma 5.1. Sei f : R" — R stetig differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei
y € (0,1) gegeben. Ist s € R" eine Abstiegsrichtung fiir f in x € U, so existiert ein & € (0,1]

mit

f(x+0s) = f(x) < oyVf(x)s fiir alle o € [0,5].
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Beweis. Nach Definition der Richtungsableitung und Wahl von y < 1 gilt

flx+ 032 —fx) —yVf(x) s =1-yVfx)'s<o.

lim

o—0*

Wegen der strikten Ungleichung im Grenzwert existiert also ein & € (0, 1] mit

flx+os) - f(x)
o

- ny(x)Ts <0 fur alle o € (0, 5].

Da fiir o = 0 die behauptete Ungleichung trivialerweise erfiillt ist, erhalten wir die Aussage.
O

Realisieren lasst sich die Armijo-Regel iiber eine einfache Rickwértssuche (engl. ,back-
tracking”), deren Konvergenz durch Lemma 5.1 garantiert wird. Dabei startet man aus
Griinden, die spater ersichtlich werden, mit o = 1.

Algorithmus 5.2 : Armijo-Regel

Input: g€ (0,1),y € (0,1), x,s € R"

Setze 0 =1

while f(x + os) — f(x) > oyVf(x)'s do
L Setze 0 « fo

Die Armijo-Regel wihlt also o als die grofste Schrittweite aus der Folge {f™ 1} sen, die die
Armijo-Bedingung (5.1) erfiillt. Dies ist wesentlich fur die Zulédssigkeit, denn (5.1) selber
gibt nur eine Obergrenze fiir 0 und kann daher alleine ein ,Verhungern® nicht verhindern.
Weil wir stets mit o = 1 beginnen, ist die Armijo-Regel auch nicht in der Lage, zu schnell
verschwindende Suchrichtungen zu kompensieren (betrachte zum Beispiel f : R — R,
%xz, mit den Suchrichtungen sk = —27ky f (xk )); wir konnen nur garantieren, dass
die Schrittweiten selber nicht zu schnell verschwinden. Wir miissen daher die zugrundelie-

genden Suchrichtungen entsprechend einschranken.

X =

Satz 5.2. Sei f : R" — R stetig differenzierbar, sei {x*}reny C R" beschrinkt, und sei
{s*}reny © R™ eine Folge von Abstiegsrichtungen mit

V)Tt

k
(5:2) Is¥)) > w( T

) fiirallek € N

fiir eine streng monoton wachsende Funktion ¢ : [0,00) — [0, 0). Dann erzeugt Algorith-
mus 5.2 eine Folge {0y }xen von zuldssigen Schrittweiten.

Beweis. Da fiir eine Abstiegsrichtung die rechte Seite von (5.1) und damit auch die linke

Seite negativ ist, ist die erste Bedingung fiir Zulassigkeit stets erfiillt. Die zweite Bedingung

Vf(xk)Tsk
(B

zeigen wir durch Kontraposition: Angenommen, konvergiert fiir k — oo nicht
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5 SCHRITTWEITENREGELN

gegen 0. Dann muss es eine Teilfolge — die wir wieder mit k € N indizieren — sowie ein
¢ > 0 geben, so dass gilt (beachte V f(x*)Tsk < 0)
Vf(xk)TSk

15 > ¢ fiir alle k € N.
s

Aus der Bedingung (5.2) an die {s*};en folgt nun mit der strikten Monotonie von ¢
V f(xk)Tsk
E
Nach Satz 1.1 existiert nun fiir alle k € N ein J € (0,1) mit 7} := Jror € (0, 0%) und
FOF o) = F(F) o VENTS | VA +gsh)Tsk pvAGTs
logs* I I T I T

(5:3) Is*|l = </)( ) 2 ¢(e) = 6> ¢(0) 2 0.

V£ (k) Tk
< VFEE + s’ = VG + (1- )’)%

< IVFGE +msb) = VA = (1= p)e

wobei wir im zweiten Schritt die produktive Null und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
eingesetzt haben.

Weiter ist nach Annahme {x*} ey beschrinkt und V£ stetig, es gibt also ein p > 0 so dass
fiir alle d € B,(0) gilt

IVFA(x*+d) —VF(xM)|| < (1—y)e  firallek e N.
Die Armijo-Bedingung (5.1) ist also spatestens fiir o < p||s*|| ™" erfiillt.

Nun ist die Armijo-Schrittweite stets als die maximale Schrittweite der Form o = ™, m €
N, gewahlt, die die Armijo-Bedingung (5.1) erfillt. Wir machen nun eine Fallunterscheidung;:

(i) ok = f° = 1: In diesem Fall folgt aus (5.3) sofort oy [|s¥|| > & > o.

(ii) ox < B < 1. In diesem Fall haben wir zumindest eine Schrittweite der Form ™!
gepriift und verworfen, d. h. 1oy, erfiillt nicht die Armijo-Bedingung (5.1) und damit
auch nicht die dafiir hinreichende Bedingung !0} < p||s¥||™". Es muss also gelten

arlls*ll > Bp.
In beiden Féllen haben wir daher
orlls¥|| = min{s, Bp}t=2n>0 fur alle k € N.
Die Armijo-Regel garantiert also
VTS

fG&F) = F* +ors) 2 oy V() st = y ( I

) (oklls*Il) = yen > 0

fiir alle k € N, und damit kann auch f(x* + gs*) — f(x*) nicht gegen 0 konvergieren. 0O
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5 SCHRITTWEITENREGELN

5.2 POWELL—WOLFE-REGEL

Die Powell-Wolfe-Regel (manchmal auch Wolfe-Powell-Regel genannt) soll direkt garantie-
ren, dass auch bei kurzen Suchrichtungen s der tatsichliche Schritt os hinreichend grof3 ist.
Dafiir wird neben der Armijo-Bedingung (5.1) fur y € (0, %) (beachte die Einschriankung!)
zusitzlich gefordert, dass fiir ein € (y, 1) gilt

(5.4) Vi(x+os)'s>nVf(x)Ts.

Anschaulich bedeutet diese Bedingung, dass neben dem Funktionswert auch der Betrag
der (negativen) Steigung von f in Richtung s hinreichend reduziert wird; man bezeichnet
daher (5.4) auch als Kriimmungsbedingung und (5.1) und (5.4) zusammen als Powell-Wolfe-
Bedingungen. Ublicherweise wird dabei y klein und 5 grof} gewihlt,z.B.y = 1072, 7 = 0.9.

Wir zeigen zuerst wieder, dass eine Schrittweite, die diese Bedingungen erfiillt, unter

sinnvollen Annahmen stets existiert.

Lemma 5.3. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und nach unten beschrdnkt, und seis € R"
eine Abstiegsrichtung fiir f in x € R". Dann existiert fiir alle y € (0, %) undn € (y,1) ein
o > 0, so dass gilt

flx+0s) = f(x) <yoVf(x)'s,
Vi(x+os)ls > nVi(x)ls.

Beweis. Wir beginnen mit der Armijo-Bedingung und betrachten dafiir die Funktion

(55) Y(0) = f(x+03) = f(x) = oyVf(x)Ts,

die nach Annahme an f ebenfalls stetig differenzierbar ist. Wegen /(0) = 0 und ¢’(0) =
(1-y)Vf(x)Ts < 0 (s ist Abstiegsrichtung) ist nun ¢/(c) < 0 fiir o > 0 klein genug. Da f
nach unten beschrinkt und s eine Abstiegsrichtung ist, gilt /(o) — oo fiir 0 — co. Wegen
der Stetigkeit von ¢ existiert daher ein & > 0 mit /(o) < 0 fir alle 0 € (0,6) und

0=1(5) = f(x+6s) — f(x) —5yVf(x)Ts,
d.h. & > 0 erfiillt die Armijo-Bedingung (mit Gleichheit).

Diese Wahl von & garantiert auch, dass gilt

Vi(x+6s) s—yVf(x)Ts=y'(5) = lim

t—0*

>

W& -ye-1
=Dy

und mit der Wahl > y folgt nun
(5.6) Vi(x+3ds) s> yVix)s > nVf(x)Ts,

d.h. & > 0 erfillt auch die Kriimmungsbedingung (5.4). m]
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Der Beweis von Lemma 5.3 ist konstruktiv und gibt uns daher ein Verfahren zur Hand,
eine Powell-Wolfe-Schrittweite zu bestimmen: Wir suchen die Nullstelle & der durch (5.5)
definierten Funktion ¢ mit Hilfe des Bisektions-Verfahrens. Dazu suchen wir in einem
ersten Schritt eine Untergrenze o_ mit /(o_) < 0 (d. h. die Armijo-Bedingung ist erfillt)
und eine Obergrenze o, mit /(o) > 0 (d. h. die Armijo-Bedingung ist verletzt). In einem
zweiten Schritt halbieren wir das Intervall [o_, 0, ] so lange, bis o_ nahe genug an & liegt,
dass auch die Krimmungsbedingung erfiillt ist. Der folgende Algorithmus setzt dieses
Verfahren basierend auf der Armijo-Regel (Algorithmus 5.2) mit f = % um. Dabei ist zu
beachten, dass wir auch Schrittweiten o_ > 1 zulassen miissen.
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Algorithmus 5.3 : Powell-Wolfe-Regel

Input:y € (0, %), ne(yl,xseR"
// Intervall-Phase: finde o_ mit ¥(0o-) <0 und o} mit ¥(oy) >0
1 Bestimme o_ mit Algorithmus 5.2 fir f = %

» if o_ = 1then // o =1 erfillt Armijo-Bedingung
3 if Vf(x+0_s)Ts > nVf(x)'s then // o =1 erfullt Krimmungsbedingung
4 ‘ return o_ // Akzeptiere Schrittweite 1
5 else

6 for o € {2" 1k € N} do // kleinstes o,, das Armijo-Bedingung verletzt
7 if f(x+0s)— f(x) > oyVf(x) sthen // o verletzt Armijo-Bedingung
8 Setze oy =0, o_ = %O’+

9 break // Beende Intervall-Phase
10 else

1 L Setze o, = 20_

// Bisektions-Phase: finde o_ mit ¥(o-) < 0 und Krimmungsbedingung

2 while Vf(x+0_5)Ts < nVf(x)'s do // Krimmungsbedingung verletzt
13 Setze 0 = %(a_ +0y)

14 if f(x+0s) — f(x) < oyVf(x)'s then // o erfullt Armijo-Bedingung
15 ‘ Setzeo_ =0

16 else // o verletzt Armijo-Bedingung
17 L Setze oy = 0

18 return o_ // Akzeptiere Schrittweite o_

Dieses Verfahren erzeugt unter sinnvollen Annahmen stets Schrittweiten, die den Powell-
Wolfe-Bedingungen geniigen.

Satz 5.4. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und nach unten beschrankt, und sei s € R"
eine Abstiegsrichtung fiir f in x € R". Seien weitery € (0, %) und n € (y,1). Dann bricht
Algorithmus 5.3 nach endlich vielen Schritten ab mit einer Schrittweite ¢ > 0, die die Powell—
Wolfe-Bedingungen erfiillt.

Beweis. Wir betrachten zuerst die Intervall-Phase. Schritt 1 ruft Algorithmus 5.2 auf, der
wegen Lemma 5.1 nach endlich vielen Schritten ein Ergebnis liefert. Da f nach unten
beschrankt und s eine Abstiegsrichtung ist, gilt

Y(0) = f(x +05) = f(x) = oy Vf(x)'s — o0

fiir 0 — oco. Also ist die Armijo-Bedingung (5.1) fiir o grofl genug verletzt. Die Intervall-
Phase endet also nach endlich vielen Schritten mit einem Paar (o_, 0y) mit o_ < oy, so
dass o_ die Armijo-Bedingung erfillt, o, aber nicht.
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Die Bisektions-Phase halbiert nun in jeder Iteration die Lange des Intervalls [o_, 04 ],
wobei diese Eigenschaften nach Konstruktion erhalten bleiben. Insbesondere gilt stets
¥(0o-) £ 0 < ¥(04). Angenommen, die Schleife in der Bisektions-Phase bricht nicht nach
endlich vielen Schritten ab. Da in jedem Schritt entweder o_ vergroélert oder oy verkleinert
wird, muss dann ein & existieren mit o_ — & (von links) und o, — & (von rechts). Da mit
f und V£ auch ¢ stetig ist, folgt /(&) = 0. Wie im Beweis von Lemma 5.3 erhalt man nun
aus dem Vorzeichenwechsel von ¢/ in &, dass ¢'(6) > 0 und damit

Vix+as)s > yVix) s> pVi(x)Ts

gilt. Wegen der Stetigkeit von Vf ist diese strikte(!) Ungleichung auch erfiillt fiir o_ hin-
reichend nahe bei &, fiir das die Iteration aber abbrechen wiirde im Widerspruch zur
Annahme. O

Die erzeugten Schrittweiten sind auch zulassig; unter etwas stirkeren Annahmen an die
Funktion (aber nicht an die Suchrichtungen, vergleiche Satz 5.2) konnen wir sogar Effizienz
zeigen.

Satz 5.5. Sei f : R" — R Lipschitz-stetig differenzierbar und nach unten beschrdnkt und sei
{s*}reny © R™ eine Folge von Abstiegsrichtungen. Dann erzeugt Algorithmus 5.3 eine Folge
{0k }en von effizienten Schrittweiten.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen an f ist nach Satz 5.4 Algorithmus 5.3 stets
durchfithrbar und erzeugt Schrittweiten {oy }ren, die alle die Powell-Wolfe-Bedingungen
erfiillen. Insbesondere impliziert die Krimmungsbedingung zusammen mit der Lipschitz-
Stetigkeit von V£, dass fir alle k € N gilt

(1= DVF(H)Ts < (VFOF +aust) - v f(xk))T st
< VA +0rs®) = VFEONSMI < Loglls™|2.
Daraus folgt
p—1VF(H s

O = >0
Lo ls5|2

und damit wegen der Armijo-Bedingung und V£ (x*)Tsk < 0

Vf(xk)Tsk)2

o+ 0rs’) < () + o VF()TsE < f(x5) - 9( [Is¥1
S

fir 9 := (1-n)yL™ > 0, d. h. oy ist effizient. O
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Als Prototypen eines Abstiegsverfahrens betrachten wir nun das Gradientenverfahren, das
auf der Wahl des negativen Gradienten als Suchrichtung s* := —V £ (x*) beruht. Offensicht-
lich fithrt diese Wahl stets auf eine Abstiegsrichtung; tatsdachlich handelt es sich um die
Richtung des steilsten Abstiegs (weshalb man im Englischen oft auch von der method of
steepest descent spricht).

Lemma 6.1. Sei f : R" — R differenzierbar und x € R" mit Vf(x) # 0. Dann gilt fiir
- _ V()
$ = TV
Vix)Ts= |I|}i1”in Vi(x)ld.
=1

Beweis. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass fiir alle d € R" mit ||d|| = 1 gilt

VE) d = =IVFE)d = =1Vl = VF(x)'s,

mit Gleichheit fir d = s. O

Erganzt wird diese Wahl der Suchrichtung durch die Armijo-Regel fiir die Schrittweite.

Algorithmus 6.1 : Gradientenverfahren

Wihle x° € R*, setzek =0

while ||V (x¥)|| > 0 do
Setze sk := —Vf(x¥)
Bestimme oj > 0 mit Algorithmus 5.2
Setze x**' = x* + opsk, k — k+1

In der Praxis stoppt man bereits, wenn ||V f(x¥)|| < e fiir eine vorgegebene Toleranz & > 0
(z.B. ¢ = 107%) erreicht ist.

Fir die globale Konvergenz dieses Verfahrens konnen wir den abstrakten Satz 4.3 heran-
ziehen.
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Satz 6.2. Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 6.1 entweder nach
endlich vielen Schritten ab oder erzeugt eine Folge {x*}ren, von der jeder Hiufungspunkt ein
stationdrer Punkt von f ist.

Beweis. Wir miissen lediglich nachweisen, dass diese Wahl von Suchrichtungen und Schritt-

weiten zulissig ist. Solange x* kein stationirer Punkt ist, gilt s* = =V £(x*) # 0 und daher
gilt fiir alle k € N

VO IVAEOTE

IVFGEONNSEE VT ’

d. h. die Winkelbedingung (4.1) ist fiir n = 1 erfiillt. Damit sind die negativen Gradienten
nach Lemma 4.1 zuldssige Suchrichtungen sowie die Armijo-Schrittweiten nach Satz 5.2
(mit ¢(t) = t) zuldssige Schrittweiten. Die Aussage folgt nun aus Satz 4.3. ]

Zwar sind die Abstiegsrichtungen lokal optimal, das bedeutet aber noch nicht, dass dies auch
global (d. h. in Hinblick auf die minimale Anzahl von Iterationen) der Fall ist. Tatsachlich
kann die Konvergenz des Gradientenverfahrens beliebig langsam sein — und das bereits im
“Idealfall” einer strikt konvexen, quadratischen Zielfunktion!

Wir betrachten in Folge fiur A € R™" symmetrisch und positiv definit und b € R" die
Funktion
1
(6.1) R 5 R, X ExTAx +blx.
Man rechnet leicht nach, dass dann gilt

Vf(x) =Ax+0b,
Vif(x) = A.
Insbesondere ist daher nach Annahme und Satz 1.5 (ii) f strikt konvex. In diesem Fall ist
sogar Algorithmus 5.1 praktikabel. Fir x, s € R" wird dabei o bestimmt als Minimierer &

der Funktion
¢:(0,00) > R, o f(x+o0s).

Da f strikt konvex ist, ist auch ¢ strikt konvex. Nach Satz 2.1 ist der eindeutige Minimierer
& von ¢ charakterisiert durch

0=¢'(5) =Vf(x+as)'s=(A(x+6s)+b)s.
Auflésen nach 6 und Verwenden von s = -V f(x) = —(Ax + b) ergibt dann

Is]I?

sTAs

(6.2) =
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Selbst mit dieser Wahl konvergiert das Gradientenverfahren beliebig langsam. Wie wir
sehen werden, hangt die Konvergenzgeschwindigkeit von den Eigenwerten der Matrix
A ab, und zwar speziell vom Verhiltnis des grofiten zum kleinsten Eigenwert, das als
Konditionszahl k := A,/A; > 1bezeichnet wird. Um dies zu zeigen, verwenden wir die

folgende nitzliche Ungleichung.

Lemma 6.3 (Kantorovich-Ungleichung). Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Dann
gilt
(xTAx)(xTA™x)
(xTx)?

1 2
< n (K% + K_%) fiir allex € R™ \ {0}.

Beweis. Sei i = (An/ll)% das geometrische Mittel der beiden extremalen Eigenwerte und
setze B := p ' A+pA~1. Dann ist B symmetrisch und positiv definit und besitzt die Eigenwerte
A+ pAT fiir 1 < i < n. Weiter ist fiiralle 1 < i < n

KT = P S <, = K,

Da die Funktion z + z + z™! auf (0,1] und [1, ) monoton (fallend bzw. steigend) ist,

erhalten wir aus der ersten bzw. zweiten Ungleichung (je nachdem, ob y~!A; < 1 oder nicht)
1
~z

1 .
pTA AT < kT4, 1<i<n

Mit dieser Abschatzung der Eigenwerte von B und der Courant-Fischer-Ungleichung (1.1)
erhalten wir daher

p xTAx) + p(xTA™ %) = xTBx < (K% + K_%)(XTX).

Wir wenden jetzt auf die linke Seite die (verallgemeinerte) Youngsche Ungleichung
1
(ab)? = (u"a)} (ub)? < - (u~'a-+ pd)

fiir a = xTAx und b = xT A 1x an, quadrieren beide Seiten, und erhalten die Kantorovich-
Ungleichung. m]

Mit dieser Ungleichung bekommen wir eine Abschitzung der Distanz der Iterierten x*

zum eindeutigen Minimierer X von f.

Satz 6.4. Sei f : R" — R gegeben durch (6.1) fir A € R™" symmetrisch und positiv definit
undb € R". Sei & € R" der eindeutige Minimierer von f. Weiter sei die Folge {x*} e erzeugt
durch Algorithmus 6.1 mit Algorithmus 5.1 anstelle von Algorithmus 5.2. Dann gilt

kK—1
K+1

2
fOY - f) < ( ) (f(=") = f(x),

sowie

i} k-1 i}
144 = VR (g =
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Beweis. Da die Hesse-Matrix V? f konstant ist, erhalten wir aus Satz 1.2 fiir y = x¥ und
beliebige x € R"

63 f)=f®) = V@ (=0 + 2 (x - DTAC -9 = S (- DA - %),

da in ¥ die notwendige Optimalitatsbedingung V f (%) = 0 erfiillt ist. Durch Ableiten beider
Seiten nach x folgt (wieder mit Vf(x) = 0)

(6.4) Vf(x) = A(x - %).
Analog folgt aus Satz 1.2 fiir y = x* und x = x**! = x* — g.s* wegen sk = —~Vf(x¥)
o2
FOE) = F(5) + o TF ()T + ()T As
o2
= fGF) = allst)P + (TS
Wir verwenden jetzt die Schrittweitenwahl (6.2) und erhalten

2

(65) SO = F() = £ = £ = ot + £ (5 ast
ek _ Is¥)1t 1 |lsk)
=fE) - fE) - (sF)T Ask T2 (sF)T Ask
= ey - - 1
- 2 (sk)TAsk’

Andererseits konnen wir mit Hilfe von (6.3), ] = A7 A und AT = A schreiben
1 1
FE) = fR) = (- DTAG" -9 = S(F -9TAATAG" - %)
I N OV N L S S
=3 (A(x - x)) A (A(x - x))
1
— E(Sk)TA_lsk,

wobei wir im letzten Schritt (6.4) und s* = —Vf(x¥) = —A(x* — X) verwendet haben.
Zusammen mit (6.5) erhalten wir

FEMY = f(®) = F(5) - f(x) - L Ll

2 (sk)T Ask

L' fG) - &)

— ky _ o

=f(x") - f(x) 2 (sk)TAsk %(sk)TA—lsk
[y s 1 o
=1~ (oomas) (a6 = £
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Auf den Bruch wenden wir nun die Kantorovich-Ungleichung an und bringen die Klammer
auf einen Nenner. Dies ergibt die erste Abschétzung.

Die zweite Abschétzung folgt aus der ersten, denn (6.3) in Verbindung mit der Courant-
Fischer-Ungleichung (1.1) ergibt fiir alle x € R"

_12 1 _ N _ An _112
e = I < 5 (e = T AGx = 9) = £() = £(2) < Ll = 5

Damit erhalten wir

I+ = < = (£ - £9)
<25 }) (£ - £0)
<25 1)2 ok — s,
und Wurzelziehen ergibt die Aussage. O

Durch Induktion erhalten wir daraus die folgende Abschétzung.

Folgerung 6.5. Sei f : R" — R gegeben durch (6.1) fiir A € R™" symmetrisch und posi-
tiv definit und b € R". Dann gilt fiir das Gradientenverfahren mit Minimierungsregel die
Fehlerabschdtzung

k
_ K—1 _
l — sv%(m) I - z.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 6.4 folgt sofort

Kk—1
K+1

2k
) [lx® — %||?
K+1

und damit die Behauptung. O

2k
5 - x|? < %(K 1) (f(") - f() < %(

Je grofler also die Konditionszahl der Matrix A, desto naher ist der Bruch auf der rechten
Seite an 1, und desto langsamer konvergiert die Folge auf der linken Seite gegen Null.
Wir brauchen also Verfahren, die die schlechte Kondition der Matrix A bei der Wahl der
Suchrichtungen beriicksichtigen (und hoffentlich kompensieren) kénnen.
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Die zweite grof3e Klasse von Optimierungsverfahren basiert auf der Idee, die notwendige
Optimalitatsbedingung Vf(x) = 0 durch eine (priakonditionierte) Fixpunktiteration zu
berechnen: Offensichtlich ist ¥ Nullstelle von Vf(x) genau dann, wenn fiir eine beliebige
invertierbare Matrix B = B(x) gilt

Xx=x-B(x)Vf(x).
Die zugehorige Fixpunktiteration ist
xF = 5k — B(xF)V £ ().

Schreibt man diese Iteration um unter Verwendung der Inversen Hy := B(x*)™' und
Einfithren von s* := x¥*! — xk_ fiihrt das auf den folgenden abstrakten Algorithmus.

Algorithmus 7.1 : Allgemeines Newton-artiges Verfahren

Wihle einen Startpunkt x' e R, setzek=0
while ||V (x¥)|| > 0 do
Wihle eine invertierbare Matrix Hy, € R™"
Berechne s* als Losung von Hys® = =V f(x¥)
Setze x**1 = xk + sk, k — k+1

Die Wahl der Schrittweite oy steckt dabei als Skalierung in der Wahl der Matrix Hy. Moti-
vation ist hier natiirlich das Newton-Verfahren (mit Hy := V2 f(x*)), das wir im nichsten
Kapitel eingehend untersuchen werden.

Unter gewissen Voraussetzungen an die Matrizen Hj, sind die so berechneten Suchrichtun-
gen s¥ zulissig.
Lemma 7.1. Seien die Matrizen Hy € R™" so gewdhlt, dass gilt:

(i) Hy ist symmetrisch und positiv definit fiir alle k € N;

(ii) es gibt Konstanten 0 < (1 < iy, so dass fiir alle k € N die Eigenwerte von Hy die
Abschditzung
< Agy < g S g2

erfiillen.
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Dann erzeugt Algorithmus 7.1 eine zuldssige Folge von Suchrichtungen {s*}ien.

Beweis. Zunachst impliziert die positive Definitheit die Invertierbarkeit aller Hy.. Also gilt
fir VF(x*) # 0 auch s* = -H_ 'V £(x*) # 0, und unter Verwendung der Courant-Fischer-
Ungleichung (1.1) folgt

—VF()TsE = (M) His® 2 Aalls"I1° 2 ulls"[1%.
Nun gilt wegen ||Hk|| = A, stets
IV = IHHVF < Aenll He'VF O < ol H'V ().
Zusammen erhalten wir

- y
—VFGETSE > s = pll 'V F G SE) > Il—;llVf(xk)llllskll,

d. h. die Winkelbedingung (4.1) ist erfillt fir n = //j_; Nach Lemma 4.1 ist die Folge {sk}keN
also zulassig. m]

Newton-artige Verfahren sind im allgemeinen deutlich aufwendiger als Abstiegsverfahren,
da in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Damit sich der
Aufwand lohnt, sollten also deutlich weniger Iterationen notwendig sein, um einen vorge-
gebenen Abstand |lx¥ — %|| < € zu einem stationiren Punkt % zu erreichen. Dies kann mit
dem Begriff der Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge mathematisch prazisiert werden.

Wir sagen, eine Folge {x*}rcy € R konvergiert gegen ¥ € R”"
(i) linear, falls ein ¢ € (0, 1) existiert mit

lxk*' — x| < c|lx* —x||  fiir alle k € N hinreichend gro8,

(ii) superlinear, falls eine Nullfolge {ex }xen existiert mit

||xk+1 -] < ngxk — x| fir alle k € N hinreichend grof3,

(iii) quadratisch, falls x*¥ — % und ein C > 0 existiert mit

15— %[ < Cllx* - x||? fir alle k € N hinreichend grof3.

(Diese Begriffe werden in der Literatur auch als g-lineare (-superlineare, -quadratische)
Konvergenz - im Gegensatz zu der weniger haufig verwendeten r-linearen (-superlinearen,
-quadratischen) Konvergenz - bezeichnet.) Die letzten beiden Bedingungen kann man auch
mit Hilfe der Landau-Symbole formulieren: Gilt xK # % fiir alle k € N, so ist {xk Heen
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(i) superlinear konvergent genau dann, wenn gilt
k+1 _ &
X —x
lim | | =0,
koo [lxk — x|

k+1

geschrieben ||x**! — x|| = o(||x* — %||);

(ii) quadratisch konvergent genau dann, wenn gilt

[l — x|

lim sup
N e

3

geschrieben ||x ! - z|| = O(||x* — %||?).

Der Rest dieses Kapitels ist der (eher technischen) Herleitung von Bedingungen gewid-
met, unter denen eine durch Algorithmus 7.1 erzeugte Folge (mindestens) superlinear
konvergiert.

Wir zeigen zuerst eine niitzliche Eigenschaft der superlinearen Konvergenz.

Lemma 7.2. Konvergiert die Folge {x*}reny C R" superlinear gegen x € R mit x* # x fiir

allek € N, so gilt

k+1 k
X - X
fim =X

koo [t — x|

Beweis. Mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung |||x|| — || y]|| < ||x — y|| und der
Definition der superlinearen Konvergenz folgt sofort

T e I DU e o |
T koo | [|xF - x| k—o0 ||k — x|
||xk+1 =

Der Nutzen dieser Eigenschaft liegt — neben der Verwendung in den folgenden Beweisen -
darin, dass wir (nur!) fiir superlinear konvergente Folgen das “optimale” Giitekriterium
||x¥—%|| < e durch das tatsachlich iiberpriifbare Kriterium ||x**!—x*|| < & (fiir  hinreichend
klein) ersetzen konnen.

Einen dhnlichen Nutzen hat das folgende Lemma.

Lemma 7.3. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit Vf(x) = 0 und Vf(%)
invertierbar in x € R, und sei {xk}keN Cc R" eine Folge mitx* — x. Dann existiert einky € N
und eine Konstante > 0 so, dass gilt

IVFGR) = Bllxk — % fiirallek > ko.
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Beweis. Die Differenzierbarkeit von Vf in x bedeutet nach Definition, dass zu jedem ¢ > 0
ein ko € N existiert mit

IVF(xK) = VF(x) - V2F(x)(xF —%)|| <ellxk —x||  firalle k > k.

Sei nun ¢ < ||[V2f(x)7!||"! gewahlt. Dann folgt fiir alle k > ko (¢) mit Hilfe von V£ (%) = 0,
der umgekehrten Dreiecksungleichung, und der Ungleichung ||A||7}||Ay|| < ||y|| fir A =
Vif(x)" und y = V(%) (x* — %)

IVFGON = IV = Dl = IVf () = V() - VF ) - Dl
> [IV2F (17l = 71 - ellx* -
= Bll* - x|

mit § = [V2F (%) = ¢ > 0. O

Dies rechtfertigt, als Abbruchkriterium fiir Algorithmen die Bedingung ||V f )| < ¢
anstelle von V£(x*) = 0 einzusetzen, denn fiir hinreichend kleines ¢ > 0 ist (unter den
genannten Voraussetzungen!) x© bereits eine gute Niherung an %.

Die nachsten Hilfssédtze betreffen die Invertierbarkeit der Hesse-Matrix unter kleinen
Storungen. Der Beweis beruht auf einem fundamentalen Stérungslemma fiir Matrizen.'

Lemma 7.4 (Banach-Lemma). Seien A,B € R™" mit || — BA|| < 1. Dann sind A und B

invertierbar, und es gilt
|| Bl

A € ———.
A= T

Eine analoge Abschditzung gilt fiir B™.

Lemma 7.5. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei ¥ € R™ mit Vf (%)
invertierbar. Dann existieren Konstanten § > 0 und c > 0, so dass gilt

IVEF(x)7 < ¢ fiir alle x € Bs(x).

Insbesondere ist V2 f(x) invertierbar fiir alle x € Bs(%).

Beweis. Da V*f stetig und V?f(%) invertierbar ist, existiert fiir ¢ := 1||V2f(x)7}|7? > 0
ein § > 0 mit

IV2f(x) = V2F ()l < %IIsz(ﬁ?)_lll_1 fiir alle x € Bs(x).

!siehe z. B. [Geiger & Kanzow 1999, Lemma B.8]
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Also gilt fir alle x € Bs(x) die Abschétzung
_ o _ 1
1= V2F() TV ()Nl < (IVEFE)THIIVEF(R) = VEF(0) Il < 5 <L
Nach dem Banach-Lemma ist daher auch V2f(x) invertierbar fiir alle x € Bs(%), und es gilt

1927 ()7 L
- vy < IV e ;

IV (o)~ <

Eine dhnliche Aussage gilt fiir die positive Definitheit.

Lemma 7.6. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R™ mit V2 f (%) positiv
definit. Dann existieren Konstanten § > 0 und p > 0, so dass gilt

ATV f(x)d > pl|d|>  fiir allex € Bs(%),d € R".

Beweis. Angenommen, die Ungleichung gelte nicht. Dann existieren Folgen {x*} ey € R”
und {d*}reny € R™ mit x* — % sowie

(7.1) (dTV2F(x%)dk < %ndku2 fir alle k € N,

wobei wir ohne Einschrinkung ||d¥|| = 1 annehmen kénnen. Die Folge {d*} ey ist also
beschrinkt und enthilt daher eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert d ebenfalls
ld|| = 1 erfiillt. Da V2f stetig ist, konnen wir in (7.1) zum Grenzwert dieser Teilfolge
tibergehen und erhalten

d'Vif(x)d <0  fird #0.

Also kann V2 f(x) nicht positiv definit sein, und Kontraposition ergibt die Aussage. O

Wir benétigen noch die folgenden technischen Hilfssétze.

Lemma 7.7. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei {x*};cy C R" eine Folge
mit x* — x fiirk — co. Dann gilt

(7.2) Lim 1 V2 £ (x* + £ (! = x¥)) = V2f(®) |1 dE = 0
—00 0

sowie

(7.3) Lim 1 IV2f(x +t(x* - %)) - V2f(®)]| dt = 0.
—Jo
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k

Beweis. Aus der Konvergenz x* — x folgt wegen der Kompaktheit von [0, 1] sofort die

gleichmdflige Konvergenz

k+1

x*+t(x ) - x fur alle ¢ € [0,1].

Wegen der Stetigkeit von V2 f existiert daher fiir alle £ > 0 ein ko € N mit
V2 F(k + 0¥ = x5)) = V2f(x)|| < e firalle k > ko, t € [0,1].

Damit ist auch
1 1
0 < / IV2f(x* + (" = xb)) = VEf(2) | dt < / edt=¢
0 0
fir alle k > ky. Da € > 0 beliebig war, folgt daraus (7.2). Analog beweist man (7.3). O

Lemma 7.8. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei {x*} ey C R" eine Folge
mit x* — % fiirk — co. Dann gilt

(7.4) IVF(x*) = V() = V2FE) (= 21 = o(llx* - 1)),
Ist zusdtzlich V2 f lokal Lipschitz-stetig, so gilt
(7-5) IVF(x*) = V() = VEF(R) (= 01| = O(lIx* - =11%).

Beweis. Nach Voraussetzung ist Vf differenzierbar in x, so dass nach Definition eine
Nullfolge {e}(}keN existiert mit

IVF(x*) = V() - V2F(R) (= )| < gpllx* - =]
fiir alle k € N grof3 genug. Ebenso folgt aus der Stetigkeit von V2f in %, dass gilt
e = IVAF() = VPF) — 0
fir k — 0. Zusammen folgt

IVF(x*) = V() = VEFO) = 0)l < IVF() = VF(R) - V@) (* - 3)]
+IVEFER) = V2F ) IxE - %]

< (e + D) [lx* - x|

fir alle k € N hinreichend grof3. Da ¢ := €]1< + ei ebenfalls eine Nullfolge bildet, erhalten
wir (7.4).
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Aus Satz 1.3 folgt

VF(E) = V) - VEF() (k- %) = /O V(e 4 - 9) () d
- V() (x - %)

- /1 [V2f(x +t(xF = %)) = VEF(xM)] (x* - %) dt.
0

Mit der lokalen Lipschitz-Konstante L > 0 von V2f in einer Umgebung von ¥ und der
gleichmafigen Konvergenz % + t(x* — %) — % fiir k — co und ¢ € [0, 1] folgt, dass fiir alle

k € N grof genug gilt
IVF(x*) = V(%) = VA (=)l < /0 IV2f (% + £(x* = %)) = V2F(O)[[1x* - =]l de

1
< / L(1=B)llx* - 7l dt - [x* =]
0
L
L s
2

woraus (7.5) folgt. O

Wir kommen nun zur versprochenen Bedingung fiir die superlineare Konvergenz von
Algorithmus 7.1.

Satz 7.9. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V?f(x) invertierbar in ¥ € RV,
und sei {x*}ren C€ R™\ {%} eine Folge mit x* — % fiir k — co. Dann sind dquivalent:
(i) {x*}ren konvergiert superlinear gegen X und V(%) = 0,
(i) [IVF (") + V2F ) (M = 2] = o1 = xF])),
(iii) [|[Vf(x*) + V2F () (M = ) || = o[l = x¥])).

Beweis. (iii)=(i): Aus der produktiven Null zusammen mit Satz 1.3 folgt zunachst die
Identitat

(7.6) VI = VF(EE) - VF(F) - V2F(R) (6 - xF)
+ VI(x5) + V2 (x) (x5 = xF)

= / 1 [V2F (xF + t(xF = xF)) = V2 F(2)] (5 = xF) at
0
+ VI(x5) + V2F(z) (x5 = xF)
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und daraus die Abschiatzung

IVFGEYI < /1 IV2F (e + £ (M = %)) = V2 ()] de - [ = x|
+0||Vf(xk) + V2 () (= x9) .
Nach Lemma 7.7 und Voraussetzung (iii) existiert also eine Nullfolge {¢x } ken mit
(7.7) IV < el =8l

Daraus folgt Vf(x*) — 0 und somit, wegen der Stetigkeit von V£, auch V(%) = 0. Nach
Lemma 7.3 existiert daher ein f > 0 mit

||Vf(xk+1)|| > ﬂllxk+1 —x|| fur alle k € N grof3 genug.
Zusammen mit (7.7) erhalten wir daraus
Bl = x| < eellx™ = xF|| < g (Ix** = x| + [|x* - %))

und daher

I — x| < ||l x| fiiralle k € N grof genug,
k

d. h. die superlineare Konvergenz von {x*}en.

(i) = (iii): Aus der Identitét (7.6) folgt auch die Abschatzung
(7.8) V(") + V2 F () (1 = <) |

< IV + /01 IV2£ (" + 0 = x5) = V2F(R) Il dt - (| = ).

Das Integral bildet nach Lemma 7.7 ein Nullfolge; wir miissen daher nur noch den ersten
Term geeignet abschitzen. Da VZf(x) invertierbar ist, existiert nach Lemma 7.5 ein ¢ > 0
mit ||[V2f(x)|| > 0 fiir alle x € B.(%). Die stetige Funktion x + ||V2f(x)|| nimmt daher
auf der kompakten Menge B, (x) ihr Maximum M > 0 an, und mit Satz 1.3 und x* — *
folgt fiir alle k € N grof3 genug

IVFGEDI = IV = V@) < /O IV2f (x4t (e = 2)) | de - [l = 5]

< MI|x**! — %]
( I — x| "~ x|

k+1 k
X -x||.
|k = x| [lak+t = xK| | |

Da x¥ — x superlinear konvergiert, geht der erste Bruch nach Definition gegen 0 und
der zweite Bruch nach Lemma 7.2 gegen 1. Also ist der gesamte Term in Klammern eine
Nullfolge, und aus (7.8) folgt (iii).
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(ii) = (iii): Aus (ii) folgt mit der Dreiecksungleichung sofort
IVF(R) + V2 () (5 = x| < V£ + V2 £ () (= <))
+IV2F(xF) = V2R @)l - =]
< (e + IV2F(<5) = VEF@) D 1% = =1

Wegen der Stetigkeit von V?f und x* —  ist auch der zweite Term in der Klammer eine
Nullfolge, und wir erhalten (iii). Analog zeigt man die Implikation (iii) = (ii). O

Daraus erhélt man durch Einsetzen die sogenannten Dennis—Moré-Bedingungen fiir die
superlineare Konvergenz von Algorithmus 7.1.

Folgerung 7.10 (Dennis—Moré-Bedingungen). Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar
und sei {x*}ren eine durch Algorithmus 4.1 erzeugte Folge, die gegen ein X € R" mit V*f(x)
invertierbar und x* # x fiir alle k € N konvergiert. Dann sind dquivalent:

(i) {x*Yren konvergiert superlinear gegen x und V(%) = 0,
(ii) || (Hy = V? £(x}) (! = x5)[| = o (|| = x¥])),
(iii) ||(Hi = V2 £(2)) (" = x) || = o ([l = xF])).

Beweis. Nach Iterationsvorschrift gilt
Vf(xk) = —Hp (" = xF) fur alle k € N,

und Einsetzen in Satz 7.9 ergibt die Behauptung. O

Fiir die superlineare Konvergenz muss also Hy fiir k — oo hinreichend gut die Hesse-
Matrix V?f(x*) annihern, und dafiir reicht es aus, dass die Anwendung auf die jeweilige
Suchrichtung hinreichend gut tibereinstimmit.

Unter etwas stiarkeren Bedingungen an f erhalt man sogar quadratische Konvergenz.

Satz 7.11. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V2 f (k) invertierbar in ¥ € R,
und sei {x*}ren € R™\ {%} eine Folge mit x* — % fiirk — oo. Ist V2f dariiber hinaus lokal
Lipschitz-stetig, dann sind dquivalent:

(i) {x*Yren konvergiert quadratisch gegen * und Vf(x) = 0,
(ii) Vf(x*) + V2 £ (x5) (= x5 = O ([l = 4)1%),
(iii) |V £(x") + V2 £(2) (" = 29[| = O[] = 24)1%).
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Beweis. (ii)=(i): Die quadratische Konvergenz impliziert insbesondere die superlineare,
und daher folgt aus Satz 7.9 sowohl V(%) = 0 als auch x* — x superlinear. Es bleibt also
nur noch die quadratische Konvergenz zu zeigen. Dafiir verwenden analog zu (7.6) die
Identitat

(7.9) V() (M = %) = VF(E) + V2F () (4 = &)
= VFGR) + V() + VP FR) (5 - %)

Da V2 f(x) invertierbar ist und x* — x konvergiert, existiert nach Lemma 7.5 ein ¢ > 0 mit
I+ = =[] < V2GS TIIVEF ) (M = )] < el VEF () (= 0|

fiir alle k € N grofs genug. Dividiert man nun durch ||x* — %||? # 0 und schitzt die rechte
Seite durch (7.9) ab, so folgt damit

Ix**! — x| IV () + V2F () (M = x| [l — k2
Jlxck = |2~ Ikt — k|2 Ik — |2
N IVf(x*) = V() = VAF () (* = )
[lack = |2 '

Nun ist der erste Summand auf der rechten Seite beschrankt nach Voraussetzung (ii) und
Lemma 7.2 (konvergente Folgen sind beschréankt), der zweite wegen Lemma 7.8 und der
lokalen Lipschitz-Stetigkeit von V2 f. Die Folge {x*}icn konvergiert also nach Definition
quadratisch gegen x.

(i) =(ii): Aus der Identitét (7.9) folgt auch die Abschatzung

IV () + V2FER) G =2 _ IV - VIE) - VAR (- D)

T < T
vyl
X _—.

T

Der erste Summand ist wieder beschrinkt nach Lemma 7.8. Aus der Stetigkeit von V2f
und der Konvergenz x* — # folgt weiter, dass {||V?f(x*)||}ren beschrankt ist. Also ist
auch der zweite Summand wegen der quadratischen Konvergenz x* — % beschrénkt, und
zusammen folgt (ii).

(ii) & (iii) zeigt man analog zu Satz 7.9 unter Verwendung von Lemma 7.2. O

Analog zu Folgerung 7.10 folgen daraus Dennis—Moré-Bedingungen fiir die quadratische
Konvergenz von Newton-artigen Verfahren.
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Folgerung 7.10 legt die Wahl H, = V?f(x*) nahe; dies fithrt auf das bekannte Newton-
Verfahren fiir die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems Vf(x) = 0.

8.1 LOKALES NEWTON-VERFAHREN

Wir kommen schnell zur Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Algorithmus 7.1 hat nun die
Form

Algorithmus 8.1 : Lokales Newton-Verfahren

Input : x° € R”

Setze k = 0

while ||V £ (x)|| > 0 do
Berechne s* als Losung von V2 f(x%)sk = =V f(xF)
Setze x**1 = xk + sk, k — k+1

Wegen Folgerung 7.10 ist nur noch zu beweisen, dass dieses Verfahren durchfithrbar ist
(d.h. dass V2f(x¥) stets invertierbar ist) und dass die Iteration iiberhaupt konvergiert. Der
folgende Beweis ist der Prototyp eines Konvergenzbeweises fiir Newton-artige Verfahren.

Satz 8.1. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" ein stationdrer
Punkt von f mit V2f(x) invertierbar. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass Algorithmus 8.1 fiir
alle Startwerte x° € B,(%) superlinear gegen % konvergiert. Ist V2f dariiber hinaus lokal
Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz sogar quadratisch.

Beweis. Wir beginnen mit der Durchfiihrbarkeit des Verfahrens. Nach Lemma 7.5 existiert
ein Radius ¢ > 0 und eine Konstante ¢ > 0 mit

IVEF(x)7H < e fur alle x € B, (%).
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Die Hesse-Matrix ist also in einer Umgebung von x invertierbar. Wir miissen nun ga-
rantieren, dass die Iterierten x* diese Umgebung nicht verlassen. Dafiir verwenden wir
Lemma 7.8, welches einen Radius ¢; > 0 liefert, so dass (mit Vf(x) = 0) gilt

IVF(x) = Vif(x)(x = %)| < Zic”x —x|| fiir alle x € B, (x).

Setze nun ¢ := min{ey, £} und wihle x° € B.(%). Dann ist V2 f(x°) invertierbar, und aus
der Iterationsvorschrift, aufgelést nach x! = x° — V2 f(x%) "1V £(x?), folgt
Ix! = x| = [Ix° = x = V2 F (") TV F(O)]
< IV FEO) TV ) (= x) = V(O

1 1
<c —||x0 —-x|| = —||x0 —x|| <e.
2c 2

Durch Induktion folgt daraus

k
1
IxF — x| < (5) Ix°—x%|| <e  firallek € N.

Also ist x* € B.(%) fiir alle k € N und damit V?f(x¥) invertierbar fiir alle k € N; auBerdem
folgt x*¥ — % fiir k — 0. Da nach Iterationsvorschrift gilt

VIR + V(R (xF =y =0 firallek e N,

folgt die superlineare bzw. quadratische Konvergenz sowie Vf(x) = 0 nun aus Satz 7.9
bzw. Satz 7.11. O

Das lokale Newton-Verfahren hat zwei entscheidende Nachteile: Es konvergiert nur lokal,
d. h. falls der Startwert x° bereits hinreichend nahe an x liegt. Auflerdem ist V?f(x) ledig-
lich als regular vorausgesetzt; das Newton-Verfahren kann daher genauso gerne gegen
einen Maximierer konvergieren. Beide Probleme kann man durch Kombination mit einem
Abstiegsverfahren behandeln; man spricht dabei von Globalisierung.

8.2 GLOBALISIERTES NEWTON-VERFAHREN

Die Idee ist, in einem Abstiegsverfahren solange Gradientenschritte zu machen, bis man
nahe genug an einem stationaren Punkt ist, um das Newton-Verfahren durchfithren zu
konnen. Durch eine Schrittweitensuche wird dabei garantiert, dass der Funktionswert stets
abnimmt (und dadurch der Grenzwert kein Maximierer sein kann.) Dies fithrt auf den
folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 8.2 : Globalisiertes Newton-Verfahren
Input:p>0,p>2,y€ (0,1/2), x° € R"
Setze k = 0
while ||V (x%)|| > 0 do
Versuche, Newton-Schritt € mit V2 £ (x*)d* = -V f(x*) zu berechnen
if VF(x*)Tdk < —pl||d¥||” then
‘ Setze sk = d*
else
L Setze sk = —Vf(x¥)

Bestimme oj > 0 mit Algorithmus 5.2 fiir y € (0,1/2)

Setze x**' = x* + opsk, k — k+1

Die Bedingung in Schritt 4 setzt dabei stillschweigend voraus, dass eine Losung des Newton-
Systems V2 f(x¥)d* = —Vf(x*) gefunden wurde. Beachte auch die Einschrinkung y <
% gegeniiber dem Gradientenverfahren; dies wird spater wichtig sein, um superlineare
Konvergenz zu erhalten.

Wir zeigen zuerst, dass Algorithmus 8.2 tatsdchlich ein konvergentes Abstiegsverfahren
ist.

Satz8.2. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 8.z entweder
nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Haufungspunkt von {x*} ey ist ein stationdrer
Punkt von f.

Beweis. Im Falle eines endlichen Abbruchs ist nichts zu zeigen; sei daher V f (x¥) # 0 fiir alle
k € N und sei % ein Haufungspunkt von {x*};ey. Dann existiert eine gegen ¥ konvergente
Teilfolge {x*}1ex mit K ¢ N unendlich. Um zu zeigen, dass X in stationérer Punkt ist, geniigt
nach Satz 4.3 der Nachweis, dass die erzeugten Suchrichtungen {s*}rex und Schrittweiten
{0k }rek zuldssig sind. Wir unterscheiden dafiir Gradienten- und Newtonschritte und setzen

Kg = {k eK:sk= —Vf(xk)},
Ky = {keK:s"=-V2f(x")Vf(x")} .

Wegen Vf(x*) # 0 gilt dann

V(TS

ET IVF(xM)) >0  fallsk € Kg,
S

(8.1)

und, wegen s* = —V2£(x*) 'V f(x*) # 0, auch

V(s

o] > p|ls*IP' >0 falls k € Ky.
N

(8.2)
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In jedem Fall ist also s* eine Abstiegsrichtung. Es gelte nun

\v} KN\T k
(8.3) %—w fiir K 3 k — oo.
$
Fir k € K¢ folgt dann aus (8.1)
-V K\T .k
b= TS S0 ke sk e
$

Fir k € Ky verwenden wir, dass wegen der Beschréanktheit der konvergenten Folge {xk ek
und der Stetigkeit von V2f ein C > 0 existiert mit ||V2f(x*)|| < C fiir alle k € K. Die
Definition des Newton-Schritts ergibt nun

(8.4) IVFG)I = IV F(F)skll < Clis¥|l - fiir alle k € K.
Also folgt wegen p > 2 aus (8.2) und (8.3)

p-1 p—1 _V K\T k
IVFE I < (csty) < oS L i ky s ko oo,
P ISt

und damit ebenfalls ||V f(x¥)|| — 0. Damit sind die Suchrichtungen zulissig.
Nun zu den Schrittweiten. Fiir k € K; folgt aus (8.1)
~Vf (k)5
(R [
fiir k € Ky folgt aus (8.4) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1 1 =Vf(xF)Tsk
k > — ||V k >4 2 7
I 2 VSN 2 g0

Is¥|1 = V£ (=)l =

Also ist Tk
=Vf(x*)'s
NI, (f'—k”

fiir ¢ : t = min{¢, C"'t} stetig und streng monoton wachsend mit ¢(0) = 0. Nach Satz 5.2
erzeugt die Armijo-Regel also zulédssige Schrittweiten.

) furallek e K

Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.3. m]

Natiirlich soll auch das globalisierte Newton-Verfahren superlinear konvergieren, damit
sich der ganze Mehraufwand gegeniiber dem Gradientenverfahren lohnt. Wir wollen also,
dass das globalisierte Newton-Verfahren in das superlinear konvergente lokale Newton-
Verfahren iibergeht, sobald wir entsprechend nahe an den stationaren Punkt herangekom-
men sind. Dafiir zeigen wir zuerst, dass unter geeigneten Voraussetzungen die ganze Folge
{x*}ren gegen einen Minimierer konvergiert (und wir damit tatsichlich irgendwann nahe
genug sind und bleiben). Wesentliches Hilfsmittel wird das folgende niitzliche Lemma sein,
das wir auch im weiteren Verlauf der Vorlesung heranziehen werden.
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8 NEWTON-VERFAHREN

Lemma 8.3. Sei x € R" ein isolierter Hiufungspunkt der Folge {x*};eny © R™ und es gelte
|x**1 — xK|| — 0 fiir jede gegen X konvergente Teilfolge {x*}rex." Dann konvergiert die
gesamte Folge {x*}cn gegen X.

Beweis. Da x € R" ein isolierter Haufungspunkt ist, existiert ein ¢ > 0 so, dass x der
einzige Haufungspunkt von {x*} ey in B, (%) ist. Sei nun {x*}rex eine Teilfolge mit x* —
%, und angenommen, {x*};cy konvergiert nicht gegen %. Dann miissen unendlich viele

Folgenglieder existieren mit x* ¢ B, (x). Wir konnen deshalb aus {x*}rcx eine weitere
Teilfolge {xk }kexs auswahlen, so dass fiir alle k € K’ gilt

x* e B.(x),  x*'¢B.(%)

(d. h. xk+1 ist jeweils das erste Folgenglied von {xk}ng, das wieder aus m herausspringt,
und wir behalten von mehreren Folgegliedern von {x*}cx mit x* € B,(x) hintereinander
nur das letzte). Die Folge {x*}icxs ist also beschrankt und besitzt daher (mindestens)
einen Haufungspunkt; nach Annahme kommt dafiir aber nur der Hiufungspunkt x in
Frage, weshalb x¥ — x fiir K’ 3 k — oo konvergieren muss. Es gibt also ein ko € N mit
l|lxk — x| < % fiir alle K’ 5 k > k. Daraus folgt aber

IR = k| > | = x| - |Ix* - x| > fir alle K D K’ 3 k > k.

[NC )

k+1 _

Also kann ||x x¥|| nicht gegen 0 gehen. O

Daraus folgt die Konvergenz des globalisierten Newton-Verfahrens gegen Minimierer.

Satz 8.4. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 8.2 erzeugten Folge {x*} ey mit V2f (%) positiv definit. Dann ist X ein
strikter lokaler Minimierer und {x*} ey konvergiert gegen x.

Beweis. Nach Satz 8.2 ist jeder Haufungspunkt von {x*} ¢y ein stationirer Punkt und damit
gilt V£ (%) = 0. Zusammen mit der positiven Definitheit von V2 f(x) folgt aus Satz 3.4, dass
x ein strikter lokaler Minimierer ist.

Weiter ist V2 (%) insbesondere regulir; wegen Lemma 7.3 gilt daher Vf(x*) # 0 fiir alle
x* # % hinreichend nahe bei %. Also ist % ein isolierter Haufungspunkt (denn jeder weitere
Hiufungspunkt wire nach Satz 8.2 wieder ein stationérer Punkt). Sei nun {x*}ex eine
Teilfolge mit x* — . Wir unterscheiden wieder Gradientenschritte (fir k € K5 C K)
und Newton-Schritte (fiir k € Ky C K). Fir k € K gilt wegen der Stetigkeit von Vf und
ok € (0,1] nach Definition der Armijo-Regel

I = 3K = VAN < VAR — [IVF@I =0 firKs 3 k — oo.

'Beachte, dass fur k € K im Allgemeinen k +1 ¢ K ist — in anderen Worten, x**1 ist das auf x* folgende
Glied in der gesamten Folge, nicht der betrachteten konvergenten Teilfolge.
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8 NEWTON-VERFAHREN

Fir k € Ky hinreichend grof} folgt dagegen aus Lemma 7.5

1 = x| = IV F () TV F ()
<c|[VFEM) - clVFE)| =0  fiirKy 3 k — oo.

Damit ist Lemma 8.3 anwendbar und liefert die Aussage. O

Wir zeigen nun, dass Algorithmus 8.2 tatsdchlich irgendwann in das lokale Newton-
Verfahren tibergeht. Ein wesentliches Hilfsresultat ist dabei, dass die Armijo-Regel fiir
Newton-Schritte ab einem gewissen Schritt stets die Schrittweite ¢* = 1 akzeptiert. Dafiir
ist die Einschrankung y < % wesentlich.

Lemma 8.5. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und x € R" ein stationdrer Punkt
von f mit V2f(X) positiv definit. Seien weiter {x*}ren eine Folge mit x* — % und {s*} ren
gegeben durch

s = VP F() V().

Dann gilt fiir k € N hinreichend grof3 undy € (0, %) beliebig
FOF+54) < P +yTFGHTSE

Beweis. Wegen Lemmata 7.5 und 7.6 existieren ko € N, ¢ > 0 und p > 0 so dass fiir alle

k > k() gllt
IV F(xM) Y <e und  dTVEF(xM)d > p|ld|)*  fir alled € R".
Weiter liefert Satz 1.2 ein §k = xk + 9sk, 9 € (0,1), mit
1
FOF 45 = 65 + TGO+ 26TV F(E)s"

Daraus folgt unter Verwendung des Newton-Schritts V2f(x¥)s* = -V f(x*) sowie der
gleichméafligen positiven Definitheit

PO 485 = P = p VAT = (= VAT 4 TV ()"
= —(1= TV FS + ST
<= (3 =) ulstiE s SR - TGS

fur alle k > k.
Nun gilt fur alle k > k,

Is¥1 = IV F () TVFE) < ell V) = el V@I =0 firk — oo,
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woraus & = xF+9;sF — % fiir k — oo gleichmiBig in 9 € [0, 1] folgt. Wegen der Stetigkeit
von V?f kénnen wir daher ein k; € N finden mit

1
V2 f(x%) — VEF(E)|| < 2 (5 - y) p o fir alle k > max{ko, k;}.
(Die Klammer ist wegen y < % positiv!) Fiur k > max{k, k;} ist daher

F*+55) = F(x5) —yVFGEHTsE <o,

woraus die Aussage folgt. m]

Damit haben wir nun alles zur Hand, um die superlineare Konvergenz des globalisierten
Newton-Verfahrens zu zeigen. Hier wird nun die Wahl p > 2 wichtig.

Satz 8.6. Sei f : R"™ — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 8.2 erzeugten Folge {x*}1en mit V2 f(X) positiv definit. Dann ist
ein strikter lokaler Minimierer und {x*} N konvergiert gegen % superlinear. Ist V2 f dariiber
hinaus lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz quadratisch.

Beweis. Die Konvergenz der gesamten Folge gegen einen strikten lokalen Minimierer folgt
aus Lemma 8.3. Fiir die superlineare bzw. quadratische Konvergenz ist nur noch zu zeigen,
dass Algorithmus 8.2 irgendwann in das lokale Newton-Verfahren tibergeht.

Die Voraussetzungen von Lemma 8.5 sind erfiillt, und wie in dessen Beweis gezeigt, gilt fiir
k > ko € N grof§ genug

IV2F(E) ™ <c und  dTVEF(x)d > pl|d]® firalled € R”
sowie (im Falle eines Newton-Schrittes)
551 = V2 F () TV FG) < ellVFG) I fiir alle k > ko.

Insbesondere ist V2 f(x*) invertierbar und es gilt s* — 0 fiir k — co. Aus der Definition
des Newton-Schrittes folgt nun

—VFG)Ts = ()TVEF(R)s® = st

k — 0 existiert nun fiir beliebiges p > 0 und p > 2 ein k; > k so dass gilt

Wegen s

o
Is5]] < (E)p fiir alle k > ky.
p

Also ist fiir alle k > k; insbesondere —y < —p||s¥]|?~? und damit

VFE)TSE < —plls 1P < —plIs“|IP,
d. h. der Newton-Schritt wird akzeptiert. Nach Lemma 8.5 wird fiir Newton-Schritte zudem
irgendwann stets die Schrittweite ox = 1 akzeptiert. Ab diesem Punkt stimmt Algorith-

mus 8.2 mit Algorithmus 8.1 iberein und hat damit die gleiche Konvergenzgeschwindig-
keit. m]
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8.3 INEXAKTE NEWTON-VERFAHREN

Das Losen der Newton-Gleichung V2 f(x*)s = =V f(x*) ist oft aufwendig, und eine exakte
Losung (z. B. aufgrund von Rundungsfehlern) in der Regel nicht méglich. Satz 7.9 garantiert
aber die superlineare Konvergenz, solange wir nur bei Annidherung an einen stationiaren
Punkt das Residuum in der Newton-Gleichung beliebig klein bekommen kénnen; insbeson-
dere ist zu Beginn der Iteration eine genaue Losung gar nicht nétig. Die Idee ist dabei, den
Fehler tiber das relative Residuum der Newton-Gleichung zu steuern: Fiir eine vorgegebene
Toleranz 1 bestimmen wir s* mit

IV2f ()s* + VA _
IVF O -

Dies fiihrt auf das inexakte Newton-Verfahren.

fur alle k € N.

Algorithmus 8.3 : Inexaktes Newton-Verfahren

Input : X eRe>0

Setze k =0

while ||V (x¥)|| > 0 do
Wihle Toleranz n; > 0
Berechne s* mit || V2 (x%)s* + VF(x*)|| < nel V)|
Setze x**1 = xk + sk, k — k+1

Da im Newton-Verfahren x* gegen einen stationiren Punkt konvergiert, muss das Residuum
im Verlauf der Iteration zwangslaufig reduziert werden. Beispielsweise kann man dafiir die
Newton-Gleichung mit einem iterativen Verfahren (Gauf3—Seidel, konjugierte Gradienten)
16sen, wobei in jeder Iteration mehr Schritte gemacht werden. Eine andere Moglichkeit
ist, die Newton-Gleichung durch ein “grobes Modell” [V?f (xk)]hks = —[Vf (xk)]hk Zu
ersetzen, dessen Losung sZk fiir by — 0 gegen s* konvergiert. (Dies ist insbesondere fiir
die Optimierung mit Differenzialgleichungen relevant.)

Die wesentliche Frage ist nun, wie die Toleranz 1 zu wéhlen ist, um Konvergenz und
insbesondere superlineare Konvergenz zu erhalten. Wir zeigen zuerst analog zum Newton-
Verfahren die Kontraktionseigenschaft und damit die lokale lineare Konvergenz. Eine
Schwierigkeit ist dabei, dass diese nicht beziiglich der Euklidischen Norm gezeigt wer-
den kann. Wir betrachten stattdessen fiir einen stationiren Punkt ¥ € R" mit V?f(x)
invertierbar die Konvergenz beziiglich

llx|lg = |IV2f(%)x]] fir alle x € R™.
Dies definiert wegen
(8.5) IV2FEN Nl < llxll < IV2F) Mlllxllr - fiar alle x € R

eine dquivalente Norm auf R". Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir in Folge p; =

IV2f ()7 und gy = |V2 £ (%) 7.
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Satz 8.7. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" ein stationdrer
Punkt von f mit V2f(x) invertierbar. Ist ny, < 1 fiir ein beliebiges ij € (0, 1), so konvergiert
Algorithmus 8.3 lokal linear beziiglich || - ||y gegen x.

Beweis. Wir gehen im Prinzip analog zum Beweis der entsprechenden Aussage in Satz 8.1
vor, wobei wir in den Abschatzungen wegen der Toleranz etwas genauer aufpassen miissen.
Zunichst gilt wieder, dass nach Lemma 7.5 ein Radius & > 0 und eine Konstante ¢ > 0

existieren mit
IV2F(x)7Y <c  fiiralle x € B, (%).

Wihle nun ein n € (7}, 1) sowie ein hinreichend kleines § > 0 mit

0—5 +7(1+8)(1+cd) <n.
H1

(Dies ist wegen 7} < 1 stets moglich.) Nach Lemma 7.7 existiert weiter ein ¢, > 0 mit

/1 IV2f (% + t(x — %)) — VEF(®)| dt < yﬁ fiir alle x € B,, (%).
0 2

Da x ein stationarer Punkt ist, ist nach dem Satz 1.3 fiir alle x € R"
Vf(x) = Vf(x)+ /Olvzf(an t(x —%))(x — %) dt
= /01 [V2f(x +t(x — %) - V2F(R)]| (x — %) dt + V*F(%) (x — %).
Nach Definition von || - ||y gilt daher fiir alle x € B,,(x) die Abschétzung
IVFll < l%llx = x|+ VA () (x = D)
<+ Gallx =5l + 1 = 5lly = 1+ D)l = sl
Nach Lemma 7.8 existiert auflerdem ein €3 > 0 mit
IVF(x) = VEf(x)(x — %) < l%”x — x| < 6llx — x|l fiir alle x € B, (x).
SchlieBlich existiert wegen der Stetigkeit von V£ ein &4 > 0 mit

IV2f(x) = V2F(®)|| < 6 fiir alle x € B, (X).

Setze nun ¢ := min{ey, &, €3, €4} und wihle x° € B, u (%) (beachte y; < pp wegen (8.5); wir

missen ja die Kontraktion beztiglich || - ||y garantieren, wihrend B, beziiglich || - || definiert
ist).
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Dann ist V2£(x°) invertierbar, und wegen der exakten Losbarkeit der Newton-Gleichung
existiert daher ein s° € R" mit

1720 = 1IV2F()s” + V() < ol VGO

Aus der Iterationsvorschrift folgt nun fiir 5y < 7 mit Hilfe der obigen Abschétzungen

" = %llg = V2 f () [x" =2 = V2 F () TV + )]
< IVF@I Ix® =% = V() TV
+Ir® + [V2F(x) = VA V2 F )T
< IV FE@IIVEFEO) TV () (= %) = VFE]
+IP+ IV F ) = VEFEN IV F GO T

cd
< —Ix° = x|l + (14 )1
1
b, o 0
< —llx” =%l +no(1+cHIVF ()l
H
cd 0_ =
< (24514 9)+cd)| Ix* - llu
H

< nllx® = %||a.

Nach Wabhl von x gilt daher wegen n < 1

_ _ 0 - H2 o
lx' = %Il < pollx’ = %llg < penllx® - %|lu < '7'u—||x - x| <e.
1

Mit Induktion folgt daraus ||x* — %]z < n*||x° — % und damit auch

K H2 ” 0

||xk—3'c||£77—x —-x|| <e¢ fur alle k € N.
1

Also ist x* € B.(%) fiir alle k € N und damit V?f(x¥) invertierbar fiir alle k € N; auBerdem
folgt wegen 1 < 1 die lineare Konvergenz von {x*};ey beziiglich || - ||z O

Aus der Konvergenz beziiglich || - || folgt auch die Konvergenz beziiglich der aquivalenten
Norm || - || (allerdings nicht die lineare Konvergenz, da fiir < 1 nicht unbedingt auch
ry”—j < 1sein muss!) Reduziert man die Toleranz im Laufe der Iteration schnell genug, folgt
daraus mit Hilfe der Dennis—Moré-Bedingung die superlineare Konvergenz.

Satz 8.8. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" ein stationdrer
Punkt von f mit V2f (%) invertierbar. Ist {ni}ren C (0,1) eine Nullfolge, so konvergiert
Algorithmus 8.3 lokal superlinear. Ist V*f dariiber hinaus lokal Lipschitz-stetig und ny =
O(|IV£(x)|)), so ist die Konvergenz sogar quadratisch.
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Beweis. Da die Voraussetzungen von Satz 8.7 erfiillt sind, konvergiert x* — %. Aus der
produktiven Null, der Dreiecksungleichung und der Iterationsvorschrift folgt nun
IVFG < IVFGE) + V2R (5 = ) [+ V2 F () (5 = 9|
< Ml VA + V2 FEF) =)L

Wegen der Stetigkeit von V2f und x — x existiert ein C > 0 und ein k, € N mit
V£ (x%)|| < C fiir alle k > k. Daraus folgt, wieder nach Iterationsvorschrift,

IVFG) + £ =< mell VAN < TV 6 =)
Nk

< C—— X" = x| = gl = X,
1=
Da mit {ny}ren auch {& }ren eine Nullfolge ist, folgt die superlineare Konvergenz mit
Satz 7.9.

Analog zeigt man mit Hilfe von Satz 7.11 die quadratische Konvergenz. ]

Auch das inexakte Newton-Verfahren lasst sich wie in Algorithmus 8.2 globalisieren. Die
globale Konvergenz sowie den Ubergang zu superlinearer Konvergenz kann man durch
eine analoge Modifikation der entsprechenden Beweise in Abschnitt 8.2 zeigen,; fiir Details
sei auf [Geiger & Kanzow 1999, Kapitel 10.2] verwiesen.
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In der Praxis ist das Aufstellen der Hesse-Matrix oft aufwendig oder sogar tiberhaupt nicht
moglich (wenn die zu minimierende Funktion zwar zweimal differenzierbar ist, aber die
zweiten Ableitungen nicht mit vertretbarem Aufwand berechenbar sind). Die Dennis—Moré-
Bedingung besagt aber, dass es ausreicht, eine hinreichend gute Naherung der Hesse-Matrix
zu verwenden. Fiir Funktionen f : R — R wire ein Ansatz, statt der zweiten Ableitung
einen Differenzenquotienten zu verwenden:

f//(xk+l) . f’(xk+1) —f’(xk).

xk+1 _ xk

Der fiir f : R" — R analoge Ansatz fihrt auf die Quasi-Newton-Gleichung
(9-1) Hyea ("1 = xF) = VF () = VF(x5).

Diese Gleichung fiir Hy,, ist allerdings unterbestimmt, da durch sie nur die Wirkung auf
eine Richtung s¥ = x**! — x* festgelegt wird, wir fiir den niachsten Schritt aber Hy,;s**!
benoétigen. Wir brauchen also noch eine weitere Forderung. Dazu betrachten wir wieder
die Dennis-Moré-Bedingung, nach der der folgende Term fiir x* — & superlinear in ||s*||
sein soll:

I[Hk = V£ ()]s < 1 (Hi = Hia)s* ||+ 1| (Hia = V3£ ()5
< |Hi = HiallIs ]| + 1V (M) = VF(x) = V2£(F)s),

wobei wir im zweiten Schritt die Quasi-Newton-Gleichung verwendet haben. Der zweite
Term auf der rechten Seite ist nun fiir f zweimal differenzierbar nach Definition o(||s||);
fiir die superlineare Konvergenz gentigt also die Forderung

klim |Hi1 — Hill = 0

fiir eine beliebige Matrixnorm.

Wir gehen daher wie folgt vor: Ausgehend von einer Startmatrix H, wahlen wir fiir alle
k € N die neue Naherung Hy,; so, dass

(i) die Quasi-Newton-Gleichung (9.1) erfullt ist;

(ii) der Abstand ||Hyy; — Hg|| minimiert wird.
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Man spricht dabei von einem Update der Matrix Hy auf Hy,;. Diese Wahl von Hj in Algo-
rithmus 7.1 fithrt auf die Klasse der Quasi-Newton-Verfahren, die sich als mit die leistungs-
fahigsten Verfahren zur unrestringierten Optimierung herausgestellt haben. Verschiedene
Wahlen der Matrix-Norm fithren dabei auf verschiedene Verfahren in dieser Klasse.

9.1 QUASI-NEWTON-UPDATES

Die Kernidee der verbreiteten Quasi-Newton-Verfahren ist, fiir die Minimierung nicht die
induzierte Norm ||A|| = ||A||2, sondern die Frobenius-Norm

|AllF =
i=1 j=1

n n 1/2
zzaz)

zu verwenden. Dies ist eine dquivalente Norm mit

(9.2) n" 2 Allr < 1Al < Al fiir alle A € R™",
Weiterhin gilt fiir jede Orthonormalbasis {v;, . ..,v,} von R"

n
(9.3) IAlIE = > 14w

i=1

(Beide Eigenschaften folgen direkt aus einer dquivalenten Charakterisierung der Frobenius-
Norm iiber die Spur von AT A, siehe z. B. [Geiger & Kanzow 1999, Lemma B.1].)

Wir bestimmen nun fiir gegebenes Hj ein Hyy;, das die Quasi-Newton-Gleichung (9.1)
erfullt und ||Hgy; — Hi||r minimiert. Dafiir setzen wir der Kiirze halber

H:=H;, H,:=Hpy  s:=x""-xk y = VF(EY) - V).

Die Quasi-Newton-Gleichung kann nun kurz geschrieben werden als H;s = y. Fiir die
Minimierung verwenden wir (9.3), und zwar indem wir s/||s|| zu einer Orthonormalbasis
{s/lIsll,v2,...,0,} des R" ergdnzen. Dann ist

1

n
Wllms — Hs||* + > ||H.v; — Hoil|®.

i=2

|H, — H||% =

Die Quasi-Newton-Gleichung erzwingt nun H,s = y; im ersten Term haben wir also keine
Freiheit fiir die Minimierung. Der zweite Term ist jedoch offensichtlich minimal, wenn
Hiv; = Ho; fur i = 2,. .., n gilt. Dies erreichen wir durch die Wahl

(y - Hs)sT

S°S
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denn dann ist wegen der Orthonormalitdt der Basis sTo; = 0 fur allei = 2,...,n und
damit
sTs
His=Hs+(y—-Hs)= =y,
shs
sowie
STUl'
H,v; = Hu; + (y — Hs) = =Ho; furallei=2,...,n.
sts

Die Wahl (9.4) wird Broyden-Update genannt; Matrizen von der Form M = wol firu,0 € R"
heiflen Rang-1-Matrizen, weshalb man auch von einem Rang-1-Update spricht.

Nachteil des Broyden-Updates ist, dass die neue Matrix H; weder symmetrisch noch positiv
definit sein muss, auch wenn dies fiir H der Fall ist. Ein Newton-artiges Verfahren mit dieser
Wahl von Hy wiirde daher auch gegen lokale Maximierer konvergieren (und tatsachlich
wird das Broyden-Verfahren vor allem zur Lésung von nichtlinearen Gleichungen eingesetzt).
Eine symmetrische Matrix erhalt man durch einen symmetrischen Rang-1-Update, kurz
SR1-Update,

(y—Hs)(y - Hs)"

(y—Hs)Ts

der jedoch ebenfalls nicht positiv definit ist. Dafiir benétigt man Rang-2-Updates (d. h. eine
Summe von zwei Rang-1-Updates), die man als Minimierung einer gewichteten Frobenius-
Norm erhalt. Dies ist relativ technisch, weshalb wir hier auf Beweise verzichten. Wir

bezeichnen in Folge die Menge der symmetrischen und positiv definiten Matrizen kurz als
SPD(n).

M =H+

Satz 9.1 ([Geiger & Kanzow 1999, Satz 11.6]). Seien H € SPD(n) unds, y € R" mits’y > 0
gegeben. Dann existiert eine Matrix W € SPD(n) mit W2s = y, und die Losung von

min ||[W (M- HW™! mit  Ms =
MeSPD(n)II ( YW IF y

ist gegeben durch den Davidon-Fletcher-Powell-Update, kurz DFP-Update,
g GoH)Y +y(y-H)T (y-HY's
yT's (y7s)?

DFP _
HPFP =

Die Voraussetzung s’ y > 0 ist dabei sogar notwendig fiir die Existenz einer Matrix M €
SPD(n), die die Quasi-Newton-Gleichung erfiillt: Gilt namlich s y < 0, so folgt aus Ms = y
sofort sT Ms = sy < 0, und damit ist M nicht positiv definit.

Nun ist man eigentlich an der Losung des Gleichungssystems Hys® = —V f(x*) interessiert,
was bei Kenntnis von H,’ ! durch einfache Matrixmultiplikation méglich wire — schén
wire daher ein inverser Update von B := H™! auf B, := H;l. Dazu verwendet man einfach,
dass unter der sehr sinnvollen Forderung der Invertierbarkeit von H, die Quasi-Newton-
Gleichung H,s = y aquivalent ist zur inversen Quasi-Newton-Gleichung B,y = s. Ganz
analog wie oben erhilt man daraus den folgenden Update.
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Satz 9.2 ([Geiger & Kanzow 1999, Satz 11.8]). Seien B € SPD(n) unds, y € R* mits’y > 0
gegeben. Dann existiert eine Matrix W € SPD(n) mit W2s = y, und die Lésung von

i W(M - B)W it My =
Mersfg]gl(n)ll ( YW/ r  mi y=s

ist gegeben durch den inversen Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno-Update, kurz BFGS-
Update,

— By)sT +s(s—By)T - By)T
L-By)s +s(s—By) (s-By)y 1

T

BBFGS _ B
" sTy (sTy)?

Um daraus ein direktes BFGS-Update zu erhalten (bzw. aus Satz 9.1 ein inverses DFP-
Update), verwenden wir die Tatsache, dass die Inverse einer Rang-1-Matrix wieder eine
Rang-1-Matrix ist. Das folgende Lemma verifiziert man durch einfaches aber lastiges
Ausrechnen.

Lemma 9.3 (Sherman—Morrison-Woodbury-Formel). Seien A € R™" invertierbar und
w0 € R Ist1+0 A7y # 0, dann ist A + uo® invertierbar mit

A lupT A

A+u) =1 —
( ) 1+0TA 1y

Durch zweimaliges Anwenden erhilt man daraus die folgenden Updates

Satz 9.4. Seien H € SPD(n), B=H™', und y,s € R" mit y's > 0. Dann gilt mit B, := H;!

DFP _ s Byy'B
By =B+ 4 - %
y's ¥y By
HBFGS = [ + J’Y}’T _ H;STH
sty s'Hs

Anstelle der ausgelassenen Beweise weisen wir nun nach, dass das BFGS-Update tatsachlich
die geforderten Eigenschaften hat.

Satz 9.5. Seien H € SPD(n) und y,s € R" mit y's > 0. Dann ist H3¥%S ¢ SPD(n) und
erfiillt die Quasi-Newton-Gleichung.

Beweis. Die Symmetrie von H2CS fiir symmetrische H ist direkt aus der Definition er-
sichtlich.
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Fir die positive Definitheit verwenden wir, dass H € SPD(n) eine Cholesky-Zerlegung
H = R'R mit R € R™" invertierbar besitzt.! Fiir beliebige d € R" \ {0} folgt dann aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(d"y)?  (d"Hs)?

d"HF%d = d"Hd +

yTs sTHs
— ||Rd||2 + (dTY)z _ ((Rd)T(RS))Z
yTs [IRs||?
> ”RdHZ + (dTY)z _ ||Rd||2||RS||2
B yTs lIRs||>
T.,,\2
-4 Ty) > 0.
y's

Also ist HBF®S zumindest semidefinit. Fiir die positive Definitheit geniigt es, dass eine
der beiden Ungleichungen strikt ist. Angenommen, die erste Ungleichung ist nicht strikt,
d. h. die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt mit Gleichheit. Dies ist nur méglich, falls Rd
und Rs linear abhéngig sind, d. h. es gilt Rd = tRs fir ein t € R\ {0}. Dann folgt aus der
Invertierbarkeit von R aber auch d = ts und damit

d'y)? _ .Gy’
yTs yTs

=t*(sTy) >0

wegen t # 0 und s’y > 0.

Fiir die Quasi-Newton-Gleichung rechnen wir einfach nach, dass dann gilt

T T
BFGS .. _ ys s"Hs
H, s—Hs+—sTyy—ST X

Hs =y. O

9.2 LOKALE KONVERGENZ

Wir untersuchen nun die lokale superlineare Konvergenz von Quasi-Newton-Verfahren.
Da dies sehr technisch ist, beschranken wir uns fiir den Beweis auf das einfacher zu analy-
sierende (wenn auch fiir die Optimierung weniger relevante) lokale Broyden-Verfahren.
Einsetzen der Definition des Broyden-Updates in das allgemeine Newton-artige Verfahren
ergibt den folgenden Algorithmus.

!siehe z. B. [Hanke-Bourgeois 2009, Satz 5.4]
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Algorithmus 9.1 : Lokales Broyden-Verfahren
Input : x° € R*, Hy, € R™"
Setze k = 0
while ||V (x%)|| > 0 do
Berechne s* als Losung von Hys® = =V f(x¥)
Setze x*+1 = xk 4 s
Setze y* = Vf(x**1) — Vf(x¥)

k_H kY (k\T
Setze Hk+1 = Hk + —(y (sk)kTs(s)IS; ) s

k—k+1

Wir zeigen wieder zuerst die lineare Konvergenz. Dafiir benétigen wir das folgende Lemma,
das garantiert, dass der Broyden-Update den Abstand zur exakten Hesse-Matrix V2 f(X)
nicht zu sehr vergrolert, und zwar spezifisch in der Spektralnorm |[|A|| = ||A]|,.

Lemma 9.6. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V2 lokal Lipschitz-stetig,
und sei {x*}ren eine von Algorithmus 9.1 erzeugte Folge mit x* — %. Dann gilt fiir allek € N

grof genug
L
Vs = V2F < IHe = VEFOI + 5 (16 = 511+ I = 511).

Beweis. Aus der Definition des Broyden-Updates folgt

(y* = His") (sM)"

(95) His — VA (%) = Hy — V2 f(x) +

(sF)T(s%)
o wzpre . (V) - HesM T = VA (R)sH) 80T
=He= V@) + (sF)T (s¥) ’ (s9)T(s%)
k(JNT k _ w2 £k (k)T
o ae [ SEEOTY O = V@D (D)
= - v 1 S+
Aus der Definition der induzierten Matrix-Norm folgt nun ||uo” ||, = |Jul|z||0||; fiir alle

u,v € R". Weiter ist P := [ — % fiir alle u € R™ \ {0} orthogonal und erfiillt P* = P; also

ist P eine orthogonale Projektion und erfillt daher ||I — % |2 = 1. Wir erhalten also

Vi f ()|

_ o < -
|Hier = V2L < [1He = V2@ + 2 I

Um den zweiten Summanden abzuschitzen, verwenden wir Satz 1.3 sowie die lokale
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Lipschitz-Stetigkeit von V2f und erhalten fiir x* hinreichend nahe an %
(9:6) Iy = VEF(R)s Il = V£ (") = VF(xF) = V2 f () (" = M)

< /1 IV2F (K + t(xF = xF)) = V2F(R)]] dt - || = K|
0

1
< L/ £l = x|+ (1= D)llx" = x| de - [l = x|
0

Lok k_oit) i1k
= 2 (11 = 511+ 1% = 1) 1541,

woraus die Aussage folgt. O
Wir kénnen nun die lokale lineare Konvergenz zeigen.

Satz 9.7. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V> f lokal Lipschitz-stetig und
sei ¥ € R" ein stationdrer Punkt von f mit V2f(X) invertierbar. Dann existieren Konstanten
5, & > 0, so dass fiir xo € B.(¥) und Hy € Bs(V%f (%)) die von Algorithmus 9.1 erzeugte Folge
{x*Yen linear gegen % konvergiert.

Beweis. Setze ¢ := ||V2f(x)7!|| und wihle &, § > 0 mit

1 26
0< —, £ —,
6¢ 3L

und seien x° € B.(x) und Hy € Bs(V?f(x)) beliebig. Wir zeigen nun per starker Induktion,
dass fiir alle k € N gilt

(9.7) IH, = V2 f (D)l < (2-275)8,

_ 1 _
(9.8) I+ = x| < Ellxk - x||.

Es sei nun k € N beliebig und gelte (9.7) und (9.8) fur alle i = 0, . . ., k — 1. Wir zeigen zuerst,
dass (9.7) fur k gilt. Aus den beiden Induktionsvoraussetzungen zusammen mit Lemma 9.6

folgt
3L
IH = V)] < (2 - 2766+ L - 7).

Weiter folgt aus der Induktionsvoraussetzung (9.8) und xy € B.(X)
(9-9) "t = x]) < 270V - x| < 27,
Nach Wabhl von ¢ gilt daher
|He — V2F()|| < (2—2"6D)5 + %z*k—l)g < (2-2"kV 127k

=(2-273
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

und damit der Induktionsschritt fiir (9.7).

Als néchstes zeigen wir, dass Hy invertierbar ist. Aus der Wahl von § und der Induktions-
voraussetzung (9.7) folgt

M= V2 () Hill = [IV2F(R) ™ (H - VAR < e(2 - 2748 < 2¢8 < =

w

Nach dem Banach-Lemma ist also Hy invertierbar mit

Vif(x)™! 3
T I= V2 Hell S 1-1 2

Es bleibt der Induktionsschritt fiir (9.8). Aus dem Iterationsschritt folgt zunachst mit Hilfe
der produktiven Null

Hi(x*' = %) = =Vf(x*) + VF() + V(%) (x* = %) + (H — V£ (%)) (x* - %)
und damit
1 = < HHH (V£ () = V) = VA = D)+ [1H = VEEE I - =11).

Fiir den ersten Term in der Klammer gilt analog zu (9.6) mit (9.9) und der Wahl von ¢

IVF(H) = VF () = V@) = 9l < 2l = el < 2 ED ek -

27k
< T5||x —x.

Fir den zweiten Term verwenden wir natiirlich die Induktionsvoraussetzung (9.8) und
erhalten nach Wahl von §

-k

5 1
1 5] < ’. (T va 2—k) Slixk = || < 3¢8||x* - 7| <

k —
Sl =5

und damit den Induktionsschritt fiir (9.8), woraus auch die behauptete lineare Konvergenz
folgt. O

Da also x* — # gilt, kénnen wir die superlineare Konvergenz wieder mit Hilfe der Dennis—
Moré-Bedingung zeigen.

Satz 9.8. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V2 f lokal Lipschitz-stetig und sei
% € R" ein stationdrer Punkt von f mit V?f(x) invertierbar. Dann konvergiert Algorithmus 9.1
lokal superlinear gegen x.
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Beweis. Wir kniipfen an den Beweis von Satz 9.7 an, wobei wir nun fir den Approxi-
mationsfehler in Hy die Frobenius-Norm verwenden. Dafiir benétigen wir die folgenden
Eigenschaften, die man mit Hilfe von (9.3) beweisen kann:

@ lluwollr = llulllloll; ~ fir alle w,0 € R",

2
(i) AT - 2 [lr < 1Al — g (”ﬁm’f) fiir alle A € R™" 4 € R™\ {0}

Wir setzen in Folge
ek =xF - x, Ex = Hy — V*f(%).

Wie im Beweis von Lemma 9.6 folgt zuerst aus (9.5) und (9.6) sowie (9.8)

k (k)T L
VBl < 1B = 5520 11e + = (111 + 1e“1

(sF)Tsk

E;.sk||2 3
|| Exs™|l NS

<Ellr - /7753
21| EllpllsklI2 4

Durch Umformen erhalten wir daraus

||Exs*||?
15|12

3
< 2l (nEknF ~ IEenlls + ZLnekn)

3
< 4yd (||Ek||F ~ Eenlls + ZLne"n),

wobei wir im letzten Schritt (9.2) sowie (9.7) verwendet haben. Wir summieren diese

Gleichung nun iiber alle k = 0, ..., m fiir m € N beliebig und erhalten als Teleskopsumme
& st I 3%

(9:10) ST < and {IEolle = Emenlls + 2L > et
Pl R 4

Nun gilt nach Voraussetzung an H, die Ungleichung ||Eo||r — ||[Em+1llF < ||Eollr < VR4,
und daraus sowie (9.8) und der geometrischen Reihe folgt

ST < ST () Nleoll < (2 - 27
k=0

k=0

Einsetzen in (9.10) und Grenziibergang m — oo ergibt daher

| Egsk |12
> I kk I < 4+/né (\/ﬁé+ §Ls) < oo,
2 2
= sl
k
Also gilt ”ﬁ;‘,f ”L'z — 0 und damit auch
eIl _ (e = V2F @) =B 0
sl [lack#t — k]| ’
und aus Folgerung 7.10 erhalten wir die superlineare Konvergenz. m]
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Das am weitesten verbreitete Quasi-Newton-Verfahren ist jedoch das BFGS-Verfahren mit
inverser Aufdatierung.

Algorithmus 9.2 : Lokales BFGS-Verfahren
Input : x° € R*, By € SPD(n)
Setze k = 0
while || V£ (x)|| > 0 do
Setze s = =B,V f(xF)
Setze xF*1 = xk 4 sk
Setze y* = VF£(x**1) — Vf(x¥)
BT T ST, ke

Setze Bry = Br +

Als Start-Matrix kann z. B. By = I gewahlt werden. In der Praxis werden dabei anstelle von
By die Vektoren s*, y* sowie die im inversen BEGS-Update auftauchenden Skalarprodukte
gespeichert. Damit lasst sich das Produkt Byo fiir gegebenes v € R" durch eine rekursive
Prozedur effizient berechnen; siehe etwa [Kelley 1999, Kapitel 4.2.1]. Fiir sehr grofie n bringt
dies eine erhebliche Ersparnis mit sich. In den sogenannten limited-memory-BFGS-Verfahren
werden dariiber hinaus nur die letzten m (z. B. m = 30) Vektoren und Skalare aufbewahrt;
siehe [Geiger & Kanzow 1999, Kapitel 13]. Diese gehoren zu den derzeit effizientesten
Optimierungsverfahren fiir grofie Probleme.

Auf dhnliche Weise (wenn auch mit deutlich mehr Aufwand) wie fiir das Broyden-Verfahren
zeigt man die lokal superlineare Konvergenz von Algorithmus 9.2, wobei man eine entspre-
chend Satz 9.2 gewichtete Frobenius-Norm sowie eine “inverse Dennis-Moré-Bedingung”
fiir den Fehler By — V2f(x)~! verwenden muss.

Satz 9.9 ([Geiger & Kanzow 1999, Satz 11.33]). Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar
mit V2 f lokal Lipschitz-stetig und sei x € R" ein stationdrer Punkt von f mit V2 f(X) positiv
definit. Dann existieren Konstanten 8, ¢ > 0, so dass fiir xo € B.(%) und By € Bs(V2f(%)™)
mit By € SPD(n) der Algorithmus 9.2 superlinear gegen X konvergiert.

9.3 GLOBALE KONVERGENZ

Die Globalisierung von Quasi-Newton-Verfahren erfolgt analog zum Newton-Verfahren,
wobei hier die Powell-Wolfe-Regel verwendet werden muss, um positiv definite Updates
zu garantieren.
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Algorithmus 9.3 : Globalisiertes BFGS-Verfahren

Input:y € (0,1/2), 5 € (y,1), x° € R", By € SPD(n)

Setze k = 0

while ||V (x%)|| > 0 do

Setze s = =B,V f(xF)

Bestimme o; > 0 mit Algorithmus 5.3 fir y € (0,1/2) und € (y,1)
Setze x**1 = xk + gy.sk

Setze d* := opsk, yk = VF(xF) — VF(xF)

d5—Bo v} (dV T +d (dF —Buv6)T dk—B, v T ok
Setze Byy; = By + LBk )((di);-yk( ) ((dk;‘Tyy,z)g d*(d9T, k—k+1

Wir zeigen zuerst, dass die Powell-Wolfe-Regel in der Tat zu positiv definiten Updates
fihrt.

Lemma 9.10. Sei f : R® — R stetig differenzierbar. Ist Vf(x*) # 0, B, € SPD(n), und
ok > 0 nach der Powell-Wolfe-Regel gewdhlt, so ist auch By, € SPD(n).

Beweis. Eine Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn A™! positiv definit ist. Nach
Satz 9.5 geniigt daher, (y*)Td* > 0 zu zeigen. Da o} > 0 nach Voraussetzung die Kriim-
mungsbedingung

Vf(xk+1)TSk > I]Vf(xk)TSk

fiir ein 5 < 1 erfiillt, gilt nach Definition von d* und y*
(y)'d" = o (Vf (s = V(s
> o (1= Vf(x")s"
= 0 (1= DVFE) BV (k) > 0

weil n < 1und By, positiv definit ist, und damit die Behauptung. O
Die globale Konvergenz folgt nun aus den abstrakten Konvergenzresultaten.

Satz 9.11. Sei f : R" — R Lipschitz-stetig differenzierbar und nach unten beschrdinkt.
Existieren Konstanten 0 < g < g, so dass fiir alle k € N die Eigenwerte von By die
Abschditzung

< Af < /15 < s

erfiillen, dann konvergiert Algorithmus 9.3 global.

Beweis. Solange Vf(x¥) # 0 und By positiv definit ist, gilt

ViixTsk = -V A)TBVF(xF) <o,
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

d.h. s ist eine Abstiegsrichtung. Nach Satz 5.4 liefert Algorithmus 5.3 eine Schrittweite,
die die Powell-Wolfe-Bedingung erfiillt. Lemma 9.10 liefert dann die positive Definitheit
von By, woraus per Induktion die Durchfithrbarkeit von Algorithmus 9.3 folgt.

Da mit B auch alle Hy = Blzl symmetrisch und positiv definit sind, sind nach Lemma 7.1
die BFGS-Schrittweiten zuldssig und nach Satz 5.5 die Powell-Wolfe-Schrittweiten effizient.
Aus Satz 4.3 folgt nun die globale Konvergenz. m]

Ahnlich wie fiir das Newton-Verfahren kann man zeigen, dass unter den Voraussetzungen
von Satz 9.9 in Algorithmus 9.3 irgendwann stets die Schrittweite o = 1akzeptiert wird und
damit lokal superlineare Konvergenz erreicht wird, siehe [Spellucci 1993, Satz 3.1.13]. Die
Eigenwertbedingung kann allerdings nur fiir gleichmaf3ig konvexe Funktionen garantiert
werden (siehe z. B. [Geiger & Kanzow 1999, Kapitel 11.5]); im Allgemeinen wird man daher
in jeder Iteration iiberpriifen, ob s* eine Abstiegsrichtung ist, und falls nicht, die Matrix By
neu initialisieren (etwa mit B = By).
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Wir haben in den letzten Kapiteln gesehen, dass lokal konvergente Newton-artige Ver-
fahren mit Hilfe einer Schrittweitensuche globalisiert werden kénnen. In diesem Kapitel
untersuchen wir eine Alternative, die auch ohne die Voraussetzung der positiven Definitheit
auskommt und daher direkt auf das Newton-Verfahren (ohne Riickfall auf Gradientenschrit-
te) angewendet werden kann. Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass in Newton-artigen
Verfahren die Charakterisierung

(10.1) Hys* = —Vf(xk)

der Suchrichtung der (fiir Hy symmetrisch) notwendigen (und fiir Hy positiv definit auch
hinreichenden) Optimalitdtsbedingung entspricht fiir das Problem

1
min f(x*) + VF(x*)Td + ~d"Hid.
deRn 2
Ist nun Hy, sehr schlecht konditioniert oder gar nicht positiv definit, so kann die Losung

von (10.1) beliebig schlecht sein oder gar nicht existieren. Statt zu versuchen, dies durch
eine Schrittweitensuche (oder einen Gradientenschritt) zurechtzubiegen, ist die Idee nun,

die Minimierung auf einen Vertrauensbereich (Englisch: trust region) Kn := Ba(0) =
{x € R": ||x|| < A} fiir einen gegebenen Trust-Region-Radius A > 0 einzuschrinken. Man
betrachtet also das Problem

1
(10.2) min f(x*) + VF(x*)Td + ~d"Hid.
dGKA 2

Da Kj kompakt und die zu minimierende Funktion stetig ist, existiert in jedem Fall ein
Minimierer s* := d € K, auch wenn Hy nicht positiv definit ist. Hierbei spielt der Trust-
Region-Radius die Rolle der Schrittweite, und fiir die globale Konvergenz ist wichtig, den
Radius A im Verlauf der Iteration richtig zu wahlen. Der Ansatz ist hier, dies nicht in jedem
Schritt komplett neu zu tun, sondern A in Abhéngigkeit vom Erfolg des Schrittes geeignet
zu vergrofiern oder zu verkleinern.

Wir untersuchen zunichst diese Anpassung fiir den konkreten Fall Hy = V£ (x¥), bevor wir
am Ende des Kapitels auf die Berechnung des Trust-Region-Schrittes s* € K, eingehen.
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10.1 DAS TRUST-REGION-NEWTON-VERFAHREN

Mit der Wahl Hy = V2 f(x*) entspricht die quadratische Funktion
1
@u(d) = F(5) + VFM)d+ 2d V2 (x5

der Taylor-Entwicklung von f im Punkt x¥; es gilt also

(10.3) F*+d) = gr(d) +o(l1dlI*).

Es handelt sich bei g; daher um ein quadratisches Modell von f, das fiir kleine ||d|| gut mit
der Funktion f tibereinstimmt (dies motiviert die Bezeichnung “Vertrauensbereich” fir
K - nur innerhalb dieses Bereichs “trauen” wir dem Modell). Umgekehrt kénnen wir den
Grad der Ubereinstimmung heranziehen, um einzuschitzen, ob der Radius A gut gewihlt
war. Haben wir einen Schritt s* als Losung von

(10.4) dr?& qr(d)

berechnet, kénnen wir die tatsdchliche Reduktion f(x*) — f(x* +s) mit der vorausgesagten
Reduktion f(x*) — qi(s*) vergleichen. Konkret betrachten wir den Quotienten

NGO R CARTY)
CT TR — el

(10.5)

und machen eine Fallunterscheidung:

(i) Ist px sehr klein (und insbesondere negativ), so war g; kein gutes Modell fiir f im
Vertrauensbereich bzw. der Vertrauensbereich zu grof3; wir verwerfen also den Schritt
und versuchen es erneut mit einem kleineren Radius, d. h. wir setzen x**! = x* und
Ags1 < Ag.

(ii) Ist px klein aber nicht sehr klein, so stimmt das Modell im Vertrauensbereich hin-
reichend gut mit der Funktion iiberein. Wir kénnen also den Schritt x**! = x* 4 s
akzeptieren und den Radius beibehalten

(iii) Ist pg ungefihr 1, so ist die Ubereinstimmung sogar sehr gut. Wir kénnen also nicht
nur den Schritt x*! = x* + ¢k akzeptieren, sondern auch im néachsten Schritt einen

noch groleren Radius Ay, > Ay versuchen.

Ein Schritt mit x**' = x* + s* heifit erfolgreich. Der Fall (ii) soll dabei verhindern, dass
irgendwann stets der Radius vergroflert wird, nur um ihn im nachsten Schritt wieder zu
reduzieren. Der folgende Algorithmus prazisiert das Vorgehen, wobei wir fiir die Konver-
genz sicherstellen miissen, dass der Trust-Region-Radius bei erfolgreichen Iterationen einen
vorgegebenen Minimalradius Ap,;, > 0 nicht unterschreitet.
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Algorithmus 10.1 : Trust-Region-Newton-Verfahren

Input: 5, € (0,1), 12 € (n1,1), 01 € (0,1), 09 € (1,00), Appin > 0
Wihle x° € R", Ay > 0

while || V£ (x)|| > 0 do

Berechne s* als Losung von (10.4)

Berechne pj nach (10.5)

if pr < n; then // Schritt nicht erfolgreich, Modell schlecht
Setze xF*1 = xk // verwerfe Schritt
Setze Apy = o1Ag // verkleinere Radius

else if 1, < px < 1, then // Schritt erfolgreich, Modell OK
Setze xk+1 = xk 4+ sk // akzeptiere Schritt
Setze Agy1 = max{Amin, Ar} // behalte Radius

else if p; > 1, then // Schritt erfolgreich, Modell gut
Setze xF*1 = xk 4 sk // akzeptiere Schritt
Setze Agy1 = max{Anyin, 02Ar} // vergroBere Radius

Setze k — k+1

Da der Vertrauensbereich wegen Ay > 0 (was durch die Radius-Anpassung gewéhrleistet
bleibt) nichtleer, abgeschlossen und beschrankt und das quadratische Modell g stetig ist,
existiert nach Satz 2.2 stets eine Losung s* von (10.4). Schiefgehen kann also nur Schritt
4, und zwar wenn der Nenner von (10.5) gleich Null ist, d. h. der vorausgesagte Abstieg
gleich Null ist. Unangenehm wire auch, wenn der Nenner negativ ist, denn dann wiirde
Algorithmus 10.1 einen Aufstiegsschritt akzeptieren. Das nachste Lemma garantiert, dass
beides erst bei Erreichen eines stationaren Punkts eintreten kann, und ist fundamental
fur die Konvergenz des Trust-Region-Verfahrens (vergleiche die Armijo-Bedingung fur
Schrittweiten).

Lemma 10.1. Seis* € R" eine Losung von (10.4). Dann gilt
1 k
ky _ ky s = k . IV£GOI
F5) = qi(s5) = SIVFG) | min {,
Beweis. Da s* als globaler Minimierer von gy iiber Kp, gewahlt ist, gilt fiir alle d € Kj,

F) = qe(sh) > £(xF) - qe(d)
V() Td - %dTVZ F(x%)d

> -Vi(x"Td - %nvzf(x’“)ll lldll®.

Die gewiinschte Abschitzung folgt nun durch Einsetzen einer geeigneten Wahl von d.
Dafiir machen wir eine Fallunterscheidung:
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() IVFM) < ArlIV2 £ (xF)||: In diesem Fall wihlen wir d = —me(xk) € Ka,
und erhalten

IV 1V _ 1IVF)I2

IV2FGR 2 VAR 2 IVEF () |

F5) = qi(xb) =

(i) VA0 = AellV2F(x%)||: In diesem Fall wéhlen wir d = —”Vﬁ(#)”v F(xF) € K,

und erhalten unter Verwendung der Annahme
1 1
G5 = g 2 AIVFGR = MBIV 2 S ARSI

Schitzen wir in beiden Fillen durch das Minimum der rechten Seiten ab, erhalten wir die
Aussage. O
Ist also f(x* +s5) > f(x¥), so folgt zwingend pi < 0 < 7;; in diesem Fall ist x**! = x*. Um-
gekehrt gilt x**! = s nur fir p > 1; > 0 und damit auch f(x*+s5) > f(x¥). Also gilt stets
F(xF1) < f(x*); das Trust-Region-Newton-Verfahren ist also ein Abstiegsverfahren.

Wir miissen daher nur noch verhindern, dass irgendwann keine Schritte mehr akzeptiert
werden. Das folgende, technische, Lemma garantiert, dass das nicht eintritt. (Beachte, dass
nur bei nicht erfolgreichen Schritten der Radius verkleinert wird.)

Lemma 10.2. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei {x*} ey eine durch
Algorithmus 10.1 erzeugte Folge. Ist x € R" kein stationdrer Punkt von f, so gilt fiir jede gegen
% konvergente Teilfolge {x*}rex

liminf Ag > 0.
K3k—oo

Beweis. Sei ¥ € R" mit Vf(%) # 0. Angenommen, es gibt eine Teilfolge {x*};cx, so dass
die entsprechende Folge {Aj }rex den Haufungspunkt 0 hat. Durch eventuellen Ubergang
zu einer weiteren Teilfolge — immer noch mit k € K bezeichnet — kdnnen wir annehmen,
dass gilt

lim Ak = 0.

K3k—

Da jeder erfolgreiche Schritt mindestens den Radius auf Ap,;, > 0 zuriicksetzt, ist dies nur
moglich, wenn ein ky € N existiert, so dass alle Schritte fiir k > k¢ verworfen werden. Dies
setzt aber voraus, dass gilt

(10.6) pr<m<1 fur alle k € K, k > k.
Diese Ungleichung fithren wir nun zum Widerspruch. Dazu betrachten wir

or 1] = 180D =~ fGF + )
1 () = qe(s5)]
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

und zeigen, dass die rechte Seite fiir k — oo gegen 0 geht. Dafiir verwenden wir, dass x
nach Voraussetzung kein stationirer Punkt ist; wegen x* — % existiert daher ein f; > 0
mit

IVF(xM)) > g firalle k € K.

Weiter ist {x*}rex konvergent und V2 f stetig und daher beschrankt, es gibt also ein 5 > 0
mit

IV2F(x)|| < B, firalle k € K.

Nach Satz 1.1 existiert nun fiir alle k € K ein & = x* + 9s* mit 9 € (0,1) und f(x* +s¥) =
F(x*) + VF(E)T sk Daraus folgt

196(5) = (o +59)] = [V (TS + LTV F ()5 = V()"
<TG - T+ 2 st

Andererseits gilt nach Lemma 10.1 wegen ||s*|| < Ay — 0 fiir alle hinreichend grofien
keK

1 . VF(xk 1 .
F5) = qe(s) 2 SV ()| min {ag JEfe ) > ~fymin {2}

1 1
= -0\ > — skl
Bt > ~plls*|

Zusammen erhalten wir also
1
ok =11 < 5 (V£ = VFEI+ BolsH)

Der zweite Term in Klammern konvergiert wegen ||s¥|| < Ay — 0, der erste wegen der
Stetigkeit von Vf und x¥ — % sowie & = xX + s¥ — %+ 0 = x. Also gilt py — 1, im
Widerspruch zu (10.6). O

In anderen Worten: Ay — 0 ist nur moglich, wenn wir uns einem stationdren Punkt nahern.
(Fir die folgenden Widerspruchsbeweise ist aber die gegebene Formulierung niitzlicher.)

Mit Hilfe von Lemmata 10.1 und 10.2 kénnen wir nun die globale Konvergenz von Algo-
rithmus 10.1 zeigen.

Satz 10.3. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 10.1
entweder nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Hiufungspunkt von {x*}en ist ein
stationdrer Punkt von f.

Beweis. Im Falle eines endlichen Abbruchs ist nichts zu zeigen. Sei daher Vf(x*) # 0
fir alle k € N und sei {x*}ex eine gegen ¥ € R" konvergente Teilfolge, so dass & kein
stationdrer Punkt ist. Wir zeigen zuerst, dass in dieser Teilfolge unendlich viele erfolgreiche
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Iterationsschritte enthalten sind: Ware dies nicht der Fall, gibe es ein ky € K so dass fiir
alle k > kg der Schritt verworfen wird. Dann wird aber auch fiir alle k > k, der Radius
verkleinert, woraus Ay — 0 folgt, im Widerspruch zu Lemma 10.2. Da fiir nicht erfolgreiche
Schritte x**! = x* gilt, konnen wir (durch Ubergang zu einer weiteren Teilfolge) sogar
annehmen, dass alle Schritte x*, k € K, erfolgreich sind.

Aufgrund der Stetigkeit von Vf und V2f existieren nun wieder Konstanten f3;, 2 > 0 mit
IVFGHI > B und V2GR < fp firallek €K,

Da alle Schritte erfolgreich sind, muss auflerdem py > n; fiir alle k € K gelten. Mit
Lemma 10.1 folgt daher fiir alle k € K

(10.7) F&F) = FOF+55) 2 m(F(xF) = g (55))

1 k : IVF R }
m IV £ min { A,
’71/61 . B
—2 min {Ak, /72} .

\%

\%

Weiterhin ist Algorithmus 10.1 ein Abstiegsverfahren und daher {f(x*)} ey monoton
fallend. Nun konvergiert nach Annahme die Teilfolge x* — & und damit wegen der
Stetigkeit von f auch f(x¥) — f(&). Wegen der Monotonie ist das aber der einzige
Haufungspunkt von {f(x¥)}ren, so dass die gesamte Folge konvergiert. Da fiir k € K alle
Schritte erfolgreich sind, gilt

FOR) = FGE 465 = FG5) = ) — 0

und damit wegen (10.7) auch Ay — 0 fir K 3 k — oo, im Widerspruch zu Lemma 10.2.
Also muss X ein stationarer Punkt sein. O

Fiir die lokale superlineare Konvergenz zeigen wir wieder, dass Algorithmus 10.1 irgend-
wann in das Newton-Verfahren tibergeht. Dafiir zeigen wir zuerst analog zu Satz 8.4, dass
unter einer Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung die ganze Folge konvergiert.

Satz 10.4. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x*}en mit V2f(X) positiv definit. Dann ist %
ein strikter lokaler Minimierer und {x*}ren konvergiert gegen x.

Beweis. Nach Satz 10.3 ist jeder Haufungspunkt von {x*} ey ein stationirer Punkt und
damit insbesondere V£ (%) = 0. Zusammen mit der positiven Definitheit von V2 f(x) folgt
aus Satz 3.4, dass x ein strikter lokaler Minimierer ist.

Weiter ist V2 f (%) insbesondere regulir; wegen Lemma 7.3 gilt daher Vf(x) # 0 fiir alle
x # x hinreichend nahe bei x. Also ist x ein isolierter Haufungspunkt (denn jeder weitere
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Hiufungspunkt wire nach Satz 10.3 wieder ein stationirer Punkt). Sei nun {x*}.cx eine
Teilfolge mit x* — %. Wegen Lemma 7.6 existieren ko € N und g > 0 mit

(sO)TV2F(xF)sk > pl|sk|I> fiir alle k € K, k > k.

Weiter folgt aus Lemma 10.1 insbesondere f(x*) — gx(s¥) > 0 und daher
1
F(x5) + V(R TsF + 5(sk)Tv2 F(xM)s* = g (s5) < F(x5).
Zusammen erhalten wir fur alle k € K mit k > kg

Jii 1

LM < SOV GRSt < =TS < VA
Da aber die Teilfolge {x*}rex nach Satz 10.3 gegen den stationiren Punkt % konvergiert
und Vf stetig ist, folgt daraus fiir erfolgreiche Schritte (sonst ist xk + 1 — x* = 0 und damit
nichts zu zeigen)

2
I+ = )] = J1s*)] < ;IIVf(xk)ll — 0.
Nach Lemma 8.3 impliziert dies die Konvergenz der gesamten Folge {x*}icn gegen . O

Als néchstes zeigen wir, dass ab einem gewissen Punkt alle Schritte (und nicht nur unendlich
viele) erfolgreich sind.

Lemma 10.5. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Hdaufungs-
punkt der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x* }ren mit V2f (%) positiv definit. Dann
existiert ein ko € N, so dass alle Schritte k > k, erfolgreich sind.

Beweis. Wir gehen @hnlich vor wie im Beweis von Lemma 10.2 und zeigen py — 1, nur
dass wir diesmal die Annahme A, — 0 natiirlich nicht verwenden konnen. Nach Satz 10.4
konvergiert aber unter den genannten Voraussetzungen die gesamte Folge gegen X, und
wie in dessen Beweis gezeigt existieren p > 0 und ko € N mit

2
(10.8) s < ZIVAGR) firalle k > k.
H

Wegen der Stetigkeit von V2f existiert weiter eine Konstante ¢ > 0 mit
IV2F()| < ¢ fiiralle k > k.
Aus Lemma 10.1 zusammen mit ||s¥|| < Ay folgt nun
1 k
k k k - IVl }
— > = HIANACIPIIS
FG5) = qe(sb) = SI9F () | min A, JEE
H .
> 2 sl min {11s"11 151}

k
= k|s"||?
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

mit K := % min{1, ﬂc} Auflerdem existiert nach Satz 1.2 fiir alle k € K ein & = x* + 9s*
mit J € (0,1) so dass gilt

96(s5) = £+ 5] = 2O (TR - PPt
< SIS IPIVEF(E) = V2Pl

Zusammen erhalten wir

P [ C0 R G 2.0 | [ R O S
=1 = st o < VA - VNI -0

da wegen x¥ — % mit Vf(%) = 0 und (10.8) auch & — % konvergiert. Also ist wegen
m < 1fir k € N hinreichend grofi stets py > 1y, d. h. alle Schritte sind erfolgreich. O

Wir konnen nun die lokale superlineare Konvergenz beweisen.

Satz 10.6. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x*}1en mit V2 f(X) positiv definit. Dann konver-
giert xX* — x lokal superlinear. Ist V2 dariiber hinaus lokal Lipschitz-stetig, so konvergiert

x*¥ — % quadratisch.

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass irgendwann der beschrankte Minimierer des
quadratischen Modells mit dem Newton-Schritt ibereinstimmt. Nach Satz 10.4 konvergiert
die gesamte Folge x* — %; wegen Lemma 7.6 existiert daher ein ko € N, so dass V2 f(x¥)
positiv definit ist fiir alle k > k. Also ist das quadratische Modell g; fir alle k > ko
strikt konvex, und die nach Satz 3.5 notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingung
Vqi(5) = 0 ist identisch mit dem Newton-Schritt

s = —V2F(x%) IV F(F).
Nach Lemma 7.5 existiert weiterhin ein k; € N und ein ¢ > 0 mit
IVZF(E) M < ¢ fiiralle k > k.
Da x* gegen den stationiren Punkt ¥ konvergiert, folgt daraus fiir k > max{kq, k;}
15511 < el VA () = o.
Also muss ein k; € N existieren mit ||55|| < Amin fiir alle k > k.

Andererseits sind nach Lemma 10.5 fiir ein k3 € N alle Schritte k > k3 erfolgreich; aufgrund
der Iterationsvorschrift gilt daher Ay > Ay, > Apin > 0 fir alle k > k3. Also ist fir alle
k > max{k,, ks3} der eindeutige unbeschrinkte Minimierer 5 € K, auch Lésung von

(10.2), d. h. s* = §5. Damit ist fiir alle k > max{k, k3} der Algorithmus 10.1 identisch mit
dem Newton-Verfahren und hat daher die selbe Konvergenzgeschwindigkeit. m]
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10.2 ZUR BERECHNUNG DES TRUST-REGION-SCHRITTES

Noch offen ist die Frage, wie man in jeder Iteration von Algorithmus 10.1 den globalen
Minimierer des quadratischen Modells g; iiber den Vertrauensbereich K, berechnen kann.
Prinzipiell handelt es sich dabei um ein beschranktes Optimierungsproblem, wobei die
quadratische Struktur von g und die Kugelgestalt von Kx, eine effiziente Losung erlaubt.
Andererseits haben wir gesehen, dass die Konvergenz von Algorithmus 10.1 lediglich vor-
aussetzt, dass der Schritt s einen ausreichend grofien vorausgesagten Abstieg produziert;
siche Lemma 10.1. Es geniigt also, fiir s* eine Néherungslosung von (10.2) zu verwenden, die
diese Bedingung erfillt. Im Rest dieses Kapitel sollen drei der am haufigsten verwendeten
Ansatze kurz vorgestellt werden.

DER CAUCHY-PUNKT

Da wir im Beweis von Lemma 10.1 nur zulissige Richtungen der Form d = —AV f(x¥),
A € (0, 00), gewahlt haben, gentigt es offenbar, das quadratische Modell nur entlang dieser
Richtung zu minimieren. Statt (10.2) setzen wir also s* = =0V f(x*), wobei o} Losung ist
des eingeschrankten Problems

mingi(-oVf(+)  mit oV ()] < Ax.

o>

Da g, quadratisch ist, ist die globale Lésung dieses Problems gegeben durch

falls V£ (x*)TV2F(x*)Vf(xF) <0,

Ag
V£ (x|

(10.9) o =19 {
min

IV£&)I1? Ak
VG TV2EFR) V() IVF )

} sonst,

je nachdem ob das skalare Problem konkav ist oder konvex mit Minimierer innerhalb
bzw. aulerhalb des Vertrauensbereichs; vergleiche das Gradientenverfahren mit exakter
Schrittweite (6.2). Der Punkt

xé = xk - O'ka(xk)

wird Cauchy-Punkt genannt.

Wortlich wie in Lemma 10.1 beweist man nun
Lemma 10.7. Seis* = —0,Vf(x*) mit o gegeben durch (10.9). Dann gilt
1 k
ky k L k . IVf GO
£ = (s = IV F () | min A, FELAL

Daraus folgt wie zuvor die globale Konvergenz von Algorithmus 10.1, wenn fiir x**! der
Cauchy-Punkt gewahlt wird.
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Satz 10.8. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 10.1 mit
Kk = xé entweder nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Hiufungspunkt von {x*} e
ist ein stationdrer Punkt von f.

Dieser Ansatz ist einfach zu implementieren, hat aber den Nachteil, dass der Cauchy-Punkt
einem (moglicherweise gedampften) Gradientenschritt entspricht. Im besten Fall wird das
Verfahren daher in das Gradientenverfahren tibergehen, weshalb man auch nur dessen
(niedrige) Konvergenzgeschwindigkeit erwarten kann. (Aufgefasst als funktionierende
Variante der Minimierungsregel kann es trotzdem dort als - méglicherweise effizientere —
Alternative zur Armijo-Schrittweitensuche verwendet werden.)

DER DOGLEG-SCHRITT

Um lokal superlineare Konvergenz zu erhalten, miissen wir also irgendwie den Newton-
Schritt ins Spiel bringen. Ein Ansatz dafiir ist, den Minimierer des quadratischen Modells
nicht nur entlang des Gradientenschrittes zu suchen, sondern entlang eines “geknickten”
Schritts, der vom optimalen (unbeschrénkten) Gradientenschritt

_ V£ ()|
VF()TVEf(xk) V£ (xk)

weiter in Richtung zum Newton-Schritt

dy = -V2F(xF) IV f(xF)

Vf(x)

(falls existent) geht. Wir suchen daher den Minimierer von g; entlang des Pfades

TdG furr € [0, 1],

d:[0,2] —» R", d(r) == {dG +(r=1)(dy —dg) furre[1,2],

unter der Beschrankung ||d(7)|| < Ak. Der Pfad d(r) wird Dogleg-Pfad genannt, da er
wegen seinem Knick (manche) an das Bein eines Hundes erinnert.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine Suche entlang dieses Pfades sinnvoll ist.

Lemma 10.9. Sei V2f(x*) positiv definit. Dann gilt:
(i) die Funktion t — ||d(7)|| ist auf [0, 2] monoton steigend;
(ii) die Funktion t — qi(d(7)) ist auf [0, 2] monoton fallend.
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Beweis. Beide Eigenschaften sind fir 7 € [0, 1] erfiillt, da ||d(7)|| = 7||dg|| offensichtlich
monoton und dg der unbeschrinkte Minimierer von g entlang V f(x¥) ist. Es ist daher

nur das Intervall [1,2] zu untersuchen. Wir setzen im Folgenden kurz g := Vf(x*) und
H := V2f(x¥).

Zu (i): Wir betrachten fiir ¢t € [0, 1] die Funktion

1 1
p(0) = S+ DI = Sl + t(dy — o)’
und zeigen ¢’(t) > 0 fur ¢t € (0,1). Ausmultiplizieren und Ableiten ergibt

¢’ (t) = d(dy — dg) + t|ldy — dgl|* > di(dy — do)

gl (gt 29 H g lgll*
=~ |79 H 9+ 77— —||9||T—1— Ty-1 T :
9 Hyg g Hyg g Hyg (g"H™'g)(g"Hyg)
Da H und damit auch H™! positiv definit sind, ist der Term vor der Klammer positiv. Mit Hilfe

der Cholesky-Zerlegung H = R'R mit R invertierbar erhalten wir wegen H™! = R"IR"T
auch

lgli* = g"g = g"R'Rg = (R g)" (Rg)
/
< IR gllRgll = (R 79) (&))" ((Re)" (R))

- (QT(R‘I)(J.’?'T)Q)U2 (9TRTR9)1/2 = (¢"H™'9)"*(¢"Hg)'*.

1/2

Also ist A
gl

(9THg)(g"Hg) =

und damit ¢’ (¢) > 0.
Zu (ii): Wir betrachten analog fiir ¢t € [0, 1] die Funktion
Y(t) = qi(d(1+1))
1
= f(5) + 9" (dg + t(dy = do)) + 5 (do + t(dn = d6)) ' H(dg + t(dy = dg))

und zeigen ¥/(t) < 0 fir t € (0,1). Ausmultiplizieren und Ableiten ergibt wegen der
Symmetrie und positiven Definitheit von H sowie ¢ < 1

Y'(t) =g (dn — dg) +dLH(dy — dg) + t(dn — dg) H(dy — dg)
< g'(dy — de) + d5H(dy = dg) + (dy — de) " H(dy - do)

= (g+ Hdy) (dy — dg)
=0,

da nach Definition des Newton-Schrittes gilt dy = ~H™'g. m]
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Aus dem Lemma folgt, dass genau zwei Falle auftreten konnen:

(i) Der Newton-Schritt dy liegt im Vertrauensbereich; in diesem Fall ist dy der eindeutige
Minimierer von g entlang dem Dogleg-Pfad d(7);

(ii) Der Newton-Schritt dy liegt auflerhalb des Vertrauensbereichs; in diesem Fall gibt
es (wegen der Stetigkeit von 7 — ||d(7)||) genau einen Punkt d(7*), in dem der
Dogleg-Pfad den Rand des Vertrauensbereichs kreuzt.

Wir unterscheiden in diesem Fall weiter
(iia) 7* < 1: dann ist x* + d(7*) genau der Cauchy-Punkt;

(iib) 7* > 1: dannist 7* = 1+¢*, wobei t* gewahlt ist als die einzige positive Nullstelle
des quadratischen Polynoms

r(t) = lldg + t(dn — do)|I* = A}
= |ldy = do|I*¢* + 2d(;(dn — do)t + |ldg |1 = A}

(wofiir eine geschlossene Formel existiert).

Wir konnen also den Dogleg-Schritt wie folgt bestimmen.

Algorithmus 10.2 : Dogleg-Schritt

1 if ||dg|| = Ak then // Gradientenschritt nicht in Vertrauensbereich
2 ‘ Setze sk = ”dA—(’;”dG // Akzeptiere Cauchy-Punkt
3 else if ||dy|| < Ag then // Newton-Schritt im Vertrauensbereich
4 ‘ Setze sk =dn // Akzeptiere Newton-Schritt
5 else // Pfad schneidet Rand zwischen dg und dy
6 Bestimme positive Nullstelle t* € (0,1) von r(t)

7 L Setze sk = d(1+ t*) // Gehe zum Rand des Vertrauensbereichs

Da nach Lemma 10.9 der Funktionswert des quadratischen Modells entlang des Dogleg-
Pfads monoton abfillt und wir nach Konstruktion auf dem Pfad mindestens bis zum Cauchy-
Punkt gehen, ist der vorausgesagte Abstieg fiir den Dogleg-Schritt stets mindestens so
grof3 wie fiir den Cauchy-Punkt. Aus Lemma 10.7 folgt daher die globale Konvergenz des
Dogleg-Trust-Region-Verfahrens. Genau wie im Beweis von Satz 10.6 zeigt man nun, dass
deshalb irgendwann der Newton-Schritt stets im Vertrauensbereich liegt und daher als
Dogleg-Schritt akzeptiert wird, woraus die lokale superlineare Konvergenz folgt.

Das Verfahren funktioniert in der Form allerdings nur, falls V? f(x*) immer positiv definit
ist; man kann es aber so modifizieren, dass fiir V£ (x*)TV2f(x*)VFf(x*) < 0 statt dem
Dogleg-Schritt der Cauchy-Punkt verwendet wird. Auch in diesem Fall kann man globale
Konvergenz und - falls V2f (%) positiv definit ist - lokal superlineare Konvergenz zeigen;
siehe [Kelley 1999, Abschnitt 3.3.6].
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11 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

Wir wenden uns nun der Optimierung mit Nebenbedingungen zu; konkret der Minimierung
einer linearen Funktion unter linearen Nebenbedingungen, siehe (LP). Es ist klar, dass die
Schwierigkeit dabei in der Nebenbedingung Ax < b liegt; das Studium der zulassigen
Menge X := {x € R" : Ax < b} ist daher von fundamentaler Wichtigkeit. Hier und in Folge
schreiben wir ¢ > 0 fiir einen Vektor ¢ € R” genau dann, wenn¢; > O firalle1 <i <n
gilt.

11.1 TRENNUNG KONVEXER MENGEN

Ahnlich wie konvexe Funktionen eine besonders giinstige Klasse von Zielfunktionen
darstellen, spielen konvexe Mengen als zuldssige Mengen eine fundamentale Rolle in der
restringierten Optimierung. Zur Erinnerung: eine Menge M C R" heif3t konvex, falls gilt

Ax+(1-AN)yeM fir alle x, y € Mund A € [0,1].

Ein fundamentales Hilfsmittel ist das folgende prototypische restringierte konvexe Opti-
mierungsproblem.

Lemma 11.1. Sei M C R" nichtleer, konvex, und abgeschlossen und sei z € R" beliebig. Dann
hat das Problem

11.1 min ||x — z
(1) min [x - 2|
eine eindeutige Losung X € M, genannt Projektion von z auf M.

Beweis. Offensichtlich ist ¥ Losung von (11.1) genau dann, wenn gilt

% = z||2 < |lx = z||* = f(x) fir alle x € M.
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11 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

Auf dieses Problem wenden wir Satz 2.2 an. Die Stetigkeit und Koerzivitit von f folgt
sofort aus der Definition. Bleibt nur noch die strikte Konvexitat von f zu zeigen. Seien
dafiir x, y € R" mit x # y und 4 € (0, 1) beliebig. Dann gilt

[Ax + (1= Dyl = Ax+ (1-Dy) (Ax+ (1-2)y)
= 2xTx+201-Dxly+ (1=21)2yTy
- A(AxTx A= (x -y x+(1- A)yTy)
+(1- A)(AxTx +Ax-yTy+@1- )L)yTy)

= A+ (=) (W x+ (1= Dy y) =20 = D(x = ) (x = y)
= Allxll? + (1= DlIyl? = 20 = Dllx = ylI?
< Allxll? + (1= Dyl
Unter den genannten Annahmen an M liefert Satz 2.2 nun einen eindeutigen Minimierer

X € M von f und damit die gesuchte Projektion. O

Die folgende Charakterisierung der Projektion ist unser erstes Beispiel einer Optimalitts-
bedingung fiir restringierte Optimierungsprobleme (vergleiche die Aussage von Satz 3.1).

Satz 11.2 (Projektionssatz). Sei M C R" nichtleer, konvex, und abgeschlossen und sei z € R"
beliebig. Dann ist X € M die Projektion von z auf M genau dann, wenn gilt

(11.2) (x-2)T(x-%) >0 fiir alle x € M.

Beweis. Sei x die Projektion von z auf M aus Lemma 11.1 und x € M beliebig. Da M konvex
ist, ist dann auch x := X + A(x — x) € M fur alle A € (0,1). Aus der Optimalitat von x folgt

daher
1% = zlI” < |lxa = 2l* = |(x = 2) + A(x — %) ||

Aus der binomischen Formel folgt dann nach Umsortieren
0 < 2M(F - 2)T (x — %) + A?||x — z||%.
Division durch 24 > 0 und Grenziibergang A — 0 ergibt nun (11.2).

Sei umgekehrt X € M so, dass (11.2) gilt, und x € M beliebig. Aus (11.2) folgt dann zusammen
mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

0>z-0)(x-0)=E-0)(x-z+z-%)=|lz-%|+(z-%)"(x—2)
> ||z = x> = llz = xllllx - zII.
Ist nun x # z (ansonsten ist X = z offensichtlich Minimierer), so folgt daraus
|z — x| < ||x - z]| fur alle x € M,

d.h. x € M ist nach Definition die Projektion von z auf M. O

83



11 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

Wir kénnen nun den folgenden fundamentalen Satz iber konvexe Mengen beweisen, der
einen Spezialfall der Trennungssdtze von Hahn—-Banach darstellt. Man zeigt leicht durch
einfache geometrische Beispiele, dass keine der Voraussetzungen fallengelassen werden
kann.

Satz 11.3 (Trennungssatz). Sei M C R" nichtleer, abgeschlossen, und konvex und x, € R™ \ M.
Dann existieren ein a € R" \ {0} und ein @ € R mit

(11.3) alxg>a>ax fiir alle x € M.

Beweis. Wir verwenden die Projektion x € M von xy auf M — die nach Lemma 11.1 unter
den genannten Voraussetzungen existiert — und setzen a := xo — X # 0 (wegen xo ¢ M)
und « := a’ %. Dann gilt
0<|lal?P=al(xg—%)=da'xy—

und damit die erste Ungleichung in (11.3). Fiir die zweite Ungleichung verwenden wir, dass
nach Satz 11.2 fiir alle x € M gilt

0<(x—x) (x—%)=-a'(x—%)=a—-a'x. O
Fir die lineare Optimierung besonders relevant ist ein weiterer Spezialfall unter einer
zusétzlichen Voraussetzung. Eine Menge K C R" heifit Kegel, wenn gilt

Ax e K fir allex € Kund A > 0.

Ein elementares Beispiel fiir einen Kegel, der dariiber hinaus konvex und abgeschlossen
ist, ist der positive Orthant

R} ={xeR":x;,>0,1<i<n}.

Folgerung 11.4. Sei K C R" ein nichtleerer, abgeschlossener, und konvexer Kegel und x, €
R™ \ K. Dann existiert ein a € R" \ {0} mit

(11.4) alxg>0>alx fiir allex € K.

Beweis. Wir missen lediglich zeigen, dass fiir einen Kegel in Satz 11.3 stets & = 0 gewahlt
werden kann. Sei dafiir zunéchst x € K beliebig. Da K ein Kegel ist, gilt dann auch Ax € K
fur alle A > 0. Daraus folgt einerseits wegen der Abgeschlossenheit von K
0=limAx e K
A—0

T

und damit aus der zweiten Ungleichung in (11.3) insbesondere a’x, > a > a’0 = 0.

Andererseits folgt aus Ax € K auch
Ma'x) =a'(Ax) <a  fiiralle A > 0,

was mit Grenziibergang 1 — co nur maéglich ist, falls a”x < 0 ist. Zusammen erhalten wir
(11.4). O
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11 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

11.2 POLYEDER UND IHRE DARSTELLUNGEN

Wir betrachten nun die zulassige Menge {x € R" : Ax < b} von (LP) und beginnen mit
einigen elementaren Notationen und Eigenschaften. Fiir eine Matrix A € R™" schreiben
wir a; € R™ fur die j-te Spalte; die i-te Zeile (aufgefasst als Zeilenvektor) bezeichnen wir
mit A; € R". Damit lasst sich die i-te Zeile des linearen Ungleichungssystems Ax < b kurz
schreiben als A;x < b;.

Eine Teilmenge G C R" heif3t Hyperebene, falls gilt
G= {xe [R”:aTx:a} fureina € R", a € R,

man bezeichnet a dann als Normalenvektor zu G (vergleiche Satz 11.3). Eine Teilmenge
H c R" heif3t (abgeschlossener) Halbraum, falls gilt

H:{xEIR”:aTxSa} fireina € R", o € R.
Eine Teilmenge P C R" heiflt Polyeder, falls gilt
P=P(Ab) :={xeR": Ax < b} fireinAeR™" beR"™,

und Polytop, falls P ein beschrankter Polyeder ist, d.h. P ¢ {x € R" : ||x|| < M} fir ein
M > 0. Man rechnet leicht nach, dass Polyeder stets konvex und abgeschlossen sind.

Offensichtlich ist jeder Halbraum ein Polyeder, aber auch die leere Menge (denn es gilt
{x eR":0Tx < —1} = (). Damit ist jeder Polyeder Durchschnitt endlich vieler Halbrdume,
denn

m

P(Ab) = ){x e R": Aix < b;}.

i=1
Jedes Paar (A, b) definiert einen eindeutigen Polyeder, aber nicht umgekehrt: Da man
Ungleichungen mit positiven(!) Skalaren multiplizieren und addieren darf, ist

P(Ab) =P(Ab) N{x e R": (aA)x < ab;} N {x e R": (A; + Aj)x < (b; + b))}

fir beliebige @ > 0 und i, j € {1,..., m}. Jeder Polyeder hat also unendlich viele verschie-
dene Darstellungen.

Oft tauchen in linearen Optimierungsproblemen zusétzlich Gleichheitsbedingungen auf;
diese kann man aber einfach als weitere Ungleichungen aufnehmen: Es gilt a’x = 8 genau
dann, wenn f < a’x < f gilt, d. h. wir fiigen die Ungleichungen

alx < B

—a'x < B

hinzu. Haufig sind auch Vorzeichenbedingungen an x, die wir ebenfalls als zusatzliche
Ungleichungen einfiigen konnen.
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11 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

Lemma 11.5. Fiir dimensionsvertrdgliche Vektoren c,d, x, y und Matrizen A, B,C, D ist die

Losungsmenge des linearen Systems

Ax+ By <c,
(11.5) Cx+Dy=d,
x>0
ein Polyeder.
Beweis. Setze
A B c
, C D , | d , [x
A_—C _Ds b_—d’ x_(y)s
-I 0 0

dann ist (11.5) 4quivalent zu A’x” < b’.

Insbesondere ist
P=(Ab) ={xeR": Ax =b,x > 0}

ein Polyeder, den man wie in Lemma 11.5 in die Form P(A’, b’) transformieren kann. Umge-
kehrt kann man jeden Polyeder P(A, b) in die Form P~(A’, b’) bringen, indem man folgende

Transformationen verwendet:

(i) Erfullt x € R" die Ungleichung
A,-x < bi,

so gilt stets
Aix + Vi = b,‘ fir Vi = b,' —Aix > 0.

Man bezeichnet y; € R als Schlupfvariable (englisch ,slack variable®), ebenso den

Vektor y = (y1,..., ym)! € R™.
Erfillt umgekehrt x” = (x, y;) die Bedingungen

A,-x +yi = b,’,
y; =20,

so folgt daraus sofort
Al-x < bi-

(ii) Jedes x € R™ kann man schreiben als

x=x"—x mit xF,x” >0,
fur
+ x;i x; =0, _ 0 x; > 0,
xi = X =
0 x;<0, —x; x; <0.
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11 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

Dann ist P(A, b) dquivalent zu P~(A’, b’) mit
A =(A-AT, b =b

in dem Sinne, dass fiir x € P(A,b) stets (x*,x7,b — Ax)T € P=(A’,V’) und fiir x’ :=
(u,0,w)T € P=(A",b) stets x := u — v € P(A,b) gilt. Wir kénnen also je nach Bedarf
zwischen beiden Formen wechseln.

11.3 DAS FARKAS-LEMMA

Von zentraler Frage ist nun, wann eine zuldssige Menge in der Form P~ (A, b) nichtleer ist,
d.h. ob fir gegebenes A und b ein x > 0 existiert mit Ax = b. Wir werden dies mit Hilfe
des Trennungssatzes (in Form von Folgerung 11.4) entscheiden; dafiir benétigen wir das
folgende Lemma.

Lemma 11.6. Sei A € R™". Dann ist
K={Ax:x>0€eR"} c R"

ein nichtleerer, konvexer, und abgeschlossener Kegel.

Beweis. Dass K nichtleer, konvex, und ein Kegel ist, iiberpriift man direkt anhand der ent-
sprechenden Definitionen. Bleibt die Abgeschlossenheit zu zeigen, welche der wesentliche
technische Schritt in diesem Kapitel ist. (Beachte, dass A nicht quadratisch sein oder vollen
Rang haben muss!)

Dafiir verwenden wir, dass fiir x € R" das Matrix-Vektor-Produkt Ax als Linearkombination

der Spalten ay, ..., a, € R™ von A aufgefasst werden kann; es ist also
n
K:{Zfiai:rfizo, léién}
i=1
(die konische Hiille von {ay, . . ., a, }). Wir zeigen nun mit Induktion nach n, dass die konische

Hille von n beliebigen Vektoren abgeschlossen ist. Fiir n = 1ist K = {&a; : &€ > 0}, wofir
die Abgeschlossenheit leicht ersichtlich ist.

Sei nun n > 1beliebig, und angenommen, die konische Hiille von n — 1 beliebigen Vektoren
ist abgeschlossen. Wir zeigen dass (unter dieser Annahme) K als konische Hiille von n
beliebigen Vektoren {ay, ..., a,} abgeschlossen ist.

Sei dafiir {y*}reny C K eine Folge mit y* — y* € R™, d. h. fiir alle k € N gilt

n
y’f:Z;?‘ai fir & >0, 1<i<n.
i=1
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11 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

Zunichst gilt wegen y* € K C ran(A) und der Abgeschlossenheit des Bildes von linearen
Operatoren, dass auch y* € ran(A) liegt, d. h.

n
v =D Ea fur& eR, 1<i<n.
i=1

Sind alle £ > 0, so ist die Aussage bereits gezeigt. Ansonsten existiert (mindestens) ein i
mit & < 0. Wir definieren nun fiir alle k € N

k

(11.6) Pr = min {glkg_l = (&< 0} € [0,1]

wegen §f‘ > 0 sowie
ric= fel + (1= &, 1<i<n
Dann gilt rj; > 0 fiir alle k und i: dies folgt
(i) fiir & > 0 aus & > 0 und B € [0,1],
(ii) fiir & < 0 aus der Definition von f als entsprechendes Minimum.

Wir wihlen nun fir jedes k € N einen Index ix € {1,..., n}, fir den das Minimum in (11.6)
angenommen wird und daher r; ; = 0 gilt. Da die Folge {ii }xen nur endlich viele Werte
annimmt, muss eine konstante Teilfolge {i* }xeny mit N C N unendlich existieren.

Definiere nun fur k € N
2= YR Byt = 39 = DB + (1= B a = D raa.
i=1 i=1

Aus der ersten Gleichung folgt wegen y* — y* und f € [0,1] auch z5 — y*, und aus der
zweiten Gleichung folgt wegen rx > 0 und rj+ = 0

FeK = {Zg,-ai:gizo, iii*} C K.
i#i*

(Hier ist der Ubergang zur Teilfolge wichtig, damit K’ nicht von k abgangt!) Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist aber K’ als konische Hiille von n — 1 Vektoren abgeschlossen, woraus
y* € K’ C K folgt. Also ist K abgeschlossen. O

Damit sind wir nun in der Lage, das zentrale Farkas-Lemma zu beweisen, das eine dquiva-
lente Charakterisierung von nichtleeren Polyedern liefert.
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11 KONVEXE MENGEN UND POLYEDER

Lemma 11.7 (Farkas). Seien A € R™" und b € R™. Dann sind dquivalent:
(i) Es existiert ein x € R" mit Ax = b und x > 0.

(ii) Fiir alled € R™ mit ATd > 0 gilt b'd > 0.

Beweis. Seid € R™ mit ATd > 0. Existiert nun ein x € R" mit Ax = bund x > 0, so folgt

sofort

bTd = (Ax)Td = xT(ATd) > 0,
da das Skalarprodukt zweier Vektoren mit nichtnegativen Eintragen ebenfalls nichtnegativ
ist.

Die andere Richtung zeigen wir mit Kontraposition. Angenommen, es existiert kein x € R"
mit Ax = b und x > 0. Dann ist b ¢ K fiir den nichtleeren, konvexen, und abgeschlossenen
Kegel aus Lemma 11.6. Wir konnen also Folgerung 11.4 anwenden und erhalten ein a €
R™\ {0} mit

alb>0>aly fir alle y = Ax mit x > 0.

Dann gilt insbesondere fiir y = Ae; € K,i=1,...,n, (wobeie; > 0 den i-ten Einheitsvektor
bezeichnet) und d := —a

[ATd]; = ()T (ATd) = dT (Ae;) > 0 furalle1<i<n

und damit ATd > 0, aber bTd = d™b < 0. O

Aus dem Beweis wird ersichtlich, dass Lemma 11.7 auch als Alternativsatz aufgefasst werden
kann: Entweder das System Ax = b, x > 0 oder das System ATd > 0,bTd < 0 hat eine

Losung. Wir werden diese Alternative in verschiedenen Formulierungen benétigen.

Folgerung 11.8 (Alternativsatz). Fiir dimensionsvertrdgliche Vektoren c,d, x, y, u,v und Ma-
trizen A, B, C, D gilt genau eine der beiden Aussagen:

(i) Es existieren x, y mit
Ax+ By <c,
Cx+Dy=d,

x = 0.

(ii) Es existieren u,v mit
uA+0'C > 0,

u'B+o'D = 0,
u>0,

u'c+old <o,

39
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Beweis. Wie zuvor fithren wir fiir die erste Ungleichung in (i) eine Schlupfvariable w > 0
ein und schreiben y = y* — y~ mit y*, y~ > 0. Dann ist das System in (i) &quivalent zu
A'x’ =b"und x” > 0 fiir

x

, _[A B -B I , y* , e

B N )
w

Nach Lemma 11.7 hat dieses System genau dann keine Losung, wenn ein d’ =: (u, v) existiert
mit (nach Transponieren)

d)TA > o0, @)™ <o.
Ausmultipliziert bedeutet dies
u'A+07C >0,
u'B+0'D > 0,
S—u'B-o'D > 0,

u=>0,

ule+old <0,

was dquivalent zu dem System in (ii) ist. O
Durch Spezialisierung erhalten wir daraus eine Familie von Aussagen.

Folgerung 11.9. Fiir A € R™" und b € R™ gilt jeweils genau eine der folgenden Aussagen:
a) Es existiert x mitAx < b oder es existiertu > 0 mitu’A =0 undu'b < 0.
b) Es existiert x > 0 mit Ax < b oder esexistiertu > 0 mitu’A > 0 undu’b < 0.
¢) Es existiert x > 0 mitAx =b oder es existiertu mitu’ A > 0 undu’b < 0.

d) Es existiert x mit Ax =b  oder es existiertu mitu' A =0 undu’b < 0.
Hier sehen wir unser erstes Dualitdtsresultat: Eine Vorzeichenbedingung fir x (bzw. u)
taucht genau dann auf, wenn eine Ungleichungsbedingung fiir u (bzw. x) auftaucht. Ins-

besondere hat die ,duale Variable® u genauso viele Komponenten, wie (Gleichungs- oder
Ungleichungs-)Bedingungen fiir x gelten und umgekehrt.
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Wir koénnen nun entscheiden, wann die zulassige Menge P(A, b) eines linearen Optimie-
rungsproblems nichtleer ist. Da jeder Polyeder abgeschlossen und das lineare Funktional
cIx stetig ist, kann nur noch schief gehen, dass c’x auf P(A, b) nach unten unbeschriankt

ist, also infyep(ap) cI'x = —co ist. In Folge seien stets A € R™" b € R™ und ¢ € R".

12.1 DUALITAT

Wir fragen uns also, ob eine der Ungleichungen aus Ax < b erlaubt, eine untere Schranke
fiir ¢’ x anzugeben. Zunichst gilt fiir alle x € P(A, b) und y > 0 die Ungleichung

—yTAx > —y"b.
Kénnen wir also ein y > 0 finden, fiir das zusitzlich ATy = —c gilt, dann ist fiir alle
x € P(A D)
(12.1) clx= (—ATy)Tx = —yTAx > —yTb = —bTy

und wir haben eine untere Schranke gefunden. Damit haben wir auch schon unser erstes
Existenzkriterium: Ist P=(AT, —c) nichtleer, so hat das Problem

min ¢! x
(P) xeR"
mit Ax < b.

eine Losung x € P(A, b). Wir kdnnen sogar noch mehr sagen: Gilt fiir ein ¥ € P(A, b) und
ein y € P=(AT, —¢) Gleichheit in (12.1), so ist ¥ Losung von (P) wegen

clx>-by=cx fur alle x € P(A, D).

Umgekehrt muss dann y die beste (d. h. grofite) untere Schranke ergeben, 16st also das
duale Problem

T
i "
(D) mit ATy = —,
y=0.

Entsprechend wird (P) das primale Problem genannt. Diese einfache Beobachtung ist so
zentral, dass wir sie festhalten.
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Satz 12.1 (schwache Dualitit). Fiir alle x € P(A, b) und y € P=(AT, —c) ist

(12.2) x> -bly.

Gilt Gleichheit fiir ein ¥ € P(A,b) und ein y € P=(AT,—c), so ist ¥ Losung von (P) und y
Losung von (D).

Eine dquivalente Aussage gilt auch fiir allgemeinere lineare Probleme mit Nebenbedingun-
gen der Form (11.5).

Lemma 12.2. Fiir dimensionsvertrdgliche Vektoren c,d, e, f, x, y und Matrizen A, B,C, D ist
das duale Problem zu

min c/x +d’y
Xy
(PA) mit Ax + By > e,
Cx+Dy=f,

x>0,
gegeben durch

max elu + flo
u,0

mit ATu+CTo < c,
B'u+D'v=d,

u=>0.

Beweis. Wir schreiben (PA) analog zum Beweis von Lemma 11.5 als min,ep(ar 7 (¢")Tx" mit

-A -B —e
P ;e , | C D ;o f
x._(y), c.—(d), A= _c -pl b = Zrl

Das duale Problem dazu ist dann max,,cp=((4)7 ) —(b")Ty’ mit y = (u,0*,07, w)!. Ein-
setzen von v := —(v* — v7) und Auffassen von w als Schlupfvariable wie im Beweis von
Folgerung 11.8 ergibt dann (DA). m]

Damit erkennt man auch, dass das duale Problem zu (DA) wieder (PA) ist. Wie im Farkas-
Lemma gehort zu jeder primalen Nebenbedingung eine duale Variable, die nicht-negativ
ist genau dann, wenn es sich um eine Ungleichungsnebenbedingung handelt.

Das zentrale Resultat dieses Kapitels — daher auch als Fundamentalsatz der linearen Op-
timierung bezeichnet — ist die Tatsache, dass Gleichheit in (12.1) immer gilt, solange die
beiden zuldssigen Mengen nichtleer sind.
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Satz 12.3 (starke Dualitat). Beide Probleme (P) und (D) haben eine Losung X bzw. y genau
dann, wenn die zuldssigen Mengen P(A, b) bzw. P=(AT, —c) nichtleer sind. In diesem Fall gilt

clx=-bTy.

Beweis. Losungen miissen natiirlich zulissig sein. Seien also P(A, b) und P=(A”, —c) nicht-
leer. Nach Satz 12.1 geniigt es zu zeigen, dass zulissige Punkte % und y mit ¢’x < -b"j

existieren, d. h. dass das System
0 A < b
pT| Y + JT1*=1o)

Aly =
y 20,

(12.3)

eine Losung hat. Dies ist nach Folgerung 11.8 4quivalent dazu, dass fiir u = (w,y) > 0 und
v das System

be +ol AT > o,
(12.4) wlA+ ycT =0,
wlb—olc <0,

keine Losung hat. Dies zeigen wir durch Widerspruch. Wir nehmen an, (12.4) hat eine
Losung, und machen eine Fallunterscheidung nach y € R.

(i) Fall: y = 0. Einsetzen in (12.4) und Anwenden von Folgerung 11.8 ,riickwirts” auf die
ersten beiden (Un-)Gleichungen ergibt dann, dass das System

Ax < b,
Aly = —,
y=0.

keine Losung hat. Dafiir miisste aber entweder P(A, b) oder P=(AT, —c) leer sein, im
Widerspruch zur Annahme.

(ii) Fall: y > 0. Dann folgt aus (12.4), dass gilt
0>y(wlb—oTc) = (yb)w — (ychHo > (—oTAT)w + (wlA)w =0
und damit ein Widerspruch.

Also kann (12.4) keine Losung haben. Damit hat (12.3) eine Losung, was zu zeigen war. O

Eine analoge Aussage gilt fiir (PA) und (DA). Tatsachlich reicht fiir die starke Dualitét aus,
dass eines der beiden Probleme eine Losung hat. Manchmal ist es auch einfacher, Losbarkeit
des dualen Problems zu zeigen als Existenz eines primal zuldssigen Punkts.
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Satz 12.4. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) (P) hat eine Losung x;
(ii) (D) hat eine Losung y;
(iii) (P) und (D) haben beide eine Losung, fiir die gilt c'x = —b' .
Beweis. Aus (iii) folgt trivialerweise (i) und (ii). Sei also ¥ Losung von (P), d. h. gelte x €

P(A,b) und % < c!x fiir alle x € P(A, b). Es gibt also kein x € P(A, b) mit ¢'x < y fiir
beliebiges y < ¢’%, d.h. das System

Ax < b,

T

cCx<y

hat keine Losung. Nach Folgerung 11.9 a) gibt es daher (u, ) > 0 mit
Alu+ fc =0,
u'b+ By < 0.

Ist f = 0, so folgt daraus — wieder mit Folgerung 11.9 a) — dass Ax < b keine Losung hat,
im Widerspruch zur Annahme % € P(A, b). Also muss 8 > 0 gelten, und y := f~u erfiillt

ATy = —c,
yTb < -y,
y=0.

Insbesondere ist damit y € P=(AT, —c) und aus Satz 12.3 folgt die Behauptung (iii).

Man argumentiert analog, falls eine Losung y von (D) existiert. ]

Durch Kontraposition erhélt man daraus Bedingungen, wann ein Problem keine Losung
hat. Wir nennen dafiir das primale Problem (P) unbeschrdinkt, falls gilt

inf clx = —oo,

xeP(Ab)

und nicht zuldssig, falls gilt P(A, b) = 0. Analog nennen wir das duale Problem (D) unbe-
schrankt, falls gilt
sup  —bly=oo,
yeP=(AT,—c)

und nicht zulissig, falls gilt P=(AT, —c) = 0.

Folgerung 12.5. Es gilt:
(i) Ist (P) unbeschrdinkt, dann ist (D) nicht zuldssig.
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(ii) Ist (D) unbeschrdnkt, dann ist (P) nicht zuldssig.
(iii) Ist (P) nicht zuldssig, dann ist (D) unbeschrdnkt oder nicht zuldssig.

(iv) Ist (D) nicht zuldssig, dann ist (P) unbeschrdnkt oder nicht zuldssig.

Beweis. Fiir (i) sei y € P=(AT, —c). Dann folgt aus Satz 12.1

inf ¢'x>-bTy> —co.
x€P(AD)

Also ist (P) beschrankt, und die Behauptung folgt durch Kontraposition. Analog argumen-
tiert man fur (ii).

Fir (iii) nehmen wir an, dass (P) nicht zuldssig und (D) nach oben beschrénkt ist, d. h. das
Maximum wird angenommen (sonst wiren wir bereits fertig). Ist nun (D) zulassig, dann hat
(P) nach Satz 12.4 eine Losung, im Widerspruch zur Annahme. Also ist (D) nicht zulassig.
Analog argumentiert man fiir (iv). O

Dass tatsiachlich beide Probleme unzuldssig sein konnen, zeigt das folgende einfache Bei-
spiel.

Beispiel 12.6. Sei

Dann ist nach Folgerung 11.9
« P(A,b) =0, da das System uTA=0,u’b < 0 die Losung @ = (1, DT > 0 hat;

« P=(AT,—c) = 0, da das System u’ AT > 0, u’ (=c) < 0 die Lésung @ = (-1, —1)
hat.

12.2 KOMPLEMENTARITAT

Wir beschéftigen uns nun mit Optimalitatsbedingungen fiir (P). Dazu verwenden wir, dass
eine zuldssige Losung x die beste untere Schranke in (12.2) annehmen wird - und diese ist
genau durch die Losung y des dualen Problems gegeben.

Satz 12.7 (schwache Komplementaritat). Es ist X Losung von (P) und y Losung von (D) genau
dann, wenn gilt

Ax < b, (primale Zuldssigkeit)
(12.5) AT)’/ =—c, y2>0, (duale Zuldssigkeit)
yi(bi —Aix) =0 firalle i=1,...,m. (Komplementaritdt)
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Man nennt (12.5) auch Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (oder kurz: KKT-Bedingungen).

Beweis. Ist x Losung von (P) und y Losung von (D), so sind natiirlich insbesondere x und
y zuléssig. Nach Satz 12.4 (iii) ist dann wegen der dualen Zulassigkeit

m
0=c'x—(-b'y) = (-AT9) 2+ by =(b-A%)"y= D (bi - Ai%) .
i=1
Aus primaler und dualer Zuléssigkeit folgt, dass alle Summanden nicht-negativ sind und

daher einzeln verschwinden miissen. Daraus folgt die Komplementaritat.

Sind umgekehrt die KKT-Bedingungen erfiillt, dann ist ¥ € P(A,b) und y € P=(AT, —c)
und durch Summieren der Komplementaritatsbedingungen tiber i = 1, .. ., m folgt wie oben

0=>(bi—Ax)yi=(b-A%0)"y=c"x - (-b"y).
i=1
Nach Satz 12.1 ist daher ¥ Losung von (P) und y Losung von (D). m]

Schwache Komplementaritat kann man mit Hilfe von Lemma 12.2 auch fiir allgemeine
lineare Optimierungsprobleme zeigen.

Folgerung 12.8. Seien A, B,C, D undc,d, e, f wie in Lemma 12.2. Dann ist (X, y) Losung von
(PA) und (a1,0) Losung von (DA) genau dann, wenn (X, y) und (@,0) zuldssig sind und die
Komplementaritdtsbedingungen

U (e;— [AXx+Byl;) =0 firalle i=1,...,m,

X; (ci - [ATa+CT6],~) =0 firallei=1,...,n,

erfiillen.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 12.2 transformiert man (PA) auf die Form (P) fir
geeignetes A’,b’, ¢/, x’. Dann ist wie im Beweis von Satz 12.7 die Optimalitdt von (X, y) und
(#,0) aquivalent zu
0=clx+d" y-(ela+ o)

=c'x+(B'a+D"9) y—eTa— (Cx+Dy) o+ (@l Ax — i’ Ax)

=(c-ATa-CTo)Tx - (e - Ax — By) a.
Aus den Ungleichungsbedingungen folgt, dass die erste Klammer (und wegen x > 0 der
ganze Term) nicht-negativ und die zweite Klammer (und wegen # > 0 der ganze Term)

nicht-positiv ist. Die Differenz kann also nur gleich Null sein, wenn beide Terme separat
verschwinden, und daraus folgt wie zuvor die Komplementaritat. m]
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Die Komplementaritatsbedingung sagt, dass y; = 0 oder b; — A;x = 0 fiir jedes1 <i < m
gilt. Dies ist aber kein exklusives Oder — es ist also zugelassen, dass sowohl y; als auch
b; — A;x verschwinden. Man kann jedoch zeigen, dass unter allen Losungen auch ein Paar
existiert, fiir das immer nur genau eine Gleichheit gilt.

Satz 12.9 (strikte Komplementaritat). Sind P(A, b) und P=(AT, —c) nichtleer, so existiert eine
Losung x von (P) und eine Losung y von (D) mit

yi =0 genau dann, wenn A;x < b; firallei=1,...,m.

Beweis. Wir zerlegen die Menge der Ungleichungen wie folgt. Definiere fiir A € R™" die
Zeilenmenge M := {1,...,m} und

N :={ie M: A;x < b; fir eine Losung x von (P)},
B:={ieM:j >0 fireine Losung y von (D)} .

(Beachten Sie, dass nicht gefordert ist, dass alle Ungleichungen in N bzw. B fir das gleiche
X bzw. y strikt sind!) Die zu beweisende Aussage ist dann dquivalent mit der Behauptung,
dass NNB=0und M = N U Bist.

Ersteres folgt direkt aus der schwachen Komplementaritat: Wéare i € N N B, so ware
Ajx < b; fiir eine Losung X des primalen Problems und y; > 0 fiir eine Losung j des dualen
Problems, im Widerspruch zu Satz 12.7.

Fir die zweite Aussage zeigen wir zuerst, dass es Losungen gibt, die alle strikten Unglei-
chungen gleichzeitig erfiillen. Wir wihlen zu jedem i € N eine der Losungen ?, die nach
Definition die entsprechende strikte Ungleichung erfiillt, und bilden die Konvexkombinati-
on .
. ()
x=— > x".
[N é
Da, wie man leicht zeigt, die Losungsmenge eines linearen Optimierungsproblems konvex
ist, ist X wieder Losung von (P). Weiterhin gilt fur alle j € N
1

; 1 ; 1 : 1 N| -1
Aj)? = Z WA]')_C(I) = —A'J_C(J) + —ZAI')Z'(I) < —bi+ | |

b =b;
& NI IN| 4 IN| TN T

da alle ) zulassig sind und fiir i = j die Ungleichung nach Konstruktion sogar strikt ist.
Genauso definieren wir y mit j; > 0 fiir alle i € B.

Wir schreiben nun Ay fiir die Matrix, die nur die Zeilen A; mit i € N enthalt, und by fir
den Vektor mit Eintrdgen b; mit i € N; wir definieren analog Ag und bg. Mit NN B =0
erhalten wir dann

(12.6) AN)_C < bN, )_/B > 0,
(12.7) Agx = bp, yn = 0.
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Setze nun J := M \ (B U N), so dass nach Definition gilt y; = 0 und [b — Ax]; = 0.
Angenommen, es existiert ein j € J. Wir fithren dies nun zum Widerspruch, indem wir
entweder eine primale oder eine duale Losung konstruieren, fiir die die jeweilige jte
Ungleichung strikt ist. Wir zeigen dafiir zuerst, dass das System

Apgyx =0,
(12.8) Apx =0,
ij <0,

keine Losung haben kann. Ware namlich x eine Losung, so gibe es wegen A;x < b; fiir alle
i € N ein ¢ > 0 klein genug, so dass A;(x + ex) < b; fur alle i € N gilt. Da nach Annahme
Aix < 0fiiri ¢ N gilt, wére also auch x + ex zuléssig fiir (P). Wegen (12.7), y7 = 0, und
Ap(x + ex) = bp erfillt X + ex zusammen mit y auch die Komplementarititsbedingungen,
ist also nach Satz 12.7 sogar eine Losung. Da aus der letzten Bedingung von (12.8) sogar

Aj()?+€)2) < Aj)z < bj
folgt, gilt nach Definition j € N, im Widerspruch zu j ¢ N.

Also hat (12.8) keine Losung, und aus dem Farkas-Lemma (Folgerung 11.8 mit CT = —Aj\(j;,
Dl =—Ag bT = A ;) erhalten wir die Existenz von v > 0 und w mit

(12.9) —(A]\{j})Tv - (Ap)Tw = Aj.
Definiere nun y € R™ mit
IN=0, Yp=w, Jp;p=0=0 J=1>0.
Aus (12.9) und der Definition von y folgt dann
Aty = (Apg)To+ (Ap) w+A; =o0.

Auflerdem ist y; > 0 fiir alle i € J U N sowie y; > 0. Da nach Definition yp > 0 gilt, erfiillt
fir € > 0 klein genug also y + ¢y das System

Al (5 +¢9) = —c,
(y+e€y) 20,

ist damit zulassig fir (D). Wegen (12.7), by — Ajx = 0, und yn + eyn = 0 erfiillt y + ey
zusammen mit X auch die Komplementaritiatsbedingungen, ist also nach Satz 12.7 sogar
eine Lésung. Wieder folgt aus y; > 0 nach Definition j € B, im Widerspruch zur Annahme.
Also ist J = 0 und damit N U B = M, was zu zeigen war. O

Auch dieses Resultat kann wie in Folgerung 12.8 auf allgemeine lineare Optimierungspro-
bleme erweitern, was wir hier aber nicht ausfithren.
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Aus Satz 12.9 folgt, dass wenn ein lineares Optimierungsproblem eine Losung hat, eine
Losung existiert fiir die in einigen Ungleichungen (namlich denen, die einer strikt positiven
dualen Losung entsprechen) sogar Gleichheit gilt. Anschaulich heifit das, dass diese Losung
auf einer Seite des zulassigen Polyeders liegt. Wir wollen nun zeigen, dass unter bestimmten
Bedingungen die Losung sogar in einer Ecke liegt. Dafiir miissen wir insbesondere den
Begriff von Seite und Ecke mathematisch prézisieren.

Sei P C R" ein Polyeder. Eine Ungleichung a’x <  mit a € R” und f € R heifit giiltig fiir
P, falls gilt
Pc{xeR":a'x < p}.

Wir nennen F C P Seite von P, falls es eine giiltige Ungleichung a’ x < 8 gibt mit
F:{xGP:aszﬁ}.

Eine Seite F heif3t nichttrivial, falls weder F = @) noch F = P gilt.

Mit dieser Definition erhalten wir sofort das Gewiinschte.

Lemma 13.1. Die Losungsmenge von minycp c!'x ist eine Seite von P.

Beweis. Ist die Losungsmenge leer, so gilt die Aussage trivialerweise. Ist die Menge nichtleer,

s0 setzen wir 1 := minycp ¢ x. Dann ist —¢!x < —p giiltig fiir P, und die Lésungsmenge ist

darstellbar als {x €P:clx= ry}. O

Dieses Resultat ist noch nicht besonders iberzeugend, da nicht klar ist, ob dann auch
Gleichheit in einer Ungleichung aus Ax < b gelten muss. Dies zeigt aber der néachste
Satz.

Satz 13.2. Sei P := P(A, b) ein Polyeder und F # (0. Dann ist F Seite von P genau dann, wenn
es ein Teilsystem A’x < b" von Ax < b gibt mit F={x e P: A'’x =1'}.
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Beweis. Sei F Seite von P, d. h. es existieren a € R", f € R mit

F= {xeP:aTx:,B} und f =maxalx.
x€P

Also ist al x < f eine giiltige Ungleichung fiir P. Die Seite F ist daher Losungsmenge von

T . T
13.1 max a X =— min —-a X).
(131) xeP(Ab) xeP(A,b)( )

Also hat auch min,ep A,b)(—a)Tx eine Losung, und nach Satz 12.4 hat damit das duale
Problem max,cp=(a7 o) —bTy ebenfalls eine Losung j. Satz 12.7 ergibt dann, dass A;% = b
fir alle i mit y; > 0 gilt. Dies ergibt das gewiinschte Teilsystem.

Sei umgekehrt F = {x € P: A’x = b'}. Setze 1 := (1,1,...,1) €e R™und a := (A")T1 (d.h.
a ist die Summe der Zeilen von A’), dann gilt fiir alle x € P
alx = (AT Tx =17(Ax) < 170 = B.
Also ist a’x < p giiltig fiir P. Weiter gilt fiir alle x € F
alx =1TAx =170 = p,

und damit ist F Seite von P. O

Folgerung 13.3. Seien P ein Polyeder und F C P eine Seite. Dann gilt:
(i) P hat endlich viele Seiten.
(ii) F ist wieder ein Polyeder.

(iii) F' C F ist Seite von P genau dann, wenn F’ Seite von F ist.

Dies ist noch nicht vollig befriedigend, da eine Seite durch mehrere Ungleichungen darge-
stellt werden kann, ohne dass klar ist, ob ihre Anzahl etwas iiber die Dimension der Seite
aussagt. Wir suchen daher eine sparsamere Darstellung. Eine nichttriviale Seite, die nicht
Teilmenge einer anderen nichttrivialen Seite ist, nennen wir Facette. Diese charakterisieren
wir nun. Dafiir nennen wir eine Ungleichung A;x < b; von Ax < b

« implizite Gleichung (in Ax < b), falls A;x = b; fir alle x € P(A, b) gilt;

« redundant (in Ax < b), falls sie durch positive Linearkombination anderer Unglei-
chungen in Ax < b dargestellt werden kann.

Wir bezeichnen das System der impliziten Gleichungen mit Ax < b~ und das der verblei-
benden nichtreduntanten Ungleichungen mit A*x < b*. Wie im Beweis von Satz 12.9 zeigt
man nun, dass alle diese Ungleichungen gleichzeitig strikt sein konnen.
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Lemma 13.4. Ist P(A, b) nichtleer, so existiert ein x € P(A,b) mit A=x = b~ und A*x < b*.

Beweis. Ist A*x < b leer (d. h. existieren keine nichtredundanten Ungleichungen), so ist
die Behauptung trivial. Sei also A* nichtleer. Fiir jede Zeile A;x < b; aus A*x < b* muss
dann ein x € P(A, b) existieren mit AixD < b; und A=x) = p=. Bezeichne wieder N die
Menge der strikten Ungleichungen und definiere x := ﬁ Sien X € P(A, b). Dann gilt
A*x < b"und A7x = b~. O

Jeder (nichttriviale) Polyeder besitzt also ein nichtleeres relatives Inneres.

Satz 13.5. Eine Seite F ist Facette von P(A, b) genau dann, wenn gilt
F={x€e€P(ADb):Ax=b;}

fiir eine Ungleichung aus A*x < b*.

Beweis. Sei F = {x € P: A’x =’} eine Facette von P := P(A,b), wobei A’x < b’ ein
Teilsystem von A*x < b* ist (ein solches existiert, da F # P nach Annahme), und sei
Ajx < b; eine Ungleichung aus A’x < b’. Dann ist F/ = {x € P : A;x = b;} nach Satz 13.2
eine Seite von P mit F C F’ C P. Weil A;x < b; keine implizite Gleichung von P ist, gilt
F’ # P, und aus der Maximalitét von F folgt F = F’.

Sei umgekehrt A;x < b; eine Ungleichung aus A*x < b*, und habe F die angegebene
Darstellung. Nach Satz 13.2 ist F eine Seite von P; wir haben also zu zeigen, dass F maximal
ist. Seien dafiir A’x < b’ die verbleibenden Ungleichungen. Nach Lemma 13.4 existiert dann
ein X mit A=x = b~ und A*x < b*. Da A;x < b; nach Voraussetzung nichtredundant ist,
gibt es — wieder mit Lemma 13.4 — ein X € R" mit A™x = b~, A’x < b’ und A;x > b;. Aus
der Stetigkeit von x — A;x und der Konvexitit der Losungsmenge von A™x = b~, A’x < b’
folgt dann die Existenz eines t € (0,1) so dass fiir x(t) := tx + (1 —t)x € P gilt

Ax(t) = b=,  Ax(t)=b,  Ax(t) <V,

d.h.x(t) € F.Seinun F’ = {x € P : A”x = b"} eine beliebige Seite von P mit F C F’, wobei
A”x < b” ein Teilsystem von A*x < b* ist. Dann ist x(¢) € F C F'. Wegen A’x(t) < b’
ist aber A;x < b; die einzige Ungleichung, fiir die Gleichheit in x(t) gilt. Damit muss aber
A” = A;und b” = b; sein, woraus F' = F und damit Maximalitat von F folgt. Also ist F
Facette von P. |

Jede Seite von P aufler P selbst ist also Schnitt von Facetten, den maximalen Seiten. Um-
gekehrt wollen wir Ecken charakterisieren als minimale Seiten. Dabei ist nicht klar, ob P
iiberhaupt Ecken hat (Halbraume sind ja auch Polyeder). Wir erinnern: Mengen von der
Form {x € R" : Ax = b} heiflen affiner Unterraum von R".
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Folgerung 13.6. Ein Polyeder P hat genau dann keine nichttrivialen Seiten, wenn P ein affiner
Unterraum ist.

Beweis. Ein Polyeder P = P(A, b) ist genau dann ein affiner Unterraum, wenn A*x < b*
leer ist. Dies ist nach Satz 13.5 dann und nur dann der Fall, wenn es keine Facetten gibt. Da
jede Seite Schnitt von Facetten ist, ist dies aber dquivalent dazu, dass es keine nichttrivialen
Seiten gibt. ]

Daraus folgt sofort, dass eine Seite (die ja selber ein Polyeder ist) genau dann keine weiteren
nichtleeren Seiten enthélt — wir sagen: eine minimale Seite ist — wenn sie ein affiner
Unterraum ist.

Satz 13.7. Eine nichtleere Menge F ist genau dann minimale Seite von P(A,b), wenn F C
P(A,b) ist und die Form F = {x € R" : A’x = b'} hat fiir ein Teilsystem A’x < b’ von Ax < b.

Beweis. Hat F die angegebene Darstellung, so ist sie ein affiner Unterraum und damit
minimale Seite. Sei umgekehrt F # () eine minimale Seite. Dann ist

F={xeR":A”x <b’" Ax="b"}

fir zwei Teilsysteme von A*x < b*, wobei A”x < b” minimal sein und insbesondere keine
redundanten Ungleichungen in A”x < b”, A’x = b’, enthalten soll. Da F minimal ist, enthalt
es keine nichttrivialen Seiten und ist daher nach Folgerung 13.6 ein affiner Unterraum. Also
muss A”x < b” leer sein, und F daher die gewiinschte Darstellung haben. O

Das nédchste Lemma charakterisiert die minimalen Seiten. Wir erinnern: der Rang einer
Matrix rang A ist die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen.

Lemma 13.8. Alle nichttrivialen minimalen Seiten von P(A, b) haben die Dimension n—rang A.

Beweis. Sei wie in Satz 13.7 eine Seite F = {x € R" : A’x = b} fiir ein Teilsystem A’x < b’
gegeben. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass die Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems A’x = b’ die Dimension n — rang A" hat. Wir zeigen nun durch Wider-
spruch, dass rang A" = rang A gilt. Angenommen, es wire rang A > rang A’. (Da es sich
bei A’x < b’ um ein Teilsystem handelt, kann der Rang von A ja nicht kleiner sein.) Dann
existiert eine Zeile A; von A, die linear unabhéngig zu allen Zeilen von A’ ist. Damit gilt
aber wegen F C P, dass A;x < b; giiltig ist fiir F und daher

F={xeR":Ax=b'undAix <b;} C {xeR":Ax=b"} =F,

ein Widerspruch. m]
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Damit kommen wir endlich zu der gesuchten Charakterisierung von Ecken: Eine Menge
F C P heifit Ecke von P, wenn F eine (minimale) Seite der Dimension Null ist. Ein Polyeder,
der Ecken hat, heif3t spitz.

Satz 13.9. Folgende Aussagen iiber ein Polyeder P C R" sind dquivalent:
(i) P ist spitz;
(ii)) rang A = n;

(iii) Jede nichtleere Seite von P ist spitz.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt aus der Definition und Lemma 13.8. Hat eine
nichtleere Seite F von P eine Ecke, so ist diese (als minimale Seite) nach Folgerung 13.3 (iii)
auch Ecke von P, also ist P spitz. Sei umgekehrt P spitz und F C P eine nichtleere Seite.
Angenommen, eine minimale Seite Fy von F ist keine Ecke, d. h. F; ist ein affiner Unterraum
der Dimension gréfler Null. Da Fy nach Folgerung 13.3 (iii) auch Seite von P ist, hat auch
P eine minimale Seite der Dimension grofier Null. Nach Lemma 13.8 haben aber alle
minimalen Seiten von P die selbe Dimension, und damit kann P keine Ecken haben. Damit
ist (i) dquivalent zu (iii). O

Nach all der Vorarbeit erhalten wir nun das zentrale Resultat dieses Kapitels.

Satz 13.10. Ist P ein spitzer Polyeder und ist minyep ¢! x losbar, so existiert eine Losung, die
Ecke von P ist.

Beweis. Nach Lemma 13.1ist die Losungsmenge des Optimierungsproblems eine (nichtleere)
Seite von P, die nach Satz 13.9 spitz ist, also eine Ecke enthilt. Diese ist die gesuchte
Losung. i

Dies ist auch der Grundgedanke der Simplex-Methode, die wir im nachsten Kapitel betrach-
ten werden: Um eine Losung zu finden, muss man nur an den Ecken von P suchen - die dafiir
natiirlich existieren mussen. Fiir Polyeder der Form P=(A,b) = {x € R" : Ax = b,x > 0}
ist das stets der Fall.

Satz 13.11. Ein nichtleerer Polyeder P~ (A, b) ist spitz.

Beweis. Wir konnen P~ (A, b) darstellen als P(D, f) mit

A b
D=|-A|,  f=|-b
-1 0

Auf Grund des Identitatsblocks ist rang D = n, und aus Satz 13.9 folgt die Behauptung. O
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Schlief3lich charakterisieren wir die Ecken von P~(A, b). Bezeichne dafiir fiir x € R”

supp(x) := {je {1,....n} : x; ¢0}

den Trdger von x.

Satz 13.12. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) {x} € R" ist Ecke von P=(A, b);

(ii) Die Spaltenvektoren aj, j € supp(x), von A sind linear unabhdngig.

Beweis. Wir schreiben P~ (A, b) wie im Beweis von Satz 13.11 als P(D, f). Dann ist {x}
nach Satz 13.7 und Satz 13.9 Ecke von P~ (A, b) genau dann, wenn ein Teilsystem D'x < f’
existiert mit

{x eR":D'x = '} = {x}

und rang D’ = n. Betrachten wir nun die Struktur von D’ genauer, so bedeutet das, dass
Ax = b diejenigen Komponenten von x, die im Trager von x liegen, eindeutig festlegt. (Alle
anderen sind ja nach Definition Null, und —Ax = —b ist offensichtlich linear abhangig von
Ax = b.) Dies ist aber genau dann der Fall, wenn die Spalten von A, die zu den Komponenten
x;j im Trager supp(x) gehoren, linear unabhéngig sind. (Fiir die anderen ist x; = 0, so dass
die entsprechenden Spalten keine Rolle spielen; es reicht also, dass die reduzierte Matrix
vollen Rang hat.) m]

Da A nur endlich viele Spalten hat, ist auch die Anzahl méglicher Kombinationen von linear
unabhéngigen Spalten endlich (wenn auch potentiell sehr grof3). Im Prinzip kénnen wir also
durch einfaches Uberpriifen aller Ecken eine Losung des linearen Optimierungsproblems
finden. Fiir die Effizienz ist es aber wesentlich, die Ecken in einer geschickten Reihenfolge
zu priifen.
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Wir betrachten nun das Standard-Verfahren zur Lésung linearer Optimierungsprobleme
der Form min,cp ¢! x. Die Grundidee des Simplex-Verfahrens ist es, ausgehend von einer
gegebenen Ecke des zulassigen Polyeders P (die immer existiert, wenn P = P~(A, b) ist) eine
neue Ecke zu finden, fiir die der Wert der Zielfunktion ¢’ x strikt kleiner ist. Dabei vermeiden
wir die historisch tibliche Tableau-Form und leiten das (revidierte) Simplex-Verfahren gleich
in Matrix-Schreibweise her.

Sei dafiir ein lineares Optimierungsproblem in Normalform

min ¢! x

xeR”®
(P) mit Ax = b,

x>0,

fur A € R™" gegeben. Wir nehmen an, dass n > m ist (sonst hat Ax = b keine oder
eine eindeutig bestimmte Losung, und es gibt nichts zu optimieren), und dass rang A = m
ist (sonst entfernen wir linear abhangige Zeilen). Das zu (P) duale Problem lautet nach
Lemma 12.2

max b’y
(D) yERm
mit ATy < c.

Nach Folgerung 12.8 ist ¥ Losung von (P) und y Losung von (D) — man nennt dann (%, y)
ein primal-duales Paar — genau dann, wenn x und y jeweils zuldssig sind und die Komple-
mentaritatsbedingungen

(14.1) xj(cj — [ATy]j) =0 furalle j=1,...,n
erfullen.

14.1 HERLEITUNG DES VERFAHRENS

Aus Satz 13.10 wissen wir, dass falls (P) losbar ist, eine Losung x existiert, die Ecke von
P=(A, b) ist. Nach Satz 13.12 sind in diesem Fall die Spalten von A, die zu strikt positiven
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Komponenten von x gehoren, linear unabhéingig. Dies motiviert die folgende Definition:
Ein Vektor x € P~(A, b) heif3t fiir P7(A, b) zulassiger Basisvektor, falls eine Indexmenge
B c {1,...,n} mit |B| = m (die Basis) existiert, so dass gilt:

(i) xj = 0 fir alle j ¢ B, und
(ii) die Spalten a;, j € B, sind linear unabhéngig.

Wir schreiben xp fiir den Vektor mit Eintrdgen x;, j € B (den Basisvariablen) sowie Ap €
R™ ™ fur die Basismatrix mit den Spalten a; fiir j € B, die nach Definition invertierbar
ist. Analog definieren wir N := {1,...,n} \ B sowie die Nichtbasisvariablen xy und die
Nichtbasismatrix Ay. Es gilt dann fir alle z € R"

Az = Agzg + ANzN,
und insbesondere fiir den zugehorigen Basisvektor x
(14.2) Apxg = b, xn = 0.

Wir zeigen nun, dass es sich bei den zulissigen Basisvektoren genau um die Ecken von
P=(A, b) handelt.

Lemma 14.1. Sei A € R™" mit rang(A) = m < n. Dann ist {x} genau dann Ecke von
P=(A,b), wenn x ein fiir P~(A, b) zuldssiger Basisvektor ist.

Beweis. Sei {x} Cc P7(A,b) eine Ecke und I = supp(x). Dann sind nach Satz 13.12 die
Spalten aj, j € I, linear unabhéngig. Wegen rang A = m gilt |I| < m. Es ist daher entweder
|I| = m (dann sind wir fertig), oder es existieren m — |I| weitere (zueinander und zu Aj)
linear unabhéngige Spalten a;. Ergdnzen wir I mit diesen j zu B, so ist Ag € R™ ™ regular
und x; = 0 fiir j ¢ B (da supp(x) = I C B). Also ist x ein Basisvektor.

Sei umgekehrt x € P~(A, b) ein Basisvektor. Dann existiert eine Basis B mit invertierbarer
Basismatrix Ag € R™"™ und x; = 0 fur j ¢ B. Also ist supp(x) C B, und die Spalten

aj, j € supp(x), sind linear unabhangig. Nach Satz 13.12 ist daher {x} eine Ecke von
P=(AD). O

Sei nun ein Basisvektor x mit Basis B gegeben. Unser Ziel ist nun, einen neuen Vektor z so
zu konstruieren, dass gilt:

() 'z < cTx;

(i) z ist zulassig;

(iii) z ist Basisvektor.
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Dabei nutzen wir aus, dass die Basisvariablen von z durch die Gleichungsnebenbedingungen
eindeutig festgelegt werden: Damit z zuléssig ist, muss insbesondere b = Az = Agzg+AnzN
gelten; wegen der Invertierbarkeit von Ag und mit Agxp = b bedeutet dies'

(14.3) Zg = A;b - A;ANZN = Xxg — A;ANZN.

Wir iiberlegen nun, wie wir durch Wahl von zy die Bedingung (i) erreichen kénnen. Aus
(14.3) und xy = 0 folgt.

clz= cng + cIT\,zN
= CE(XB - AglANZN) + CRZN
= chB + (cl{, - chglAN)zN
=clx+ (cN - AE(AE)_ch)T ZN.

Setzen wir nun y := (Ag)_ch € R™, d.h. y € R™ 16st das lineare Gleichungssystem

(14.4) ALy =cs,
und
(14.5) uy =cny — ALy

(der Ubersichtlichkeit halber schleppen wir ug = 0 mit, d. h. u € R"), so erhalten wir

(14.6) cTz=clx+ ul{,zN =clx+ Z ujz;.

JEN
Um den Zielfunktionswert zu verkleinern, muss also die Summe auf der rechten Seite
negativ sein. Ist nun u; > 0 fiir alle j € N, so miisste dafiir mindestens ein z; negativ sein

- aber damit wére z nicht zuléssig. In diesem Falle ist x also bereits der beste zulassige
Vektor.

Lemma 14.2. Giltuy > 0, so ist der zugehorige Basisvektor x € R" eine Losung von (P) und
y = (Ag)‘ch € R™ eine Losung von (D).

Beweis. Nach Voraussetzung ist x zulassig fiir (P). Aus cy — Aﬁy = uyn > 0 folgt mit (14.4)

<c¢; j€N,
ATl = ()T j
[A"y]; = (a)) J’{:cj ieB
und damit Zulissigkeit von y fiir das duale Problem (D). Insbesondere gilt ¢; — [ATy]; = 0
fiir alle j € B, und damit sind wegen x; = 0 fiir j € N die Komplementarititsbedingungen

(14.1) erfiillt. Also ist (x, y) nach Satz 12.7 ein primal-duales Paar. O

'In Folge ist stets A5' = (Ap) ! bzw. A, = (Ap)” zu lesen.
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Wir nehmen nun an, es existiert ein » € N mit u, < 0, und machen fir zy den Ansatz

o t j=r
%1 o, jeN\{r}.

Fir alle ¢ > 0 gilt dann

cTz = ch +tu, < ch,

womit Bedingung (i) erfillt ware.

Nun zu Bedingung (ii), der Zuléssigkeit. Weiterhin gilt
Anzy = Z zjaj = tay.
jeN
Damit z zulédssig ist, muss insbesondere Az = b gelten; nach (14.3) bedeutet dass, dass wir
ZB = XB — tAgla,

wiahlen miissen. Fithren wir wp ein als Losung von
(14.7) Apwp = a,
(wieder mit wy = 0, d. h. w € R"), so lasst sich das schreiben als

ZB = Xp — tWwg.

Es bleibt noch, z > 0 zu erreichen. Offensichtlich ist zy = te, > 0 fur alle ¢t > 0. Ist wg < 0,
so gilt wegen xp > 0 auch zg > 0 fiir alle t > 0; damit ist z = z(t) fiir alle t > 0 zulassig,
aber

clz(t) = cTx + tu, —» —c0 fur t — oo,

das Problem (P) ist also unbeschrankt. Wir halten dies fest.
Lemma 14.3. Gilt w; < 0 fiir alle i € B, so hat das Problem (P) keine Losung.

Wir nehmen nun an, es existiert (mindestens) ein i € B mit w; > 0. Um z5 = xg — twg > 0
zu gewihrleisten, muss also gelten

X
(14.8) t< = fur alle i € B mit w; > 0.
Wi

Jede Wahl von t > 0, die (14.8) erfllt, ergibt also also einen zuldssigen Vektor z.

Es bleibt die Bedingung (iii). Zunéchst ist z im Allgemeinen kein Basisvektor, denn fir
r € Nistjaz, =t > 0und zg > 0 moglich; und damit haben wir mehr als die n — m
erlaubten Indizes im Trager von z. Wir miissen also t so wahlen, dass gilt z; = x; — tws = 0

fiir ein s € B. Wir setzen daher

. Xi Xs
(14.9) t= min —=—.
i€Bw;>0 w; W

Damit hat der Index s die Basis verlassen, wofiir wir den neuen Index r hinzunehmen
konnen, und wir haben einen Kandidaten fur die neue Basis.
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Lemma 14.4. Der Vektor z ist ein Basisvektor von P=(A, b) mit Basis B :== (BU {r}) \ {s}.

Beweis. Nach Konstruktion ist |B’| = |B| = m und z; = 0 fiir j ¢ B’. Es bleibt zu zeigen,
dass die entsprechenden Spalten linear unabhéngig sind. Seien «;, i € B’, gegeben mit
2iep aia; = 0. Wir zeigen nun «; = 0: Wegen (14.7) ist

0= Z a;a; = Z a;a; + aray

ieB’ i€B,i#s
Z a;a; + o, Agwp

i€B,i#s

= Z a;a; + oy Z w;a;
i€B,i#s i€eB

= Z (a; + aywy)a; + aywsas.
i€B,i#s

Da B eine Basis ist, sind nach Voraussetzung die Spalten a;, i € B, linear unabhéngig. Also
gilt @; + ay,w; = 0 fur alle i € B\ {s} und o, ws; = 0. Wegen w; > 0 muss aber o, = 0 und
damit auch ¢; = 0 fur alle i € B\ {s} gelten. O

Wir fassen zusammen: Wahlen wir r mit 4, < 0 und ¢t > 0 beliebig, so ist Bedingung (i)
erfullt; wahlen wir s und t nach (14.9), so sind Bedingungen (ii) und (iii) erfiillt. Damit alle
drei Bedingungen gleichzeitig gelten, muss daher x;/w; > 0 sein. Zwar ist stets x; > 0 und
wg > 0, aber auch fiir s € B kann x; = 0 sein (vergleiche den Beweis von Lemma 14.1 im Fall
| supp(x)| < m). In diesem Fall nennen wir x einen entarteten Basisvektor. Ist x aber nicht
entartet (d. h. xg > 0), so ist das Minimum in (14.9) strikt positiv, und wir erhalten eine
echte Reduktion im Zielfunktionswert. Setzen wir nun x = z und wiederholen die Prozedur,
so ergibt dies das Simplex-Verfahren; die notwendigen Schritte sind in Algorithmus 14.1
zusammengefasst.

Algorithmus 14.1 : Simplex-Verfahren

Input: A € R™" b e R™, ¢ € R", Basisvektor x € P=(A, b) mit Basis B
Output : Primal-duales Paar (X, y) oder Information ,primales Problem unbeschrinkt®
while nicht fertig do
Bestimme Nichtbasis N, Matrizen Ag, Ax
Lose AE Yy =cB
Setze uy = ¢cN — AJTVy
if uy > 0 then return (x, y) // x,y optimal
Wahle r € N mitu, <0
Lose Agwg = a,
if wg < 0 then return nicht l6sbar // Problem unbeschrinkt

.. . Xi Xs
Wiahlet = min — = —

i€B,w;>0 W; W
Setze xg = xg — twp
xXr =t

B=(BU{rh\{s}
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Satz 14.5. Sind alle in Algorithmus 14.1 auftretenden Basisvektoren nicht entartet, so bricht
das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab. Bei Abbruch in Zeile 5 ist der aktuelle Vektor x
Losung von (P) und der in Schritt 3 berechnete Vektor y Losung von (D); bei Abbruch in Zeile
8 hat (P) keine Losung.

Beweis. Bezeichne {xk }ken die Folge der Iterierten im Simplex-Verfahren. Sind alle xk nicht
entartet, so gilt nach Herleitung stets ¢’ x**! < ¢Tx*. Insbesondere ist damit x**' # x/ fiir
alle j < k; ein Basisvektor wird also hochstens einmal vorkommen. Da es nach Lemma 14.1
nur endlich viele Basisvektoren gibt, muss das Verfahren abbrechen. Die weiteren Aussagen
folgen aus Lemma 14.2 und Lemma 14.3. O

Aus praktischer Hinsicht bleiben aber noch Fragen offen:
(i) Wie berechnet man den urspriinglichen Basisvektor, von dem das Verfahren startet?

(i) Wie wahlt man die Indizes r, s in Schritt 6 und Schritt 9, falls mehrere zur Auswahl
stehen?

(iii) Wie 16st man die Gleichungssysteme in Schritt 3 und Schritt 7 effizient?

Hier konzentrieren wir uns auf die ersten beiden Fragen; insbesondere wird die Antwort
auf die zweite Frage erlauben, auch bei degenerierten Basisvektoren nach endlich vielen
Schritten zum Optimum zu kommen. Die Antwort auf die letzte Frage, die auf die Aktualisie-
rung einer LU- oder QR-Zerlegung einer Matrix bei Modifikation einer Spalte hinausléutft,
iiberlassen wir der numerischen Linearen Algebra; siehe etwa [Golub & Van Loan 2013,
Chapter 6.5] und [Geiger & Kanzow 2002b, Kapitel 3.4.3].

14.2 FINDEN EINES STARTVEKTORS

Ein zulassiger Basisvektor fiir Polyeder der Form P~ (A, b) ist in der Regel nicht einfach
zu erraten; eine Ausnahme sind Polyeder, die aus den Bedingungen Ax < b, x > 0 durch
Einfithrung einer Schlupfvariablen z erzeugt wurden. Ist ndmlich b > 0, so sind diese
Bedingungen dquivalent dazu, dass fiir A’ = (A,I) und x’ := (x, z)7 gilt

und (x, z) = (0, b) ist ein zulassiger Basisvektor mit Basis B={n+1,...,n+ m}. Fir den
allgemeinen Fall kann man nun einen Basisvektor berechnen, indem man das Simplex-
Verfahrens auf ein Hilfsproblem mit diesem Basisvektor anwendet. (Dies wird oft als ,Phase
I“ des Simplex-Verfahrens bezeichnet; der eigentliche Algorithmus 14.1 ist dann ,Phase 1I%))
Tatsédchlich taugt schon das obige Beispiel als Hilfsproblem. Sei wieder angenommen, dass
b > 0 ist (da wir in (P) reine Gleichungsnebenbedingungen betrachten, ist die Annahme
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b > 0 keine Einschriankung, denn wir kénnen Zeilen A;x = b; < 0 mit —1 multiplizieren,
ohne das Problem zu verandern), und betrachte das Hilfsproblem
min 17z
xeR"
zeR™
mit Ax+z =0,

x,z2>0

(H)

Hier ist z keine Schlupfvariable; man spricht von einer kiinstlichen Variablen.

Satz 14.6. Fiir das Problem (H) gelten folgende Aussagen:
(i) Der Vektor (x,z) = (0,b) ist zuldssiger Basisvektor mit Basis B={n+1,...,n+ m}.
(ii) Das Problem hat eine Losung (X, Z).

(iii) Ist (X,Z) ein Basisvektor, so ist im Fall Z # 0 das urspriingliche Problem (P) nicht
zuldssig; andernfalls ist X ein fiir P~(A, b) zuldssiger Basisvektor.

Beweis. Aussage (i) folgt wie oben aus A = I € R™™. Auflerdem ist 0 zulassig fiir das zu
(H) duale Problem, und damit folgt Aussage (ii) aus Satz 12.3.

Fir Aussage (iii) sei die Losung (%, Z) ein Basisvektor. Sei Z # 0 und x ein fiir (P) zuldssiger
Vektor. Dann ist aber auch (x, z) = (%, 0) zulassig fiir (H) mit Funktionswert 17z = 0 < 17z,
im Widerspruch zur Optimalitdt von (&, z). Sei nun Z = 0. Dann ist AX = b, und die zu
positiven Komponenten von x gehdrenden Spalten sind linear unabhangig. Sind dies m
Stiick, so sind wir fertig; ansonsten konnen wir diese wegen rang A = m zu m linear
unabhingigen Spalten ergdnzen und erhalten eine Basis fiir (P). m]

Zu beachten ist, dass fiir Z = 0 zwar x ein Basisvektor fiir (P) ist, aber die zu (%, z) gehorige
Basis B nicht unbedingt eine Basis fiir x ist (ndmlich falls in B Indizes i > n enthalten sind,;
dies entspricht einem degenerierten Basisvektor). Vor Start der zweiten Phase muss also
eventuell die Basis neu bestimmt werden. Dies wird in der im Folgenden beschriebenen
Methode vermieden; hier wird das urspriingliche Problem so modifiziert, dass der Start-
Basisvektor fiir (H) auch fiir dieses Problem ein Basisvektor ist, die Losung aber (unter
bestimmten Voraussetzungen) mit der von (P) iibereinstimmt. Wir betrachten fiir ein
gegebenes y > 0 das Problem

min ¢’ x +y17z
x€R”

(By) mit Ax +z = b,

x,2=>0

Da die zulassige Menge die gleiche wie fiir (H) ist, ist natiirlich (0, b) wieder ein Basisvektor
mit Basis {n +1,...,n+ m}. Wir kénnen also das Simplex-Verfahren fiir A" = (A, I) und
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x’" = (x,z)" mit diesem Vektor starten, und erhalten (falls das Verfahren abbricht) eine
Lésung (xy, z,) (die natiirlich von y abhéngt). Die iiberraschende Aussage ist nun, dass fiir
y grof3 genug x bereits eine Losung von (P) ist.

Lemma 14.7. Ist (xy, z,) Losung von (P,) mit z, = 0, so ist x, Losung von (P).

Beweis. Ist (xy, zy) Losung mit z, = 0, so ist der Vektor zuléssig und erfiillt daher Ax, = b.

Damit ist x, auch zulissig fiir (P). Umgekehrt ist fiir jeden zuldssigen Vektor x € P7(A,b)

der Vektor (x, 0) zulassig fiir (P). Aus der Optimalitat von (xy, z,) fiir (P,) folgt dann
chy = chy +y1 Tz}, <clx+y1To=c"x,

d.h. x, minimiert c'x iber P=(A, D). O

Satz 14.8. Es existiert ein y > 0, so dass fiir alley > y das Problem (P,) losbar ist und fiir jede
Losung (xy,zy) giltz, = 0.

Beweis. Wir betrachten das zu (P,) duale Problem (vergleiche (D))

bT
i V'
it AT <
i )r= Y1)y
beziehungsweise
bT
e 0
(Dy) mitATySc

i<y, 1Zi<m.

Nun ist (P) 16sbar, und deshalb existiert nach Satz 12.4 eine Losung y von (D); diese erfiillt
insbesondere AT < c. Setzen wir  := max; j;, so ist fiir alle y > 7 diese Losung y auch
zulassig fiir (D, ). Da der zuldssige Bereich fiir (D,) kleiner ist als der fiir (D), kann der
optimale Zielfunktionswert b y sicher nicht gréfer sein als b , d. h. j ist auch Losung
von (D). Wieder nach Satz 12.4 hat deshalb (P,) eine Losung (xy, zy), und diese erfiillt die
Komplementaritatsbedingungen

[x,1;(c; — [AT3];) =0,

1<j<n,
[zy]i(y—31) =0, 1<i<m.

Day so gewdahlt war, dass j; < 7 < yfiiralle1 < i < m gilt, folgt aus der zweiten Bedingung
z, = 0, was zu zeigen war. ]

112



14 DAS SIMPLEX-VERFAHREN

In der Praxis startet man mit einer hinreichend groflen Zahl y und erhoht diese z. B. durch
Multiplikation mit einem festen Faktor, falls Algorithmus 14.1 mit einer Losung (x,, z,)
mit z, # 0 (oder wegen Unzuléssigkeit) abbricht. (Da y in den Nebenbedingungen nicht
vorkommt, bleibt (x,, z,) ein zuldssiger Basisvektor, mit dem man den nichsten Durchlauf
starten kann.)

14.3 VERMEIDUNG VON ZYKLEN

Wir untersuchen nun die Wahl von r und s in Schritt 6 und Schritt 9. Fur beide Schritte ist
eine Vielzahl von Strategien vorgeschlagen worden. Beginnen wir mit der Wahl des Index
r € N, der neu in die Basis aufgenommen wird. Wir erinnern, dass wir fiir uy ein r suchen
mit u, < 0, da dann im nichsten Schritt gilt ¢’z = ¢Tx + u]{]zN < c’'x. Mogliche Strategien
sind die

(i) Erster-Index-Regel: wéhle r als den ersten Index j € N, fiir den u; < 0 ist;

(ii) Kleinster-Index-Regel: wahle r als den kleinsten Index j € N, fiir den u; < 0 ist (da in
der praktischen Implementierung die Eintrdge in N nicht sortiert sein miissen, kann
diese Regel zu einem anderen Ergebnis als (i) fithren);

(iii) Grofter-Abstieg-Regel: wihle r so, dass u, = min{u; : i € N,u; < 0} ist;

(iv) Steilster-Abstieg-Regel: wahle r so, dass fiir das entsprechende w aus Schritt 7 der
Wert tu, /||w|| minimal wird. (Anstatt dem grof3ten Abstieg suchen wir den grofiten
Abstieg pro Anderung von x.)

Diese Regel sind nach wachsendem Aufwand sortiert; insbesondere kann man fiir (a) und
(b) die Komponenten u; = ¢; — A;y nacheinander berechnen und abbrechen, sobald zum
ersten Mal u; < 0 ist (wobei fiir (b) die Menge N zuerst sortiert werden muss). Bei (c) muss
dagegen stets der gesamte Vektor uy berechnet werden, und (d) verlangt sogar jedesmal
die Losung eines Gleichungssystems. Dafiir kann man erwarten, dass die aufwandigeren
Regeln (die ja zu groflerem Abstieg pro Schritt fithren sollen) weniger Iterationen benétigen.
Ob unter dem Strich weniger komplizierte Iterationen schneller sind als mehr einfache,
hangt von der Problemgrofle ab. (Erfahrungen favorisieren die einfachen Regeln fiir kleine
bis mittlere Probleme (etwa 10? Variablen) und die komplizierteren Regeln fiir groiere
Probleme.)

Fir die Wahl des Index s, der fiir r die Basis verlasst, existieren weniger Regeln. Zur
Erinnerung: Hier suchen wir zu diesem s ein t > 0 so, dass gilt z; = x; — twg = 0. Verbreitet
sind die

(i) Kleinster-Index-Regel: wahle s als den kleinsten Index j € B, fiir den gilt % =

. Xi
min;epw;>0 Wll_;
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-1 .
(ii) Lexikographische Regel: wahle s als den Index i € B mit w; > 0, fiir den M

lexikographisch minimal ist (ein Vektor x ist lexikographisch kleiner als y, falls x + y
und x; < y; fiir den kleinsten Index i, fiir den x; # y;; z. B. ist (1, 2) kleiner als (2, 1)).

Der Wert dieser Regeln ist, dass sie sicher stellen konnen, dass das Simplex-Verfahren auch
bei Auftauchen von degenerierten Basisvektoren terminiert.

Dazu betrachten wir zuerst genauer, was einen degenerierten Basisvektor auszeichnet.
Jeder Vektor x € R" wird durch n linear unabhéngige Gleichungen eindeutig bestimmt; dies
gilt insbesondere fiir jeden Basisvektor. Fiir einen nichtdegenerierten Basisvektor kann man
diese Gleichungen eindeutig zerlegen in m Gleichungen Agxp = b und n — m Gleichungen
xn = 0. (Geometrisch bedeutet dies, dass die Ecke {x} Schnitt von genau n Facetten ist,
von denen n — m Basisfldchen des positiven Orthanten {x > 0} sind.) Ein degenerierter
Basisvektor x erfiillt immer noch Agxg = b und x5 = 0, jedoch ist zusatzlich x; = 0 fir
(mindestens) ein i € B. Damit erfiillt x die n + 1 Gleichungen Agxg = b, xp = 0 und x; = 0;
x ist also tiberbestimmt. (Geometrisch: Die Ecke {x} ist Schnitt von mehr als n Facetten.)
Jede Wahl von n dieser Gleichungen ist also eine unterschiedliche Beschreibung desselben
Basisvektors (wobei man den Fall, dass x; = 0 als Gleichung in Agxp = b auftaucht, vom
Fall x; = 0 wegen Gleichheit in x > 0 unterscheiden muss).

Was bedeutet das fir das Simplex-Verfahren? In Schritt 7 bestimmen wir das minimale t, so
dass eine der neuen Basisvariablen z; = 0 mit i € B erfiillt (nur so konnen wir garantieren,
dass nicht mehrere Indizes die Basis verlassen). Da aber bereits eine alte Basisvariable x; = 0
mit i € B erfiillt, passiert gar nichts — der Basisvektor andert sich also nicht. Allerdings
hat sich die Basis gedndert (denn s wird aus der alten Basis gew#hlt, die » noch nicht
enthélt, und damit ist garantiert r # s). Insbesondere hat der storende Index i in jedem
Fall die Basis verlassen. Die Karten sind also neu gemischt, und es ist moglich, dass in
der nichsten Iteration die degenierte Ecke verlassen wird (wenn in der neuen Basis kein
Index i mit x; = 0 mehr enthalten ist). Allerdings ist es genauso moglich, dass der gerade
entfernte Index als r wieder hinzugenommen wird — und das Spiel geht von vorne los.
Da das Simplex-Verfahren deterministisch ist, wird es sich bei gleicher Ausgangsituation
wieder gleich verhalten, und der Algorithmus gerét in einen Zyklus, in dem sich fiir den
gleichen Basisvektor zwei oder mehr unterscheidliche Basen abwechseln. Wir miissen also
verhindern, dass sich die Wahl von (r, s) wiederholen kann.

Eine Moglichkeit ist, » und s jeweils nach der Kleinster-Index-Regel auszuwihlen; dies
wird als Regel von Bland bezeichnet. Fiir diese Regel kann man beweisen, dass das Simplex-
Verfahren in jedem Fall terminiert.

Satz 14.9. Unter Beriicksichtigung der Regel von Bland terminiert Algorithmus 14.1 nach
endlich vielen Schritten.

Beweis. Wir nehmen an, dass in Algorithmus 14.1 ein Zyklus auftritt; es gibt also eine

Folge von Iterierten x* = x**! = ... = x**P mit zugehorigen Basen B, ..., BX*? fiir die gilt
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BX*P = B* und BX*! # BF fiir 1 < I < p. Sei r der grofite Index, der wihrend dieses Zyklus
in die Basis aufgenommen wird. Um unnétige Notation zu vermeiden, bezeichnen wir
die in diesem Schritt auftauchenden Grofien einfach mit x, B, y, u, w, etc. Da r nach der
Kleinste-Index-Regel gewahlt wurde, gilt dann u, < 0 und u; > 0 fiir alle j € N mit j < r.
Da es sich um einen Zyklus handelt, muss r die Basis irgendwann wieder zugunsten eines
neuen Index verlassen. Die Grolen in diesem Schritt bezeichnen wir mit B, y’, v/, w’, etc.
(beachte, dass dann nach Annahme gilt x” = x). Insbesondere ist s’ = r und

’ . xl xs’
= mmn —=—f=
ieB’,wlf>0 Wi Ws’

(denn sonst wire t' > 0 und wir wiirden den Zyklus verlassen); es gilt also xy = 0. Da auch
s’ nach der Kleinste-Index-Regel gewahlt wurde, muss w; < 0 oder x; > 0 fiir alle i € B’
mit i < s’ gelten. Weiterhin gilt deshalb fiir

1 es gibt kein i < s mit w] > 0,

. Xi
min —,  sonst,
iEB’,wlf>0,i<s/ Wi

dasst” > t' = 0 (sonst ware s’ nicht der kleinste Index, fiir den das Minimum ¢’ angenommen
wird). Sei nun r* € N’ mit ), < 0 derjenige Index, der neu in die Basis aufgenommen wird.
Wir definieren dann z € R" durch

xi—t'w] i€bB,
zi =9t"” i=r,
0 sonst.

Dann ist z» > O und z; > 0 fiir alle i € B’ mit i < s’, da entweder w; < 0 oder t” nach
Konstruktion klein genug ist. Weiter gilt

Az = Z(x,- —t"w))a; + t"a,

iep’
144 4
= E xia; —t E w;a; — ay
iep’ iep’

= Ap'xp — t”(AB/WI/B, —ay)

= b,
da B’ Basis zu x ist und die Klammer nach Konstruktion von wy, in Schritt 7 gleich Null ist.
Analog zur Herleitung von (14.6) (wofiir die Bedingung z > 0 nicht verwendet wurde)
erhalten wir daraus sowohl fir das Paar (x, B) als auch fiir (x, B")

(14.10) cTz—c'x =ulzy = (uy) 2w

Wir untersuchen nun die einzelnen Summanden in u]{[zN = 2l jen u;jz; auf ihr Vorzeichen

und machen dabei eine Fallunterscheidung nach j € N.
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14 DAS SIMPLEX-VERFAHREN

1. Fall: j = r: Dann ist u, < 0 nach Wahl von r, und wegen r = s’ € B’ und w, > 0 sowie
xy =0 gilt
zr=x—t"w,=0-t"w, <0

und daher u,z, > 0.

2. Fall: j < r:Dar nach der Kleinste-Index-Regel gewéhlt wurde, ist u; > 0. Aulerdem gilt
nach Definition z; > 0 (trivialerweise fiir j € N’ und nach Bemerkung oben sonst)
und damit u;z; > 0.

3. Fall: j > r: Da r nach Annahme der grofite Index ist, der wahrend des Zyklus aus der
Nichtbasis in die Basis genommen wurde, gilt j € N’. Insbesondere gilt ' < r < j
und damit z; = 0.

T

Zusammen erhalten wir Uy

zn > 0.

Fir die zweite Summe erhalten wir aber sofort aus der Definition von z, dass

() 2y = Z wizj=u,t" <0
JEN’

gilt, dau;, < 0 nach Wahl von " und t” > 0 nach Konstruktion gilt. Damit haben wir einen
Widerspruch, und es kann daher kein Zyklus auftreten. O

Wihlt man s nach der lexikographischen Regel, konnen unabhéngig von der Wahlregel fiir
r ebenfalls keine Zyklen auftreten. Diese Regel entspricht der Stérung der rechten Seite b
durch ein geeignetes n € R™, 0 < n < 1, so dass der gestorte Polyeder P=(A, b + 1) keine
degenerierten Ecken enthalt; siehe [Gritzmann 2014, Kapitel 5.4].?

*In der Praxis treten Zyklen selten auf; man kann das Rechnen mit endlicher Genauigkeit als solch eine
kleine Storung auffassen — da man Zahlen nur bis auf Maschinengenauigkeit vergleichen kann, wird
in der Regel nie ein x; exakt gleich Null sein. Trotzdem muss man in Programmen diese Moglichkeit
natiirlich beriicksichtigen.
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15 DAS DUALE SIMPLEX-VERFAHREN

Das Simplex-Verfahren liefert gleichzeitig eine primale Losung x und eine duale Losung
y, indem so lange eine Folge zulédssiger Vektoren x und dazugehériger komplementérer
Vektoren y := (AE)‘ch erzeugt wird, bis y auch dual zuldssig (d. h. uy = cy — Aﬁ y = 0)
ist. Im dualen Simplex-Verfahren geht man umgekehrt vor: man halt y dual zuldssig und
komplementar zu x, und versucht Zuldssigkeit von x zu erreichen. Eine Moglichkeit dafiir
ist die Anwendung von Algorithmus 14.1 auf das duale Problem (D), das wir dafiir in
Normalform transformieren miissen. Durch Einfithren der Schlupfvariablen z > 0 erhalten
wir
bT
. U

(D-) mit ATy +z=c¢

z20.

Wir nehmen wieder an, dass A vollen Zeilenrang hat, d. h. rang(A) = rang(AT) =m < n.
Um das Simplex-Verfahren auf (D-) anzuwenden, fithren wir D = (A, I) € R™ (") ein
Ein Basisvektor (y, z) hat als Basis also eine Teilmenge H C {1,...,m+ n} mit |H| = n; die
entsprechende Nichtbasis bezeichnen wir mit M. Da die Variablen y € R™ keine Vorzei-
chenbedingungen erfiillen miissen, konnen sie nur durch Gleichheitsnebenbedingungen
festgelegt werden. Existiert also ein optimaler Basisvektor (3, Z), so muss in der dazu-
gehérigen Basis H die Menge {1,..., m} enthalten sei; ansonsten wire zumindest ein y;
frei wihlbar und damit b7 y unbeschrinkt. Wir schrinken daher unsere Suche nach einer
Losung auf die entsprechenden Ecken ein. Es kommen also noch n — m > 0 Variablen aus
z € R" fir die Basis in Frage. Wir bezeichnen die entsprechenden Indizes aus {1, ..., n}
mit N und setzen B := {1,...,n} \ N, und erhalten damit die Basismatrix Dy = (AT, Iy)
und die Nichtbasismatrix Dj; = Ig. Die dualen Nichtbasisvariablen sind also genau die z3.

(Der Grund fiir diese vom primalen Simplex-Verfahren abweichende Notation wird spater
klar.)

Ein Basisvektor (y, z) mit zugehoriger Basis H ist genau dann zulissig, wenn ATy +z = ¢
und z > 0 gilt. Die Gleichung kénnen wir nun zerlegen in Zeilen i € B und Zeilen i € N:

A£y+zB:cB, A§y+zN:cN.

Fiir die Nichtbasisvariablen gilt nun nach Definition zg = 0. Weiter gilt, dass die Spalten
von Dy linear unabhingig sind; damit sind es insbesondere die Spalten von AT und auch
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15 DAS DUALE SIMPLEX-VERFAHREN

von AE. Also sind die Zeilen von Ag € R™ ™ linear unabhingig und damit Ap regular. Der
Vektor y ist daher eindeutig als Losung von Ag y = cp bestimmt. Einsetzen in die zweite
Gleichung liefert dann zy = cy — A}, y. Der Basisvektor (y, z) ist also genau dann zuléssig
fir (D-), wenn zy > 0 gilt.

Haben wir einen zuléssigen Basisvektor (y, z) gegeben, konnen wir Algorithmus 14.1 auf
Problem (D-) anwenden. Dabei wollen wir wegen n > m vermeiden, mit der kiinstlich
erweiterten Matrix D und der zugehorigen Basis H zu operieren. Wir betrachten dafiir der
Reihe nach die Schritte in Algorithmus 14.1:

Schritt 3: Lose D;Ix = (b,0)T fir x € R™. Nach Einsetzen von Dy = (AT, Iy) ist dies
aquivalent zu Ax = b und xy = 0, womit sich die erste Gleichung vereinfacht zu
ABXB =b.

Schritt 4: Setze uy = (b, O)]L - D}Ax. Da y stets zu den dualen Basisvariablen gehort, ist
(b,0)p = 05 = 0, und damit muss nur ug = —Igx = —xp betrachtet werden.

Schritt 5: Gilt ug < 0 (im dualen Problem wird ja maximiert), so ist xg > 0 und mit der
Wahl xy = 0 daher x zuldssig. Wegen AIE y = cp sind auch die Komplementaritatsbe-
dingungen erfiillt, und damit ist x Losung von (P) und y Lésung von (D).

Schritt 6: Andernfalls wihle ein r € B mit xg < 0. Der Index r tritt also in die duale Basis
N ein (und verlasst damit die primale Basis B). Beachte, dass der entsprechende Index
in M dann m + r ist.

Schritt 7: Lose Dywy = dy4r = e, fiir den Einheitsvektor e, € R". Mit w = (p, q)T ist
wg = (p,qn). Weiter gilt Dy = (AT,Iy), und wegen r ¢ N kann die Gleichung

zerlegt werden in
Ag 0 P — [er]B
Ay I)\gn 0 )

Die erste Gleichung ergibt Agp = [e;] 5, und Einsetzen in die zweite gy = —Aijp.

Schritt 8: Uberpriife, ob wy < 0 gilt. Da wir stets alle Variablen in y in der dualen Basis
halten wollen, kommt fiir den Basistausch nur ein Index aus N in Frage. Wir miissen
also lediglich gy < 0 Giberpriifen. Ist dies der Fall, ist das duale Problem unbeschrankt
(und damit das primale Problem nach Folgerung 12.5 (ii) nicht zulassig).

Schritt 9: Wahle t = minjep ;>0 (ny)’ Wegen der Beschrankung auf die Variable z redu-
ziert sich die Wahl auf
. Zj Zs
I= mmn —=—.
iGN,qi>0 ql qS
Der Index s verlasst also die duale Basis N und tritt damit in die primale Basis B ein;

der entsprechende Index in H ist m +s.
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Schritt 10: Setze (y,2)g = (y,2)g —twy, (1, 2)mer =t,und H=(HU {m+r}) \ {m+s}.
Nach Festlegung von H bedeutet dies

y=y-tp, av=zn-iqn,  zZ =t N=(NU{r})\{s}h

Damit erhalten wir das duale Simplex-Verfahren in Algorithmus 15.1. Verwendet man zur
Wahl von r und s die Regel von Bland, folgt aus Satz 14.5 und den obigen Uberlegungen zu
den Abbruchbedingungen die Korrektheit des Verfahrens.

Algorithmus 15.1 : Duales Simplex-Verfahren
Input: A € R™" b e R™ ¢ e R",
Basisvektor x € R" (evtl. unzuléssig) mit primaler Basis B, Nichtbasis N,
dualen Basisvektor (y, z) € R™ x R" mit Agy =cgund zy :=cy — AJTVy >0,
ZB = 0
Output : Primal-duales Paar (%, y) oder Information ,primales Problem unzulassig”
while nicht fertig do
Bestimme primale Basis B, Matrizen Ap, Ay
Lose Agxg = b
if xg > 0 then return (x, y) mit xy =0 // x,y optimal
Waihle r € Bmit x, < 0
Lose AITgp = [e,;]p und setze gy = —Agp
if gy < 0 then return nicht 16sbar // Problem unzulédssig
. . Zj Zs
Wiahlet = min — = —
I€EN,qi>0 q; qs
Setze zy = zny — tqN
zZr =1
y=y-—tp
N=(NU{rH \{s}

Der Vorteil des dualen Simplex-Verfahren gegeniiber der primalen Variante ist, dass es
einfacher sein kann, einen dual zuldssigen Basisvektor zu finden als einen primal zulassigen.
Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn zu einem bereits gelosten Problem neue Restrik-
tionen hinzugefiigt werden: Angenommen, wir haben fiir das Problem (P) mit Hilfe des
(primalen oder dualen) Simplex-Verfahrens einen optimalen Basisvektor x € R" mit Basis
B und zugehoriger dualer Losung y € R™ gefunden, und werden mit dem modifizierten
Problem

min ¢’ x

xeR”
mit Ax = b,
x>0,

alx < B,

(15.1)
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15 DAS DUALE SIMPLEX-VERFAHREN

fir a € R" und f € R konfrontiert. Einfithren einer Schlupfvariablen ¢ € R transformiert
dieses Problem in die Normalform

min (¢')Tx’

x'ER"H
(P+) mit A'x’ = Y,
x>0
mit
;% , _|c , _[A 0 , (b
S 1 T O O L ]
Dann ist

x' = (ﬁ _xaTx)

ein (moglicherweise degenerierter) Basisvektor zu (P,) mit Indexmenge B’ = BU {n + 1},
denn fur Ag invertierbar ist auch

mit Zy = cN — AJT\])‘/ und zp = 0, denn wegen (n +1) € B’ und der Zulassigkeit von (7§, z)
gilt z;\], =2Zn 20, 2, = (2B, 0)T = 0 sowie

r= (8 )0)-(9)-2) -

Ist nun a' x < f, so ist x zuldssig fir (15.1) und damit optimal (denn durch die zuséatzliche
Restriktion kann der minimale Funktionswert nur grosser werden). Ansonsten ist x” ein
Basisvektor fiir (P,), und man stellt mit einem oder mehreren Schritten des dualen Simplex-
verfahrens, ausgehend von N’ := {1,...,n+ 1} \ B und (y/,2), die primale Zulassigkeit
und damit die Optimalitit von x” her.

T

Ahnlich geht man bei Anderungen der rechten Seite vor: Angenommen, X ist ein optimaler
Basisvektor fiir (P) mit Basis B, und in (P) wird b durch ein b’ ersetzt. Gilt x7, := A;b’ >0,
so ist x" mit x}; = 0 zuldssig. Da b nicht in die Charakterisierung der dualen Zulassigkeit
eingeht und sich die Basis nicht gedndert hat, bleibt y zuldssig und komplementér zu x’;
damit ist x” eine Losung des modifizierten Problems. Ansonsten hat man einen zulédssigen
dualen Basisvektor y und kann mit dem dualen Simplex-Verfahren die primale Zulassigkeit
von x’ erreichen.
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Die Grundidee des (primalen oder dualen) Simplex-Verfahrens ist, solange von Ecke zu
Ecke des (primalen oder dualen) Zuléssigkeitsbereiches zu springen, bis die Komplemen-
taritatsbedingungen erfiillt sind und daher ein primal-duales Paar optimaler Losungen
gefunden ist. Nun kann man fiir jede Index-Wahl-Regel ein lineares Optimierungsproblem
konstruieren — z. B. den sogenannten ,Klee-Minty-Wiirfel” — fiir den das entsprechende
Simplex-Verfahren jede Ecke des zuldssigen Polyeders absuchen muss, bevor das Optimum
erreicht wird. Primal-duale Verfahren suchen dagegen fiir einen gegebenen (iiblicher-
weise dual) zuldssigen Vektor (der kein Basisvektor sein muss!) direkt einen zulassigen
komplementéren Vektor, der dann natiirlich mit dem gegebenen Vektor ein primal-duales
Losungspaar ergibt. Existiert kein solcher Vektor, so wird der urspriingliche Vektor geeignet
modifiziert und das Verfahren wiederholt.

Wir betrachten wieder das primale Problem in Normalform

min ¢’x
xeRn
(P) mit Ax =b
x>0
mit zugehorigem dualen Problem
max by
(D) yeR?
mit AT y<c
und Komplementarititsbedingungen
(16.1) xj(cj — [ATy]j) =0 furalle j=1,...,n.

Wir nehmen wieder an, dass A € R™" vollen Rang hat und — ohne Einschrankung - dass
b > 0 gilt.

Sei nun y € R™ ein dual zulassiger Vektor und bezeichne mit

J={je . ny:[ATyl; =}
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16 DAS PRIMAL-DUALE SIMPLEX-VERFAHREN

die in y aktive Menge der Ungleichungen. (Da J keine Basis sein muss, ist weder |J| = m
noch Regularitit von A; gefordert!) Existiert nun ein x € P=(A, b) mit x; = 0 fir alle j ¢ J,
so sind die Komplementaritatsbedingungen (16.1) erfiillt und damit x Losung von (P) und y
Losung von (D). Fixieren wir x; = 0 fiir j ¢ ], miissen wir ein xj € RV! finden mit

Ajxy = b, x; = 0.

Wir gehen dafiir analog zur Phase I im Simplex-Verfahren vor, indem wir das reduzierte
primale Problem
min 17z
X,z
(P]) mitA]x]+z=b
x; =20
220

betrachten. Dieses Problem ist zuldssig, da wegen b > 0 zum Beispiel (x;,z) = (0, ) ein
zuldssiger Vektor ist. Die Zielfunktion ist wegen z > 0 auflerdem nach unten durch 0
beschrinkt, so dass (P;) eine Losung (%7, Z) mit Optimalwert ji := 17z = |z|; hat. Ist i = 0,
so gilt daher Z = 0 und damit A;x; = b, d.h. X; > 0 ist unser gesuchter Vektor und (X, y)
mit X; = 0 fiir j ¢ J ist ein primal-duales Losungspaar.

Ist dagegen ji > 0, so existiert kein x; mit den gesuchten Eigenschaften, und y kann nicht
zu einem primal-dualen Paar ergénzt werden, d.h. y kann keine Losung von (D) sein.
Wir suchen daher einen neuen zulissigen Vektor y’ mit b7y’ > by, wofiir wir wie im
Simplexverfahren den Ansatz y’ = y + tu mit t > 0 und u € R™ geeignet machen. Da aber
y’ nun kein Basisvektor sein muss, konnen wir dabei aggressiver vorgehen: Wir suchen ¢
und u so, dass b7y’ = b’ y + tbTu maximal ist unter der Nebenbedingung

ATy = ATy +tATu < c.
Die Richtung u berechnen wir dafiir als Losung des reduzierten dualen Problems
max b'u

ueRm

(Dy) mit Afu <0

u<l

Dies ist gerade das duale Problem zu (P). Da letzteres 16sbar ist, hat (D) nach Satz 12.4
ebenfalls eine Losung & mit b7 = 17z = 7 > 0. Daher gilt fiir alle t > 0

by =bTy+tbTa=bTy+ta>bly.

Nun missen wir durch geeignete Wahl der Schrittlange t noch erreichen, dass y + tu
zulissig ist. Ist [ATa]; < 0 fiir alle j ¢ J (fiir aktive Indizes j € J folgt dies bereits aus der
Zulassigkeit von @), so gilt dies fiir jede Wahl von t > 0; wegen bTy’ = by +tji — oo
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fir t — co muss dann aber (D) unbeschrankt und daher (P) unzuléssig sein. Ansonsten
existiert

ci— [ATy];
(16.2) t=  min %
jerLlATal >0 [Aldl;

5

fiir das nach Konstruktion y’ = y + ti zulassig ist. Insbesondere gilt fiir jeden Index j, fiir
den das Minimum angenommen wird, [AT ¥'lj = ¢j; diese Indizes tauchen also garantiert
in der neuen aktiven Menge auf.

Damit ist unser primal-duales Verfahren im Prinzip schon vollstiandig spezifiziert; fiir die
gleichzeitige Losung der beiden reduzierten Hilfsprobleme bietet sich natiirlich das (primale
oder duale) Simplex-Verfahren an.

Algorithmus 16.1 : Primal-Duales-Simplex-Verfahren
Input: A € R™" b € R™, ¢ € R", zulassiger Vektor y € P(AT ¢)
Output : Primal-duales Paar (%, y) oder Information ,primales Problem unzuléssig”
while nicht fertig do
Bestimme aktive Menge J := {j e{1,...,n}: [ATy]j = cj}
Bestimme Losung (x;, z) von (P;) und Losung u von (D) mit Simplex-Verfahren
if bTu = 0 then return (x, y) (mit xj=0firj¢]J)
else if [ATu] j <0 fiiralle j ¢ ] then return Problem unzuldssig
T

Wihlet =  min &

jelaTal >0 [Alul;
Setze y = y+tu

Fir den dual zuldssigen Startvektor kann man im Fall ¢ > 0 den Vektor y = 0 wéhlen;

ansonsten 10st man wie in Abschnitt 14.2 ein geeignet konstruiertes Hilfsproblem.

Als Startvektor fiir das reduzierte Problem in Schritt 3 kann man in der ersten Iteration
wegen b > 0 den Basisvektor (x7,z) = (0,b) mit Basis {|J| +1,..., |J| + m} wahlen. Fiir
die folgenden Iterationen ist aber eine giinstigere Wahl méoglich: der optimale Basisvektor
(x}“k, zF) mit Basis B in Iteration k ist bereits ein zuléssiger Basisvektor fiir Iteration k + 1.
Ist namlich j € J* mit xj.‘ > 0 (sonst ist x eine degenerierte Ecke, und Basiskomponenten
mit x;.‘ = 0 miissen ausgetauscht werden), so folgt aus der Komplementaritét der reduzierten
Probleme [ATu]; = 0 und damit

[AT Y15 = [ATYM]; + t[ATu]; = [ATYF]; = ¢,
: k+1 : k+1 _ k£ s k k+1 _ s k+1 k :
dh je] .Setzenwuralsoxj = X; furj e J undxj =0 fir j € J*'\ J*, soist

(x}‘,:fl, P ) zulassig fir das reduzierte Problem in Iteration k + 1 und BF weiterhin eine Basis,

da sich die Gleichungs-Nebenbedingungen nicht dndern.
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16 DAS PRIMAL-DUALE SIMPLEX-VERFAHREN

Allerdings ist dies kein optimaler Basisvektor fiir J k+1 da fiir den Index s ¢ ] k fiir den
das Minimum in (16.2) angenommen wird, [ATu]; > 0 gilt; analog zur Herleitung vom
Simplexverfahren kann man nun zeigen, dass durch Hinzunahme von s in die Basis B die
Kostenfunktion strikt reduziert wird. Die optimale Basis B**! ist also sicher nicht gleich B*.
Da es nur endlich viele verschiedene Basen gibt, muss (bei Vermeidung von Zyklen, z. B.
durch Wahl von s durch lexikographische Regel) das primal-duale Simplex-Verfahren nach
endlich vielen Schritten terminieren.
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