NICHTLINEARE OPTIMIERUNG

VORLESUNGSSKRIPT, WINTERSEMESTER 2018/19

Christian Clason

Stand vom 1. Marz 2019

Fakultat fiir Mathematik
Universitat Duisburg-Essen



INHALTSVERZEICHNIS

10

GRUNDLAGEN
GRUNDLAGEN DER LINEAREN ALGEBRA UND ANALYSIS

GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND EXISTENZ 11

OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN
OPTIMALITATSBEDINGUNGEN 15
ABSTIEGSVERFAHREN 18

SCHRITTWEITENREGELN 21
5.1  Armijo-Regel 21
5.2 Powell-Wolfe-Regel 23

DAS GRADIENTENVERFAHREN 27
NEWTON-ARTIGE VERFAHREN 32

NEWTON-VERFAHREN 42

8.1 Lokales Newton-Verfahren 42

8.2 Globalisiertes Newton-Verfahren 43
8.3 Inexakte Newton-Verfahren 49

QUASI-NEWTON-VERFAHREN 53
9.1 Quasi-Newton-Updates 54
9.2 Lokale Konvergenz 57

9.3 Globale Konvergenz 62

TRUST-REGION-VERFAHREN 64
10.1 Das Trust-Region-Newton-Verfahren 65
10.2 Zur Berechnung des Trust-Region-Schrittes

4

72



INHALTSVERZEICHNIS

11

12

OPTIMIERUNG MIT NEBENBEDINGUNGEN

OPTIMALITATSBEDINGUNGEN 78

1.1 Tangentialkegel 78

1.2 Regularitatsbedingungen 8o
1.3 Die KKT-Bedingungen 88
1.4 Hinreichende Bedingungen o1

STRAF- UND BARRIEREVERFAHREN 94
12.1  Quadratische Strafverfahren 94
12.2 Exakte Strafverfahren 99

12.3 Barriereverfahren 101

ii



UBERBLICK

Die mathematische Optimierung beschaftigt sich mit der Aufgabe, Minima bzw. Maxima
von Funktionen zu bestimmen. Konkret seien eine Menge X, eine (nicht notwendigerweise
echte) Teilmenge U C X und eine Funktion f : X — R gegeben. Gesucht ist ein x € U
mit

f(x) < f(x) furallex e U,

geschrieben

f(&) = min f(x).

Die Fragen, die wir uns dabei stellen miissen, sind:
1. Hat dieses Problem eine Losung?

2. Gibt es eine intrinsische Charakterisierung von x, d. h. ohne Vergleich mit allen
anderen x € U?

3. Wie kann dieses x (effizient) berechnet werden?
Aus der Vielzahl der méglichen Beispiele sollen nur kurz folgende erwahnt werden:

(i) In Transport- und Produktionsproblemen sollen Kosten fiir Transport minimiert bzw.
Gewinn aus Produktion maximiert werden. Dabei beschreibt x € R" die Menge der
zu transportierenden bzw. produzierenden verschiedenen Giiter und f(x) die dafiir
notigen Kosten bzw. aus dem Verkauf erzielten Gewinne. Die Nebenbedingung x € U
beschreibt dabei, dass ein Mindestbedarf gedeckt werden muss bzw. nur endlich viele
Rohstoffe zur Produktion zur Verfiigung stehen.

(ii) In inversen Problemen sucht man einen Parameter u (zum Beispiel Rontgenabsorption
von Gewebe in der Computertomographie), hat aber nur eine (gestorte) Messung
y® zur Verfiigung. Ist ein Modell bekannt, das fiir gegebenen Parameter u die ent-
sprechende Messung y = Ku liefert, so kann man den unbekannten Parameter
naherungsweise rekonstruieren, indem man das Problem

min ||Ku — y°||? dx + a||ul|?
ueU

fir geeignet gewahlte Normen und a > 0 16st. Die Menge U kann dabei bekannte
Einschrankungen an den Parameter (z. B. Positivitat) beschreiben.
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(iii) In der optimalen Steuerung ist man zum Beispiel daran interessiert, ein Auto oder

eine Raumsonde moglichst effizient von einem Punkt x zu einem anderen Punkt x;
zu steuern. Beschreibt x(t) € R® die Position zum Zeitpunkt ¢ € [0, T], so gehorcht
x(t) der Differenzialgleichung

{x’(t) = f(t, x(t), u(t)),
(1)

x(0) = xo,

wobei u(t) die Rolle der Steuerung spielt. Will man dabei den Treibstoffverbrauch
(der proportional zu |u(t)| ist) minimieren, fithrt das auf das Problem

T
(m%nU‘/ lu(t)] mit U = {(x,u) : (1) ist erfullt und x(T) = x} .
X,U)e )

In dieser Vorlesung behandeln wir nichtlineare Optimierungsprobleme, in denen f : R" —
R differenzierbar ist und U durch (differenzierbare) Gleichungen und Ungleichungen
beschrieben werden kann. In diesem Fall ist die Antwort auf die Frage nach der Existenz
relativ einfach zu beantworten; uns werden daher vor allem die beiden restlichen Fragen
beschiftigen. Dabei wird das Konzept der Abstiegsrichtung in beiden Fallen fundamental
sein: Grob gesprochen befinden wir uns in einem Minimum, falls keine Abstiegsrichtung
existiert; ansonsten wahlen wir eine und folgen ihr einen Schritt weit. Wie genau diese
Richtungen und die Schrittlange zu wiahlen sind, und was im Falle von U # R" zu beachten
ist, ist der Inhalt dieser Vorlesung.
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1 GRUNDLAGEN DER LINEAREN ALGEBRA UND
ANALYSIS

In diesem Kapitel stellen wir zunédchst die wesentlichen Begriffe und Resultate aus der
linearen Algebra und der Analysis im R" zusammen, die in dieser Vorlesung benétigt
werden.

VEKTOREN, NORMEN, MATRIZEN

Vektoren im R” sind stets Spaltenvektoren; der zu x € R" zugehorige Zeilenvektor wird
mit xT bezeichnet. Fiir die Komponenten eines Vektors (beziiglich der Standardbasis aus
Einheitsvektoren, die wir mit e; bezeichnen) verwenden wir Indizes:

x = (xl,...,x,,)T e R".

Das Produkt aus Zeilen- und Spaltenvektoren ist das Skalarprodukt im R": Fiir x, y € R"
ist xTy := 3" | x;y;. Fiir die Norm verwenden wir zumeist die Euklidische Vektornorm:

n 1/2
lxll = lIx]lz = ﬂk:(E]ﬁ) :

i=1

Diese wird vom Skalarprodukt induziert und gehorcht daher der Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung: Fiir alle x, y € R" ist xTy < ||x||||y||. In endlichdimensionalen Vektorraumen
sind alle Normen dquivalent: Ist || - || eine weitere Norm, so existieren Konstanten c;, ¢, > 0
mit

cllxl] < x|« < ealx]| fur alle x € R".

Die durch die Norm beschriebene offene Kugel um x mit Radius ¢ bezeichnen wir mit
Bu(x) = {y € R": [lx = yll < ¢}

Durch die Norm wird ein Konvergenzbegriff vermittelt: Eine Folge {xk teen € R™ konver-
giert gegen x € R", geschrieben x* — x, falls gilt ||x* — x|| — 0 (im Sinne der Konvergenz
reeller Zahlenfolgen). Da R" endlichdimensional ist, ist das dann und nur dann der Fall,

wenn xlk — x; firalle1 <i < ngilt.
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Fur Matrizen A = (a;j);; € R™" verwenden wir die induzierte Norm

JAIl = max [l 4],

Il

fir die ||Ax|| < ||Al|]|x]| fur alle x € R" gilt.

Eine Matrix ist symmetrisch, wenn AT := (a;;);; = A (und damit zwingend m = n) gilt;
positiv definit, wenn gilt

xTAx > 0 fur alle x € R™ \ {0};
und gleichmdfig positiv definit, wenn ein p > 0 existiert mit

xT Ax > p||x]|? fur alle x € R".

Eine symmetrische Matrix ist positiv definit genau dann, wenn alle ihre Eigenwerte 4; <
-+ < Ay (strikt) positiv sind; in diesem Fall gilt nach dem Satz von Courant-Fischer'

(1.1) MxTx < xTAx < AxTx fur alle x € R".

Eine symmetrische Matrix ist also positiv definit genau dann, wenn sie gleichmafig positiv
definit ist! SchlieBlich halten wir noch fest, dass eine symmetrische und positiv definite
Matrix stets invertierbar ist, und dass gilt

Al = An NIATH = A7

ABLEITUNGEN IM R"

Eine Funktion F : R" — R™ x > (Fy(x), . .., Fn(x))T, heift stetig in x, wenn F(x*) — F(x)
fiir alle konvergenten Folgen {x*}reny € R” gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn alle
Komponenten F; : R" — R, 1 < i < m, stetig sind. Die Funktion F heif3t Lipschitz-stetig,
wenn es eine Lipschitz-Konstante L > 0 gibt mit

|IF(x") = F(x*)|| < L||x - y|| fur alle x!, x* € R".
(Stetig aber nicht Lipschitz-stetig ist zum Beispiel f : R — R, x — +4/|x|.) Gilt dies nur fiir
alle x', x* € B.(x) fiir ein x € R" und ¢ > 0, so heif3t F lokal Lipschitz-stetig in x.

Eine Funktion F : R" — R™ heif3t (Fréchet-)differenzierbar in x, wenn es eine lineare
Abbildung F'(x) : R* — R™ gibt mit

[F(x +h) = FGx) = F'Ooll _

im 0.
Il =0 Al

'siehe z. B.[Hanke-Bourgeois 2009, Satz 23.4]
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In diesem Fall nennt man F’(x) die Jacobi-Matrix von F (in x). Die Eintrége der Jacobi-Matrix
bestehen aus den partiellen Ableitungen, d.h.

0F;(x)
an

) c Rmxn’ aFi(x) = lim Fi(x + tej) - Fi(x).
i,j

0x; 50 t

Flx) = (

Tatsachlich werden wir 6fter mit der transponierten Jacobi-Matrix arbeiten, weshalb wir
ihr einen eigenen Namen geben: VF(x) := F'(x)! € R™™, Ist die Abbildung x — VF(x)
stetig, so heifSt F stetig differenzierbar.

Speziell fiir den Fall m = 1 erhalten wir damit fiir f : R” — R den Gradient

af(x)  af(x)\"
ox; 7 Ox,

Vi(x) = € R".

(Der Gradient ist also im Gegensatz zur Ableitung f’(x) ebenfalls ein Spaltenvektor!) Fiir
einen gegebenen Vektor d € R (mit ||d|| = 1) gibt Vf(x)'d die Steigung von f in x in
Richtung d an; es handelt sich also um eine Richtungsableitung, die wir auch berechnen

konnen tuiber
£+ td) - fx)
t

V/(x)Td = lim

Sind alle partiellen Ableitungen stetig differenzierbar, so heifit f zweimal stetig differen-
zierbar; in diesem Fall bezeichnet

0’ f(x)
Bx,ﬁxj

Vif(x) = ( ) e R™"
i,j

die Hesse-Matrix von f. Diese ist wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitungen nach dem
Satz von Schwarz symmetrisch.

Ein Kern-Resultat in der mehrdimensionalen Analysis ist die Taylor-Entwicklung. Wir
werden ihn in Gestalt der folgenden Spezialfille benétigen, die man als Mittelwertsdtze
bezeichnen kann.

Satz 1.1 (Mittelwertsatz ). Seien f : R" — R stetig differenzierbar und x,y € R" gegeben.
Dann existiert ein &€ := y + 0(x — y) mit 0 € (0,1) und

fG) = f@)+ VO (x~y).

Satz 1.2 (Mittelwertsatz Il). Seien f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und x,y € R"
gegeben. Dann existiert ein & := y + 0(x — y) mit 0 € (0,1) und

£ = ) + T G = )+ 5= T FFE)x - ).
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Fir vektorwertige Funktionen F : R" — R™ gelten diese Mittelwertsatze nicht direkt
(die Schwierigkeit ist, fiir alle Kompenenten ein einheitliches 6 zu finden). Es gilt aber der
folgende Mittelwertsatz in Integralform (den wir zumeist auf F(x) = Vf(x) anwenden
werden).

Satz 1.3 (Mittelwertsatz ). Seien F : R"™ — R™ stetig differenzierbar und x, y € R" gegeben.
Dann gilt

1
F(x) = F(y) + /0 VF(y +600c = ) (x - y)do.

KONVEXE FUNKTIONEN

Von besonderer Bedeutung in der Optimierung sind konvexe Mengen und Funktionen. Zur
Erinnerung: Eine Menge X C R”" heif3t konvex, wenn fiir alle x, y, € X und alle A € (0, 1)
gilt Ax + (1 — A1)y € X. Anschaulich bedeutet dies, dass fiir je zwei Punkte in X auch ihre
Verbindungsstrecke in X liegt.

Sei nun X ¢ R" konvex. Dann heifit eine Funktion f : X — R

(i) konvex (auf X), wenn fir alle x, y € X und alle A € [0, 1] gilt
fAx + A =D)y) < Af(x) + (1= f ().
(ii) strikt konvex (auf X), wenn fiir alle x, y € X mit x # y und alle A € (0, 1) gilt

fAx + (1= Dy) <Af(x) + A= Df(y).

(iii) gleichmdfig konvex (auf X), wenn es ein Konvexitdtsmodul u > 0 gibt, so dass fiir
alle x,y € X und alle A € [0, 1] gilt

fQx + A= Dy) + pd(1 = Dllx = ylI* < Af(x) + (1= D ().

Anschaulich bedeutet dies, dass fiir eine konvexe Funktion kein Punkt einer Verbindungs-
strecke von zwei Punkten auf dem Graphen der Funktion unterhalb des Graphen liegt;
fur strikt konvexe Funktionen darf die Strecke dariiber hinaus nicht mit dem Graphen
zusammenfallen. Offensichtlich ist jede gleichmafig konvexe Funktion strikt konvex und
jede strikt konvexe Funktion konvex.

Zum Beispiel ist
(i) f:R — R, x — x, konvex aber nicht strikt konvex,
(ii) f:R —= R, x > €%, strikt konvex aber nicht gleichméafiig konvex,

() f:R->R xm— x2, gleichmaflig konvex,
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(iv) f:R — R, x > x*, strikt konvex aber nicht gleichmifig konvex.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen lédsst sich Konvexitat iiber den Gradienten charakte-
risieren.

Satz 1.4. Sei X C R" offen und konvex und sei f : X — R stetig differenzierbar. Dann ist

(i) f genau dann konvex, wenn fiir alle x,y € X gilt
VIO (x=y) < f(x) - f).
(ii) f genau dann strikt konvex, wenn fiir alle x, y € X mitx # y gilt

VI (x~y) < fx) = fy),

(iii) f genau dann gleichmdflig konvex, wenn ein u > 0 existiert so dass fiir alle x,y € X
gilt
V@) (x =) +pllx = ylI? < f(0) = f().

Beweis. Zu (i): Sei f konvex. Dann gilt fiir alle x, y € X und A € (0,1) nach Definition

[+ de— )= f0) W@+ A=DIDNZSO) _ i) g,

Grenziibergang A — 0 ergibt dann

AMx — —

Gilt umgekehrt diese Ungleichung, so folgt daraus mit x; := Ax+(1-A1)y und der produktiven
Null

Af(x) + Q=D f(y) = fx) = Af(x) = fG) + Q=D (y) = f(x2))
> AVFe) (x = x2) + (1= DV f () (v — x2)
= Vf(xA)T(/lx +(1-1)y-x3) =0.
Also ist f konvex.

Zu (ii): Sei f strikt konvex. Da beim Grenziibergang die strikte Ungleichung nicht erhalten
bleibt, miissen wir anders als fiir (i) vorgehen. Fiir x, y € X mitx # y setze z := %(x+y) eX
(denn X ist konvex). Da strikt konvexe Funktionen insbesondere konvex sind, konnen wir
(i) verwenden und erhalten

V) (x —y) =2V (z - y) < 2(f(2) - f()).

Aus der strikten Konvexitat folgt weiterhin f(z) < %( f(x)+ f(y)). Zusammen ergibt das

VIO (x=y) < f) + f) = 2f () = fF(0) = F).
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Die umgekehrte Richtung geht dagegen genau wie fiir (i), nur mit strikter Ungleichung.

Zu (iii): Sei f gleichméflig konvex. Wie fiir (i) verwenden wir die Charakterisierung der
Richtungsableitung und die Definition der gleichmafligen Konvexitat und schatzen ab

fly+Ax—-y) - f(y)
A

< iy F®+A=Df) - pAQ = Dllx - yI* - )
10 A

= f(x) - f(y) - pllx - ylI>.

Gilt umgekehrt diese Ungleichung, so gehen wir analog zu (i) vor mit xj := Ax+(1-1)y € X
(denn X ist konvex) und schatzen ab

M)+ (1= DF) = flx) = AFE) = Flx)) + (1= D) = f0)
> 2V G = 3+ pllx = )
+ (1= (V) 5 =) + uly - al?)

=V () (Ax + (1= Dy = x2)
+ p (Allx = xall* + (1= Dlly = xall?) -

V) (x-y) = lim

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet wieder; fur den zweiten verwenden wir

llx = xall = @ = A)lx = yll, ly = xall = Allx =yl
und erhalten

Af() + = Df () = flxn) 2 p (Allx = xl* + @ = Dlly = x201%)
= p(A1 = 1) + 22(1 = D)llx = yI*
= pA(t = llx = ylI%,
was zu zeigen war. |
Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, lasst sich die Konvexitat auch tiber die Hesse-
Matrix charakterisieren.

Satz 1.5. Sei X C R" offen und konvex und sei f : X — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann ist

(i) f genau dann konvex, wenn V? f(x) fiir alle x € X positiv semidefinit ist, d. h. wenn
gilt
d'Vif(x)d >0  firallex € X,d € R",
(ii) f strikt konvex, wenn V? f(x) fiir alle x € X positiv ist, d. h. wenn gilt

d'Vif(x)d >0  fiirallex € X,d € R"\ {0},
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(iii) f genau dann gleichmdfig konvex, wenn V2 f(x) fiir alle x € X gleichmdfig positiv
definit ist, d. h. wenn ein u > 0 existiert mit

d'V2f(x)d > p||d||>  firallex € X,d € R",

Beweis. Zu (i): Sei f konvex und seien x € X und d € R" beliebig. Da X offen ist, existiert
ein T > 0 mit x + td € X fur alle ¢t € (0, 7). Aus Satz 1.4 (i) erhalten wir nun zusammen mit
Satz 1.2 firy := x + td

0 < flx+td)~ fx) — tVf(x)d = ngVZf@t)d

mit & = (x + td) + O(x — (x + td)) = x + t(1 — 6;)d fir ein 6, € (0,1). Da (1—-6,) €
(0,1) gleichmafig beschrankt ist, konvergiert fir t — 0 also ¢, — x und damit, da f
zweimal stetig differenzierbar ist, auch V2 (&) — VZ?f(x). Division durch % > 0 und
Grenziibergang t — 0 ergibt daher die Aussage. Umgekehrt folgt aus Satz 1.2 zusammen
mit der positiven Semidefinitheit

fE) = f) =V (x-y)+ %(x — NV FENx—y) = V) (x - y)

und daher mit Satz 1.4 (i) die Konvexitat.

Analog zeigt man fir (ii) die strikte Konvexitat mit Satz 1.4 (ii) und strikter Ungleichung.
(Fir die andere Richtung geht das nicht, da die strikte Ungleichung beim Grenziibergang
nicht erhalten bleibt.)

Zu (iii): Sei f gleichméaflig konvex mit Konvexitatsmodul i > 0. Genau wie fiir (i) erhalt
man dann aus Satz 1.4 (iii)

0 < flx+td)~ f(x) = tVf(x)'d — plltd||* = ngsz(é)d - e fldll?,

und Division durch % > 0 und Grenziibergang t — 0 ergibt wieder die Aussage (mit
u = 2ji). Umgekehrt folgt aus Satz 1.2 zusammen mit der gleichméafligen Definitheit

fQ = f@) =V -y + %(x -V f(E)(x ~ y)

> V) (= y)+ Sl =yl

und daher mit Satz 1.4 (i) die gleichmaflige Konvexitat mit Modul fi :=

NI=

O

Im Fall n = 1 entsprechen diese Resultate der bekannten Tatsache, dass eine Funktion
genau dann (strikt) konvex ist, wenn ihre erste Ableitung (strikt) monoton wachsend bzw.
ihre zweite Ableitung (strikt) positiv ist. Beachte, dass die Bedingung in (ii) nur hinreichend
ist, was man sich am Beispiel f : R — R, x — x4, leicht iiberlegen kann.

10
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Wir beginnen mit einigen elementaren Definitionen. Sei im folgenden stets X ¢ R" eine
(nicht notwendigerweise echte) Teilmenge und f : X — R. Gesucht ist ein X € X mit

f(x) < f(x) firallex e X,

geschrieben

f(&) = min f(x).

Man nennt X zuldssige Menge und einen Punkt x € X zuldssigen Punkt; die Forderung
x € X wird Nebenbedingung genannt. Ist X = R", so spricht man auch von unrestringierter
Optimierung (d.h. ohne Nebenbedingungen), ansonsten von restringierter Optimierung (d. h.
mit Nebenbedingungen). Oft wird f als Zielfunktion bezeichnet. Der optimale Wert f(x)
wird als Minimum bezeichnet, x selber als Minimierer, geschrieben X = arg minycx f(x).
Analog spricht man von Maximum und Maximierer, wenn f(x) > f(x) fur alle x € X ist.
Da gilt
max f (x) = —min — f(x),

werden wir in der Regel ohne Beschrankung der Allgemeinheit Minimierer suchen, kénnen
aber, wenn es bequemer ist, auch das dquivalente Maximierungsproblem betrachten.

Wir unterscheiden weiter: Die Funktion f hat in ¥ € X

(i) ein globales Minimum, falls gilt x € X und

f(x) < f(x) fur alle x € X,

(ii) ein striktes globales Minimum, falls gilt x € X und

f(x) < f(x) fur alle x € X'\ {x},

(iii) ein lokales Minimum, falls x € X gilt und ein ¢ > 0 existiert mit

f(x) < f(x) fur alle x € X N B.(x),

(iv) ein striktes lokales Minimum, falls x € X gilt und ein ¢ > 0 existiert mit

f(x) < f(x) fur alle x € (X N B.(x)) \ {x}.

11
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Entsprechend spricht man von (strikten) lokalen oder globalen Minimierern. Offensichtlich
ist jedes (strikte) globale Minimum auch ein (striktes) lokales Minimum, jedoch nicht
umgekehrt. Dabei sind strikte globale Minima eindeutig, wahrend strikte lokale Minima
lediglich isoliert sein miissen.

Wir werden sehen, dass wir nur lokale Minima mit vertretbarem Aufwand finden konnen.
Eine Ausnahme bilden konvexe Funktionen, was die Bedeutung dieser Funktionenklasse
in der Optimierung unterstreicht.

Satz 2.1. Sei X C R" eine konvexe Menge und sei f : X — R eine konvexe Funktion. Dann
gilt:
(i) Jedes lokale Minimum von f ist auch ein globales Minimum.

(ii) Ist f strikt konvex, so besitzt f hiochstens ein lokales Minimum, das dann sogar ein
striktes globales Minimum ist.

Beweis. Zu (i): Angenommen, f hitte in X € X kein globales Minimum. Dann existiert
ein x € X mit f(x) < f(x). Fur alle ¢ € (0, 1] ist dann wegen der Konvexitat von X auch
X + t(x — x) € X, und aus der Konvexitat von f folgt

F& + (= 0) < tf () + (1= DFE) < tf®) + (1~ DFE) = f().

Also existiert fiir jedes ¢ > 0 ein t € (0,1] mit x; := X + t(x — X) € B.(x) und f(x;) < f(%),
d.h. f hat in x auch kein lokales Minimum.

Zu (ii): Sei nun f strikt konvex. Angenommen, es gibe zwei verschiedene lokale Minimierer
%,y € X. Dann sind nach (i) sowohl x als auch j globale Minimierer, d. h. es muss f(x) =
f(7) gelten. Setze nun z := %(3? + y) € X. Aus der strikten Konvexitit von f und x # y
folgt dann aber

f@) < 5 (F@+ F) = )

im Widerspruch dazu, dass x ein globaler Minimierer ist. Die Funktion f kann daher
héchstens ein lokales (und damit auch globales) Minimum haben, das damit eindeutig sein
muss. O

Wir betrachten nun die Frage der Existenz von Minimierern, die wir mit Hilfe des folgenden
recht allgemeinen Satzes beantworten.
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2 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND EXISTENZ

Satz 2.2. Sei X C R" nichtleer und abgeschlossen und f : X — R stetig. Gilt

(i) X ist beschrdnkt oder

(ii) f ist koerziv aufX, d. h. fiir jede Folge {x*}ren € X mit ||x*|| — oo gilt f(x*) — oo,
so besitzt f einen globalen Minimierer x € X.

Ist X konvex und f strikt konvex, so ist der Minimierer eindeutig.

Beweis. Gilt (i), so ist X nach dem Satz von Heine-Borel kompakt, und nach dem Satz von
Weierstrass nimmt daher die stetige Funktion f auf X ihr Minimum an.

Gilt dagegen (ii), gehen wir anders vor. Da die Menge der Funktionswerte { f(x) : x € X}
reell und nach Voraussetzung nichtleer ist, existiert ein Infimum M := inf,ex f(x) €
R U {—co} (letzteren Fall werden wir spater ausschlieffen). Aus den Eigenschaften des
Infimums folgt dann, dass eine Folge {y*}ren € {f(x) : x € X} C R existiert mit y* — M,
d. h. es existiert eine Folge {x*}reny € X mit

f(xky - M = inf f(x) < .

Aus der Koerzivitit von f folgt dann, dass diese Folge beschriankt ist (sonst miisste ja
f(x*) — oo gelten). Aus dem Satz von Bolzano-Weierstrass folgt dann die Existenz
einer konvergenten Teilfolge {x*"},cn C X, fiir deren Grenzwert ¥ € X (denn X ist
abgeschlossen) wegen der Stetigkeit von f gilt

—o0 < f(%) = lim f(x*) = M = inf f(x)

Das Infimum ist also endlich und wird in ¥ € X angenommen; es ist daher ein (globales)
Minimum.

Die Eindeutigkeit fiir X konvex und f strikt konvex folgt nun sofort aus Satz 2.1. O

Ab nun werden wir stillschweigend voraussetzen, dass ein Minimierer existiert, und uns
auf die Frage nach der Charakterisierung und Berechnung konzentrieren.

13



Teil 11

OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN
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3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Wir betrachten in Folge unrestringierte Optimierungsprobleme, d. h. fir X = R", und leiten
zunéchst notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir her, dass ein Punkt x € R"
ein Minimierer ist. Die fundamentale Einsicht ist dabei, dass wir uns in einem Minimum
befinden, wenn der Funktionswert bei Bewegung in jeder Richtung zunehmen wiirde, d. h.
wenn die Steigung in jeder Richtung positiv ist.

Satz 3.1. Sei f : R" — R differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei x € U ein
lokaler Minimierer von f. Dann gilt

(3.1) VFE)d>o0 furalled € R".
Beweis. Angenommen, es gibt eine Richtung d € R" mit

(3.2) 0> Vfx)d= lim FE+ t‘? —f®

Da der Grenzwert strikt negativ ist, muss der Differenzenquotient auf der rechten Seite fiir
t klein genug auch strikt negativ sein. Es gibt also ein 7 > 0 mit x + td € U und

fG+td) - fE) _

¢

0 fur alle t € (0, 7],

d.h.
f(x+1td) < f(x) fur alle t € (0, 7].

Fir alle ¢ > 0 ist aber x + td € B.(x) fur ¢ klein genug, und daher kann x kein lokaler
Minimierer sein. O

Gilt (3.1), so folgt durch Einsetzen von —d € R" sofort V f(x)'d = 0 fiir alle d € R", was
nur fur Vf(x) = 0 moglich ist. Wir erhalten also die folgende Optimalititsbedingung.

Satz 3.2 (notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung). Sei f : R" — R differenzierbar
auf der offenen Menge U C R" und sei x € U ein lokaler Minimierer von f. Dann gilt

(3-3) V£(x) = 0.

15



3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Ein Punkt x, der (3.3) erfiillt, heift stationdrer Punkt. Man spricht von einer Bedingung 1.
Ordnung, da sie nur erste Ableitungen verwendet; die Bedingung ist lediglich notwendig,
da auch Maximierer oder Sattelpunkte stationdre Punkte sind. Um diese auszuschlie3en,
muss man zweite Ableitungen zu Rate ziehen.

Satz 3.3 (notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung). Sei f : R" — R zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei x € U ein lokaler Minimierer von f.
Dann ist V2 f(%) positiv semidefinit.

Beweis. Angenommen, V2 f(%) ist nicht positiv semidefinit, d. h. es gibt eine Richtung
d € R" mit
d'V2f(x)d < 0.

Sei nun t > 0 klein genug, dass x + td € U gilt. Aus Satz 1.2 folgt dann zusammen mit
Satz 3.2

2
fE+1d) = f(x)+ ?dTsz(ft)Td
fiir ein & = x + 0td mit 6 € (0,1). Da V2 f nach Voraussetzung stetig auf U ist, ist auch
d'V2 (&) d < 0 fiir alle ¢ € (0, 7] fiir ein 7 > 0 klein genug. Also gilt

12
f(x+1td) = f(x)+ EdTVZf(é)Td < f(x) fur alle t € (0, 7],
und wieder kann x daher kein lokaler Minimierer sein. m]

Auch diese Bedingung ist nur notwendig, da sie auch in Sattelpunkten erfiillt sein kann
(betrachte f : R — R, x +— x%). Um diese auszuschlieflen, miissen wir die Bedingung
verscharfen.

Satz 3.4 (hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung). Sei f : R" — R zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei x € U mit

(i) Vf(x) =0 und
(ii) V2 f(%) gleichmdfig positiv definit.

Dann hat f in x ein striktes lokales Minimum.

Beweis. Betrachte wieder X + td € U fiir d € R" und ¢ > 0 klein genug. Aus Satz 1.2 folgt
dann zusammen mit (i)

12
fx+1id)=f(x)+ EdTVZf(ft)Td
fir ein & = x + 0td mit 6 € (0,1). Wegen (ii) existiert weiter ein y > 0 mit

d'VEf(x)d > pl|d|*.
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3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir daraus die Abschatzung

f+1d) = f(2) + ngVZfoaTd " ng(sz(ét) -V f)d
2

.t _
2 f@)+ (1 = IVEf(&) = VEFGIN) 114117,
wobei wir im letzten Schritt die “umgekehrte” Cauchy-Schwarz-Ungleichung x’y >
—||x||l|y|| zusammen mit der Definition der Matrixnorm verwendet haben.
Aus der Stetigkeit von V2 f folgt nun, dass ein 7 > 0 existiert mit ||V2f(&) — V2 f(%)|| < p
fir alle t € (0, 7]. Also gilt
f(x+td) > f(x) fur alled € R", t € (0, 7],

d.h. fir alle x := ¥ + td € B;(x). Damit hat f in ¥ nach Definition ein striktes lokales
Minimum. O

Dabei ist (ii) (nur) im Endlichdimensionalen genau dann erfiillt, wenn V? f(%) positiv definit
ist. Diese Bedingung ist umgekehrt nur hinreichend, aber nicht notwendig, wie das Beispiel
R >R, x> x* zeigt.

Beachte, dass Ableitungen immer nur lokale Informationen liefern und alle diese Bedingun-
gen daher nur lokale Minimierer charakterisieren; ahnliche Bedingungen sind fir globale
Minimierer in der Regel nicht moglich! Eine Ausnahme bilden (mal wieder) konvexe
Funktionen.

Satz 3.5 (notwendige und hinreichende Bedingung fiir konvexe Funktionen). Sei f : R* —
R konvex und auf der offenen Menge U C R" differenzierbar. Dann hat f in x € U ein
globales Minimum genau dann, wenn V f(x) = 0 ist.

Beweis. Dass die Bedingung notwendig ist, folgt aus Satz 3.2. Sei nun X € U ein stationarer
Punkt. Aus Satz 1.4 (i) folgt dann

f(x)= fE) = Vf@E (x-%)=0 fir alle x € R",

d.h. x ist ein globaler Minimierer. m]
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4 ABSTIEGSVERFAHREN

Satz 3.2 legt folgendes iterative Verfahren zur Bestimmung eines Minimierers nahe:

Algorithmus 4.1 : Allgemeines Abstiegsverfahren

Wibhle einen Startpunkt X e R, setzek =0

while Vf(x*) # 0 do
Waihle eine Suchrichtung s € R" mit V£ (x*)Tsk < 0
Wiihle eine Schrittweite o > 0 mit f(x* + oxs®) < f(x)
Setze xk*1 = x* + o5k, k — k+1

Der Beweis von Satz 3.2 zeigt, dass wir stets eine Suchrichtung und eine Schrittweite mit
den gewiinschten Eigenschaften finden kénnen, solange x* kein stationirer Punkt ist. Das
einzige, was noch schief gehen kann, ist, dass wir vor Erreichen eines stationdren Punkts
,verhungern®, d. h. dass entweder sk oder oy zu schnell zu klein werden. Wir suchen also
Bedingungen, die das verhindern (und die wir fiir konkrete Vorschriften zur Berechnung
von s¥ und ok nachpriifen konnen), fiir die also das Verfahren konvergiert. Dies wollen wir
wie folgt verstehen: Ein Verfahren konvergiert global, wenn jeder Haufungspunkt x einer
entsprechend erzeugten Folge {x*}rcy fiir beliebigen Startpunkt x* € R” ein stationirer
Punkt ist. Beachte, dass man nicht mehr von einem Verfahren, das nur erste Ableitungen
verwendet, erwarten kann. Insbesondere bedeutet globale Konvergenz nicht, dass das
Verfahren gegen einen globalen Minimierer konvergiert! Dagegen sprechen wir von lokaler
Konvergenz, wenn dies nur fiir Startwerte x° € B.(%) fiir ein £ > 0 und einen stationéren
Punkt x gelten muss.

Wir beginnen mit Bedingungen an die Suchrichtungen s*. Eine Folge {s*}seny € R” nennen
wir Folge von zuldssigen Suchrichtungen, wenn gilt:

(i) Alle s* sind Abstiegsrichtungen, d.h. V f(x*)Tsk < 0 fiir alle k € N;
Vf(xk)Tsk
Is¥l

Zum Beispiel erzeugt die Wahl s* := —V f(x*) wegen =V f(x*)Tsk = ||sK||2 = ||V f(x¥)]|?
stets zuldssige Suchrichtungen.

(ii) Aus — 0 folgt Vf(x*) — 0.

18



4 ABSTIEGSVERFAHREN

Bedingung (ii) besagt dabei gerade, dass die Steigung von f in x* in Richtung s* nur ver-
schwinden darf, wenn wir einen stationaren Punkt erreichen. Eine hinreichende Bedingung
dafiir ist, dass der Winkel zwischen V f(x*) und s* vom rechten Winkel weg beschrinkt
ist.

Lemma 4.1. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und sei {s*}ren € R™\ {0}. Existiert ein
n > 0 mit

V(s
197 GO

s0 ist {s¥}ren eine Folge von zulissigen Suchrichtungen.

(4.1) >n fur allek € N,

Beweis. Fiir V f(x*), s* # 0 folgt aus (4.1) sofort
=VFE)SE 2 VOIS ] > o,

Vf(xk)Tsk
lls* 1l

d.h. s ist eine Abstiegsrichtung. Es gelte nun — 0. Aus (4.1) folgt dann sofort
I v (xk)T sk
756 < LG

Die Bedingung (4.1) wird Winkelbedingung genannt.

Nun zu den Schrittweiten oy. Eine Folge {ak }ken C R nennen wir Folge von zuldssigen
Schrittweiten fir {s*}ien, wenn gilt:

(i) Alle oy fithren zu einem Abstieg, d. h. f(x* + oxs¥) < f(x¥) fiir alle k € N;
Vf(xk)Tsk
[Is¥]

Konkrete Beispiele von Schrittweiten werden wir im nachsten Kapitel untersuchen. Be-
achte, dass die Bedingungen Bezug auf die Suchrichtungen nehmen - die Zulassigkeit
der Schrittweiten hangt also von den verwendeten Suchrichtungen ab! Bedingung (ii)
besagt dabei gerade, dass die Reduktion im Funktionswert nicht beliebig klein werden darf,
ohne dass die Steigung verschwindet (was bei zuldssigen Suchrichtungen nur in der Nahe
von stationdren Punkten passieren kann). Wir miissen also einen ausreichenden Abstieg
garantieren. Dies liefert die folgende Definition: Sei {s*}cn eine Folge von Suchrichtungen
fiir £. Dann heifit die Folge {0} }ren C (0, 00) effizient (fiir {s*}ren), falls ein 6 > 0 existiert
mit

(i) Aus f(x* + opsF) — £(xF) — 0 folgt — 0.

Vf(xk)Tsk

2
- ) fir alle k € N.
sl

fGF +opsk) < F(xF) -0 (

Effiziente Schrittweiten sind zuléssig.
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4 ABSTIEGSVERFAHREN

Lemma 4.2. Sei f : R* — R stetig differenzierbar und sei {s*}ren C R™. Ist die Folge {6%}ren
effizient fiir {s*}ren, so ist sie auch zuldssig fiir diese.

Beweis. Wegen 0 > 0 folgt aus der Effizienz sofort die Bedingung (i). Fiir Bedingung (ii)
gelte f(x* + ops%) — f(x¥) — 0. Aus der Effizienz der Schrittweiten folgt dann

( Vf(xk)Tsk

sl

)2 <o (f(xk) — fxF + O'ksk)) — 0. o

Wir kénnen nun zeigen, dass Algorithmus 4.1 fiir zulassige Suchrichtungen und Schritt-
weiten global konvergiert.

Satz 4.3. Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 4.1 entweder nach
endlich vielen Schritten ab, oder er erzeugt Folgen {x*}ren, {s*}xen, und {ox }ren, die nicht
endlich sind. Sind die Suchrichtungen {s*}ycy und die Schrittweiten {o} }ren zuldssig, so ist
jeder Haufungspunkt von {x*}rcn ein stationdrer Punkt von f.

Beweis. Wir miissen nur den Fall betrachten, dass der Algorithmus nicht nach endlich
vielen Schritten abbricht. Sei nun % ein Haufungspunkt von {x*};cy. Dann existiert eine
Teilfolge, die wir der Ubersichtlichkeit halber mit {x*}rex mit K c N unendlich bezeichnen,
mit x* — % fiir K 3 k — co. Aus der Zulissigkeit der Schrittweiten folgt mit Bedingung
(i), dass die Folge { f(x*)}xeny monoton fallend ist und daher gegen ein M € R U {—co}
konvergiert. Da f stetig ist, konvergiert die Teilfolge { f(x*)}rck gegen f(%) € R, und damit
muss die gesamte Folge gegen f(x) konvergieren. Unter Verwendung der Teleskopsumme
erhalten wir daraus

£ = 0 = Tim () - £6) = 3 (£ - 5.
k=0

Wegen f(%) — f(x°) € R hat die Reihe auf der rechten Seite also einen endlichen Wert,

und daher muss {f(xk“) - f(xk)}keN eine Nullfolge sein. Wegen K+ = xk 4 5155 und
Bedingung (ii) fiir die Zulassigkeit der Schrittweiten oy folgt
K\T .k
Vf (xk) SN 0.
l|s* ]l

und Bedingung (ii) fiir die Zulassigkeit der Suchrichtungen s ergibt dann zusammen mit
der stetigen Differenzierbarkeit von f

Vi) = lim v f&Ry =o. O

Bedingung (i) fiir zuldssige Suchrichtungen wurde hier nicht explizit verwendet, wird aber
benotigt, um tiberhaupt einen Abstieg (und damit Bedingung (i) fiir zulédssige Schrittweiten)
erhalten zu kénnen.
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Wir betrachten nun einige Schrittweitenregeln, d. h. Vorschriften, die fiir eine gegebene Folge
von Suchrichtungen eine Folge von zuldssigen Schrittweiten generieren. Eine naheliegende
,Vorschrift® ist die folgende:

Algorithmus 5.1 : Minimierungsregel
Input: x,s € R"
Bestimme o = arg ming»¢ f(x + os)

Leider ist diese Regel nur in Ausnahmefillen (z. B. f quadratisch) praktisch durchfithrbar
und nicht einmal in allen Fallen effizient. Wir betrachten daher beispielhaft zwei durchfiihr-
bare Schrittweitenregeln, die beide in den folgenden Kapiteln zur Berechnung zuléssiger
Schrittweiten verwendet werden.

5.1 ARMIJO-REGEL

Die Armijo-Regel generiert Schrittweiten o € (0, 1], die tiber die Armijo-Bedingung einen
hinreichenden Abstieg garantieren sollen: Fiir eine gegebene Richtung s und y € (0, 1) soll
gelten

(51) Flx +05) - F(x) < yoVf(x)Ts.

Anschaulich bestimmt diese Regel die grofite Schrittweite zwischen 0 und 1, die mindestens
den gleichen Abstieg wie die linearisierte Funktion ¢(c) = f(x) + oyV f(x)'s erreicht.
Ublicherweise wird y klein gewihlt, z.B. y = 1072,

Wir mussen zuerst sicherstellen, dass so eine Schrittweite stets existiert.

Lemma 5.1. Sei f : R" — R stetig differenzierbar auf der offenen Menge U C R" und sei
y € (0,1) gegeben. Ist s € R" eine Abstiegsrichtung fiir f in x € U, so existiert ein & € (0, 1]
mit

flx+0s) - f(x) < oyVf(x)s fur alle o € [0,5].
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Beweis. Nach Definition der Richtungsableitung und Wahl von y gilt
fx+0s) - f(x)
o

lim
o—0t

—YVFE)s = (1= )V FTs < 0,
Wegen der strikten Ungleichung im Grenzwert existiert also ein & € (0, 1] mit

flx+as)— fx)
o

—yVf(x)Ts <0 tiir alle o € (0, 5].

Da fiir o = 0 die behauptete Ungleichung trivialerweise erfiillt ist, erhalten wir die Aussage.
O

Realisieren lasst sich die Armijo-Regel iiber eine einfache Rickwértssuche (engl. ,back-
tracking“), deren Konvergenz durch Lemma 5.1 garantiert wird.

Algorithmus 5.2 : Armijo-Regel

Input: € (0,1),y € (0,1), x,s € R”

Setze 0 =1

while f(x + os) — f(x) > oyVf(x)'s do
L Setze 0 «— fo

Die néchste Frage ist nach der Zulassigkeit der Armijo-Schrittweiten. Diese ist nicht in
jedem Fall gegeben (betrachte zum Beispiel f : R —» R, x %xz, mit den Suchrich-
tungen s = —27%V f(x¥)). Wir miissen daher die zugrundeliegenden Suchrichtungen

einschranken.

Satz 5.2. Sei f : R" — R stetig differenzierbar, sei {x*}ren C R" beschrdnkt, und sei
{s*}xen © R™ eine Folge von Abstiegsrichtungen mit

_Vf(xk)Tsk
sl

(5.2) ||Sk|| > <p( ) fiir allek e N

fiir eine streng monoton wachsende Funktion ¢ : [0, c0) — [0, 00). Dann erzeugt Algorith-
mus 5.2 eine Folge {0y }ren von zuldssigen Schrittweiten.

Beweis. Da fiir eine Abstiegsrichtung die rechte Seite von (5.1) und damit auch die linke
Seite negativ ist, ist die erste Bedingung fiir Zulassigkeit stets erfiillt. Die zweite Bedingung
Vf(xk )Tsk

[
gegen 0. Dann muss es eine Teilfolge — die wir wieder mit k € N indizieren - sowie ein
¢ > 0 geben, so dass gilt (beachte V f(x*)Tsk < 0)

zeigen wir durch Kontraposition: Angenommen, konvergiert fiir k — oo nicht

v/ k\T .k
—% >e  firallek € N,
S
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Aus der Bedingung (5.2) an die {s*}zc folgt nun mit der Monotonie von ¢

~ Vf(xk)Tsk

k
6:3) B (,,( T

) > ¢(e) =:6 > ¢(0) > 0.

Nach Satz 1.1 existiert nun fiir alle k € N ein 6 € (0, 1) mit 7 := Oox € (0, 0x) und

Fk + opsh) = F(XF) oy VF(F)T K 3 VF(k + msF)Tsk v F(k)Tsk
llows* || llows® || [Is* |l (Rl

< [VFGE +ms) = VA + - y)
< IVFGE +ms’) = VA = (1= p)e,

wobei wir im zweiten Schritt die produktive Null und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
eingesetzt haben.

Vf(xk)TSk
lIs*1l

Weiter ist nach Annahme {x*};cy beschrinkt und V f stetig, es gibt also ein p > 0 so dass
fir alle d € B,(0) gilt

IVFGE +d) - VR <@-y)e  fiirallek € N.

Die Armijo-Bedingung (5.1) ist also erfiillt, sobald o < p||s¥|| ™" ist.

Nun ist die Armijo-Schrittweite stets als die maximale Schrittweite der Form o} = ™1,
m € N, gewahlt, die die Armijo-Bedingung (5.1) erfiillt. Also ist entweder ox = 1 und damit
wegen (5.3) ||s*|| = § > 0, oder ox < fund ox/f > pls*||™! > 0. In beiden Fallen haben
wir

orllsk|l = min{8, Bp} =:n >0 fur alle k € N.

Die Armijo-Bedingung (5.1) garantiert also

~ Vf(xk)TSk

FGR) = FGE + ops) > oy V(Y Tsk = y ( I5¥]

)(akns"u) > yen >0

fir alle k € N, und damit kann auch f(x* + os¥) — f(x*) nicht gegen 0 konvergieren. O

5.2 POWELL—WOLFE-REGEL

Die Powell-Wolfe-Regel (manchmal auch Wolfe-Powell-Regel genannt) soll garantieren,
dass auch bei kurzen Suchrichtungen s der tatsichliche Schritt oxs* hinreichend grof ist.
Dafiir wird neben der Armijo-Bedingung (5.1) fiir y € (0, %) (beachte die Einschrankung!)
zusiétzlich gefordert, dass fiir ein 5 € (y, 1) gilt

(5.4) VG + os)Tsk > pv F(k)Tsk.
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Anschaulich bedeutet diese Bedingung, dass neben dem Funktionswert auch der Betrag
der (negativen) Steigung von f in Richtung s hinreichend reduziert wird; man bezeichnet
daher (5.4) auch als Kriimmungsbedingung und (5.1) und (5.4) zusammen als Powell-Wolfe-
Bedingungen. Ublicherweise wird dabei y klein und 5 grof3 gewihlt,z. B.y = 1072, = 0.9.

Wir zeigen zuerst wieder, dass eine Schrittweite, die diese Bedingungen erfiillt, unter
sinnvollen Annahmen stets existiert.

Lemmas5.3. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und nach unten beschrinkt, und seis € R"
eine Abstiegsrichtung fiir f in x € R". Dann existiert fiir alley € (0, 1) undn € (y,1) ein
o > 0, so dass gilt

flx +0s)— f(x) < yoVf(x)ls,
Vf(x+o0s)'s > nVfx)s.

Beweis. Wir beginnen mit der Armijo-Bedingung und betrachten dafiir die Funktion

(5:5) Y(0) = f(x +05) ~ f(x) = oy Vf()'s,

die nach Annahme an f stetig differenzierbar ist. Wegen /(0) = 0 und ¢’(0) = (1 -
Y)VF(x)Ts < 0 (s ist Abstiegsrichtung) ist nun (o) < 0 fiir & > 0 klein genug. Da f nach
unten beschrankt und s eine Abstiegsrichtung ist, gilt /(o) — oo fiir 0 — co. Wegen der
Stetigkeit von i/ existiert daher ein & > 0 mit /(o) < 0 fiir alle o € (0,5) und

0=1(6) = f(x +&s) — f(x) = 5yVf(x)s,
d.h. & > 0 erfullt die Armijo-Bedingung (mit Gleichheit).

Diese Wahl von & garantiert auch, dass gilt

Vi(x+6s)s—yVfix)s=y'() = lim

t—0%

Y@ -ye-1
P,

und mit der Wahl n > y folgt nun

(5.6) Vi(x+6s)s>yVix)Tts > nVfx)s,

d.h. & > 0 erfullt auch die Krimmungsbedingung (5.4). m]

Der Beweis von Lemma 5.3 ist konstruktiv und gibt uns daher ein Verfahren zur Hand,
eine Powell-Wolfe-Schrittweite zu bestimmen: Wir suchen die Nullstelle & der durch (5.5)
definierten Funktion ¢ mit Hilfe des Bisektions-Verfahrens. Dazu suchen wir in einem
ersten Schritt eine Untergrenze o_ mit ¢/(o_) < 0 (d. h. die Armijo-Bedingung ist erfullt)
und eine Obergrenze o, mit /(o) > 0 (d. h. die Armijo-Bedingung ist verletzt). In einem
zweiten Schritt halbieren wir das Intervall [o_, 0. ] so lange, bis o_ nahe genug an & liegt,
dass auch die Krimmungsbedingung erfullt ist. Der folgende Algorithmus setzt dieses
Verfahren basierend auf der Armijo-Regel (Algorithmus 5.2) mit f = % um. Dabei ist zu
beachten, dass wir auch Schrittweiten o_ > 1 zulassen miissen.

24



5 SCHRITTWEITENREGELN

Algorithmus 5.3 : Powell-Wolfe-Regel

Input:y € (0, %), ney,1),xseR"
// Intervall-Phase: finde o_ mit ¥/(o-) <0 und oy mit ¥(oy) >0
1 Bestimme o_ mit Algorithmus 5.2 fiir § = %

» if o_ = 1then // o =1 erfillt Armijo-Bedingung
3 if VA(x +0_s)'s > nVf(x)'s then // o =1 erfullt Krimmungsbedingung
4 ‘ return o_ // Akzeptiere Schrittweite 1
5 else

6 for o € {2k 1k e N} do // kleinstes o,, das Armijo-Bedingung verletzt
7 if f(x+0s)— f(x) > oyVf(x)'sthen // o verletzt Armijo-Bedingung
8 Setze 0, =0, o_ = %0+

9 break // Beende Intervall-Phase
10 else

11 L Setze 0, = 20_

// Bisektions-Phase: finde o_ mit ¥(o-) < 0 und Krimmungsbedingung

2 while Vf(x + o_s)'s < pVf(x)'s do // Krimmungsbedingung verletzt
13 Setze o = %(0'_ +0y)

14 if f(x + 0s) — f(x) < oyVf(x)'s then // o erflillt Armijo-Bedingung
15 ‘ Setze o_ = o

16 else // o verletzt Armijo-Bedingung
17 L Setze o, =0

18 return o_ // Akzeptiere Schrittweite o_

Dieses Verfahren erzeugt unter sinnvollen Annahmen stets Schrittweiten, die den Powell-
Wolfe-Bedingungen gentigen.

Satz 5.4. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und nach unten beschrdnkt, und seis € R"
eine Abstiegsrichtung fiir f in x € R". Seien weiter y € (0,3) und n € (y,1). Dann bricht
Algorithmus 5.3 nach endlich vielen Schritten ab mit einer Schrittweite o > 0, die die Powell-
Wolfe-Bedingungen erfiillt.

Beweis. Wir betrachten zuerst die Intervall-Phase. Schritt 1 ruft Algorithmus 5.2 auf, der
wegen Lemma 5.1 nach endlich vielen Schritten ein Ergebnis liefert. Da f nach unten
beschrankt und s eine Abstiegsrichtung ist, gilt

Y(0) = f(x+05) = f(x) = oy Vf(x)'s — o0

fir o — oo. Also ist die Armijo-Bedingung (5.1) fiir o grofy genug verletzt. Die Intervall-
Phase endet also nach endlich vielen Schritten mit einem Paar (o_, 0} ) mit o < oy, so
dass o_ die Armijo-Bedingung erfiillt, o, aber nicht.
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Die Bisektions-Phase halbiert nun in jeder Iteration die Linge des Intervalls [o_, o4 ],
wobei diese Eigenschaften nach Konstruktion erhalten bleiben. Insbesondere gilt stets
Y(o-) < 0 < ¥(04). Angenommen, die Schleife in der Bisektions-Phase bricht nicht nach
endlich vielen Schritten ab. Da in jedem Schritt entweder o_ vergréfiert oder o verkleinert
wird, muss dann ein & existieren mit o_ — & (von links) und o — & (von rechts). Da mit
f und Vf auch ¢ stetig ist, folgt /(&) = 0. Wie im Beweis von Lemma 5.3 erhélt man nun
aus dem Vorzeichenwechsel von ¢/ in &, dass ¥//(6) > 0 und damit

Viix+as)s>yVi)s>nVf(x)s

gilt. Wegen der Stetigkeit von V f ist diese Ungleichung auch erfiillt fiir o_ hinreichend
nahe bei &, fiir das die Iteration aber abbrechen wiirde im Widerspruch zur Annahme. O

Die erzeugten Schrittweiten sind auch zulassig; unter etwas stirkeren Annahmen an die
Funktion (aber nicht an die Suchrichtungen, vergleiche Satz 5.2) konnen wir sogar Effizienz
zeigen.

Satz 5.5. Sei f : R" — R Lipschitz-stetig differenzierbar und nach unten beschrdnkt und sei
{s*}xen C R™ eine Folge von Abstiegsrichtungen. Dann erzeugt Algorithmus 5.3 eine Folge
{0k }ken von effizienten Schrittweiten.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen an f ist nach Satz 5.4 die Powell-Wolfe-
Regel stets durchfithrbar. Die Schrittweiten {oy }ren erfiillen also alle die Powell-Wolfe-
Bedingungen. Insbesondere impliziert die Kriimmungsbedingung zusammen mit der Lipschitz-
Stetigkeit von V f, dass fiir alle k € N gilt

(= DV F()Tsk < (v Fk + ops) - v f(xk))T o
< IVF® + oxs®) = VLEO)Is5 I < Lo ls* |12

Daraus folgt
RGNS

AANTET
und damit wegen der Armijo-Bedingung und V f(x*)Tsk < 0
V £ (k)T sk 2
FOF + 0is®) < F&) +yaVFE)Ts* < f(xF) -0 (%)
s
fir 0 := (1—n)yL™ > 0, d. h. oy ist effizient. O
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Als Prototypen eines Abstiegsverfahrens betrachten wir nun das Gradientenverfahren, das
auf der Wahl des negativen Gradienten als Suchrichtung s* := —V f(x*) beruht. Offensicht-
lich fithrt diese Wahl stets auf eine Abstiegsrichtung; tatsiachlich handelt es sich um die
Richtung des steilsten Abstiegs (weshalb man im Englischen oft auch von der method of
steepest descent spricht).

Lemma 6.1. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und x € R" mit V f(x) # 0. Dann gilt fiir
— _ V[
= TV

Te_ T
Vfx)'s = ||rcril||l£11Vf(x) d.

Beweis. Aus der Cauchy—-Schwarz-Ungleichung folgt, dass fir alle d € R"” mit ||d|| = 1 gilt

ViE)'d = ~[IVfE)lllldl = ~IVFll = VF(x)Ts,

mit Gleichheit fur d = s. m]

Erganzt wird diese Wahl der Suchrichtung durch die Armijo-Regel fiir die Schrittweite.

Algorithmus 6.1 : Gradientenverfahren

Wihle x° € R®, setzek =0

while ||V £(x%)|| > 0 do
Setze sk := —V f(x¥)
Bestimme oj > 0 mit Algorithmus 5.2
Setze xk*1 = x* + g5k, k — k+1

In der Praxis stoppt man bereits, wenn ||V f(x¥)|| < ¢ fiir eine vorgegebene Toleranz & > 0
(z.B. ¢ = 1078) erreicht ist.

Fiir die globale Konvergenz dieses Verfahrens konnen wir den abstrakten Satz 4.3 heran-
ziehen.

Satz 6.2. Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 6.1 entweder nach
endlich vielen Schritten ab oder erzeugt eine Folge {x*}ren, von der jeder Hiufungspunkt ein
stationdrer Punkt von f ist.
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Beweis. Wir miissen lediglich nachweisen, dass diese Wahl von Suchrichtungen und Schritt-

weiten zulissig ist. Solange x* kein stationarer Punkt ist, gilt s = —V f(x*) # 0 und daher
gilt fiir alle k € N

VAT IVFESTIE

IVEGOINSHE NIV FER)T2 ’

d.h. die Winkelbedingung (4.1) ist fir n = 1 erfuillt. Damit sind die negativen Gradienten
nach Lemma 4.1 zuldssige Suchrichtungen sowie die Armijo-Schrittweiten nach Satz 5.2
(mit ¢(t) = t) zulassige Schrittweiten. Die Aussage folgt nun aus Satz 4.3. O

Zwar sind die Abstiegsrichtungen lokal optimal, das bedeutet aber noch nicht, dass dies auch
global (d. h. in Hinblick auf die minimale Anzahl von Iterationen) der Fall ist. Tatsachlich
kann die Konvergenz des Gradientenverfahrens beliebig langsam sein — und das bereits im
“Idealfall” einer strikt konvexen, quadratischen Zielfunktion!

Wir betrachten in Folge fiir A € R™" symmetrisch und positiv definit und b € R" die
Funktion

1
(6.1 R" - R, x> ~x Ax + b x.
2

Man rechnet leicht nach, dass dann

Vf(x) =Ax + b,
Vif(x) = A

ist. In diesem Fall ist sogar Algorithmus 5.1 praktikabel. Fiir x, s € R" wird dabei o bestimmt
als Minimierer & der Funktion

¢:(0,00) > R, o f(x+os).

Da f strikt konvex ist, ist auch ¢ strikt konvex. Nach Satz 2.1 ist der eindeutige Minimierer
& von ¢ charakterisiert durch

0=¢'(5)=Vf(x+as)s=(Alx +6s)+b)s.
Auflésen nach 6 und Verwenden von s = =V f(x) = —(Ax + b) ergibt dann

Isl|®

6.2 0 = .
(62) ¢ sTAs

Selbst mit dieser Wahl konvergiert das Gradientenverfahren beliebig langsam. Wie wir
sehen werden, hangt die Konvergenzgeschwindigkeit von den Eigenwerten der Matrix
A ab, und zwar speziell vom Verhaltnis des grofiten zum kleinsten Eigenwert, das als
Konditionszahl k := A,/A; > 1 bezeichnet wird. Um dies zu zeigen, verwenden wir die
folgende niitzliche Ungleichung.
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Lemma 6.3 (Kantorovich-Ungleichung). Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Dann
gilt
(xTAx)(xT A7 1x)
(xTx)?

2
< (K% + K_%) fur allex € R" \ {0}.

1
4

Beweis. Seip = ()Ln/h)% das geometrische Mittel der beiden extremalen Eigenwerte und set-
ze B := p'A+ pA~!. Dann ist B symmetrisch und positiv definit und besitzt die Eigenwerte
P+ pAT fiir 1 < i < n. Weiter ist fiiralle 1 < i < n

K712 = p_l)tl < ,u_l)ti < ,u_l)tn = k12,

Da die Funktion z — z + z™! auf (0, 1] und [1, ) monoton (fallend bzw. steigend) ist,
erhalten wir aus der ersten bzw. zweiten Ungleichung (je nachdem, ob y~!A; < 1 oder nicht)

D=

pA + pAt <KkI+kI, 1<i<n
Mit dieser Abschatzung der Eigenwerte von B und (1.1) erhalten wir daher
1 e Ax) + p(xTA %) = xTBx < (K% + K_%)(XTX).

Wir wenden jetzt auf die linke Seite die verallgemeinerte Youngsche Ungleichung
1 1 1
(ab)? < S(u~"a+ pb)

fiir a = xT Ax und b = xT A™x an, dividieren durch xTx > 0, quadrieren beide Seiten, und
erhalten die gewiinschte Ungleichung. O

Mit dieser Ungleichung bekommen wir eine Abschitzung der Distanz der Iterierten x*

zum eindeutigen Minimierer X von f.

Satz 6.4. Sei f : R" — R gegeben durch (6.1) fiir A € R™" symmetrisch und positiv definit
und c € R". Sei & € R" der eindeutige Minimierer von f. Weiter sei die Folge {x* }rcn erzeugt
durch Algorithmus 6.1 mit Algorithmus 5.1 anstelle von Algorithmus 5.2. Dann gilt

_1\2
G - £ < (Ti) () = F5),

sowie

_ K—1 _
5 - %] < \/E( ) [lx* — %]
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Beweis. Da die Hesse-Matrix V2 f konstant ist, erhalten wir aus Satz 1.2 fiir y = ¥ und
beliebige x € R"

(63) £~ (D) = V@ (=0 + 2 = D Al = 0) = 2 = 0 Alx - %),

da in x die notwendige Optimalititsbedingung V f(x) = 0 erfullt ist. Durch Ableiten beider
Seiten nach x folgt (wieder mit V f(x) = 0)

(6.4) Vf(x) = Alx - x).
Analog folgt aus Satz 1.2 fiir y = x* und x = x**! = x* — sk wegen s¥ = ~V f(xF)
FOET) = F) + VTS + 26 sk

2
0
= F5) = aullshl? + ()T as",

Wir verwenden jetzt die Schrittweitenwahl (6.2) und erhalten

2

(65) FEE) = £ = FO0) = £ - ol + sy as
N T
=) - f®) (sk)TAsk 2 (sk)T Ask
 fct) - f - LI

2 (sk)TAsk’

Andererseits konnen wir mit Hilfe von (6.3), ] = A™'A und AT = A schreiben

1 1
Fa) = f3) = S -0 AR - %) = J(" - )T AATARE - %)
R N VS S N
=5 (A(x —x)) A (A(x —x))
1
— E(Sk)TA_lSk,
wobei wir im letzten Schritt (6.4) und s* = -Vf(x¥) = —A(x* - ) verwendet haben.

Zusammen mit (6.5) erhalten wir

FE) - @) = ) — fy - LIS
2 (sk)T Ask

1kt f6R) - f®
2 (sF)TAsk 2(sk)TA-1sk
lIs*|*

=\ ) (oA | U6~

= f(") - f(%) -
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Auf den Bruch wenden wir nun die Kantorovich-Ungleichung an und bringen die Klammer
auf einen Nenner. Dies ergibt die erste Abschatzung.

Die zweite Abschatzung folgt aus der ersten, denn (6.3) in Verbindung mit (1.1) ergibt fiir
alle x € R"

An _
> llx = x|? < (x—J'C)TA(x—f) =f0)-f(x) < ?Hx—XIIZ-

Damit erhalten wir

1 = 517 < = (£ - 1)
<25 ) (£ - £)
<o () e
und Wurzelziehen ergibt die Aussage. m]

Durch Induktion erhalten wir daraus die folgende Abschatzung.

Folgerung 6.5. Sei f : R" — R gegeben durch (6.1) fiir A € R™" symmetrisch und posi-
tiv definit und ¢ € R". Dann gilt fiir das Gradientenverfahren mit Minimierungsregel die
Fehlerabschdtzung
k
A
1) I = .

K—
I — 2] < VR (
K +

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 6.4 folgt sofort

el < 2 (S2) (1) - gy < 22 (S21) o g
T A \k+1 M
und damit die Behauptung. m]
Je grof3er also die Konditionszahl der Matrix A, desto néher ist der Bruch auf der rechten
Seite an 1, und desto langsamer konvergiert die Folge auf der linken Seite gegen Null.

Wir brauchen also Verfahren, die die schlechte Kondition der Matrix A bei der Wahl der
Suchrichtungen beriicksichtigen (und hoffentlich kompensieren) konnen.
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Die zweite grof3e Klasse von Optimierungsverfahren basiert auf der Idee, die notwendige
Optimalitatsbedingung Vf(x) = 0 durch eine (prakonditionierte) Fixpunktiteration zu
berechnen: Offensichtlich ist x Nullstelle von V f(x) genau dann, wenn fiir eine beliebige
invertierbare Matrix B = B(x) gilt

X = X — B(x)Vf(x).
Die zugehorige Fixpunktiteration ist
Xk = 5k — B(xk)Vf(xk).

Schreibt man diese Iteration um unter Verwendung der Inversen Hy := B(x*)™ und Ein-
fithren von s* := x**! — xk_fithrt das auf den folgenden abstrakten Algorithmus.

Algorithmus 7.1 : Allgemeines Newton-artiges Verfahren
Wihle einen Startpunkt x' e R, setzek =0
while ||V £(x¥)|| > 0 do

Wihle eine invertierbare Matrix Hy € R™"

Berechne s* als Losung von Hys® = —V f(x¥)

Setze x**1 = x* + sk k—k+1

Die Wahl der Schrittweite oy steckt dabei als Skalierung in der Wahl der Matrix H. Moti-
vation ist hier natiirlich das Newton-Verfahren (mit Hy := V2 f(x¥)), das wir im nichsten
Kapitel eingehend untersuchen werden.

Unter gewissen Voraussetzungen an die Matrizen Hj sind die so berechneten Suchrichtun-
gen s* zulissig.

Lemma 7.1. Seien die Matrizen Hy € R™" so gewdhlt, dass gilt:
(i) Hy ist symmetrisch und positiv definit fiir alle k € N;

(ii) es gibt Konstanten 0 < p; < s, so dass fiir alle k € N die Eigenwerte von Hy die
Abschitzung
H1 < Ak < Agn < o

erfiillen.
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Dann erzeugt Algorithmus 7.1 eine zulissige Folge von Suchrichtungen {s*} .

Beweis. Zunachst impliziert die positive Definitheit die Invertierbarkeit aller Hy. Also gilt
fiir V£(x¥) # 0 daher auch s* = -H . 1V f(x*) # 0, und unter Verwendung von (1.1) folgt

—V £(x)FsE = () Hies® 2 Aealls® 1 = pulls*|1%.
Nun gilt wegen ||Hk|| = Axp stets
IV G = 1HRH'V F G < Aenll H'V LGN < pal HEV F G
Zusammen erhalten wir

- p
=V > lls*I1? = pll HV LIS > illVf(xk)llllskll,

d. h. die Winkelbedingung (4.1) ist erfiillt fir n = Z—; Nach Lemma 4.1 ist die Folge {s*}ren
also zulassig. m]

Newton-artige Verfahren sind im allgemeinen deutlich aufwendiger als Abstiegsverfahren,
da in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem geldst werden muss. Damit sich der
Aufwand lohnt, sollten also deutlich weniger Iterationen notwendig sein, um einen vorge-
gebenen Abstand ||x* — %|| < ¢ zu einem stationdren Punkt X zu erreichen. Dies kann mit
dem Begriff der Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge mathematisch prazisiert werden.

Wir sagen, eine Folge {x*}rcy € R" konvergiert gegen ¥ € R”
(i) linear, falls ein ¢ € (0, 1) existiert mit

|lxK+ = x| < c||xF - x| fiir alle k € N hinreichend grof3,

(ii) superlinear, falls eine Nullfolge {& }ren existiert mit

||xk+1 — x| < gk”xk —x|| fir alle k € N hinreichend grof,

(iii) quadratisch, falls x* — x und ein C > 0 existiert mit

x5 = || < C|lx* - %||? fur alle k € N hinreichend grof.

(Diese Begriffe werden in der Literatur auch als g-lineare (-superlineare, -quadratische)
Konvergenz - im Gegensatz zu der weniger haufig verwendeten r-linearen (-superlinearen,
-quadratischen) Konvergenz — bezeichnet.) Die letzten beiden Bedingungen kann man
auch mit Hilfe der Landau-Symbole formulieren: ||x**! — || = o(||x* — %||) fiir superlineare
Konvergenz bzw. ||x**! — || = O(||x* — %||?) fiir quadratische Konvergenz.

Gilt x* # x fiir alle k € N, so ist {x*}ren
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7 NEWTON-ARTIGE VERFAHREN

(i) superlinear konvergent genau dann, wenn gilt

b

(ii) quadratisch konvergent genau dann, wenn gilt

Ix**! — x|

lim sup
k—o00 ”xk - 7_5”2

Der Rest dieses Kapitels ist der (eher technischen) Herleitung von Bedingungen gewid-
met, unter denen eine durch Algorithmus 7.1 erzeugte Folge (mindestens) superlinear
konvergiert.

Wir zeigen zuerst eine niitzliche Eigenschaft der superlinearen Konvergenz.

Lemma 7.2. Konvergiert die Folge {x*}ren C R" superlinear gegen X € R™ mit x* # x fiir
allek € N, so gilt

||xk+1 —x

)

koeo [k —x[|

Beweis. Mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung |||x|| — ||y||| < ||[x — y|| und der
Definition der superlinearen Konvergenz folgt sofort

0 < g | (I %]
" koo [|xk - x| k—o0 |k — x|
k+1 =
X - X
1 I I 0. 5

Der Nutzen dieser Eigenschaft liegt — neben der Verwendung in den folgenden Beweisen -
darin, dass wir (nur!) fir superlinear konvergente Folgen das “optimale” Giitekriterium
|x¥ — %|| < e durch das tatsichlich iiberpriifbare Kriterium ||x**! — x¥|| < ¢ ersetzen
konnen.

Einen dhnlichen Nutzen hat das folgende Lemma.

Lemma 7.3. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V f(x) = 0 und V*f(x)
invertierbar in & € R, und sei {x*}ren C R" eine Folge mit x* — x. Dann existiert ein Index
ko € N und eine Konstante 8 > 0 so, dass gilt

VA = Bllxk — x| fiirallek > k.
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Beweis. Die Differenzierbarkeit von V f in X bedeutet nach Definition, dass zu jedem ¢ > 0
ein Index ky € N existiert mit

VAR - V&) - VEFE) G -5 <ellx* —x||  fiir alle k > k.
Seinun ¢ < |V2f(x)7}||"! gewihlt. Dann folgt fiir alle k > kq(¢) mit Hilfe von V£ (%) = 0
und der umgekehrten Dreiecksungleichung und der Ungleichung ||A||7Y|Ay|l < ||¥|
IV 2 [V FEES - D)) - IV f(") - V() - V&) - )
> [IV2 £ Ik - =l - ellx® - x]l|
= Bllx* - x|l
mit §:= ||[V2f(x)7Y| - e > 0. m|

Dies rechtfertigt, als Abbruchkriterium fiir Algorithmen die Bedingung ||V f(x*)|| < ¢
anstelle von V f(x¥) = 0 einzusetzen, denn fiir hinreichend kleines ¢ > 0 ist x bereits eine
gute Naherung an x.

Die niachsten Hilfssatze betreffen die Invertierbarkeit der Hesse-Matrix unter kleinen
Storungen. Der Beweis beruht auf einem fundamentalen Stérungslemma fiir Matrizen.'

Lemma 7.4 (Banach-Lemma). Seien A,B € R™" mit ||I — BA|| < 1. Dann sind A und B

invertierbar, und es gilt
|| Bl

Al € ————.
A~ ey

Eine analoge Abschitzung gilt fiir B!,

Lemma 7.5. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei ¥ € R" mit V2f(x)
invertierbar. Dann existieren Konstanten § > 0 und ¢ > 0, so dass gilt

IVEF) ™ <c fiir alle x € Bs(x).
Insbesondere ist V2 f(x) invertierbar fiir alle x € Bs(X).

Beweis. Da V[ stetig und V2 f(x) invertierbar ist, existiert fiir ¢ := [|V*£(%)7!||™* > 0
ein § > 0 mit

IV2f(®) = V2ol < %IIsz(J?)_lll_1 fiir alle x € Bs(x).

Also gilt fur alle x € Bs(x) die Abschatzung

_ N _ 1
1= V2f@) V2 f(oll < IV2FE TV FE) = VAl < 5 <L
Nach dem Banach-Lemma ist daher auch V2 f(x) invertierbar fiir alle x € Bs(x), und es gilt

] Iv2 £~ —
1956071 < == peavergap < 21V A0 = o

'siehe z.B. [Geiger & Kanzow 1999, Lemma B.8]
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Eine dhnliche Aussage gilt fiir die positive Definitheit.

Lemma 7.6. Sei f : R® — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" mit V2 f(X) positiv
definit. Dann existieren Konstanten § > 0 und u > 0, so dass gilt

d'V2 f(x)d > plld|? fur alle x € Bs(x),d € R".
Beweis. Angenommen, die Ungleichung gelte nicht. Dann existieren Folgen {5} eens {d¥ }ren C©
R" mit x* — % und
1
(7.1) @V F(x*)d* < E||dk||2 fir alle k € N,
wobei wir ohne Einschriankung ||d¥|| = 1 annehmen kénnen. Die Folge {d* Jken ist also
beschrinkt und enthalt daher eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert d ebenfalls
ld|| = 1 erfiillt. Da V2f stetig ist, kénnen wir in (7.1) zum Grenzwert dieser Teilfolge
iibergehen und erhalten i i
d'Vif(x)d <0  fird#0.

Also kann V? () nicht positiv definit sein, und Kontraposition ergibt die Aussage. =~ O

Wir benétigen noch die folgenden technischen Hilfssatze.

Lemma 7.7. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei {x*}rcny C R" eine Folge
mit x* — % fiirk — co. Dann gilt

(7.2) lim V2R + (- b)) - V) di = 0
—o00 Jo
sowie
1
(7.3) lim / IV2f (& + t(x* = %)) - V2F(®)ll dt = 0.
k—oo Jg

Beweis. Aus der Konvergenz x*

gleichmdflige Konvergenz

— x folgt wegen der Kompaktheit von [0, 1] sofort die

X+ (M - xR > % fiir alle ¢ € [0,1].

Wegen der Stetigkeit von V2 f existiert daher fiir alle £ > 0 ein ky € N mit
V2 F(xF + t(xF1 —xF) = V2f(x)|| <&  fiiralle k > ko, t € [0, 1].
Damit ist auch

1 1
/||V2f(xk+t(xk+1—xk))—V2f(J‘c)||dts/ edt =¢
0 0

fir alle k > ky. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt daraus (7.2). Analog beweist man (7.3). O
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Lemma 7.8. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei {x*}rcy C R" eine Folge
mit x* — x fiirk — co. Dann gilt

(7-4) IV£(x¥) = Vf(x) = V2 F) " = 0l = o(llx* = =)
Ist zusdtzlich V2 f lokal Lipschitz-stetig, so gilt
(7:5) IVF(x5) = V() = V) = )l = O(Ix* - x|

Beweis. Nach Voraussetzung ist Vf differenzierbar in x, so dass nach Definition eine
Nullfolge {¢, }ren existiert mit

IV£(x¥) = VF(x) = V@) = 2| < gllx* - x|
fiir alle k € N grof3 genug. Ebenso folgt aus der Stetigkeit von V2f in %, dass gilt
&2 1= IV2F(x5) - V2F(®)] — 0
fir k — oco. Zusammen folgt

IVF(xF) = V(E) - V2FE)EE - )| < IVFEE) = VAE) - V@S - 2|
+ IV2F(x5) = VEF@)lIx* - ]
< (g + eD)Ix* - x|

fur alle k € N hinreichend grof3. Da ¢ := g}( + ei ebenfalls eine Nullfolge bildet, erhalten

wir (7.4).
Aus Satz 1.3 folgt

1
V(xR = V&) - VAR - %) = / VAF(x + t(x* - 2))(x* - %) dt
0
- V2 () - %)
1
= / [V2f (& + t(xF = %)) = V2 F(x5)] («F - %) dt.
0
Mit der lokalen Lipschitz-Konstante L > 0 von V2f in einer Umgebung von & und der
gleichmaBigen Konvergenz x + t(x* — %) — & fiir k — oo und t € [0, 1] folgt, dass fiir alle
k € N grof genug gilt
1
IVF(5) = VFE) - VEFE) S -0 < / IV2f (& + £k = 2) = V2L ()| de - [Ix* - %]
0
1

s/ L(1 - t)||x* — x| dt - ||x* — x|
0

woraus (7.5) folgt. O
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Wir kommen nun zur versprochenen Bedingung fiir die superlineare Konvergenz von
Algorithmus 7.1.

Satz 7.9. Sei f : R® — R zweimal stetig differenzierbar mit V2 f(x) invertierbar in ¥ € RN,
und sei {x*}rey € R\ {x} eine Folge mit x* — % fiir k — co. Dann sind dquivalent:

(i) {x*Yren konvergiert superlinear gegen x und V f(x) = 0,
(ii) |[VFxF) + V2 ) = x| = o[ = %)),
(iii) |V (") + V2 @) = x| = ol = x*|)).

Beweis. (iii)= (i): Aus der produktiven Null zusammen mit Satz 1.3 folgt zunachst die
Identitat

(7.6) V) = VAR - V(R - VEFE)( - xF)
+ VIR + V2 F(E)(F - xF)

= /0 [V2 £ + 1" = xF)) = V2 F(x)] (K = xRy at
+ VFF) + V2 f(@)(x - xN)

und daraus die Abschatzung

IV < /1 V2 (* + 1 = x5) = V2 f(R)| it - (| = x|
+0IIVf (") + V2R = XN,
Nach Lemma 7.7 und Voraussetzung (iii) existiert also eine Nullfolge {¢x }xen mit
(7.7 IV AR < ellck - 2]

Daraus folgt V f(x*) — 0 und somit, wegen der Stetigkeit von V f, auch V f(x) = 0. Nach
Lemma 7.3 existiert daher ein f > 0 mit

||Vf(xk+l)|| > [3||xk+1 — x| fir alle k € N grof3 genug.
Zusammen mit (7.7) erhalten wir daraus

Bl — =[] < eellc™ — 8| < a((x* = x| + [Ix* - =)
und daher

It =l < g2l -5l furalle k € N groB genug,

d. h. die superlineare Konvergenz von {x*}rc.
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7 NEWTON-ARTIGE VERFAHREN

(i) = (iii): Aus der Identitat (7.6) folgt auch die Abschatzung

(7.8) IVF(F) + V2 FR)GE =N

< VDI + /01 IV £+ (M = x9)) = V2 f()l] de - (15 = )l

Das Integral bildet nach Lemma 7.7 ein Nullfolge; wir miissen daher nur noch den ersten
Term geeignet abschitzen. Da V2 f(x) invertierbar ist, existiert nach Lemma 7.5 ein £ > 0
mit ||V f(x)|| > 0 fiir alle x € B.(x). Die stetige Funktion x + ||V2f(x)|| nimmt daher auf
der kompakten Menge B,(x) ihr Maximum M > 0 an, und mit Satz 1.3 und x* — x folgt
fur alle k € N grof3 genug

1
IVFGEDI = 1V = V@I < /0 IV £ (% + 1" = %))l dt - | - x|

< M|x** - x|
( e I

Ik = x| [lxk =

k+1 k||

|ES X

Da x* — % superlinear konvergiert, geht der erste Bruch nach Definition gegen 0 und
der zweite Bruch nach Lemma 7.2 gegen 1. Also ist der gesamte Term in Klammern eine
Nullfolge, und aus (7.8) folgt (iii).

(ii) = (iii): Aus (ii) folgt mit der Dreiecksungleichung sofort, dass
IVFG) + V2 F@)EH = x| < [VFER) + V) - )
+ V2 £ () = V2 @)1 - )
< (e + IVEF(F) = VEF@DIX - %],

Wegen der Stetigkeit von V2 f und x* — % ist auch der zweite Term in der Klammer eine
Nullfolge, und wir erhalten (iii). Analog zeigt man die Implikation (iii) = (ii). O

Daraus erhélt man durch Einsetzen die sogenannten Dennis—Moré-Bedingungen fiir die
superlineare Konvergenz von Algorithmus 7.1.

Folgerung 7.10 (Dennis—Moré-Bedingungen). Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar
und sei {x*}ren eine durch Algorithmus 4.1 erzeugte Folge, die gegen ein ¥ € R™ mit V2 f(%)
invertierbar und x* # % fiir alle k € N konvergiert. Dann sind dquivalent:

(i) {x*Yren konvergiert superlinear gegen x und Vf(x) = 0,
(i) (He = V2 FNE = 2O = o(llx = x5,
(iii) [|(Hi — V2 @) = x9)]| = o[l — x|
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7 NEWTON-ARTIGE VERFAHREN

Beweis. Nach Iterationsvorschrift gilt
Vf(xk) = —H(x**! = x5 fur alle k € N,

und Einsetzen in Satz 7.9 ergibt die Behauptung. O

Fiir die superlineare Konvergenz muss also Hy fiir k — oo hinreichend gut die Hesse-
Matrix V2 f(x*) anndhern, und dafiir reicht es aus, dass die Anwendung auf die jeweilige
Suchrichtung hinreichend gut ibereinstimmt.

Unter etwas starkeren Bedingungen an f erhélt man sogar quadratische Konvergenz.

Satz 7.11. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V? f(x) invertierbar in ¥ € R,
und sei {x*}ren € R\ {x} eine Folge mit x* — % fiirk — oo. Ist V2 f dariiber hinaus lokal
Lipschitz-stetig, dann sind dquivalent:

(i) {x*}ren konvergiert quadratisch gegen & und V f(%) = 0,
(ii) [IVf(F) + V2 FF)GE = x| = O = 417,
(iii) ||V f(x") + V2 F@) = x| = (|| = xF1%).
Beweis. (ii)= (i): Die quadratische Konvergenz impliziert insbesondere die superlineare,
und daher folgt aus Satz 7.9 sowohl V f(%) = 0 als auch x* — % superlinear. Es bleibt also

nur noch die quadratische Konvergenz zu zeigen. Dafiir verwenden analog zu (7.6) die
Identitat

(7.9) V2F() T = 2) = VFEF) + V2 ) (M = x5
- VIR + Vi) + VA (" - %),

Da V2 f(%) invertierbar ist und x — % konvergiert, existiert nach Lemma 7.5 ein ¢ > 0 mit
I = x| < VL) TV L) = 0] < el V2 F ) - )

fiir alle k € N grofs genug. Dividiert man nun durch ||x* — %||? # 0 und schitzt die rechte
Seite durch (7.9) ab, so folgt damit

[l — x| . V() + VAP = x| [l — &)1

[lack = x|z [JackHt — k|2 [lxk — x|
N IVf(x*) = VF(E) = V2 F()E -2l

Ik — x| '

Nun ist der erste Summand auf der rechten Seite beschrankt nach Voraussetzung (ii) und
Lemma 7.2 (konvergente Folgen sind beschrénkt), der zweite wegen Lemma 7.8 und der
lokalen Lipschitz-Stetigkeit von V2 f. Die Folge {x*}ren konvergiert also nach Definition
quadratisch gegen x.

40



7 NEWTON-ARTIGE VERFAHREN

(i) = (ii): Aus der Identitét (7.9) folgt auch die Abschatzung

IVFS) + VEFEO)EE =2 (IVFEE) - VIE) - VA EE - D)

(7.10)

T : Ik — 7P
4 v iy I
X —_—

T

Der erste Summand ist wieder beschrankt nach Lemma 7.8. Aus der Stetigkeit von V2 f
und der Konvergenz x* — x folgt weiter, dass {||V?f(x*)||}xen beschrinkt ist. Also ist
auch der zweite Summand wegen der quadratischen Konvergenz x* — % beschrinkt, und
zusammen folgt (ii).

(ii) & (iii) zeigt man analog zu Satz 7.9 unter Verwendung von Lemma 7.2. m|

Analog zu Folgerung 7.10 folgen daraus Dennis—Moré-Bedingungen fiir die quadratische
Konvergenz von Newton-artigen Verfahren.
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8 NEWTON-VERFAHREN

Folgerung 7.10 legt die Wahl Hy = V2 f(x*) nahe; dies fithrt auf das bekannte Newton-
Verfahren fiir die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems V f(x) = 0.

8.1 LOKALES NEWTON-VERFAHREN

Wir kommen schnell zur Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Algorithmus 7.1 hat nun die
Form

Algorithmus 8.1 : Lokales Newton-Verfahren

Input : x* € R”
Setze k = 0
while ||V £(x*)|| > 0 do
Berechne s* als Losung von V2 f(x¥)sk = =V f(x¥)
L Setze x**' = x*k + sk, k—k+1

Wegen Folgerung 7.10 ist nur noch zu beweisen, dass dieses Verfahren durchfithrbar ist
(d. h. dass V2 f (x*) stets invertierbar ist) und dass die Iteration tiberhaupt konvergiert. Der
folgende Beweis ist der Prototyp eines Konvergenzbeweises fiir Newton-artige Verfahren.

Satz 8.1. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" ein stationdrer
Punkt von f mit V2 f(x) invertierbar. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass Algorithmus 8.1 fiir
alle Startwerte x° € B.(x) superlinear gegen x konvergiert. Ist V2f dariiber hinaus lokal
Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz sogar quadratisch.

Beweis. Wir beginnen mit der Durchfithrbarkeit des Verfahrens. Nach Lemma 7.5 existiert
ein Radius ¢ > 0 und eine Konstante ¢ > 0 mit

IVEF(x) 7Y < e fiir alle x € B, ().

Die Hesse-Matrix ist also in einer Umgebung von x invertierbar. Wir miissen nun ga-
rantieren, dass die Iterierten x* diese Umgebung nicht verlassen. Dafiir verwenden wir
Lemma 7.8, welches einen Radius ¢, > 0 liefert, so dass (mit V f(x) = 0) gilt

|V f(x) = VEf(x)(x — %)|| < 2ic||x — x| fiir alle x € B,,(X).
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Setze nun ¢ := min{e}, &, } und wihle x° € B.(x). Dann ist V2 f(x°) invertierbar, und aus
der Iterationsvorschrift folgt

Ix" = %[ = Ix° = % = VA F )TV O
< [IV2FEO) IV ()" = 2) = V(O

1 1
<c —||x0 —-x|| = —||x0 - x| <e.
2c 2

Durch Induktion folgt daraus
1 k
IxF — || < (5) |Ix° - x| < e fur alle k € N.

Also ist x* € B,(x) fiir alle k € N und damit V2 f(x*) invertierbar fiir alle k € N; auBerdem
folgt x* — % fiir k — co. Da nach Iterationsvorschrift gilt

Vf(xk) + sz(xk)(xk —xM) =0 fur alle k € N,

folgt die superlineare bzw. quadratische Konvergenz sowie V f(x) = 0 nun aus Satz 7.9
bzw. Satz 7.11. O

Das lokale Newton-Verfahren hat zwei entscheidende Nachteile: Es konvergiert nur lokal,
d. h. falls der Startwert x° bereits hinreichend nahe an ¥ liegt. Aulerdem ist V2 £ (%) ledig-
lich als regulédr vorausgesetzt; das Newton-Verfahren kann daher genauso gerne gegen
einen Maximierer konvergieren. Beide Probleme kann man durch Kombination mit einem
Abstiegsverfahren behandeln; man spricht dabei von Globalisierung.

8.2 GLOBALISIERTES NEWTON-VERFAHREN

Die Idee ist, in einem Abstiegsverfahren solange Gradientenschritte zu machen, bis man
nahe genug an einem stationiaren Punkt ist, um das Newton-Verfahren durchfiithren zu
konnen. Durch eine Schrittweitensuche wird dabei garantiert, dass der Funktionswert stets
abnimmt (und dadurch der Grenzwert kein Maximierer sein kann.) Dies fiithrt auf den
folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 8.2 : Globalisiertes Newton-Verfahren
Input:p > 0,p > 2,y €(0,1/2), x% e R"
Setze k = 0
while ||[V£(x5)|| > 0 do
Versuche, Newton-Schritt @ mit V2 f(x*)d* = -V f(x*) zu berechnen
if VA(x5Td* < —pl||d¥||P then
‘ Setze sk = dk
else
t Setze sk = —V f(x¥)
Bestimme o; > 0 mit Algorithmus 5.2 fiir y € (0,1/2)
Setze xk*1 = x* + g5k, k — k+1

Die Bedingung in Schritt 4 setzt dabei stillschweigend voraus, dass eine Losung des Newton-
Systems V2 f(x¥)d* = -V f(x*) gefunden wurde. Beachte auch die Einschrinkung y <
% gegeniiber dem Gradientenverfahren; dies wird spater wichtig sein, um superlineare
Konvergenz zu erhalten.

Wir zeigen zuerst, dass Algorithmus 8.2 tatsachlich ein konvergentes Abstiegsverfahren
ist.

Satz 8.2. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 8.2
entweder nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Hiufungspunkt von {x*}rcn ist ein
stationdrer Punkt von f.

Beweis. Im Falle eines endlichen Abbruchs ist nichts zu zeigen; sei daher V f(x*) # 0 fiir alle
k € N und sei % ein Haufungspunkt von {x*};cy. Dann existiert eine gegen ¥ konvergente
Teilfolge {x*}rex mit K ¢ N unendlich. Um zu zeigen, dass X in stationérer Punkt ist, geniigt
nach Satz 4.3 der Nachweis, dass die erzeugten Suchrichtungen {sk}ke x und Schrittweiten
{0k }kek zulédssig sind. Wir unterscheiden dafiir Gradienten- und Newtonschritte und setzen

Kg := {k eK:sk= —Vf(xk)},
Ky = {k € K:s" = -V2f(xF) 'V F (M)}

Wegen V f(x*) # 0 gilt dann

VAT

T, IVFEE) >0  falls k € K,
S

(8.1)

und, wegen s¥ = —V2 f(x*)1V f(x¥) # 0, auch

-V fTsE

T > p|lskIPt >0  fallsk € Ky.
N

(8.2)
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In jedem Fall ist also s* eine Abstiegsrichtung. Es gelte nun

v, kN\T .k
(8.3) %—w fiir K 3 k — oo.
s
Fir k € K¢ folgt dann aus (8.1)
—Vf(xk)TSk
[

IVf)I =

— 0 fir Kg  k — oo.

Fiir k € Ky verwenden wir, dass wegen der Beschrénktheit der konvergenten Folge {x* }rex
und der Stetigkeit von V2f ein C > 0 existiert mit ||V f(x*)|| < C fiir alle k € K. Die
Definition des Newton-Schritts ergibt nun

(8.4) IV = IV2 sk < Clis*|l fiir alle k € K.
Also folgt wegen p > 2 aus (8.2) und (8.3)

cpr-1 —Vf(xk)Tsk
sl

— 0 fir Ky 2 k — oo,

IV £GP < (C||s'<||)”‘1 <

und damit ebenfalls ||V f(x*)|| — 0. Damit sind die Suchrichtungen zulissig.
Fir k € K¢ folgt aus (8.1)
—V f(xk)Tsk
skl
fir k € Ky folgt aus (8.4) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1 1 =V (xk)Tsk
k > —||V k > 4 7
I 2 IV 2 55

Is¥I1 = IV £ =

Also ist T
=Vf(x")'s
NEY (ﬂs—k”

fiir ¢ : t — min{t, C7't} stetig und streng monoton wachsend mit ¢(0) = 0. Nach Satz 5.2
erzeugt die Armijo-Regel also zulédssige Schrittweiten.

) furallek e K

Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.3. O

Natiirlich soll auch das globalisierte Newton-Verfahren superlinear konvergieren, damit
sich der ganze Mehraufwand gegeniiber dem Gradientenverfahren lohnt. Wir wollen also,
dass das globalisierte Newton-Verfahren in das superlinear konvergente lokale Newton-
Verfahren iibergeht, sobald wir entsprechend nahe an den stationaren Punkt herangekom-
men sind. Dafiir zeigen wir zeigen zuerst, dass unter geeigneten Voraussetzungen die ganze
Folge {x"}ien gegen einen Minimierer konvergiert (und wir damit tatsiachlich irgendwann
nahe genug sind). Wesentliches Hilfsmittel wird das folgende niitzliche Lemma sein, das
wir auch im weiteren Verlauf der Vorlesung heranziehen werden.
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Lemma 8.3. Sei X € X ein isolierter Hiufungspunkt der Folge {x*}rcny C R™ und es gelte
|x*+1 — x¥|| — 0 fiir jede gegen % konvergente Teilfolge {x*}rex.! Dann konvergiert die
gesamte Folge {x*}rcn gegen .

Beweis. Da x € X ein isolierter Haufungspunkt ist, existiert ein ¢ > 0 so, dass X der
einzige Haufungspunkt von {x*};cy in B,(%) ist. Sei nun {x*}rex eine Teilfolge mit x* —
%, und angenommen, {x*}cy konvergiert nicht gegen . Dann miissen unendlich viele
Folgenglieder existieren mit x* ¢ B,(x). Wir konnen deshalb aus {x*}.cy eine weitere
Teilfolge {x!®)}cx durch Wahl von [ = I(k) auswihlen, so dass fiir alle k € K gilt

xl(k) € Be(x)’ xl(k)ﬂ ¢ Bs(-’z)

(d. h. x!®)*1 ist das erste Folgenglied von {x*}icn, das wieder aus B,(%) herausspringt). Die
Folge {x!®)}ck ist also beschriankt und besitzt daher (mindestens) einen Haufungspunkt;
nach Annahme kommt dafiir aber nur der Haufungspunkt x in Frage, weshalb x'®) —
konvergieren muss. Es gibt also ein ko € K mit ||x'®) - x|| < ¢ fuir alle k > ko. Daraus folgt
aber

[l O+ — BV > (1 O — )| = (M) — x| > fiir alle k > ko.

Da {x®)} e als Teilfolge von {x*}rex gewiahlt war, kann also [|x**! — x*|| nicht gegen 0

gehen. O

Daraus folgt die Konvergenz des globalisierten Newton-Verfahrens gegen Minimierer.

Satz 8.4. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 8.2 erzeugten Folge {x*}ren mit V2 f(x) positiv definit. Dann ist X ein
strikter lokaler Minimierer und {x*}rcn konvergiert gegen %.

Beweis. Nach Satz 8.2 ist jeder Haufungspunkt von {xk }een ein stationarer Punkt und damit
gilt V f(¥) = 0. Zusammen mit der positiven Definitheit von VZ f (i) folgt aus Satz 3.4, dass
x ein strikter lokaler Minimierer ist.

Weiter ist V2 f(x) insbesondere regulir; wegen Lemma 7.3 gilt daher V f(x*) # 0 fiir alle
x* # % hinreichend nahe bei x. Also ist & ein isolierter Haufungspunkt (denn jeder weitere
Hiufungspunkt wire nach Satz 8.2 wieder ein stationirer Punkt). Sei nun {x*};cx eine
Teilfolge mit x* — x. Wir unterscheiden wieder Gradientenschritte (fir k € Kg C K)
und Newton-Schritte (fir k € Ky C K). Fur k € K gilt wegen der Stetigkeit von V f und
ok € (0,1] nach Definition der Armijo-Regel

14 = x5l = ol VAR < IV = IVF@I =0 fiir Ko 3 k = oo,

'Beachte, dass fiir k € K im Allgemeinen k + 1 ¢ K ist — in anderen Worten, x*+1 ist das auf x* folgende
Glied in der gesamten Folge, nicht der betrachteten konvergenten Teilfolge.
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Fir k € Ky hinreichend grof3 folgt dagegen aus Lemma 7.5

I = K| = o | V2 L) TV FER) |
<c|[VFGO) - clVf@)I =0  fiir Ky 3 k — oo.

Damit ist Lemma 8.3 anwendbar und liefert die Aussage. ]

Wir zeigen nun, dass Algorithmus 8.2 tatsdchlich irgendwann in das lokale Newton-
Verfahren tibergeht. Ein wesentliches Hilfsresultat ist dabei, dass die Armijo-Regel fiir
Newton-Schritte ab einem gewissen Schritt stets die Schrittweite o = 1 akzeptiert. Dafiir
ist die Einschrankung y < % wesentlich.

Lemma 8.5. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und x € R" ein stationdrer Punkt
von f mit V2f(x) positiv definit. Seien weiter {x*}ren eine Folge mit x* — % und {s*}ren
gegeben durch

s = V2 (k) TIV F(R).

Dann gilt fiir k € N hinreichend grofS und y € (0, 3) beliebig
S+ ) < 65+ y VTS

Beweis. Wegen Lemmata 7.5 und 7.6 existieren kg € N, ¢ > 0 und g > 0 so dass fir alle

k > ko gilt
IVZFGRY Y <e und  dTV2F(x%)d > p||d||? fiir alle d € R".
Weiter liefert Satz 1.2 ein £X = x* + 6%, 6 € (0, 1), mit
Fk 4 54) = FO8) + TR+ S(HTT FESE

Daraus folgt unter Verwendung des Newton-Schritts V2 f(xF)sk = —V f(x¥) sowie der
gleichméafligen positiven Definitheit

FOE 455 = F65) =y VDTS = -V T + %(skfvzf@k)sk
=~ = VO + TV s
< - (% - y) IS + 92 £ = V2 s P

fir alle k > k.
Nun gilt fir alle k > ko

Is51 = IV2F ) TVFEO < ell VA = V@I =0 firk — oo,
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8 NEWTON-VERFAHREN

woraus £& = x¥ + s — # fiir k — oo gleichmaBig in @ € [0, 1] folgt. Wegen der Stetigkeit
von V2 f kénnen wir daher ein k; € N finden mit

V2GR = VEFEN < 2 (% - y) po furallek > max{ko, ki}.

(Die Klammer ist wegen y < % positiv!) Fur k > max{ky, k; } ist daher

FEE+58) = FG5) =y V(5" <o,

woraus die Aussage folgt. O

Damit haben wir nun alles beisammen, um die superlineare Konvergenz des globalisierten
Newton-Verfahrens zu zeigen. Hier wird nun die Wahl p > 2 wichtig.

Satz 8.6. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 8.2 erzeugten Folge {x*}ren mit V2 f(X) positiv definit. Dann ist %
ein strikter lokaler Minimierer und {x* };cn konvergiert gegen X superlinear. Ist V2f dariiber
hinaus lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz quadratisch.

Beweis. Die Konvergenz der gesamten Folge gegen einen strikten lokalen Minimierer folgt
aus Lemma 8.3. Fir die superlineare bzw. quadratische Konvergenz ist nur noch zu zeigen,
dass Algorithmus 8.2 irgendwann in das lokale Newton-Verfahren iibergeht.

Die Voraussetzungen von Lemma 8.5 sind erfiillt, und wie in dessen Beweis gezeigt, existiert
ein kg € N mit

IVZF) Y <c¢  und  dTV2F(x%)d > p||d||* fiir alle d € R"
sowie (im Falle eines Newton-Schrittes)
1511 = IV2FGF) TV < el VFE)| fir alle k > ko.

Insbesondere ist V2 f(x*) invertierbar und es gilt s* — 0 fiir k — co. Aus der Definition
des Newton-Schrittes folgt nun

—VF)TsE = (s)TVA ) =l

Wegen sk — 0 existiert nun fiir beliebiges p > 0 und p > 2 ein k; > k so dass gilt

1

3
skl < (E)p fur alle k > k;.
p

Also ist fiir alle k > k; insbesondere —y < —p||s¥||’~? und damit

VFE)TSE < —plls*I1? < —plis*|IP,
d. h. der Newton-Schritt wird akzeptiert. Nach Lemma 8.5 wird fiir Newton-Schritte zudem
irgendwann stets die Schrittweite ox = 1 akzeptiert. Ab diesem Punkt stimmt Algorith-

mus 8.2 mit Algorithmus 8.1 iberein und hat damit die gleiche Konvergenzgeschwindig-
keit. m]
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8 NEWTON-VERFAHREN

8.3 INEXAKTE NEWTON-VERFAHREN

Das Losen der Newton-Gleichung V2 f(x*)s = =V f(x*) ist oft aufwendig, und eine exakte
Losung (z. B. aufgrund von Rundungsfehlern) in der Regel nicht moglich. Die Dennis—Moré-
Bedingung garantiert aber die superlineare Konvergenz, solange wir nur bei Annaherung
an einen stationdren Punkt den Fehler beliebig klein bekommen koénnen; insbesondere
ist zu Beginn der Iteration eine genaue Losung gar nicht notig. Die Idee ist dabei, den
Fehler tiber das relative Residuum der Newton-Gleichung zu steuern: Fiir eine vorgegebene
Toleranz 1. bestimmen wir s* mit

kyok k
1v°f (ﬁv)j%;k;{ “ene furalleken.

Dies fiihrt auf das inexakte Newton-Verfahren.

Algorithmus 8.3 : Inexaktes Newton-Verfahren

Input : X eER" >0

Setze k = 0

while ||V f(x%)|| > 0 do
Wihle Toleranz n; > 0
Berechne s* mit || V2 f(x%)s* + V(x5 < el VF ()|
Setze x**1 = x* + s, ke—k+1

Da im Newton-Verfahren x* gegen einen stationiren Punkt konvergiert, sollte der Fehler
im Verlauf der Iteration automatisch kleiner werden. Beispielsweise kann man dafiir die
Newton-Gleichung mit einem iterativen Verfahren (Gauf3—Seidel, konjugierte Gradienten)
l6sen, wobei in jeder Iteration mehr Schritte gemacht werden. Eine andere Moglichkeit
ist, die Newton-Gleichung durch ein “grobes Modell” [V?f (xk)]hks = —[Vf (xk)]hk zu
ersetzen, dessen Losung s}’jk fiir by — 0 gegen s* konvergiert. (Dies ist insbesondere fiir
die Optimierung mit Differenzialgleichungen relevant.)

Die wesentliche Frage ist nun, wie die Toleranz 1 zu wéhlen ist, um Konvergenz und
insbesondere superlineare Konvergenz zu erhalten. Wir zeigen zuerst die lokale lineare
Konvergenz. Eine Schwierigkeit ist dabei, dass diese nicht beziiglich der Euklidischen Norm
gezeigt werden kann. Wir betrachten stattdessen fiir einen stationdren Punkt x € R" mit
V2 f(x) invertierbar die Konvergenz beziiglich

x|z = ||V F(®)x]] fir alle x € R".
Dies definiert wegen
(8.5) IV I Ixller < lxll < IV llxlle fiir alle x € R

eine dquivalente Norm auf R". Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir in Folge p; :=

IV2f @)~ und iz == V2 £(2) 7.
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Satz 8.7. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" ein stationdrer
Punkt von f mit V*f(x) invertierbar. Ist g < 7 fiir ein beliebiges ij € (0,1), so konvergiert
Algorithmus 8.3 lokal linear beziiglich || - ||i gegen x.

Beweis. Wir gehen im Prinzip analog zum Beweis der entsprechenden Aussage in Satz 8.1
vor, wobei wir in den Abschétzungen wegen der Toleranz etwas genauer aufpassen miissen.
Zunichst gilt wieder, dass nach Lemma 7.5 ein Radius ¢ > 0 und eine Konstante ¢ > 0

existieren mit
IV2F(x) T < c fur alle x € B, (x).

Wihle nun ein 7 € (7, 1) sowie ein hinreichend kleines § > 0 mit
)
© F A1+ 81+ e8) <.
1
(Dies ist wegen 7 < 7 stets moglich.) Nach Lemma 7.7 existiert weiter ein ¢, > 0 mit
! 1)
/ IV2f(x + t(x — %)) = VEf(%)|| dt < — fiir alle x € B,,(x).
0 Ha
Da x ein stationdrer Punkt ist, ist nach dem Satz 1.3 fiir alle x € R"
1
Vf(x) = VF() + / V(% + t(x — %))(x — %) dt
0
1
= / [V2f(x + t(x — %)) = V2 f(%)] (x — %) dt + V2 f(%)(x — X).
0

Nach Definition von || - ||z gilt daher fiir alle x € B,,(x) die Abschétzung

g ) _ _

IVFGN < —llx = %[ + IV? f(x)(x = %)
H2
)
< o (p2llx = x|lg) + lIx = x|lg = 1+ 6)llx — x||a-
Nach Lemma 7.8 existiert auflerdem ein &3 > 0 mit
)
IV f(x) = VEf(x)(x = 3)|| < —|lx = %|| < S|lx = %l fir alle x € B, (X).
H2

Schliellich existiert wegen der Stetigkeit von V? f ein &4 > 0 mit

IV2f(x) = VEf(x)|| <6 fur alle x € B, ().

0

Setze nun ¢ := min{ey, &, €3, &4} und wihle x° € B,u (X) (beachte ;y < py wegen (8.5)).
Hp

Dann ist V2 f(x?) invertierbar, und wegen der exakten Losbarkeit der Newton-Gleichung
existiert daher ein s° € R" mit

1720 = V2 F)s® + VFEOI < noll VFE)II-
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8 NEWTON-VERFAHREN

Aus der Iterationsvorschrift folgt nun fiir ny < 7 mit Hilfe der obigen Abschétzungen

' = %l = V2 f(3) [x° = % = V2 FGO) V) + )]l
< IV f@I 1x° = % = VAF )TV O
+ 17"+ [VAFE) = VAF )] V2 F )Tl
< IV FEI IV FEO) TV ) = %) = VA
+ Pl + IV F ) = V2 FEIITV £

co
EIIXO — x|lg + @+ )|

co
Ellxo — %|lg + no(1+ cHIIVFEO)

IA

IA

IA

s
© A+ 8+ )| 1x° = x* |l
Hi

< nllx® = %|lu.

Nach Wahl von x gilt daher wegen n < 1

_ _ _ H2 _
lx' = x| < pallx’ = %l < pollx® — x|y < nﬂ—llxo - x| <e.
1

Mit Induktion folgt daraus ||x* — %||lg < n*||x® — %[/ und damit auch

Ik — % < pFE2 0 — % <& faralle k € N.
H

Also ist x* € B,(x) fiir alle k € N und damit V2 f(x*) invertierbar fiir alle k € N; auBerdem
folgt wegen 1 < 1 die lineare Konvergenz von {x*}rcn beziiglich || - ||z |

Aus der Konvergenz beziiglich || - || folgt auch die Konvergenz beziiglich der 4quivalenten
Norm || - || (allerdings nicht die lineare Konvergenz, da fiir n < 1 nicht unbedingt auch
17”—? < 1sein muss!) Reduziert man die Toleranz im Laufe der Iteration schnell genug, folgt
daraus mit Hilfe der Dennis—Moré-Bedingung die superlineare Konvergenz.

Satz 8.8. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R" ein stationdrer
Punkt von f mit V2f(x) invertierbar. Ist {ni}ren C (0,1) eine Nullfolge, so konvergiert
Algorithmus 8.3 lokal superlinear. Ist V2 f dariiber hinaus lokal Lipschitz-stetig und n; =
O(IVF(x)|D), so ist die Konvergenz sogar quadratisch.

Beweis. Da die Voraussetzungen von Satz 8.7 erfiillt sind, konvergiert x* — . Aus der
produktiven Null, der Dreiecksungleichung und der Iterationsvorschrift folgt nun

IVFG < IVFGE) + V2L = I+ 192 F () = 50|
< Al VLGN + IV A = 2.
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8 NEWTON-VERFAHREN

Wegen der Stetigkeit von V2f und x* — % existiert ein C > 0 und ein ko € N mit
IV2£(x¥)|| < C fiir alle k > ko. Daraus folgt, wieder nach Iterationsvorschrift,

19769 + 72 £ =290 < el VAN 2T =2

Nk
< C—— [l — XK = gl — XK.
1—nx
Da mit {5y }ren auch {e }ren eine Nullfolge ist, folgt die superlineare Konvergenz mit
Satz 7.9.

Analog zeigt man mit Hilfe von Satz 7.11 die quadratische Konvergenz. O

Auch das inexakte Newton-Verfahren léasst sich wie in Algorithmus 8.2 globalisieren. Die
globale Konvergenz sowie den Ubergang zu superlinearer Konvergenz kann man durch
eine analoge Modifikation der entsprechenden Beweise in Abschnitt 8.2 zeigen,; fiir Details
sei auf [Geiger & Kanzow 1999, Kapitel 10.2] verwiesen.
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

In der Praxis ist das Aufstellen der Hesse-Matrix oft aufwendig oder sogar tiberhaupt nicht
moglich (wenn die zu minimierende Funktion zwar zweimal differenzierbar ist, aber die
zweiten Ableitungen nicht mit vertretbarem Aufwand berechenbar sind). Die Dennis—Moré-
Bedingung besagt aber, dass es ausreicht, eine hinreichend gute Naherung der Hesse-Matrix
zu verwenden. Fiir Funktionen f : R — R wére ein Ansatz, statt der zweiten Ableitung
einen Differenzenquotienten zu verwenden:

f/(xk+1) _ f’(xk) .

xk+1 _ xk

f// (xk+1) ~

Der fiir f : R" — R analoge Ansatz fithrt auf die Quasi-Newton-Gleichung
(CRY Hiena(x! = x) = V() = V().

Diese Gleichung fiir Hy,, ist allerdings unterbestimmt, da durch sie nur die Wirkung auf
eine Richtung s* = x**! — x* festgelegt wird, wir fiir den niichsten Schritt aber Hy.;s*!
benodtigen. Wir brauchen also noch eine weitere Forderung. Dazu betrachten wir wieder
die Dennis-Moré-Bedingung, nach der der folgende Term fiir x* — & superlinear in ||s*||
sein soll:

|(Hi = V2 (x¥)s¥|| < 1(Hk = Hian)s® || + [|(Hisr — V2F(F))sE]|
= ||(Hi — Hir)s¥|| + IV £ = VF(xF) = VEF(R)sH,

wobei wir im zweiten Schritt die Quasi-Newton-Gleichung verwendet haben. Der zweite
Term auf der rechten Seite ist nun fiir f zweimal differenzierbar nach Definition o(||s||);
fir die superlineare Konvergenz geniigt also die Forderung

lim ||Hg1 — Hill = 0
k—o0

fiir eine beliebige Matrixnorm.

Wir gehen daher wie folgt vor: Ausgehend von einer Startmatrix H, wahlen wir fiir alle
k € N die neue Naherung Hy; so, dass

(i) die Quasi-Newton-Gleichung (9.1) erfullt ist;

(ii) der Abstand ||Hgy; — Hi|| minimiert wird.
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Man spricht dabei von einem Update der Matrix Hy auf Hyy;. Diese Wahl von Hy in Algo-
rithmus 7.1 fithrt auf die Klasse der Quasi-Newton-Verfahren, die sich als mit die leistungs-
fahigsten Verfahren zur unrestringierten Optimierung herausgestellt haben. Verschiedene
Wahlen der Matrix-Norm fithren dabei auf verschiedene Verfahren in dieser Klasse.

9.1 QUASI-NEWTON-UPDATES

Die Kernidee der verbreiteten Quasi-Newton-Verfahren ist, fiir die Minimierung nicht die

induzierte Norm ||A|| = ||A||2, sondern die Frobenius-Norm
0 on 1/2
,_ 2
Al = > a,.j)
i=1 j=1
zu verwenden. Dies ist eine dquivalente Norm mit
(9.2) n" V2| Al < |IA]| < ||AllF fiir alle A € R™".
Weiterhin gilt fiir jede Orthonormalbasis {vy, . .., v,} von R”
n
(93) AIIE = > llAv] .
i=1

(Beide Eigenschaften folgen direkt aus einer dquivalenten Charakterisierung der Frobenius-
Norm iiber die Spur von A’ A, siehe z.B. [Geiger & Kanzow 1999, Lemma B.1].)

Wir bestimmen nun fiir gegebenes Hy ein Hyq, das die Quasi-Newton-Gleichung (9.1)
erfullt und ||Hg,1 — Hi||r minimiert. Dafiir setzen wir der Kuirze halber

H:=H,,  Hy:=Hpy,  s:=x"—xk 5=V - viEh.

Die Quasi-Newton-Gleichung kann nun kurz geschrieben werden als H,s = y. Fiir die
Minimierung verwenden wir (9.3), und zwar indem wir s/||s|| zu einer Orthonormalbasis

{s/lIsll, vz, . ..,vn} des R" ergdnzen. Dann ist
1 n
1H. = HIl; = ol Hes = Hsl*+ ) |0 = Hoil”

i=2

Die Quasi-Newton-Gleichung erzwingt nun H;s = y; im ersten Term haben wir also keine
Freiheit fiir die Minimierung. Der zweite Term ist jedoch offensichtlich minimal, wenn
Hiv; = Hy; fur i = 2,...,n gilt. Dies erreichen wir durch die Wahl

(y — Hs)s'

$°S

b
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

denn dann ist wegen der Orthonormalitdt der Basis sTv; = 0farallei = 2,...,nund
damit
sTs
Hys = Hs+(y —Hs)— =y,
sts
sowie

T,
H,v; =Hvi+(y—Hs)¥ =Hvu; furallei=2,...,n.
sTs

Die Wahl (9.4) wird Broyden-Update genannt; Matrizen von der Form M = uov! fiiru, v € R"
heiflen Rang-1-Matrizen, weshalb man auch von einem Rang-1-Update spricht.

Nachteil des Broyden-Updates ist, dass die neue Matrix H, weder symmetrisch noch positiv
definit sein muss, auch wenn dies fiir H der Fall ist. Ein Newton-artiges Verfahren mit dieser
Wahl von Hy wiirde daher auch gegen lokale Maximierer konvergieren (und tatsachlich
wird das Broyden-Verfahren vor allem zur Losung von nichtlinearen Gleichungen eingesetzt).
Eine symmetrische Matrix erhalt man durch einen symmetrischen Rang-1-Update, kurz
SR1-Update,

(y — Hs)(y — Hs)"

(y — Hs)Ts

der jedoch ebenfalls nicht positiv definit ist. Dafiir benotigt man Rang-2-Updates (d. h. eine
Summe von zwei Rang-1-Updates), die man als Minimierung einer gewichteten Frobenius-
Norm erhalt. Dies ist relativ technisch, weshalb wir hier auf Beweise verzichten. Wir

bezeichnen in Folge die Menge der symmetrischen und positiv definiten Matrizen kurz als
SPD(n).

R = H+

Satz 9.1 ([Geiger & Kanzow 1999, Satz 11.6]). Seien H € SPD(n) und s,y € R" mits'y > 0
gegeben. Dann existiert eine Matrix W € SPD(n) mit W?s = y, und die Lésung von

min |[W (M -HW ™ mit Ms=y
MeSPD(n)

ist gegeben durch den Davidon—-Fletcher—Powell-Update, kurz DFP-Update,

. O HY +y@-H)' (y-H9)'s g
y's (yTs)?

DFP _
HPFP =

Die Voraussetzung s’y > 0 ist dabei sogar notwendig fiir die Existenz einer Matrix M €
SPD(n), die die Quasi-Newton-Gleichung erfiillt: Gilt namlich s”y < 0, so folgt aus Ms = y
sofort sT Ms = sTy < 0, und damit ist M nicht positiv definit.

Nun ist man eigentlich an der Losung des Gleichungssystems Hys* = -V f(x*) interessiert,
was bei Kenntnis von H, ! durch einfache Matrixmultiplikation méglich wire — schén
wire daher ein inverser Update von B := H™! auf B, := H;'. Dazu verwendet man einfach,
dass unter der sehr sinnvollen Forderung der Invertierbarkeit von H, die Quasi-Newton-
Gleichung H,s = y aquivalent ist zur inversen Quasi-Newton-Gleichung B,y = s. Ganz
analog wie oben erhilt man daraus den folgenden Update.
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Satz 9.2 ([Geiger & Kanzow 1999, Satz 11.8]). Seien B € SPD(n) und s,y € R" mits'y > 0
gegeben. Dann existiert eine Matrix W € SPD(n) mit W?s = y, und die Losung von

i W(M — B\W it My =
Mggl}gg(n)ll ( Wl mi y=s

ist gegeben durch den inversen Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno-Update, kurz BFGS-
Update,

G By)s" +s(s—=By)"  (s—By)'y r
— SS
sTy (sTy)?

BBFGS = p

Um daraus ein direktes BFGS-Update zu erhalten (bzw. aus Satz 9.1 ein inverses DFP-
Update), verwenden wir die Tatsache, dass die Inverse einer Rang-1-Matrix wieder eine
Rang-1-Matrix ist. Das folgende Lemma verifiziert man durch einfaches aber lastiges
Ausrechnen.

Lemma 9.3 (Sherman—Morrison-Woodbury-Formel). Seien A € R™" invertierbar und
u,v € R". Ist1+ v A 'u # 0, dann ist A + uv” invertierbar mit

Ayl A

Avu)yt=a"-2 22
( uv') 14+ 0TA

Durch zweimaliges Anwenden erhilt man daraus die folgenden Updates

Satz 9.4. Seien H € SPD(n), B= H™!, und y,s € R" mit yTs > 0. Dann gilt mit By := H;!

BDFP _ g 4 ss” _ BnyB
+ 7 T TRy ’
ys y by
T T
Hss'H
yBFGS — g 4 YY_ _ .
* sTy  sTHs

Anstelle der ausgelassenen Beweise weisen wir nun nach, dass das BFGS-Update tatsachlich
die geforderten Eigenschaften hat.

Satz 9.5. Seien H € SPD(n) und y,s € R™ mit y's > 0. Dann ist H?*®S € SPD(n) und erfiillt
die Quasi-Newton-Gleichung.

Beweis. Die Symmetrie von H2FCS fiir symmetrische H ist direkt aus der Definition ersicht-

lich.

Fir die positive Definitheit verwenden wir, dass H € SPD(n) eine Cholesky-Zerlegung
H = R'R mit R € R™" invertierbar besitzt.! Fiir beliebige d € R \ {0} folgt dann aus der

!siehe z. B. [Hanke-Bourgeois 2009, Satz 5.4]
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung

dTHPFSS g = dTH + (d"y)?*  (d"Hs)?
+

yTs sTHs
— ”Rd”Z + (dTY)Z _ ((Rd)T(RS))Z
y's [ Rs||>
> ”Rd“Z + (dTY)Z _ ”Rd”z”Rsllz
- yis | Rs||?
T.)\2
NG
y's

Also ist HBF®S zumindest semidefinit. Fiir die positive Definitheit geniigt es, dass eine

der beiden Ungleichungen strikt ist. Angenommen, die erste Ungleichung ist nicht strikt,

d.h. die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt mit Gleichheit. Dies ist nur méglich, falls Rd

und Rs linear abhingig sind, d. h. es gilt Rd = tRs fiir ein t € R\ {0}. Dann folgt aus der

Invertierbarkeit von R aber auch d = ts und damit

@y}  ,(sTy)
= t'—

yTs yTs

=t2(sTy) > 0

wegen t # 0 und sy > 0.

Fiir die Quasi-Newton-Gleichung rechnen wir einfach nach:

T T
S s'Hs
HfFGSs:Hs+—y Y-

Hs =y. i
sTy”  sTHs Y

9.2 LOKALE KONVERGENZ

Wir untersuchen nun die lokale superlineare Konvergenz von Quasi-Newton-Verfahren.
Da dies sehr technisch ist, beschranken wir uns fiir den Beweis auf das einfacher zu analy-
sierende (wenn auch fiir die Optimierung weniger relevante) lokale Broyden-Verfahren.
Einsetzen der Definition des Broyden-Updates in das allgemeine Newton-artige Verfahren
ergibt den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 9.1 : Lokales Broyden-Verfahren
Input : x° € R?, Hy, € R™"
Setze k = 0
while ||V £(x5)|| > 0 do
Berechne s* als Losung von Hys® = =V f(x¥)
Setze x**1 = xk 4 sk
Setze y* = V f(x**1) — V f(x*)

k_H k\(k\T
Setze Hi,; = Hi + %

, k—k+1
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Wir zeigen wieder zuerst die lineare Konvergenz. Dafiir benétigen wir das folgende Lemma,
das garantiert, dass der Broyden-Update den Abstand zur exakten Hesse-Matrix V f(X)
nicht zu sehr vergroflert.

Lemma 9.6. Sei f : R® — R zweimal stetig differenzierbar mit V2 f lokal Lipschitz-stetig,
und sei {x*}rcn eine von Algorithmus 9.1 erzeugte Folge mit x* — x. Dann gilt fiir alle k € N

grof3 genug
L
WHiss = V2P < 1H = VLI + 5 (Il = 2+ 1 - 51

Beweis. Aus der Definition des Broyden-Updates folgt

(9.5) Hpy — VEF(%) = Hp — V2 f(x) + (yF = His®)(s5)T

(s5)T(sF)
oz, (V®)sE - His) T (F = VEF()sE)(s)T
B T S P Ty
k(kN\NT k 2 £ =\kVKNT
PPN P " = VIf(x)s)(sT)
- =970 (1= 57 ) +
Aus der Definition der induzierten Matrix-Norm folgt nun |luov”|| = ||u||||v|| fir alle u, v €

R" sowie ||I — %H = 1fir alle u € R". Wir erhalten also

ly* = V2 f (@)s*|

1Hiea = V@I < = V2 F @I + =

Um den zweiten Summanden abzuschitzen, verwenden wir Satz 1.3 sowie die lokale
Lipschitz-Stetigkeit von V2 f und erhalten fiir x* hinreichend nahe an x

(9:6) NIy = VEF@)s*l = IIVF ) = V) = V2 F() (T = M)

1
S/ IV2F (™ + 1™ = x5)) = V2 F(@)]| dt - (15 = x|
0
1
SL/ txK — x| + Q= )||x* = x| dt - ||xF = xF|
0

Lk k_on) ik
= 2 (I = 2+ e = 20 51,

woraus die Aussage folgt. O

Wir konnen nun die lokale lineare Konvergenz zeigen.

Satz 9.7. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V? f lokal Lipschitz-stetig und
sei X € R" ein stationdrer Punkt von f mit V2 f(x) invertierbar. Dann existieren Konstanten
8,& > 0, so dass fiir xg € B.(x) und Hy € Bs(V?f(%)) die von Algorithmus 9.1 erzeugte Folge
{x*}ren linear gegen % konvergiert.
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Beweis. Setze ¢ := ||V2f(%)”!|| und wihle ¢, § > 0 mit

1 20
5 S - 3 S Y
6¢ 3L

und seien xy € B.(x) und Hy € Bs(V?f(%)) beliebig. Wir zeigen nun per starker Induktion,
dass fiir alle k € N gilt

(9.7) IHx = V2 F®)ll < (2 - 279,

1
k _ k_ -
(9-8) [l - x| < Sl =%l

Es gelte nun (9.7) und (9.8) fiir alle i = 0, ...,k — 1. Wir zeigen zuerst, dass (9.7) fiir k gilt.
Aus den beiden Induktionsvoraussetzungen zusammen mit Lemma 9.6 folgt

I = V2 FG < 2 = 274+ kT — .
Weiter folgt aus der Induktionsvoraussetzung (9.8) und x, € B.(x)
(9:9) I = x| < 270 — %)) < 270 Ve,
Nach Wahl von ¢ gilt daher
|He — V2 f(x)|| < 22"k + %z*k—% < (2-2"kD 427k
=(2-27%6

und damit der Induktionsschritt fiir (9.7).

Als néchstes zeigen wir, dass H invertierbar ist. Aus der Wahl von § und der Induktions-
voraussetzung (9.7) folgt

I = V2 F (&) Hill = IV £(2) ' (Hk = V2FR)I| < e(2 =278 < 2¢6 <

[SSHI

Nach dem Banach-Lemma ist also Hj invertierbar mit

V2f(x)™! 3
o= VG H S 1-1 2

Es bleibt der Induktionsschritt fiir (9.8). Aus dem Iterationsschritt folgt zunachst mit Hilfe
der produktiven Null

H(x"™' = %) = =V (") + VF(&) + V(@) (" - %) + (H - V2 F(@)(x* - %)
und damit

Ikt = 5 < HE (I £G) = VF6) = V2@ = D)+ 1Hk = V2FE)x* - =])
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Fiir den ersten Term in der Klammer gilt analog zu (9.6) mit (9.9) und der Wahl von ¢

V£G4 = V() = V@G - 0] < 5 Ik = < 27 etk

-k
< Z—5|IxF - x|
3

Fir den zweiten Term verwenden wir natiirlich die Induktionsvoraussetzung (9.8) und
erhalten nach Wahl von §

3 (27K 1
I = 2]l < Se| = + 2 - 27| 8lIxF — x| < 3¢S - x| < S[IxF - x|
2 3 2

und damit der Induktionsschritt fiir (9.8), woraus auch die behauptete lineare Konvergenz
folgt. ]

Da also x* — # gilt, kénnen wir die superlineare Konvergenz wieder mit Hilfe der Dennis—
Moré-Bedingung zeigen.

Satz 9.8. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar mit V* f lokal Lipschitz-stetig und sei
% € R" ein stationdrer Punkt von f mit V2 f(x) invertierbar. Dann konvergiert Algorithmus 9.1
lokal superlinear gegen x.

Beweis. Wir kniipfen an den Beweis von Satz 9.7 an, wobei wir nun fiir den Approxi-
mationsfehler in Hy die Frobenius-Norm verwenden. Dafiir benétigen wir die folgenden
Eigenschaften, die man mit Hilfe von (9.3) beweisen kann:

@ lluo"llr = llulllloll  fir alle u, v € R,

.o T 2 .o
(i) AU~ Z0)lIF < |AllF — 7 (“m“) fiir alle A € R™, v € R" \ {0}

Wir setzen in Folge
ek = xk - X, Ey := H — sz()?).

Wie im Beweis von Lemma 9.6 folgt nun aus (9.5) und (9.6) sowie (9.8)

k (k)T L
1Ealle < 1B = S50l + 5 (1141 + 1)
IERs 1?3
< Bl = —— o + Ll
20 Ecllells 2~ 4

Durch Umformen erhalten wir daraus

|| Exs*||?
15|12

3
< 2||EkllF (”Ek”F — | Egesallr + ZLIIekII)

3
< 4vd (nEknF ~ Bealle + ZLnekn) ,
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

wobei wir im letzten Schritt (9.2) sowie (9.7) verwendet haben. Wir summieren diese

Gleichung nun tber alle k = 0, ..., m fir m € N beliebig und erhalten als Teleskopsumme
[ Exs” 3
(9:10) kZ T < VI8 (I1Eolle = IEmallr + 51 kZ et
=0 =0

Nun gilt nach Voraussetzung ||Eo||r — ||Em+1llF < ||Eollr < Vnd sowie wegen (9.8) und der
geometrischen Reihe

m
Zne’w < > (1) Nleoll < 2= 27™)e.
k=0 k=0

Einsetzen in (9.10) und Grenziibergang m — oo ergibt daher

|| Exs®||?
Z T < 4Vné (\/55 + %Le) < 00,

Also gilt 1 |k,f ”L' — 0 und damit auch

Bk _ I = V2P - b))
] [

— 0,

und aus Folgerung 7.10 erhalten wir die superlineare Konvergenz. O

Das am weitesten verbreitete Quasi-Newton-Verfahren ist das BEGS-Verfahren mit inverser
Aufdatierung.

Algorithmus 9.2 : Lokales BFGS-Verfahren
Input : x° € R, By € SPD(n)
Setze k = 0
while ||V f(x¥)|| > 0 do
Setze sk = —BiV £(x¥)
Setze xk*1 = xk 4 sk
Setze y* = V£ (x**1) — V£(x¥)

k_B, vkY(sk\T sk (sk— B, vE)T k_pg, vk\Tk
Setze Byyq = By + &2 )(s(si);;k(s ) (s((sk;‘ﬁ}y,z)zy KO, ke—k+1

Als Start-Matrix kann z.B. By = I gewéhlt werden. In der Praxis werden dabei anstelle
von By die Vektoren s* sowie die im inversen BFGS-Update auftauchenden Skalarprodukte
gespeichert. Damit lasst sich das Produkt Byv fiir gegebenes v € R" durch eine rekursive
Prozedur effizient berechnen; siehe etwa [Kelley 1999, Kapitel 4.2.1]. Fiir sehr grofle n bringt
dies eine erhebliche Ersparnis mit sich. In den sogenannten limited-memory-BFGS-Verfahren
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werden dariiber hinaus nur die letzten m (z. B. m = 30) Vektoren und Skalare aufbewahrt;
siehe [Geiger & Kanzow 1999, Kapitel 13]. Diese gehoren zu den derzeit effizientesten
Optimierungsverfahren fiir grofie Probleme.

Auf dhnliche Weise (wenn auch mit deutlich mehr Aufwand) wie fiir das Broyden-Verfahren
zeigt man die lokal superlineare Konvergenz von Algorithmus 9.2, wobei man eine entspre-
chend Satz 9.2 gewichtete Frobenius-Norm sowie eine “inverse Dennis—Moré-Bedingung”
fiir den Fehler By — V2 f(x)! verwenden muss.

Satz 9.9 ([Geiger & Kanzow 1999, Satz 11.33]). Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar
mit V2 f lokal Lipschitz-stetig und sei x € R" ein stationdrer Punkt von f mit V2 f(x) positiv
definit. Dann existieren Konstanten 8, ¢ > 0, so dass fiir xo € B.(x) und By € Bs(V:f(x)™!)
mit By € SPD(n) der Algorithmus 9.2 superlinear gegen X konvergiert.

9.3 GLOBALE KONVERGENZ

Die Globalisierung von Quasi-Newton-Verfahren erfolgt analog zum Newton-Verfahren,
wobei hier die Powell-Wolfe-Regel verwendet werden muss, um positiv definite Updates
zu garantieren.

Algorithmus 9.3 : Globalisiertes BFGS-Verfahren

Input:y € (0,1/2), 7 € (y,1), x° € R", By € SPD(n)

Setze k = 0

while ||[V£(x%)|| > 0 do

Setze s = =B,V f(x¥)

Bestimme o} > 0 mit Algorithmus 5.3 fir y € (0,1/2) und n € (y,1)
Setze x**1 = xk + g5k

Setze d* := oys, y¥ = V f(xF*1) — V f(xF)

dk_B k dk T dk dk_B k\T dk_B kN\T .,k
Setze By;1 = By + ( £y (d)k);yk( ) _ ((dk;‘%)yz)zy dk(dk)T, k—k+1

Wir zeigen zuerst, dass die Powell-Wolfe-Regel in der Tat zu positiv definiten Updates
fithrt.

Lemma 9.10. Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Ist V f(x*) # 0, By € SPD(n), und o > 0
nach der Powell-Wolfe-Regel gewdnhlt, so ist auch By.1 € SPD(n).

Beweis. Eine Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn A™! positiv definit ist. Nach
Satz 9.5 geniigt daher, (y*)'d* > 0 zu zeigen. Da o > 0 nach Voraussetzung die Kriim-
mungsbedingung

Vf(xk+l)Tsk > I]Vf(xk)TSk
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

fiir ein 5 < 1 erfiillt, gilt nach Definition von d* und y*
(V)'d" = o(Vf(Ds* = Vs

—0k(1 -V f(x")'s"
k(1= )V f() BV f(x*) > 0

W%

weil 1 < 1und By positiv definit ist, und damit die Behauptung. m]

Die globale Konvergenz folgt nun aus den abstrakten Konvergenzresultaten.

Satz 9.11. Sei f : R®™ — R Lipschitz-stetig differenzierbar und nach unten beschrdinkt.
Existieren Konstanten 0 < 1 < g, so dass fiir alle k € N die Eigenwerte von By die
Abschdtzung

1 < /Vf < /'lﬁ <l

erfiillen, dann konvergiert Algorithmus 9.3 global.

Beweis. Solange V f(x*) # 0 und By, positiv definit ist, gilt
VISt = -V BV f(xF) <o,

d. h. s ist eine Abstiegsrichtung. Nach Satz 5.4 liefert Algorithmus 5.3 eine Schrittweite,
die die Powell-Wolfe-Bedingung erfiillt. Lemma 9.10 liefert dann die positive Definitheit
von By, woraus per Induktion die Durchfiihrbarkeit von Algorithmus 9.3 folgt.

Da mit By auch alle Hy = B,;l symmetrisch und positiv definit sind, sind nach Lemma 7.1
die BFGS-Schrittweiten zuladssig und nach Satz 5.5 die Powell-Wolfe-Schrittweiten effizient.
Aus Satz 4.3 folgt nun die globale Konvergenz. m]

Ahnlich wie fiir das Newton-Verfahren kann man zeigen, dass unter den Voraussetzungen
von Satz 9.8 in Algorithmus 9.3 irgendwann stets die Schrittweite oy = 1akzeptiert wird und
damit lokal superlineare Konvergenz erreicht wird, siehe [Spellucci 1993, Satz 3.1.13]. Die
Eigenwertbedingung kann allerdings nur fiir gleichméaflig konvexe Funktionen garantiert
werden (siehe z. B. [Geiger & Kanzow 1999, Kapitel 11.5]); im Allgemeinen wird man daher
in jeder Iteration iberpriifen, ob sk eine Abstiegsrichtung ist, und falls nicht, die Matrix By
neu initialisieren (etwa mit B = By).
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Wir haben in den letzten Kapiteln gesehen, dass lokal konvergente Newton-artige Ver-
fahren mit Hilfe einer Schrittweitensuche globalisiert werden kénnen. In diesem Kapitel
untersuchen wir eine Alternative, die auch ohne die Voraussetzung der positiven Definitheit
auskommt und daher direkt auf das Newton-Verfahren (ohne Riickfall auf Gradientenschrit-
te) angewendet werden kann. Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass in Newton-artigen
Verfahren die Charakterisierung

(10.1) Hys* = —Vf(xk)

der Suchrichtung der (fiir H, symmetrisch) notwendigen (und fiir Hy positiv definit auch
hinreichenden) Optimalitdtsbedingung entspricht fiir das Problem

1
min f(x*) + Vf(*)'d + ~d"Hid.
deRn 2
Ist nun Hy sehr schlecht konditioniert oder gar nicht positiv definit, so kann die L6-

sung von (10.1) beliebig schlecht sein oder gar nicht existieren. Statt zu versuchen, dies
durch eine Schrittweitensuche (oder einen Gradientenschritt) zurechtzubiegen, ist die Idee

nun, die Minimierung auf einen Vertrauensbereich (Englisch: trust region) K := Ba(0) =
{x € R": ||x|| < A} fiir einen gegebenen Trust-Region-Radius A > 0 einzuschrinken. Man
betrachtet also das Problem

1
(10.2) min f(x*) + Vf(x*)'d + ~d"Hid.
dEKA 2

Da Kj kompakt und die zu minimierende Funktion stetig ist, existiert in jedem Fall ein
Minimierer s* := d € K, auch wenn H nicht positiv definit ist. Hierbei spielt der Trust-
Region-Radius die Rolle der Schrittweite, und fiir die globale Konvergenz ist wichtig, den
Radius A im Verlauf der Iteration richtig zu wahlen. Der Ansatz ist hier, dies nicht in
jedem Schritt neu zu tun, sondern A in Abhangigkeit vom Erfolg des Schrittes geeignet zu
vergrofiern oder zu verkleinern.

Wir untersuchen zunichst diese Anpassung fiir den konkreten Fall Hy, = V2 f(x*), bevor wir
am Ende des Kapitels auf die Berechnung des Trust-Region-Schrittes s* € K, eingehen.
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10.1 DAS TRUST-REGION-NEWTON-VERFAHREN

Mit der Wahl Hy = V?f(x*) entspricht die quadratische Funktion
1
au(d) = () + VG + a7V f ()

der Taylor-Entwicklung von f im Punkt x*; es gilt also

(10.3) F&F+d) = gd) + o(lld]®).

Es handelt sich bei gy daher um ein quadratisches Modell von f, das fiir ||d|| klein gut mit
der Funktion f ubereinstimmt (dies motiviert die Bezeichnung “Vertrauensbereich” fiir
K — nur innerhalb dieses Bereichs “trauen” wir dem Modell). Umgekehrt konnen wir den
Grad der Ubereinstimmung heranziehen, um einzuschitzen, ob der Radius Ay gut gewahlt
war. Haben wir einen Schritt s* als Losung von

(10.4) dg}glk qr(d)

berechnet, konnen wir die tatsichliche Reduktion f(x*) — f(x* + s*) mit der vorausgesagten
Reduktion f(x*) — qi(s*) vergleichen. Konkret betrachten wir den Quotient

_FO - fk s
TR - gH

(10.5)

und machen eine Fallunterscheidung:

(i) Ist px sehr klein (und insbesondere negativ), so war gx kein gutes Modell fur f im
Vertrauensbereich bzw. der Vertrauensbereich zu grof3; wir verwerfen also den Schritt
und versuchen es erneut mit einem kleineren Radius, d. h. wir setzen x**! = x* und
Api1 < Ag.

(ii) Ist px klein aber nicht sehr klein, so stimmt das Modell im Vertrauensbereich hin-
reichend gut mit der Funktion iiberein. Wir kénnen also den Schritt x**! = x* + s
akzeptieren und den Radius beibehalten

(iii) Ist px ungefihr 1, so ist die Ubereinstimmung sogar sehr gut. Wir kénnen also nicht
nur den Schritt x¥*! = xk + sk akzeptieren, sondern auch im néachsten Schritt einen

noch groleren Radius Agyq > Ak versuchen.

Ein Schritt mit x**! = x* + s* heif3t erfolgreich. Der Fall (ii) soll dabei verhindern, dass
irgendwann stets der Radius vergroflert wird, nur um ihn im nachsten Schritt wieder zu
reduzieren. Der folgende Algorithmus prazisiert das Vorgehen, wobei wir fiir die Konver-
genz sicherstellen miissen, dass der Trust-Region-Radius bei erfolgreichen Iterationen einen
vorgegebenen Minimalradius A, > 0 nicht unterschreitet.
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Algorithmus 10.1 : Trust-Region-Newton-Verfahren
Input: 5 € (0,1), 52 € (n1,1), 01 € (0,1), 02 € (1,0), Apin > 0
Wihle x° € R", Ay > 0

while ||[V£(x5)|| > 0 do

Berechne s* als Losung von (10.4)

Berechne py nach (10.5)

if py < n; then // Schritt nicht erfolgreich, Modell schlecht
Setze xF+1 = xk // verwerfe Schritt
Setze Ak = o1 // verkleinere Radius

else if 1, < px < 1, then // Schritt erfolgreich, Modell OK
Setze xk*1 = xk + sk // akzeptiere Schritt
Setze Apy1 = max{Anin, Ar} // behalte Radius

else if pi > 7, then // Schritt erfolgreich, Modell gut
Setze xk*1 = xk + sk // akzeptiere Schritt
Setze A1 = max{Amnin, 02Ar} // vergroBere Radius

Setze k «— k +1

Da der Vertrauensbereich wegen Ay > 0 (was durch die Radius-Anpassung gewéhrleistet
bleibt) nichtleer, abgeschlossen und beschrankt und das quadratische Modell gy, stetig ist,
existiert nach Satz 2.2 stets eine Losung s* von (10.4). Schiefgehen kann also nur Schritt
4, und zwar wenn der Nenner von (10.5) gleich Null ist, d. h. der vorausgesagte Abstieg
gleich Null ist. Unangenehm wére auch, wenn der Nenner negativ ist, denn dann wiirde
Algorithmus 10.1 einen Aufstiegsschritt akzeptieren. Das niachste Lemma garantiert, dass
beides erst bei Erreichen eines stationaren Punkts eintreten kann, und ist fundamental
fur die Konvergenz des Trust-Region-Verfahrens (vergleiche die Armijo-Bedingung fiir
Schrittweiten).

Lemma 10.1. Seis* € R" eine Losung von (10.4). Dann gilt
1 k
ky k 1 k . IV £ &)l
F 6 = gelsF) = 11V £ | min { A, FEEAL
Beweis. Da s* als globaler Minimierer von gy iiber Kp, gewihlt ist, gilt fiir alle d € Kj,

65 = (s = F6) - (@)
— —Vf(xk)Td _ %dTVZf(xk)d
> VG- SV

Die gewiinschte Abschiatzung folgt nun durch Einsetzen einer geeigneten Wahl von d.
Dafiir machen wir eine Fallunterscheidung:
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() IVFEO < AellV2F(x%)|): In diesem Fall wihlen wir d = —me(xk) € Ka,
und erhalten

VGO  TIVAEI® _ LIVFEOI?
IV2FGR - 20IVEFGOI 2 V2 FR)IT

F*) = g 2

(i) |VFEO) = ArllV?£(xF)||: In diesem Fall wihlen wir d = —”Vﬁ(mv f(x¥) € Ka,
und erhalten unter Verwendung der Annahme

£ = @) = TS = AT LI 2 AT A

Schitzen wir in beiden Fallen durch das Minimum der rechten Seiten ab, erhalten wir die
Aussage. O

Algorithmus 10.1 ist also stets durchfiihrbar, konnte aber “leer laufen”, indem irgendwann
keine Schritte mehr akzeptiert werden. Das folgende, technische, Lemma garantiert, dass
das nicht eintritt. (Beachte, dass nur bei nicht erfolgreichen Schritten der Radius verkleinert
wird.)

Lemma 10.2. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar und sei {x*}rcy eine durch
Algorithmus 10.1 erzeugte Folge. Ist x € R" kein stationdrer Punkt von f, so gilt fiir jede gegen
% konvergente Teilfolge {x* }rex

liminf A; > 0.
K3k— o

Beweis. Sei ¥ € R" mit Vf(%) # 0. Angenommen, es gibt eine Teilfolge {x*}rcx, so dass
die entsprechende Folge {Ay }xex den Haufungspunkt 0 hat. Durch eventuellen Ubergang
zu einer weiteren Teilfolge — immer noch mit k € K bezeichnet — kénnen wir annehmen,
dass gilt

lim Ap=0.

K3k—

Da jeder erfolgreiche Schritt mindestens den Radius auf Ap,;, > 0 zuriicksetzt, ist dies nur
moglich, wenn ein ky € N existiert, so dass alle Schritte fiir k > ky verworfen werden. Dies
setzt aber voraus, dass gilt

(10.6) pr<m<1 fir alle k € K, k > k.

Diese Ungleichung fithren wir nun zum Widerspruch. Dazu betrachten wir

|9k (s*) = F* +59)]

P =1 = ) — e
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und zeigen, dass die rechte Seite fiir k — oo gegen 0 geht. Dafiir verwenden wir, dass x
nach Voraussetzung kein stationédrer Punkt ist, d. h. ein f; > 0 existiert mit

VA > g fiir alle k € K.

Weiter ist V2 f stetig und {x* };cx konvergent und daher beschrinkt, es gibt also ein 5 > 0
mit

IV2F(xM)|| < B, fiiralle k € K.

Nach Satz 1.1 existiert nun fiir alle k € K ein £X = x* + s* mit 6 € (0,1) und f(x* + s¥) =
F(x*) + V£(£5)Tsk. Daraus folgt

|gk(s) = FG* + M) = [VFER) T+ 56TV F(R)sE = VF(EST
P

<96 = TFENII+ S5

Nach Lemma 10.1 gilt nun wegen lIs*|| < Ax — 0 fiir alle hinreichend groflen k € K

1 - VGt
£6) = quls") 2SIV £ mim g, ISL00

1, . )
> Eﬁl min {Ak, /Tz}
1

1,k
= =i = =B]|s"]].
Bl > 2 Bilst]

Zusammen erhalten wir also
1
ok =11 < 5 (29764 = VFEON + fallsH1)

Der zweite Term in Klammern konvergiert wegen ||s¥|| < Ay — 0, der erste wegen der
Stetigkeit von Vf und x* — % sowie &5 = x* + fsF — x + 0 = x. Also gilt p — 1, im
Widerspruch zu (10.6). O

Mit Hilfe von Lemmata 10.1 und 10.2 kénnen wir nun die globale Konvergenz von Algo-
rithmus 10.1 zeigen.

Satz 10.3. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 10.1
entweder nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Hiufungspunkt von {x*}ren ist ein
stationdrer Punkt von f.

Beweis. Im Falle eines endlichen Abbruchs ist nichts zu zeigen. Sei daher Vf(x¥) # 0
fir alle k € N und sei {x*}icx eine gegen x € R" konvergente Teilfolge, so dass x kein
stationdrer Punkt ist. Wir zeigen zuerst, dass in dieser Teilfolge unendlich viele erfolgreiche
Iterationsschritte enthalten sind: Ware dies nicht der Fall, gibe es ein ky € K so dass fiir
alle k > ko der Schritt verworfen wird. Dann wird aber auch fiir alle k > k, der Radius
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verkleinert, woraus Ay — 0 folgt, im Widerspruch zu Lemma 10.2. Also ist entweder x doch
ein stationdrer Punkt (und wir sind fertig), oder es sind unendlich viele Schritte erfolgreich.
Da fiir nicht erfolgreiche Schritte x**! = x* gilt, kénnen wir (durch Ubergang zu einer
weiteren Teilfolge) sogar annehmen, dass alle Schritte x*, k € K, erfolgreich sind.

Aufgrund der Stetigkeit von V f und V? f existieren nun wieder Konstanten f3, f; > 0 mit
IVFE) 2 pi und  [VEFGR) < By firallek € K.

Da alle Schritte erfolgreich sind, muss aulerdem py > n; fiir alle k € K gelten. Mit
Lemma 10.1 folgt daher fiir alle k € K

(10.7) FOEY = FOF +55) > m(F(F) = ge(sF))
2 gV min {as, (A}
> ’717'61 min {Ak, ﬂ—;} .

Weiterhin ist nach Konstruktion die Folge { f(x*)}xen monoton fallend, da Algorithmus 10.1
nur Abstiegsschritte akzeptiert. Nun konvergiert nach Annahme die Teilfolge x — % und
damit wegen der Stetigkeit von f auch f(x*) — f(x). Wegen der Monotonie ist das aber
der einzige Haufungspunkt von { f(x*)}xen, so dass die gesamte Folge konvergiert. Also
gilt
FEN) = & +55 = F65) - ) =0

und damit wegen (10.7) auch Ay — 0 fir K 3 k — oo, im Widerspruch zu Lemma 10.2.
Also muss x ein stationdrer Punkt sein. m]

Analog zu Satz 8.4 kénnen wir unter einer Optimalitatsbedingung zweiter Ordnung Kon-
vergenz der ganzen Folge zeigen.

Satz 10.4. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x*}ren mit V2 f(X) positiv definit. Dann ist %
ein strikter lokaler Minimierer und {x* }ren konvergiert gegen x.

Beweis. Nach Satz 10.3 ist jeder Haufungspunkt von {x*}rcy ein stationirer Punkt und
damit insbesondere V f(%) = 0. Zusammen mit der positiven Definitheit von V? f(x) folgt
aus Satz 3.4, dass x ein strikter lokaler Minimierer ist.

Weiter ist V2 (%) insbesondere regulir; wegen Lemma 7.3 gilt daher V f(x) # 0 fiir alle
x # x hinreichend nahe bei x. Also ist x ein isolierter Haufungspunkt (denn jeder weitere
Hiufungspunkt wire nach Satz 10.3 wieder ein stationirer Punkt). Sei nun {x*};cx eine
Teilfolge mit x* — %. Wegen Lemma 7.6 existieren ko € N und y > 0 mit

(sk)Tsz(xk)sk > /1||sk||2 fur alle k € K, k > k.

69



10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Weiter folgt aus Lemma 10.1 insbesondere f(x*) — qx(s*) > 0 und daher
FGR) + VEEETsE + %(sk)TVZ FN)s* = qil(s*) < f(x5).
Zusammen erhalten wir fir alle k € K mit k > k,
PIsHI? < 26TV PR < -V AGHTSE < 19 FGHIISHL

Da aber die Teilfolge {x*};cx nach Satz 10.3 gegen den stationiaren Punkt ¥ konvergiert
und Vf stetig ist, folgt daraus

2
I+t =K = ¥ < /—lllvf(xk)ll — 0.

Nach Lemma 8.3 impliziert dies die Konvergenz der gesamten Folge {x*}ren gegen . O

Fiir die lokale superlineare Konvergenz zeigen wir wieder, dass Algorithmus 10.1 irgend-
wann in das Newton-Verfahren tibergeht. Dafiir beweisen wir zuerst, dass ab einem gewis-
sen Punkt alle Schritte (und nicht nur unendlich viele) erfolgreich sind.

Lemma 10.5. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Hdaufungs-
punkt der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x}ren mit V2 f(%) positiv definit. Dann
existiert ein kg € N, so dass alle Schritte k > kg erfolgreich sind.

Beweis. Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis von Lemma 10.2 und zeigen py — 1, nur
dass wir diesmal die Annahme Ay, — 0 natiirlich nicht verwenden kénnen. Nach Satz 10.4
konvergiert unter den genannten Voraussetzungen die gesamte Folge gegen x, und wie in
dessen Beweis gezeigt existieren y > 0 und ky € N mit

2
(10.8) sk < =IVFGER fir alle &k > k.
i

Wegen der Stetigkeit von V2 f existiert weiter eine Konstante ¢ > 0 mit
IVZF(xM)|| < ¢ fiir alle k > k.
Aus Lemma 10.1 zusammen mit ||s¥|| < Ay folgt nun
1 k
k k N, [AAAED]] }
— > MY
F66) = g5 = SV £ min { A, FEE0
H .
> — 15"l min {lIs“ [l £ 1s“I1}

k2
= k|ls"l
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mit k := % min{1, ﬂc} Auflerdem existiert nach Satz 1.2 fir alle k € K ein &5 = x* + 0;s*

mit 6 € (0, 1) so dass gilt

272 6 - 9 s
SISV ) = P2 )

|gi(s®) = FG* + )

IA

Zusammen erhalten wir

e - R s 1
P U= T — gDl S 2

da wegen x¥ — % mit V£(x) = 0 und (10.8) auch £ — % konvergiert. Also ist wegen
m < 1fir k € N hinreichend grofi stets px > 1y, d. h. alle Schritte sind erfolgreich. O

IV2F(£5) = VEF(M) - o,

k

Wir konnen nun die lokale superlineare Konvergenz beweisen.

Satz 10.6. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R" ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x*}ren mit V2 (%) positiv definit. Dann konver-
giert xX* — x lokal superlinear. Ist V2 f dariiber hinaus lokal Lipschitz-stetig, so konvergiert

x* — % quadratisch.

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass irgendwann der beschriankte Minimierer des
quadratischen Modells mit dem Newton-Schritt tibereinstimmt. Nach Satz 10.4 konvergiert
die gesamte Folge x* — &; wegen Lemma 7.6 existiert daher ein ko € N, so dass V2 f(x¥)
positiv definit ist fiir alle k > k. Also ist das quadratische Modell g; fir alle k > ko
strikt konvex, und die nach Satz 3.5 notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingung
Vi (5) = 0 ist identisch mit dem Newton-Schritt

s = V2 ()T F(R).
Nach Lemma 7.5 existiert weiterhin ein k; € N und ein ¢ > 0 mit
VA <e firalle k > k.
Da x* gegen den stationiren Punkt & konvergiert, folgt daraus fiir k > max{kq, k;}
15511 < el VA& = o.

Also muss ein k; € N existieren mit ||55|| < Amin fiir alle k > k.

Andererseits sind nach Lemma 10.5 fiir ein k3 € N alle Schritte k > ks erfolgreich; aufgrund
der Iterationsvorschrift gilt daher Ag > Ay, > Apin > 0 fiir alle k > k3. Also stimmt fiir alle
k > max{ks, k3} der Newton-Schritt §¢ € K A, mit der Losung s¥ von (10.2) iiberein. Damit
ist fir alle k > max{k;, k3} der Algorithmus 10.1 identisch mit dem Newton-Verfahren und
hat daher die selbe Konvergenzgeschwindigkeit. m]
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

10.2 ZUR BERECHNUNG DES TRUST-REGION-SCHRITTES

Noch offen ist die Frage, wie man in jeder Iteration von Algorithmus 10.1 den globalen
Minimierer des quadratischen Modells g iber den Vertrauensbereich K, berechnen
kann. Prinzipiell handelt es sich dabei um ein beschrianktes Optimierungsproblem, das
mit den in den folgenden Kapiteln vorgestellten Verfahren behandelt werden kann (wobei
die quadratische Struktur von g; und die Kugelgestalt von Kj, eine effiziente Losung
erlaubt). Andererseits haben wir gesehen, dass die Konvergenz von Algorithmus 10.1
lediglich voraussetzt, dass der Schritt s* einen ausreichend grofien vorausgesagten Abstieg
produziert; siche Lemma 10.1. Es geniigt also, fiir s eine Niherungslsung von (10.2) zu
verwenden, die diese Bedingung erfiillt. Im Rest dieses Kapitel sollen drei der am héaufigsten
verwendeten Ansétze kurz vorgestellt werden.

10.2.1 DER CAUCHY-PUNKT

Da wir im Beweis von Lemma 10.1 nur zuldssige Richtungen der Form d = —AV f(x*),
A € (0, 00), gewdhlt haben, gentigt es offenbar, das quadratische Modell nur entlang dieser
Richtung zu minimieren. Statt (10.2) setzen wir also s* = —g;. V f(x¥), wobei oy Losung ist
des eingeschrankten Problems

mingi(~o V() mit oV < A
Da gj quadratisch ist, ist die globale Losung dieses Problems gegeben durch

||VfA<l§<k>|| falls V £ (x*)TV2f(xF)V £(xF) < 0,

(10.9) o =19" {
min

IV Ak
V)TV FRIV () IV F I

} sonst,

vergleiche das Gradientenverfahren mit exakter Schrittweite (6.2). Der Punkt
xc = xF — crka(xk)

wird Cauchy-Punkt genannt.

Wortlich wie in Lemma 10.1 beweist man nun

Lemma 10.7. Seisk = —oxV f(x*) mit o gegeben durch (10.9). Dann gilt

1 - VGt
£ = gelsF) = 11V £ | min { A, FEEA

Daraus folgt wie zuvor die globale Konvergenz von Algorithmus 10.1, wenn fiir x**' der
Cauchy-Punkt gewahlt wird.
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Satz 10.8. Sei f : R" — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 10.1 mit
x**1 .= xc entweder nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Hiufungspunkt von {x*}ren
ist ein stationdrer Punkt von f.

Dieser Ansatz ist einfach zu implementieren, hat aber den Nachteil, dass der Cauchy-Punkt
einem (moglicherweise gedampften) Gradientenschritt entspricht. Im besten Fall wird das
Verfahren daher in das Gradientenverfahren tibergehen, weshalb man auch nur dessen
(niedrige) Konvergenzgeschwindigkeit erwarten kann.

10.2.2 DER DOGLEG-SCHRITT

Um lokal superlineare Konvergenz zu erhalten, miissen wir also irgendwie den Newton-
Schritt ins Spiel bringen. Ein Ansatz dafiir ist, den Minimierer des quadratischen Modells
nicht nur entlang des Gradientenschrittes zu suchen, sondern entlang eines “geknickten”
Schritts, der vom optimalen (unbeschrénkten) Gradientenschritt

o IV £ (x*)||2
V)TV F(xk)V £ (xF)

weiter entlang des Newton-Schritts

VF(x )

dy = =V f(xF)7V £ (xF)

(falls existent) geht. Wir suchen daher den Minimierer von g; entlang des Pfades

rdg fur 7 € [0,1],

d:[0,2] - R", d(r) = {dc; +(r—1)(dy —dg) firre[1,2],

unter der Beschrankung ||d(7)|| < Ag. Der Pfad d(r) wird Dogleg-Pfad genannt, da er wegen
seinem Knick (manche) an das Bein eines Hundes erinnert.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine Suche entlang dieses Pfades sinnvoll ist.

Lemma 10.9. Sei V2 f(x¥) positiv definit. Dann gilt:

(i) die Funktion t +— ||d(7)|| ist auf [0, 2] monoton steigend;

(ii) die Funktion v — qi(d(7)) ist auf [0, 2] monoton fallend.
Beweis. Beide Eigenschaften sind fiir 7 € [0, 1] erfillt, da ||d(7)|| = 7||dg]| offensichtlich
monoton und dg der unbeschrinkte Minimierer von g entlang V f(x*) ist. Es ist daher

nur das Intervall [1, 2] zu untersuchen. Wir setzen im Folgenden kurz g := V f(x*) und
H := V2 f(xb).
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Zu (i): Wir betrachten fiir ¢t € [0, 1] die Funktion
1 2 _ 1 2
o(t) = 211d1+ DI = lldg + t(dy - do)l
und zeigen ¢’(t) > 0 fur t € (0,1). Ausmultiplizieren und Ableiten ergibt

¢'(t) = di(dn — dg) + tlldy — dol* = di(dy — do)

gl o o gt . 29"H g llgll*
== \=9 H 9+ | = 9" |1 = 5 7 :
g'Hg g'Hg g'Hg (g"H'g)(9" Hg)

Da H und damit auch H™! positiv definit sind, ist der Term vor der Klammer positiv. Mit Hilfe
der Cholesky-Zerlegung H = R'R mit R invertierbar erhalten wir wegen H™! = R™!R"T
auch

lgl* = g"g = g'R"'Rg = (R )" (Rg)
/
< IR glliRgl = (R 79 (R 79) " ((Re)' (ko))

= (7@ g) " (R Rg) " = (6T H g g )

1/2

Also ist .
llgll

TH—l TH =
(9'H™'g9)(9' Hg)

und damit ¢’(t) > 0.
Zu (ii): Wir betrachten analog fiir t € [0, 1] die Funktion
Y(t) = qr(d(1 + 1))
1
= ) + 97l + Hdy — o) + 5 (d + Hdy — do) H(do + t(dy - do)

und zeigen ’(t) < 0 fur t € (0,1). Ausmultiplizieren und Ableiten ergibt wegen der
Symmetrie und positiven Definitheit von H sowie t < 1

Y'(t) = g' (dn — do) + dGH(dy — dg) + t(dn — dg) H(dy — do)
< g"(dn — dg) + d5H(dn — dg) + (dn — do) H(dy — dc)
= (9 + Hdy)' (dy - dg)
=0,
da nach Definition des Newton-Schrittes gilt dy = —H™lg. m]

Aus dem Lemma folgt, dass genau zwei Félle auftreten kénnen:

(i) Der Newton-Schritt dy liegt im Vertrauensbereich; in diesem Fall ist dy der eindeutige
Minimierer von gx entlang dem Dogleg-Pfad d(7);
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(ii) Der Newton-Schritt dy liegt aufierhalb des Vertrauensbereichs; in diesem Fall gibt
es (wegen der Stetigkeit von 7 — ||d(7)||) genau einen Punkt d(7*), in dem der
Dogleg-Pfad den Rand des Vertrauensbereichs kreuzt.

Wir unterscheiden in diesem Fall weiter
(iia) 7* < 1: dann ist x* + d(r*) genau der Cauchy-Punkt;

(iib) ¥ > 1: dannist 7* = 1+¢t*, wobei ¢t* gewahlt ist als die einzige positive Nullstelle
des quadratischen Polynoms

r(t) = ||dg + t(dy — dg)||* = A — k°
= lldy = dI*¢* + 2d5(dy - do)t + lldal® = A}

Wir konnen also den Dogleg-Schritt wie folgt bestimmen.

Algorithmus 10.2 : Dogleg-Schritt

if ||dg|| = Ax then // Gradientenschritt nicht in Vertrauensbereich

‘ Setze sk = ”S—gndc // Akzeptiere Cauchy-Punkt

else if ||dy|| < Ag then // Newton-Schritt im Vertrauensbereich

‘ Setze sk = dy // Akzeptiere Newton-Schritt

else // Pfad schneidet Rand zwischen dg und dy
Bestimme positive Nullstelle t* € (0, 1) von r(¢)

L Setze sk = d(1+1t") // Gehe zum Rand des Vertrauensbereichs

Da nach Lemma 10.9 der Funktionswert des quadratischen Modells entlang des Dogleg-
Pfads monoton abfillt und wir nach Konstruktion auf dem Pfad mindestens bis zum Cauchy-
Punkt gehen, ist der vorausgesagte Abstieg fiir den Dogleg-Schritt stets mindestens so
grof3 wie fiir den Cauchy-Punkt. Aus Lemma 10.7 folgt daher die globale Konvergenz des
Dogleg-Trust-Region-Verfahrens. Genau wie im Beweis von Satz 10.6 zeigt man nun, dass
deshalb irgendwann der Newton-Schritt stets im Vertrauensbereich liegt und daher als
Dogleg-Schritt akzeptiert wird, woraus die lokale superlineare Konvergenz folgt.

Das Verfahren funktioniert in der Form allerdings nur, falls V2 f (x*) immer positiv definit
ist; man kann es aber so modifizieren, dass fiir V£ (x*)TV? f(x*)V f(x¥) < 0 statt dem
Dogleg-Schritt der Cauchy-Punkt verwendet wird. Auch in diesem Fall kann man globa-
le Konvergenz und lokal superlineare Konvergenz zeigen; siehe [Kelley 1999, Abschnitt

3.3.6].

10.2.3 INEXAKTE TRUST-REGION-VERFAHREN
Eine besonders effiziente Variante dieser Idee verbindet den Trust-Region-Ansatz mit dem

inexakten Newton-Verfahren, in dem die Newton-Gleichung V? f(x¥)s = =V f(x*) nihe-
rungsweise mit Hilfe eines iterativen Verfahrens gelost wird. Im Trust-Region-Verfahren
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wird dieses iterative Verfahren nun so modifiziert, dass die Iteration den Vertrauensbereich
nicht verlasst. Produziert das iterative Verfahren eine Folge {s™},,en von Naherungslosun-
gen der Newton-Gleichung, so wird grob vereinfacht fiir jeden Schritt tiberprift:

(i) Ist [[V2F(xF)s™ + VF(x)|| < nellVF(xF)| fiir eine vorgegebene Toleranz i > 0, so
setze s := s™ und beende die Iteration.

(ii) Ist ||s™|| = Ak (oder kann s™ aus irgendeinem Grund nicht als Ndherungslosung
vertraut werden, etwa wenn V2 f(x¥) als nicht positiv definit erkannt wird), so be-
stimme analog zum Dogleg-Schritt s* als denjenigen Punkt zwischen s™! und s™,
fir den ||s¥|| = Ay gilt.

(iii) Ansonsten fahre mit der Iteration fort.

Verwendet man als iteratives Verfahren das CG-Verfahren, so kann man zeigen, dass
dadurch s stets einen mindestens so grofien vorausgesagten Abstieg erzeugt wie der
Cauchy-Punkt, woraus die globale Konvergenz folgt. Ahnlich wie fiir den Dogleg-Schritt
zeigt man dann ||s¥|] — 0, so dass das inexakte Trust-Region-Verfahren irgendwann in das
inexakte Newton-Verfahren tibergeht, welches fiir  — 0 lokal superlinear konvergiert.
Fiir Details (die auf spezifischen Eigenschaften des CG-Verfahrens beruhen) sei auf [Geiger
& Kanzow 1999, Kapitel 14.7] verwiesen.
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Teil 111

OPTIMIERUNG MIT NEBENBEDINGUNGEN
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11 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Wir betrachten nun fir X € R" und f : X — R das restringierte Optimierungsproblem

(11.1) min f(x)
xeX

und leiten dafiir zunachst Optimalitatsbedingungen her. Wie schon fiir den Fall n = 1
bekannt, ist das Verschwinden des Gradienten keine notwendige Optimalitatsbedingung
fiir einen lokalen Minimierer, wenn dieser auf dem Rand der zuldssigen Menge liegt. Fiir
(verniinftige) X C R ist dies durch einfaches Nachpriifen endlich vieler Randpunkte noch
leicht zu handhaben. Ist n > 1, aber X ¢ R" ein Polyeder (d. h. durch endlich viele lineare
Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen beschrieben), so hat der Rand von X
ebenfalls eine spezielle Struktur (was in der linearen Optimierung weidlich ausgenutzt
wird). Fir allgemeine Teilmengen X C R" kann der Rand aber beliebig kompliziert sein,
was die Schwierigkeit der restringierten Optimierung ausmacht.

11.1 TANGENTIALKEGEL

Wir orientieren uns an Satz 3.1, der besagt, dass fiir unrestringierte Probleme in einem
lokalen Minimierer x keine Richtungen Abstiegsrichtungen sein diirfen, d.h. Vf(%)7d > 0
fur alle d € R" gilt. Fiir ein restringiertes Problem spielen dagegen nur die Richtungen
eine Rolle, die nicht sofort(!) aus X hinausfithren; fiir solch eine Richtung d € R" muss
also x := x + td € X fur alle t > 0 klein genug gelten. Dies motiviert die folgende
Definition: Wir nennen d € R" Tangentialrichtung an X in x, falls Folgen {x*}reny € X und
{tr tken C (0, 00) existieren mit

k X —X
X — X, t — 0,

Die Menge aller Tangentialrichtungen bezeichnen wir als Tangentialkegel
Tx(x) := {d € R" : d ist Tangentialrichtung an X in x} .

Ist x ein innerer Punkt von X, so gilt Tx(x) = R" (da wir in dem Fall {x*};en C Be(x) € X
beliebig wihlen konnen). Weiter gilt stets 0 € Tx(x) (wahle xF := x) sowie fiird € Tx(x) und
a > 0 auch d := ad € Tx(x) (wihle # := a~'t;), was die Bezeichnung Kegel rechtfertigt.
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Dass wir bei der Konstruktion von Tangentialrichtungen Folgen von Punkten in X und
nicht nur feste Punkte zulassen, liegt daran, dass der so definierte Tangentialkegel stets
abgeschlossen ist. Dies wird spater von Bedeutung sein.

Lemma 11.1. Seien X C R" nichtleer und x € X. Dann ist Tx(x) abgeschlossen.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir {d*}reny © Tx(x) mit @ — d auch d € Tx(x) gilt.
Fiir jede Tangentialrichtung d* existieren gemify Definition Folgen {x*!};cy ¢ X und
{tk1}ien C (0, 00) so, dass fiir alle k € N ein I(k) € N existiert mit

1

SRl _ 5
telk) < P —_—

[|acFHE) — x| < —-dN| <

o R
Ll

Lk, 1(k)

Fiir die entsprechenden Diagonalfolgen {x*!®}, . c X und {te.106) Yeen C (0, o) gilt daher
xR 5 tiik) — 0, sowie wegen d¥ — d

Skl _

—d"|| + ||d¥-d|| > 0

ki(k) _

L 1(k)

tk,i(k)

fir k — oo. Also ist auch d eine Tangentialrichtung. O

Analog zu Satz 3.1 erhalten wir eine abstrakte notwendige Optimalitidtsbedingung erster
Ordnung.

Satz 11.2. Seien X C R" eine nichtleere Menge und f : X — R stetig differenzierbar. Hat f in
x € X ein lokales Minimum, so gilt

(11.2) ViE)Td>0 firalled € Tx(%).

Beweis. Sei d € Tx(%) beliebig. Dann existieren nach Definition Folgen {x*};cn € X und

xk—x

{ti}ren C (0,00) mit x* — %, tx — 0, und — d. Weiter existiert nach Satz 1.1 ein

g5 = % + Op(xF — ) mit 6 € (0,1) und
VIET (K - %) = F(=5) - f(®) > 0

fir k € N hinreichend grof8 (denn # ist lokaler Minimierer und x* € X). Da mit x* —
auch £ — % konvergiert, konnen wir durch #; > 0 dividieren und erhalten wegen der
Stetigkeit von V f durch Grenziibergang

Vi E)Td = lim V(5T (xk—_x) > 0,
k—o0 193

was zu beweisen war. O
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Ist K ¢ R" ein nichtleerer Kegel, so bezeichnet man die Menge
K’:={xeR":x"d < 0fiiralled € K}

als Polarkegel von K. Die notwendige Optimalitatsbedingung (11.2) kann man damit kom-
pakt schreiben als

(113) - V() € Tx(®)".

11.2 REGULARITATSBEDINGUNGEN

Der Rest des Kapitels ist nun der Aufgabe gewidmet, konkrete Darstellung sowohl des
Tangentialkegels Tx(x) als auch der notwendigen Optimalitatsbedingung (11.2) herzuleiten
fir Mengen der speziellen Form

(11.4) X::{xeR”:gi(x)SO,lsiSm, hj(x):O,lstp}

fiir g;, hj : R" — R stetig differenzierbar.

11.2.1 UNGLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten zuerst den Fall von reinen Ungleichungsnebenbedingungen, d. h.
X={xeR":g(x)<0, 1<i<m}

fir g; : R" — R stetig differenzierbar. Da wir Abstiegsrichtungen durch die Ableitung
(und damit Linearisierung) der Zielfunktion charakterisieren konnen, ist es naheliegend zu
versuchen, Tangentialrichtungen tiber die Ableitung der Nebenbedingungen zu charakteri-
sieren. Weiterhin ist zu erwarten, dass bei der Charakterisierung eines lokalen Minimierers
X nur die aktiven Nebenbedingungen mit g;(x) = 0 eine Rolle spielen. Tatsachlich kénnen
wir folgendes zeigen.

Lemma 11.3. Fiirx € X undd € Tx(x) gilt

Vgi(x)Td <0 fiir alle i mit g;(x) = 0.

Beweis. Fiird € Tx(x) existieren nach Definition Folgen {x*}reny € X und {t; }ren C (0, 0)

— d.Seinun i € {1,...,m} mit g;(x) = 0 beliebig. Dann

. k_
mltxk—>x,tk—>0,undxt x

folgt fiir alle k € N wegen x* € X und Satz 1.1

0 2 gi(x*) = gi(x) = Vgi(&)" (x* - x)
fiir & := x+ 0k (x* —x) mit 6 € (0,1). Wieder folgt aus x* — x auch £&¥ — x. Division durch
tr > 0 und Grenziibergang k — oo ergibt dann wegen der stetigen Differenzierbarkeit von
g die Behauptung. O
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Definieren wir die Menge der aktiven Nebenbedingungen
Ax(x) = {1 € {1,...,m} : gi(x) = 0}
und den Linearisierungskegel
Lx(x) := {d €R": Vgi(x)Td < ofirallei e ﬂx(x)} ,

so haben wir gerade gezeigt, dass Tx(x) C Lx(x) gilt. Fur Satz 11.2 ist das aber die falsche
Richtung: Da Ly (x) grofer ist als Tx(x), ist die Bedingung V f(x)'d > 0 fiir alle d € Lx(x)
starker als (11.2) und daher nicht unbedingt fiir jeden lokalen Minimierer erfillt — es
ist also keine notwendige Optimalitdtsbedingung mehr (und eine hinreichende sowieso
nicht). Beachte auch, dass der Tangentialkegel nur von der Menge X abhéngt und damit
unabhingig ist von ihrer Beschreibung durch konkrete Ungleichungen g;(x) < 0, der
Linearisierungskegel dagegen sehr wohl von der Wahl der g; abhéngt.

Leider gilt die umgekehrte Inklusion Lx(x) C Tx(x) im Allgemeinen nicht. Als Beispiel
betrachten wir die Menge

X o= {r € R0 = 5 20, 400 = 32 < 0}

sowie den zuldssigen Punkt x = (0, 0), in dem beide Nebenbedingungen aktiv sind. Der
zugehorige Linearisierungskegel ist

Lx(0)={d € R*:d; <0, —d, < 0} = {d € R* : d, = 0} .

Der Tangentialkegel ist nach Lemma 11.3 eine Teilmenge dieses Kegels. Allerdings gilt
fiir alle x € X stets x> > x, > 0 und damit auch x; > 0. Also gilt nach Definition von
Tangentialrichtungen in x = 0 auch d; = limg_,o[x*];/tx > 0 fiir entsprechende Folgen
{x*}reny und {tx }xen. Der Tangentialkegel ist daher die echte Teilmenge

Tx(0) = {d € R*:d; > 0, d, = 0} .

Das Problem ist hier, dass die Nebenbedingungen in x = (0, O)T lokal nicht von der Bedin-
gung x, = 0 unterscheidbar sind (X ist dort zu “spitz”); um durch Linearisierung genau
den Tangentialkegel zu bekommen, brauchen wir also mehr “Luft” in X.

Satz 11.4. Sei x € X. Existiert einv € R" mit

(11.5) Vgi(x)Tv <0 fur allei € Ax(x),

so ist Tx(x) = Lx(x).

Beweis. Nach Lemma 11.3 ist nur die Inklusion Lx(x) C Tx(x) zu zeigen. Sei dazu d € Lx(x)

beliebig. Wir konstruieren nun geeignete Folgen {x*}reny € X und {tx }ren C (0, 00). Dafiir
betrachten wir fiir festes @ > 0 und t > 0 beliebig den Vektor

x; :=x + t(d + av).

Wir zeigen zuerst, dass fir ¢ hinreichend klein x; € X gilt, d. h. g;(x;) < O firalle1 <i <m
gilt. Dafiir machen wir eine Fallunterscheidung:
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(i) i € Ax(x): Wegen d € Lx(x) gilt zunichst Vg;(x)'d < 0 und daher

lim M = Vg,(x)'(d + av) = Vgi(x)'d + aVgi(x)Tv < 0.

t—0%

Da der Grenzwert strikt negativ ist, muss wegen g;(x) = 0 fiir i € Ax(x) auch gelten

gi(xt) = gi(xr) — gi(x) < 0
fur t > 0 klein genug.

(i) i ¢ Ax(x): Dann ist g;(x) < 0, und wegen der Stetigkeit von g; und x; — x firt — 0
gilt auch g;(x;) < 0 far t > 0 klein genug.

Fir alle 1 < i < m existiert also ein t; > 0 mit g;(x;) < 0 fiir alle ¢ < t;. Also existiert ein
s:=min{t;:1<i<m}>0mitx; € X furallet < s.

Wir setzen nun ty := % — 0 und x* := x;, — x. Fir alle k € N grof§ genug ist dann x* € X;

aulerdem gilt

k _
X x:d+av fur alle k € N.

tk
Also ist nach Definition d + av € Tx(x) fiir alle @ > 0. Da nach Lemma 11.1 Tangentialkegel
stets abgeschlossen sind, folgt durch Grenziibergang & — 0 auch d € Tx(x). m]

Ein Punkt x € X, fiir den Tx(x) = Lx(x) gilt, heif3t reguldir; eine Bedingung wie (11.5), die
die Regularitat eines Punktes garantiert, nennt man Regularititsbedingung oder (auch im
Deutschen) constraint qualification. (Die “triviale” Regularitatsbedingung Tx(x) = Lx(x)
wird auch als Adabie constraint qualification bezeichnet.)

Eine starkere, aber leichter iiberpriifbare, Bedingung ist die sogenannte linear independence
constraint qualification (LICQ).

Folgerung 11.5. Sei x € X. Ist die Menge {Vgi(x) : i € Ax(x)} c R" linear unabhdngig, so
ist x reguldr.

Beweis. Unter dieser Voraussetzung hat das lineare Gleichungssystem
Vgi(x)Td = bia i € ﬂX(X),
vollen (Zeilen-)Rang und damit fiir beliebige b; € R eine (nicht unbedingt eindeutige)

Losung. Wiahlt man b; < 0 fur alle i € Ax(x), ist somit (11.5) erfiillt und die Aussage folgt
aus Satz 11.4. a

Wieder sind fiir konvexe Funktionen starkere Aussagen moglich.
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Folgerung 11.6. Sei g; konvex fiir alle1 < i < m. Existiert ein X € X mit
(11.6) gi(x) <0 fiiralle1 <i < m,

so ist jeder Punkt x € X reguldr.

Beweis. Fiir x = x ist wegen (11.6) die aktive Menge Ax(x) leer und damit (11.5) trivialer-
weise erfiillt. Sei daher x # x. Aus der Konvexitét folgt mit Satz 1.4 (i) fiir alle i € Ax(x)

Vgi(x) (% - x) < gi(%) — gi(x) = gi(%) < 0

und daraus (11.5) mit v := X — x. O

Die Bedingung (11.6) wird Slater-Bedingung genannt.

Fiir lineare Nebenbedingungen konnte man erwarten, dass automatisch Tx(x) = Lx(x) gilt,
und in der Tat stellt die Linearitat an sich eine Regularitsbedingung dar.

Satz 11.7. Seien alle g; affin-linear fiir alle1 < i < m, d. h. es existieren a; € R" und a; € R
mit g;(x) = aiTx — ;. Dann ist jeder Punkt x € X reguldr.

Beweis. Der Beweis ist ein stark vereinfachter Spezialfall von Satz 11.4. Fiir x € X beliebig
und d € Lx(x) setze t; := % — 0 und x* = x + f1d — x. Wieder machen wir die
Fallunterscheidung

(i) i € Ax(x): Dann gilt aiTx = @; und zusammen mit al.Td < 0 wegen d € Lx(x) folgt

T k _ T T
a,x" =a;x+tra;d < a;.

(i) i ¢ Ax(x): Dann gilt al.Tx < @; und damit auch

T k_ T T
a;x" =a;x+ta;d <

fur t; hinreichend klein.
Also ist x* € X fiir k € N grof genug sowie

k _
X "X _ 4 firallekeN,

73

d.h.d € Tx(x). O

Auch Kombinationen dieser Regularitiatsbedingungen sind méglich - es reicht zum Beispiel,
dass nur diejenigen g;, die nicht affin-linear sind, die Slater-Bedingung erfiillen.
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11.2.2 GLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten nun denn Fall von reinen Gleichungsnebenbedingungen, d. h.
X={xeR":hi(x)=0, 1<j<p}

fiur h; : R" — R stetig differenzierbar. Da Gleichungsnebenbedingungen stets aktiv sind,
ist der entsprechende Linearisierungskegel fiir x € X definiert durch

Ly(x)={d e R" : Vh(x)'d =0, 1 < j < p}.

Véllig analog zu Lemma 11.3 (nur mit Gleichheit an Stelle der Ungleichung) beweist man
nun die folgende Inklusion.

Lemma 11.8. Fiir alle x € X gilt Tx(x) C Lx(x).

Fiir die umgekehrte Inklusion benétigt man wieder eine Regularitdtsbedingung.

Satz 11.9. Sei x € X. Ist die Menge {Vhj(x) :1< j < p} C R" linear unabhingig, so ist
x reguldr.

Beweis. Der Beweis folgt im Prinzip dem von Satz 11.4; die Schwierigkeit besteht dabei
darin, dass wir mit der zu konstruierenden Folge {x*};cy den (nichtlinearen) Gleichungen
hj(x) = 0 folgen miissen. Dazu addieren wir zu der iiblichen “linearen” Konstruktion
X; = x + td einen nichtlinearen (in t) Korrekturterm, den wir — unter der genannten
Voraussetzung — mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen erhalten.

Sei dafiir d € Lx(x) beliebig. Ziel ist zu zeigen, dass fur ¢ > 0 klein genug eine Kurve
x : (—¢&,6) — R existiert mit x(0) = x, x’(0) = d und h;(x(t)) = 0 fir alle t € (—¢, ¢) und
1 <i < p. Zu diesem Zweck definieren wir zunachst die Funktion

h:R" > RP, x = (l(x), . .., hy(x))T,
und konstruieren mit ihrer Hilfe eine Funktion H : R?*! — R? komponentenweise durch
Hi(y,t) == hi(x +td + H(x)'y),  1<j<p,

wobei h’(x) die Jacobi-Matrix von h bezeichnet (deren Spalten genau die Vh;(x) sind).
Wir betrachten nun das nichtlineare Gleichungssystem H(y,t) = 0, das wegen x € X
offensichtlich die Losung (y,f) = (0,0) besitzt. Auf diese Gleichung wenden wir nun
den Satz iiber implizite Funktionen an, um eine Kurve y(t) zu erhalten. Zunachst hat die
Funktion y +— H(y, t) fiir t > 0 fest nach der Kettenregel die Jacobi-Matrix

H,(0,0) = F'(x)l (x)" € RP*P,
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Nach Voraussetzung hat #’(x) vollen Rang, und damit ist H,(0, 0) invertierbar. Nach dem
Satz iber implizite Funktionen existiert daher ein € > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktion y : (—¢, ) — R? mit y(0) = 0 und H(y(t), t) = 0 fiir alle t € (—¢, €) sowie

Y(t) = ~Hy(y(t), ) Hi(y(t), 1) firalle t € (~¢,e).
Analog hat die Funktion t +— H(y,t) firr y € R? fest die Ableitung H,(y,t) = h’'(x + td +
1 (x)Ty)d, und damit folgt
y'(0) = —H,(0,0) 'K (x)d = 0

wegen Vh;(x)Td = 0 fiir alle 1 < i < m nach Annahme an d € Ly(x).

Wir definieren nun die gesuchte Kurve durch
x(t) := x + td + K (x) y(t).
Dann gilt nach Konstruktion von y(t)
h(x(t)) = H(y(t),t) =0 fur alle t € (—¢, ¢)

sowie x(0) = 0 und x”(0) = d+H(x)7y’(0) = d. Setzen wir also t; := % — 0und x* := x(&),
so gilt x* € X fiir k € N grof} genug, x* — x wegen y(0) = 0 sowie

X —x L x(f) —x
lim —— = lim —————

=x'(0) = d,
k—oo Ik k—oo tx

d.h. d e Ty(x). O

Wieder ist die Linearitat an sich eine Regularitatsbedingung.

Satz 11.10. Seien alle h; affin-linear fiir alle1 < i < p, d. h. es existieren b; € R" und f; € R
mit hj(x) = bij — Pj. Dann ist jeder Punkt x € X reguldr.

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zu dem von Satz 11.7: Fir x € X und d € Lx(x) wahlen

wir wieder t; := % — 0 und x* := x + txd — x. Dann folgt mit bij = hj(x) + B = fj und

bde = Vhj(x)"d = 0 sofort

bix* = blx+ b d = f;.

Also ist x* € X fir alle k € N sowie xkt—k_x =d,d. h.d € Tx(x). O
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11.2.3 GEMISCHTE NEBENBEDINGUNGEN

Wir kommen nun zum allgemeinen Fall,
X={xeR":gi(x)<0,1<i<m hjx)=0,1<j<p}

fiir g;, hj : R" — R stetig differenzierbar, fiir den der Linearisierungskegel gegeben ist
durch

Ly(x) = {d € R" : Vgi(x)"d < 0, i € Ax(x), Vhi(x)'d=0,1<j<p}.
Die “einfache” Inklusion beweist man wieder vollig analog zu Lemma 11.3, indem man die
Nebenbedingungen einzeln betrachtet.

Lemma 11.11. Fiir alle x € X gilt Tx(x) C Lx(x).

Fiir die andere Richtung kombiniert man nun die obigen Ansatze, wobei man nur darauf
achten muss, dass sich Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen nicht in die Quere
kommen. Die entsprechende Regularitatsbedingung nennt man Mangasarian—Fromowitz
constraint qualification (MFCQ).

Satz 11.12. Seix € X. Gilt
(i) die Menge {th(x) 1<) < p} Cc R" ist linear unabhdngig,
(ii) es gibt einv € R™ mit
Vgi(x)Tv <0 fur allei € Ax(x),
th(x)TU =0 furalleje {1,...,p},

so ist x reguldr.

Beweis. Sei d € Lx(x) beliebig. Dann gilt insbesondere Vhj(x)'d = 0 und damit nach
Annahme (ii) auch th(x)T(d + av) = 0firallea > 0und1 < j < p. Wie im Beweis
von Satz 11.9 konstruiert man nun mit Hilfe von Annahme (i) fur d = d + av eine Kurve
x : (=€ ¢) > R" mit x(0) = x, x’(0) =d = d + v und hj(x(t)) = 0 firalle1 < j < pund
t € (—¢,¢).

Weiter ist Vg;(x)'d < 0 und damit nach Annahme (ii) auch Vg;(x)?(d + av) < 0 fiir alle
i € Ax(x). Also gilt fir x(¢) nach Konstruktion

i(x(1)) — gi p
lim M = Vgi(x)Tx(0) = Vgi(x)T(d + av) < 0.
t—0*
Wie im Beweis von Satz 11.4 existiert daher ein s € (0, €) mit g;(x(¢)) < 0 fiir alle ¢ € (0, s)

und1<i<m.

Durch Wahl von t;, := % — 0 und x* := x(#) — x mit x*¥ € X fiir k € N hinreichend grof3
folgt nun wie zuvor, dass d + av € Tx(x) fur alle @ > 0 ist. Aus der Abgeschlossenheit von
Tangentialkegeln erhalt man nun d € Tx(x). O
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Weitere Regularitdtsbedingungen erhalt man ebenfalls durch geeignete Kombinationen,
etwa die “volle” LICQ.

Folgerung 11.13. Sei x € X. Ist die Menge
{Vgl-(x), Vhj(x) :i € Ax(x),1<j < p} c R"

linear unabhdngig, so ist x reguldr.

Beweis. Unter dieser Voraussetzung hat das lineare Gleichungssystem
Vgi(x)Td = bia i € L7()((")()7
Vhi(x)'d=c¢, jef{l...,p},

vollen (Zeilen-)Rang und damit fiir beliebige b;, ¢; € R eine (nicht unbedingt eindeutige)
Losung. Wahlt man b; < 0 und ¢; = 0, ist somit die MFCQ erfiillt, und die Aussage folgt
aus Satz 11.12. O

Ebenso kombiniert man die “globalen” Regularititsbedingungen.

Folgerung 11.14. Seien alle g; konvex und alle h; affin-linear, d. h. es existieren b; € R" und
)Bj € R mit hj(x) = b]Tx - ﬁj' Gilt:

(i) die Menge {bj 1<) < p} ist linear unabhdngig,
(ii) es existiert ein X € X mit

gi(x) <0 fiiralle1 <i < m,
so ist jeder Punkt x € X reguldr.

Beweis. Wir missen lediglich noch Annahme (ii) von Satz 11.12 nachpriifen. Dafiir betrach-
ten wir wieder fiir x € X beliebig die Richtung v := x — x. Genau wie im Beweis von
Folgerung 11.6 erhalt man aus der Konvexitat von g;

Vgi(x) v < gi(%) - gi(x) = gi(¥) < 0 fiir alle i € Ax(x).
Auflerdem gilt fiir alle x € X wegen x € X und damit insbesondere h;(x) = 0 auch
Vhi(x)'v=bjx-b/x=p— =0 firallel<j<p.

Also ist die MFCQ erfiillt, und die Aussage folgt aus Satz 11.12. m]

Durch Kombination der Beweise von Satz 11.7 und Satz 11.10 erhilt man schliefilich den
folgenden Satz, der erkléart, warum in der linearen Optimierung keine Regularitdtsbedingung
notwendig war.

Satz 11.15. Seien alle g; und h; affin-linear. Dann ist jeder Punkt x € X reguldr.
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11.3 DIE KKT-BEDINGUNGEN

Ist ein lokaler Minimierer x regulér, so kann man aus der abstrakten Optimalitatsbedingung
(11.2) eine explizite Charakterisierung von x gewinnen. Um dies zu motivieren, betrachten
wir den Fall einer einzigen Gleichungsnebenbedingung, X = {x € R" : h(x) = 0} fur h :
R" — R stetig differenzierbar. Dann ist Lx(x) = {d € R": Vh(x)'d = 0} = ker Vh(x)"
ein linearer Unterraum (ndmlich der Tangentialraum von X). Da fiir Unterrdume der
Polarkegel mit dem orthogonalen Komplement {ibereinstimmt, erhalten wir fiir einen
reguldren Minimierer X aus der dquivalenten Schreibweise (11.3) die Bedingung

~Vf(x) € Tx(%)° = Lx(%)° = (ker Vh(x)")* = ran Vh(x),

denn fiir jede lineare Abbildung A gilt (ker A)* = ran AT. Nach Definition des Bildes
existiert also ein A € R mit

~Vf(x) = VA(x)A,

womit wir (im Fall n = 1) die klassische Lagrange-Multiplikator-Regel fiir die Minimierung
reeller Funktionen unter Gleichungsnebenbedingungen wiedergewonnen haben. (Die dafiir
“offensichtlich” hinreichende Bedingung Tx(x)° = Lx(x)° wird auch Guignard constraint
qualification genannt.)

Fiir den allgemeinen Fall inklusive Ungleichungsnebenbedingungen verwenden wir statt
der Gleichheit (ker A)* = ran AT das Farkas-Lemma aus der linearen Optimierung.’

Lemma 11.16 (Farkas). Fiir dimensionsvertrdgliche Vektoren c,d, x,y, u,v und Matrizen
A, B,C, D gilt genau eine der beiden Aussagen

(i) Es existieren x,y mit
Ax+ By <c,
Cx+ Dy =d,

x > 0.

(ii) Es existieren u,v mit
ulA+o7C > 0,

u'B+0'D = 0,
u>0,

ulc+old <o.

'siehe z. B. [Clason 2014, Folgerung 1.7]
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Satz 11.17. Seien f : R" — R stetig differenzierbar und X c R" von der Form (11.4). Seix € X
ein lokaler Minimierer von f. Ist X reguldr, so existieren i € R™ und A € RP mit

m p
VE) + ) EiVg(®) + ) AVh(E) =0,
i=1 j=1

(11.7)
hi(®) =0, 1<j<p,

fi 20, gi(x) <0, [igi(x)=0, 1<i<m
Beweis. Aus (11.2) und der Regularitit von x folgt
Vfx)'d>0  firalled € Ly(%).
Also existiert kein v € R" mit
V) v <o, Vgi(x)Tv <0, Vhi(x) v =0
furallei € Ax(x)und1 < j < p. Fir

e A=0undB =0,

« C = —Vg4(x) (die Matrix, deren Spalten durch Vg;(x), i € Ax(x) gegeben ist) und
D = —Vh(x) (analog aus den Spalten Vh;(x), 1 < j < p bestehend),

e c=0undd = Vf(x),
ist also Aussage (ii) in Lemma 11.16 fiir beliebige u > 0 nicht erfiillt. Es muss daher Aussage (i)
gelten, d. h. es gibt x > 0 und y mit Cx + Dy = d. Setzen wir
3 .. . _ Xi i€ ﬂX(X-)’
/1' =V; f ril < < B i =
j=Y ha J=p H {0 i ¢ Ax(),
ist dies genau die erste Zeile von (11.7). Nach Definition gilt auch f;g;(x) = 0 fiir alle

1 < i < m, woraus zusammen mit der Zuléssigkeit von x € X die restlichen Zeilen
folgen. m]

Analog zur Minimierung reeller Funktionen nennt man A, ji Lagrange-Multiplikatoren; die
Bedingungen (11.7) werden Karush—Kuhn—Tucker- oder kurz KKT-Bedingungen genannt.
Die letzte Zeile ist dabei eine Komplementaritditsbedingung; man spricht von strikter Kom-
plementaritdt, falls fir alle i € Ax(x) gilt g; # 0, d.h. es gilt i; = 0 genau dann, wenn
gi(¥) < 0. Die erste Zeile kann man mit Hilfe der Lagrange-Funktion

m 4
(11.8) L:R"XR" xR >R, (v, d) > f(x)+ Z 1igi(x) + Z Aihj(x),
i=1 j=1
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auch knapp schreiben als V,L(x, i, A) = 0, wobei V,. den Gradienten nur beziiglich der
ersten Variablen bezeichnet. (Die zweite Zeile kann man dann entsprechend schreiben als
V,L(%, i 1) = 0.)

Unter starkeren Regularitiatsbedingungen kann man mehr iber die Lagrange-Multiplikatoren
aussagen.

Folgerung 11.18. Seix € X ein lokaler Minimierer, der die LICQ erfillt. Dann sind die zugeho-
rigen Lagrange-Multiplikatoren A € R?, i € R™ eindeutig bestimmt.

Beweis. Zunichst muss fiir alle i ¢ Ax(x) wegen der Komplementaritiatsbedingung i; = 0
gelten. Damit reduziert sich die erste Zeile von (11.7) auf

p
Z [V gi(%) + Z A,Vh(x) = -V f(%).
i€eAx(%) j=1

Da nach Voraussetzung die Vektoren Vg;(x), i € Ax(x) und Vhj(x),1 < j < p, linear
unabhéngig sind, hat dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung j;, i € Ax(x), A;,
1 < j < p. Also sind die Lagrange-Multiplikatoren eindeutig. O

Fiir affin-lineare bzw. konvexe Gleichungs- bzw. Ungleichungsrestriktionen sind die KKT-
Bedingungen sogar hinreichend. Dafiir ist nicht mal eine Slater-Bedingung erforderlich.

Folgerung 11.19. Seien f und alle g; konvex und alle h; affin-linear, d. h. es existieren b; € R"
und f; € R mit hj(x) = bij — Pj. Erfillt ein Tripel (x,i,A) € R" x R™ x R?P die KKT-
Bedingungen (11.7), so ist X ein globaler Minimierer von f in X.

Beweis. Aus den KKT-Bedingungen folgt direkt die Zulassigkeit von x. Sei nun x € X
beliebig. Aus der Konvexitat von g; folgt dann mit Satz 1.4

Vg (®) (x — %) < gi(x) — gi(X) < 0 fir alle i € Ax(x).
Damit folgt aus der Konvexitdt von f mit Satz 1.4 und der ersten Zeile von (11.7)
f() 2 f@) +VfE) (x - %)
m p
= f®) - > Vg (x - %) - > bl (x - %)
i=1 j=1
=f®- > EVe® (x-%)
i€Ax(x)
> f(x),

denn wegen x,x € X gilt bij = pj = bjTy? fur alle 1 < j < p. Also ist x ein globaler
Minimierer von f in X. m]

90



11 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Sind schlief3lich auch f und alle g; affin-linear, so entsprechen die Lagrange-Multiplikatoren
genau den dualen Variablen in der linearen Optimierung, und die KKT-Bedingungen liefern
eine weitere Herleitung der dort zentralen starken Komplementaritat.

11.4 HINREICHENDE BEDINGUNGEN

Zum Abschluss betrachten wir Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung, wobei wir
uns auf die in der Praxis wesentlich relevanteren hinreichenden Bedingungen beschran-
ken. Wahrend im Falle der unrestringierten Optimierung die Krimmung der Zielfunktion
(iber die positive Definitheit der Hessematrix) ausschlaggebend ist, miissen wir hier ge-
gebenfalls auch die Krimmung der Nebenbedingungen beriicksichtigen. Die Grundidee
ist anschaulich die folgende: Aktive Nebenbedingungen, fiir die strikte Komplementa-
ritdt gilt, sind in gewisser Weise “stark aktiv”; wir erwarten daher, dass sie bei kleinen
Anderungen immer noch aktiv bleiben. Wir betrachten also nur solche Richtungen, fiir
die diese Nebenbedingungen aktiv bleiben — in anderen Worten, wir behandeln sie wie
Gleichungsnebenbedingungen. Wir zerlegen also fiir einen KKT-Punkt (%, i, 1) die aktive
Menge Ax(x) in

A%, ) :={i € Ax(x) : g; > 0},
Ao(x, 1) == {i € Ax(x) : g; = 0},

d.h. in die Menge der aktiven Nebenbedingungen, fiir die strikte Komplementaritat gilt
bzw. nicht gilt. Wir definieren nun den kritischen Kegel

Vgi(x)'d =0, i € A%, ),
Kx(x, 1) :={d e R": Vgi(x)'d <0, i € Ay, 1), p € Lx(%).
Vhi(x)'d=0,1<j<p
Fiir die hinreichende Bedingung betrachten wir dann statt der Hesse-Matrix V2f die

zweite Ableitung V2, L der Lagrange-Funktion (11.8) nach x (die ja zusétzlich zu f auch die
Nebenbedingungen g;, h; enthélt), aber dafiir nur entlang der kritischen Richtungen.

Satz 11.20. Seien f, gi, h; zweimal stetig differenzierbar. Erfiillt (%, i, 1) € R* x R™ x R die
KKT-Bedingungen (11.7) und gilt

(11.9) d'V2 L(% p,A)d >0  firalled € Kx(%, ) \ {0},

so ist x ein strikter lokaler Minimierer von f in X.

Beweis. Angenommen, die Voraussetzungen sind erfiillt, aber ¥ € X ist kein strikter lokaler
Minimierer. Dann existiert eine Folge {x*}ren € X \ {#} mit x¥ — % und f(x*) < (%)
fiir alle k € N. Wir definieren nun eine Folge {d*}icn durch

k. xk—)?

k-l
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Da wegen ||d¥|| = 1 diese Folge beschrankt ist, existiert eine konvergente Teilfolge {d* }rcx
mit d* — d fiir ein d € R” mit ||d|| = 1, d.h. d # 0. Wir zeigen nun, dass d € Lx(x) gilt. Fiir
beliebige k € N folgt aus Satz 1.1 die Existenz eines &% mit

V(e (xF — %) = gi(x*) - gi(x) <0 fiiralle i € Ax(x)

wegen ¢;(x*) < 0 fiir x* € X und ¢;(*) = 0 fiir i € Ax(x). Wie tiblich folgt aus x* — x
auch 5% — %, und Division durch ||x* — %|| und Grenziibergang K 3 k — oo liefert

(11.10) Vgi(x)'d <0  firallei € Ax(x).
Analog folgt fiir beliebige 1 < j < p wegen x, x € X auch
Vh(ERY (xF — %) = hi(x*) - hj(x) = 0
und damit nach Division durch ||x* — %|| und Grenziibergang
(11.11) Vhi(x)'d=0  firalle1<j<p.

Alsoistd € Lx(x) \ {0}.
Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

(i) d € Kx(x, fi). In diesem Fall zeigen wir, dass d die Bedingung (11.9) verletzt. Zunéchst
gilt fiir alle x* nach Konstruktion

m p
F& = f65) 2 f6E) + ) igiF) + D LRy = LK, 1, A),
i=1 j=1

da x* zulassig und fi; > 0ist fur alle 1 < i < m. Wir wenden nun Satz 1.2 auf die
Funktion x + L(x, i, A) an und erhalten

f&) = L(x*, g, A)
- - 1 -
= L(x, i, 1) + Vo L(%, i, )T (x* — %) + E(xk —%)VE LR 5, DT (xF - %)
1 -
= f(.‘)_C) + E(Xk - J_C)TV)ZCXL(gk’ _’A)T(xk - J_C)’
da aufgrund der KKT-Bedingungen L(%, i, A) = f(%) sowie V,L(%, i,A) = 0 gilt.
Wieder gilt £ — x wegen x* — %, und Division durch ||x* — %||? und Grenziibergang
K 3 k — oo liefert

d'V2 L, L A)d <0  fird e Ky(x, ji),

im Widerspruch zu (11.9).
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11 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

(i) d ¢ Kx(%, fi). Wegen (11.10) muss dann ein i, € A, mit Vg;, (¥)Td < 0 existieren.
Analog zu oben folgt mit f(x¥) < f(%) aus

VFE (K - %) = f(x*) - (%) < 0

durch Division und Grenziibergang zusammen mit V,L(%, i, A) = 0 und (11.10), (11.11)
die Ungleichung

m p
0> VfE)'d=-> aVa®d- > LVhi(®)'d > ~fi, Vg:.(%)d > 0
i=1 j=1

und damit ebenfalls ein Widerspruch. O

Gilt andererseits (11.9) mit groler oder gleich und zusétzlich eine geeignete Regularitétsbe-
dingung (z.B. die LICQ), so kann man zeigen, dass dies eine notwendige Optimalitétsbe-
dingung zweiter Ordnung darstellt; siehe z. B. [Geiger & Kanzow 2002, Satz 2.54].
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Wir kommen nun zu Verfahren zur numerischen Losung von Optimierungsproblemen mit
Nebenbedingungen. Ein klassischer Ansatz besteht darin, das Problem durch eine Folge von
unrestringierten Problemen zu approximieren, indem man die Zielfunktion so modifiziert,
dass das Verlassen des zulédssigen Bereichs X zunehmend “teuer” wird. Bei Strafverfahren
(auch Penalty-Verfahren) wird dabei eine Straffunktion 7 : R" — R mit 7(x) = 0 firx € X
und 7(x) > 0 fiir x ¢ X addiert, die mit einem Penalty-Parameter « > 0 gewichtet wird.
Man betrachtet also das Problem

min f(x) + an(x).
xeR™
Je grofler o gewahlt ist, desto mehr Wert wird auf die (ndherungsweise) Erfiillung der

Nebenbedingung x € X gelegt. Man hofft daher, dass fiir @ — oo die Folge {x,}q>0 der
entsprechenden Minimierer gegen einen Minimierer x € X von f konvergiert.

12.1 QUADRATISCHE STRAFVERFAHREN

Wir betrachten wieder den konkreten Fall
X={xeR":gi(x)<0,1<i<m hjx)=0,1<j<p}

fiir g;, hj : R" — R stetig differenzierbar, und bestrafen die Nebenbedingungen einzeln. Im
quadratischen Strafverfahren wahlt man dazu quadratische Funktionen, und zwar

(i) fur die Gleichungsnebenbedingung h;(x) = 0 die Funktion x + %|hj(x)|2;

(ii) fur die Ungleichungsnebenbedingung g;(x) < 0 die Funktion x + %|(gi)+|2, wobei
(t)* := max{0, t} bezeichnet.

Man minimiert nun anstelle von f fir « > 0 die Funktion

m p
(12 Rmm:ﬂm+§;mmW+§;ym@F

= () + S NG + SIRGOI,
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wobei wir wieder die Nebenbedingungen zu vektorwertigen Funktionen g : R" — R™
und h : R" — R? zusammengesetzt haben, und (v)* fir v € R™ komponentenweise zu
verstehen ist. Offensichtlich gilt P,(x) = f(x) fir alle x € X und a > 0. Wir setzen in Folge
kurz

1
(x) =3 (gD I* + [1RGON®) -
Wir fragen uns zuerst, wann das penalisierte Problem

(12.2) min Py (x)
xeR"

eine Losung besitzt. Dafiir miissen wir annehmen, dass f auf ganz R" wohldefiniert ist.
Auflerdem brauchen wir eine Annahme an die Darstellung der Menge X.

Satz 12.1. Sei f : R" — R stetig, X C R" nichtleer und abgeschlossen, und entweder
(i) f koerziv oder
(ii) X beschrinkt, & koerziv, und f nach unten beschrdnkt.
Dann existiert fiir alle & > 0 eine Losung x, € R" von (12.2).
Beweis. Gilt (i) oder (ii), so ist P, = f + ax die Summe einer nach unten beschrankten

und einer koerziven Funktion und damit koerziv. Da mit g und h (und ¢ — (¢)*) auch z(x)
stetig ist, folgt die Existenz aus Satz 2.2. O

Wir nehmen in Folge an, dass die Bedingungen von Satz 12.1 erfiillt sind. Ein Strafverfahren
hat dann die Form von

Algorithmus 12.1 : Quadratisches Strafverfahren

Input: ap > 0, x° € R”
fork=0,... do
Berechne x**! als globalen Minimierer von (12.2) mit @ = & (und Startwert x¥)
if x**! € X then

‘ return x**!
else

L Wihle ar1 > ax

Um die Konvergenz dieses Verfahrens zu untersuchen, zeigen wir zuerst niitzliche Eigen-
schaften der so erzeugten Folge {x*}icn.

Lemma 12.2. Sei f : R" — R stetig und X C R" nichtleer. Angenommen, Algorithmus 12.1
erzeugt fiir eine streng monoton wachsende, unbeschrdnkte Folge {a}ken C (0, 00) eine
unendliche Folge {x*}ren. Dann gilt

(i) {Pa (x*)}xen ist monoton wachsend;
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12 STRAF- UND BARRIEREVERFAHREN

(ii) {7(x*)}xen ist monoton fallend;
(iii) {f(x*)}ren ist monoton wachsend;

(iv) {(gi(x®) Jken, 1 < i < m, und {hj(xk)}keN, 1 < j < p, sind Nullfolgen.

Beweis. Zu (i): Aus der globalen Optimalitit von xFund ar < aiq folgt

Py (xF) < Py (1) = f(**) + agem (6™

< FEE) + @ () = Py, (5.

Zu (ii): Aus Py, (x¥) < Py, (x**!) und P, (x**') < P, (x¥) folgt durch Addition
() + o () < @ () + gy (x"),

was durch Umformen
(@t = aga) () = () < 0

ergibt. Aus ay < a4 folgt nun z(x*) > 7 (x**).
Zu (iii): Aus der Optimalitit von x* und (ii) folgt sofort
FE) + aer(b) < ) + apr() < F6E) + ()

und damit f(x*) < f(xF*).

Zu (iv): Da X nichtleer ist, existiert ein * € X. Aus der Optimalitit von x* und (iii) folgt
dann

f(X) = f&) + ar(®) = F(x5) + aem(x®) > F(x°) + o (xF).

Wegen ap — oo folgt daraus nun
1 .
m(x") < P (f(®) = (=) — 0.
Nach Definition von 7 miissen daher auch (g;(x*))* — 0 und h(x*) — 0 gehen. O

Damit kénnen wir nun die Konvergenz zeigen.

Satz12.3. Sei f : R" — R stetig und X C R" nichtleer. Dann bricht Algorithmus 12.1 entweder
nach endlich vielen Schritten in einem globalen Minimierer ab oder erzeugt fiir eine streng
monoton wachsende, unbeschréinkte Folge {ax }ren C (0, 00) eine unendliche Folge {x* }ren,
fiir die jeder Haufungspunkt ein globaler Minimierer ist.
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Beweis. Nach Satz 12.1 kann das Strafverfahren nur im Fall x* € X abbrechen. In diesem
Fall gilt aber

F65) = F&9) + () < fx) + axn(x) = f(x)
fiir alle x € X, d. h. x* ist globaler Minimierer von f in X
Andernfalls sei x € R” ein Haufungspunkt von {5} ren und {x*}ick eine gegen x konver-
gente Teilfolge. Da mit g und h (und ¢ — (¢)*) auch 7(x) stetig ist, folgt aus Lemma 12.2 (iv)

m(x) = klim 7(x*) = 0.

Nach Definition von 7 impliziert dies X € X. Fiir alle x € X und k € K gilt wegen 7(x) > 0
daher

FG) < FER) + ar(xh) < ) + arm(x) = fx).

Durch Grenziibergang k — oo auf beiden Seiten folgt daraus f(x) < f(x) fiir alle x € X,
d.h. x ist globaler Minimierer von f in X. O

Um die in Schritt 3 benétigte Losung von (12.2) zu berechnen, méchten wir Verfahren aus
Teil II einsetzen, fur die P, zumindest stetig differenzierbar sein muss. Problematisch ist
dabei nur die Penalisierung der Ungleichungsnebenbedingungen. Durch Fallunterscheidung
t > 0,¢t <0undt = 0in der Definition der reellen Ableitung vergewissert man sich aber
schnell, dass gilt

d 12 +
— (L1 1?) = (0.
SO ) =@
Aus der Summen- und Kettenregel folgt daher
m p
(12.3) VPy(x) = VF(x) + @ ) (9:(x)) Vgi(x) + & ) hi(x)Vh;(x).
i=1 =1
Vergleicht man dies mit (11.8), so erhalt man
VP,(x) = Vi L(x, 1, A) fir p:=a(gx))*, A:=ah(x).

Tatsichlich kann man (unter einer Regularititsbedingung) zeigen, dass die zu {x*}ren
gehérenden Folgen {1 }ren, {A¥ }ren gegen die entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren
des restringierten Problems konvergieren.

Satz 12.4. Seien f : R" —» R, g : R —» R™ und h : R" — RP stetig differenzierbar.
Konvergiert die durch Algorithmus 12.1 erzeugte Folge {x*}ren gegen einen Punkt X € X, der
die LICQ erfiillt, so konvergieren auch

po= a(ge) = g A% = ah(xR) — 4

und (%, i, A) erfiillt die KKT-Bedingungen (11.7).

97



12 STRAF- UND BARRIEREVERFAHREN

Beweis. Wir zeigen zuerst die Konvergenz von {j/*}cny und {A*};cn. Wir unterscheiden
wieder aktive und inaktive Nebenbedingungen: Fiir i ¢ Ax(x) gilt g;(X¥) < 0. Aus der
Stetigkeit von g; folgt dann g;(x*) < 0 und damit auch (g;(x*))* = 0 fiir k € N grof8 genug.
Also gilt

(12.4) yf = ock(gi(xk))Jr — 0 =: [ fur alle i ¢ Ax(x).

Fiir die restlichen Komponenten verwenden wir die LICQ. Wir bezeichnen mit Ay diejenige
Matrix, die aus den Spalten Vg;(x¥), i € Ax(x), und th(xk), 1 < j < p, gebildet wird.
Da nach Voraussetzung g und h stetig differenzierbar sind, konvergiert die Folge dieser
Matrizen gegen die Matrix A, die entsprechend aus den Spalten Vg;(x) und Vh;(x) gebildet
wird. Weiterhin hat A aufgrund der LICQ vollen Spaltenrang, und damit ist A” A invertierbar.
Nach Lemma 7.4 ist damit auch A{Ak fir k € N hinreichend grof3 invertierbar, und es gilt
(ApA) ™ — (ATA)™

Nun ist x* ein unrestringierter Minimierer von P, , erfiillt also die notwendige Optima-
litdtsbedingung VP,, (x*) = 0. Fiir k € N mit gi(x*) < 0 fur alle i ¢ Ax (%) folgt daraus
(vergleiche (12.3))

k
0 = ALVP,, (x*) = ALV f(x*) + AT A (’/’iﬁ) ,

wobei ,ukﬂ den Vektor bezeichnet, der aus den Komponenten ,uf.‘, i € Ax(x), besteht. Auf-
grund der Stetigkeit von V f und der Konvergenz Ay — A erhalten wir damit

(’i%) = ~(AA) ALV () — ~(ATA) AV f(x) = (ﬁiﬂ ) |

Damit ist die Konvergenz der Folgen {1/*}rcny und {A¥}icn gezeigt.

Fiir die KKT-Bedingungen folgt aus der Optimalitit der x*, der Definition der y* und A
sowie der Stetigkeit von Vf, Vg und Vh

V. L(x, i, A) = Lim V, L(xK, yk, %) = Lim VP «(x*) =0

und damit die erste Relation von (11.7). Aus Satz 12.3 folgt insbesondere ¥ € X und damit
hj(x) = 0fir1 < j < p, d. h. die zweite Relation. Ebenso gilt g;(X) < 0 sowie nach Definition

fii = klim a(gi(x*)* > 0

figi(x) = 0 fur alle 1 < i < m und damit die dritte Relation. O

fur alle 1 < i < m. Schliellich folgt aus (12.4) auch die Komplementaritatsbedingung

Ein Nachteil der quadratischen Penalisierung ist, dass in der Regel x, ¢ X gilt. Aus (12.3)
folgt ndmlich VP, (x) = V f(x) fiir alle x € X. Wire also x, € X ein Minimierer von Py, so
wiirde aus der notwendigen Optimalitatsbedingung folgen

0 = VPy(xs) = Vf(xa),
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was nur moglich ist, wenn x,, stationdrer Punkt von f im Inneren von X ist. Man muf}
also tatsachlich @ — oo streben lassen; erschwerend kommt hinzu, dass in der Regel
die Minimierung von P, mit wachsendem « zunehmend schwieriger wird (z. B. durch
wachsende Konditionszahl der Newton-Systeme).

12.2 EXAKTE STRAFVERFAHREN

Dieser Nachteil kann durch eine unterschiedliche Wahl der Straffunktion vermieden werden.
Eine Straffunktion 7 : R" — R heift exakt in einem Minimierer ¥ € X, wenn ein endliches
a > 0 existiert, so dass X auch ein unrestringierter Minimierer von f + ar fiir alle « > &
ist.

Eine Variante besteht darin, anstelle der Quadrate den Absolutbetrag der Nebenbedingun-
gen zu penalisieren. Man betrachtet also die Straffunktion

m p
m(x) = Y ()" + > Ih)] = g Iy + I1hGx)].
i=1 j=1

Fiir konvexe Probleme kann man zeigen, dass m; fiir & grof3 genug in der Tat exakt ist.

Satz 12.5. Seien f : R" — R undg; : R" — R, 1 < i < m, stetig differenzierbar und konvex,
und seihj : R" — R, 1 < j < p, affin-linear. Es sei weiter die Slater-Bedingung (11.6) erfiillt.
Dann ist m; exakt in jedem Minimierer x € X.

Beweis. Unter den Annahmen an die Nebenbedingung sind alle Punkte x € X regular; jeder
Minimierer ¥ € X von f erfiillt also die KKT-Bedingungen (11.7). Insbesondere existieren
Lagrange-Multiplikatoren i € R™ und A € R?. Wegen ji > 0 und der Konvexitit aller
Funktionen ist auch die Abbildung x — L(x, fi, 1) konvex. Aus Satz 1.4 und der ersten
Relation in (11.7) folgt daher fiir alle x € R"

(12.5) L(x, i, A) > L(x, i, A) + VL(%, 1, )T (x — %) = L(X, 1, A).

Weiterhin folgt aus der Definition der Straffunktion sowie den restlichen KKT-Bedingungen
m P B B

(126)  f@)+am®) = f&) = &)+ D igi®) + Y Ay(E) = LE f, A).
i=1 j=1

Wir wiahlen nun

(12.7) @ = max{jiy, . . ., fims |1, - - -, |/Tp|}.
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Dann gilt fiir alle @« > @ und x € R" wegen ji; > 0

m p
F&) +am(®) = f@) + ). figi(®) + > Aihy(®)
i=1

J=1

m p
< f(x) + Z figi(x) + Z Ajhj(x)
i=1

J=1

m P
< FG)+ D flgi(a) + ) 1Al
i=1 j=1

m p

< fe0)+a ) (@) +a ) hix)l
i=1 j=1

= f(x) + am(x).

Also ist x globaler Minimierer von f + am;. O
Allerdings gibt es nichts geschenkt; da der Betrag (bzw. die Funktion ¢ + (¢)*) nicht diffe-
renzierbar ist, ist auch f + asm nicht differenzierbar. Die fiir das Strafverfahren benétigten
Minimierer kénnen also nicht mit den Methoden aus Teil II berechnet werden. Tatséachlich

sind exakte Straffunktionen notwendig nicht differenzierbar (aufler in Minimierern, die im
Inneren von X liegen).

Satz 12.6. Sei f : R" — R stetig differenzierbar und sei x € X ein Minimierer mit V f(x) # 0.
Ist 1 : R" — R eine differenzierbare Straffunktion, so ist sie nicht exakt in x.

Beweis. Angenommen, 7 : R" — R ware eine differenzierbare, exakte Straffunktion. Dann
existiertein @ > 0, so dass X ein unrestringierter Minimierer von f +a fiiralle « > @ ist. Da
f +am nach Annahme differenzierbar ist, folgt aus der notwendigen Optimalitatsbedingung

(12.8) Vf(x)+aVr(x) =0.
Fir beliebige a3, @ > @ mit oy # a gilt daher
VI(x)+ o Vr(x) =0 =Vf(x)+ a,Vr(x),

was durch Umformen
(a1 — a2)Vr(x) =0

ergibt. Daraus folgt Vz(x) = 0 und damit wegen (12.8) auch V f(x) = 0, im Widerspruch
zur Annahme. m|
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12.3 BARRIEREVERFAHREN

Strafverfahren sind ungeeignet, wenn die Zielfunktion f fiir x ¢ X gar nicht definiert ist.
In Barriereverfahren wird dagegen der Minimierer ¥ € X durch eine Folge von inneren
Punkten angenahert. (Man spricht daher auch von innere-Punkte-Verfahren.) Da fir Glei-
chungsnebenbedingungen der zulédssige Bereich keine inneren Punkte besitzt, betrachten
wir hier nur reine Ungleichungsnebenbedingungen

X={xeR":gi(x)<0,1<i<m}

fiir g; : R" — R stetig differenzierbar. (Zuséatzliche Gleichungsnebenbedingungen werden
entweder durch eine Straffunktion oder den im folgenden Kapitel vorgestellten Ansatz
behandelt.) Anstelle einer Straffunktion, die erst auflerhalb von X zu wirken beginnt,
verwendet man nun eine Barrierefunktion, die bereits bei Annéherung an den Rand von
X gegen unendlich strebt; verbreitet ist dabei die logarithmische Barrierefunktion x +—
—In(—gi(x)). Anstelle von f minimiert man daher fiir « > 0 die Funktion

Bo(x) i= f(x) + @ ) [~ In(=gi(x))] =: f(x) + af(x).
i=1

Ist diese Funktion nicht definiert wegen g;(x) > 0 fiirein 1 < i < m, so setzen wir
B, (x) := co. Damit also eine Losung von

(12.9) min B,(x)

xeR"

existiert, muss es einen strikt zulassigen Punkt mit g;(x) < 0 fur alle 1 < i < m geben -
dies ist genau die Slater-Bedingung (11.6).

Satz 12.7. Sei f : X — R stetig, X C R", beschrdinkt, nichtleer und abgeschlossen. Gilt die

Slater-Bedingung (11.6), dann existiert fiir alle « > 0 eine Lésung x, € X von (12.9).

Beweis. Die Slater-Bedingung garantiert die Existenz eines strikt zuldssigen Punktes x € X,
fiir den
M := By(x) < o0

gilt. Wir betrachten nun die Menge
Xy = {x € X : By(x) < M}.

Offensichtlich muss ein Minimierer von B, (falls existent) in X liegen, d. h. auch Lésung
sein von

(12.10) min B (x).
xeXpm

Es geniigt also zu zeigen, dass dieses Problem eine Losung hat.
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Wir zeigen zuerst, dass X3, kompakt ist. Mit X ist auch Xj; € X beschréankt. Fiir die
Abgeschlossenheit sei {x*}ren C Xjr eine konvergente Folge mit Grenzwert x € X. Wegen
der Stetigkeit von f, g;,1 < i < m, sowie t — In(t) ist B, stetig auf X (beachte, dass
gi(x) < 0 fur alle x € X, gelten muss). Durch Grenziibergang folgt daher auch B,(x) < M,
d.h. x € Xjy. Also ist X); kompakt, und aus der Stetigkeit von B, folgt mit Satz 2.2 die
Existenz einer Losung von (12.10). O

Man kann nun hoffen, dass fiir « — 0 die Folge {x,},>0 der entsprechenden Minimie-
rer von (12.9) gegen einen Minimierer X € X von f konvergiert. Entsprechend hat das
Barriereverfahren nun die Form von

Algorithmus 12.2 : Barriereverfahren

Input : oy > 0, x° € X strikt zulissig

Setze k = 0

fork=0,... do
Berechne x**! als globalen Minimierer von (12.9) mit & = ay (und Startwert x¥)
Wihle a1 < ag

Wieder wird man in Schritt 3 Verfahren aus Teil Il anwenden, wobei man diesmal (etwa
bei der Schrittweitensuche) aufpassen muss, dass nur strikt zuldssige Iterierte erzeugt
werden.

Auch hier kann man Monotonieeigenschaften der so erzeugten Folge zeigen.

Lemma 12.8. Angenommen, Algorithmus 12.2 erzeugt fiir eine streng monoton fallende Null-
folge {a }ren C (0, ) eine unendliche Folge {x*}ren € X. Dann gilt

(i) {B(x*)}ren ist monoton wachsend;

(ii) {f(x*)}xen ist monoton fallend.

Beweis. Zu (i): Wir verwenden wieder die globale Optimalitat zusammen mit der strikten
Zulassigkeit aller x*. Aus By, (x*) < By, (x**!) und By, (x**!) < By, (x*) folgt durch
Addition und Umformen

(e = ateer) () = D) < 0.

Aus a; > ay4 folgt nun B(x¥) < p(xk+).

Zu (ii): Aus der Optimalitat folgt zusammen mit (i)

0 < By () = By, () = F) = ) + s (B = D)
< f9) = fER. 0
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Um die Konvergenz von Algorithmus 12.2 zeigen zu konnen, bedarf es einer Art Regulari-
tatsbedingung. Dafiir definieren wir das strikte Innere

X0 :={xeR":gi(x)<0,1<i<m}

der zulassigen Menge. Beachte, dass dies im Allgemeinen nur eine Teilmenge des topologi-
schen Inneren sein muss! (Das strikte Innere hangt ja, im Gegensatz zum topologischen
Innerern, von der konkreten Beschreibung von X durch die g; ab.)

Satz12.9. Seien f : X — R undg; : R* — R,1 < i < m, stetig. Es gelte X° # () sowie X° = X.
Erzeugt Algorithmus 12.2 fiir eine streng monoton fallende Nullfolge {ay }ren C (0, 00) eine
unendliche Folge {x*}ren C X, so ist jeder Haufungspunkt ein globaler Minimierer von f in
X.

Beweis. Sei {xk tkex C X eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert X, der wegen Xo=X
in X liegt. Angenommen, ¥ wire kein globaler Minimierer von f in X. Dann existiert ein
x € X mit f(x) < f(%). Wegen X° = X und der Stetigkeit von f existiert daher ein x € X°
nahe genug an x, so dass ebenfalls f(x) < f(x) gilt.

Aus Lemma 12.8 (i) und der Optimalitit von x* folgt nun

FOF) + ax) < F(F) + arf(xF) < (&) + ax f(%)

fir alle k > 0. Stetigkeit von f und ax — 0 ergibt nun
D= i ky < « 1i Ay 0y) — o
f)= lim f) < )+ Tim e (565 - ) = F@)
im Widerspruch zu f(x) < f(x). Also ist X € X ein globaler Minimierer. O

Fiir stetig differenzierbare g; folgt aus % In(t) = % mit der Summen- und Kettenregel

(12.11) VBy(x) = Vf(x) - a Zml Vgi(x)
' ¢ = gi(x)
Vergleicht man dies wieder mit (11.8), so erhalt man
VBo(x) = ViL(x,p)  fir pri= ———,
g9(x)

und in der Tat kann man zeigen, dass fiir x* — % die entsprechenden /¥ gegen den Lagrange-
Multiplikator i konvergieren. Dies wird im primal-dualen innere-Punkte-Verfahren aus-
genutzt. Dafiir schreibt man die notwendige Optimalitatsbedingung VB,(x,) = 0 um

m
{ Vi L(xg, Ila) =0,
_(I’l(l)igi(xa) = a’ 1 S l S m’
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12 STRAF- UND BARRIEREVERFAHREN

(vergleiche die KKT-Bedingungen (11.7) — die Komplementaritatsbedingungen fi;g;(x) = 0
werden hier “von innen” angenéhert). Auf dieses System wird nun ein Newton-Verfahren
angewendet, wobei nach jedem Newton-Schritt der Penalty-Parameter o geeignet reduziert
wird; eine Schrittweitenregel sorgt dabei dafiir, dass die neuen Iterierten sich nicht zu weit
von (x4, o) entfernen. Fiir konvexe Optimierungsprobleme haben sich diese Verfahren als
sehr leistungsfahig erwiesen; siehe z. B. [Boyd & Vandenberghe 2004, Kapitel 11.7].
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