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UBERBLICK

Die mathematische Optimierung beschiftigt sich mit der Aufgabe, Minima bzw. Maxima
von Funktionen zu bestimmen. Konkret seien eine Menge X, eine (nicht notwendigerweise
echte) Teilmenge U C X und eine Funktion f : X — R gegeben. Gesucht ist ein X € U mit

f(x) < f(x) furallex e U,
geschrieben

f(x) = {Pellril f(x).

Die Fragen, die wir uns dabei stellen miissen, sind:
1. Hat dieses Problem eine Losung?

2. Gibtes eine intrinsische Charakterisierung von %, d. h. ohne Vergleich mit allen anderen
x € u?

3. Wie kann dieses x (effizient) berechnet werden?
Aus der Vielzahl der méglichen Beispiele sollen nur kurz folgende erwahnt werden:

1. In Transport- und Produktionsproblemen sollen Kosten fiir Transport minimiert bzw.
Gewinn aus Produktion maximiert werden. Dabei beschreibt x € R™ die Menge der
zu transportierenden bzw. produzierenden verschiedenen Giiter und f(x) die dafiir
notigen Kosten bzw. aus dem Verkauf erzielten Gewinne. Die Nebenbedingung x € U
beschreibt dabei, dass ein Mindestbedarf gedeckt werden muss bzw. nur endlich viele
Rohstofte zur Produktion zur Verfiigung stehen.

2. In inversen Problemen sucht man einen Parameter u (zum Beispiel Rontgenabsorption
von Gewebe in der Computertomographie), hat aber nur eine (gestorte) Messung y® zur
Verfligung. Ist ein Modell bekannt, das fiir gegebenen Parameter u die entsprechende
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Messung y = Ku liefert, so kann man den unbekannten Parameter rekonstruieren,
indem man das Problem

min |[Ku — 1f’||2 dx + oc||u||2
uelu

tiir geeignet gewéhlte Normen und o > 0 18st. Die Menge U kann dabei bekannte
Einschrankungen an den Parameter (z. B. Positivitét) beschreiben.

3. In der optimalen Steuerung ist man zum Beispiel daran interessiert, ein Auto oder eine
Raumsonde moglichst effizient von einem Punkt x zu einem anderen Punkt x; zu
steuern. Beschreibt x(t) € R? die Position zum Zeitpunk t € [0, T], so gehorcht sie der
Differenzialgleichung
W x'(t) = f(t, x(t), u(t),

X(O) = X0y

wobei u(t) die Rolle der Steuerung spielt. Will man dabei den Treibstoffverbrauch (der

proportional zu [u(t)| ist) minimieren, fithrt das auf das Problem

T
( mi)nuj lu(t)] mit U ={(x,u): (1) ist erfiillt und x(T) = x4}.
xX,u)e 0

In dieser Vorlesung behandeln wir nichtlineare Optimierungsprobleme, in denen f : R™ — R
differenzierbar ist und U durch (differenzierbare) Gleichungen und Ungleichungen beschrie-
ben werden kann. (Den Fall nichtdifferenzierbarer Funktionen werden wir im letzten Teil
kurz behandeln.) In diesem Fall ist die Antwort auf die Frage nach der Existenz relativ einfach
zu beantworten; uns werden daher vor allem die beiden restlichen Fragen beschiftigen. Dabei
wird das Konzept der Abstiegsrichtung in beiden Féllen fundamental sein: Grob gesprochen
befinden wir uns in einem Minimum, falls keine Abstiegsrichtung existieren; ansonsten
wiahlen wir eine und gehen einen Schritt in dieser Richtung. Wie diese Richtungen und die
Schrittlinge zu wahlen sind, und was im Falle von U # R™ zu beachten ist, ist der Inhalt
dieser Vorlesung.
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[3] C. Geiger und C. Kanzow (1999). Numerische Verfahren zur Losung unrestringierter
Optimierungsaufgaben. Springer, Berlin. Do1: 10.1007/978-3-642-58582~1
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GRUNDLAGEN DER LINEAREN ALGEBRA UND
ANALYSIS

In diesem Kapitel stellen wir zunéchst die wesentlichen Begriffe und Resultate aus der linearen
Algebra und der Analysis im R™ zusammen, die in dieser Vorlesung benétigt werden.

VEKTOREN, NORMEN, MATRIZEN

Vektoren im R™ sind stets Spaltenvektoren; der zu x € R™ zugehorige Zeilenvektor wird
mit x" bezeichnet. Fiir die Komponenten eines Vektors (beziiglich der Standardbasis aus
Einheitsvektoren, die wir mit e; bezeichnen) verwenden wir Indizes:

X = (X1y...,Xn)" € R™

Das Produkt aus Zeilen- und Spaltenvektoren ist das Skalarprodukt im R™: Fiir x,y € R™ ist
x'y:= Y " ; x4y;. Fiir die Norm verwenden wir zumeist die Euklidische Vektornorm:

n 1/2
x| = X[l == VxTx = (Z X%> :
i=1

Diese wird vom Skalarprodukt induziert und gehorcht daher der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
Fiir alle x,y € R™ist x"y < ||x]|/||y]|- In endlichdimensionalen Vektorriumen sind alle Nor-
men dquivalent: Ist || - ||.. eine weitere Norm, so existieren Konstanten ¢y, c, > 0 mit

crllx|| < [1x]]« < cafx]| fiir alle x € R™.
Die durch die Norm beschriebene offene Kugel um x mit Radius ¢ bezeichnen wir mit
B:(x) ={y e R": ||[x —y|| < ¢}.

Durch die Norm wird ein Konvergenzbegriff vermittelt: Eine Folge {x*}xeny C R™ konvergiert
gegen x € R™, geschrieben x* — x, falls gilt ||x* — x|| — 0 (im Sinne der Konvergenz reeller
Zahlenfolgen). Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn x¥ — x; firalle T <1i < n gilt.
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Fir Matrizen A = (aj)i; € R™*™ verwenden wir die induzierte Norm

IA]l = max [|Ax]],

lIx/I=1
fur die [|Ax|| < ||All||x|| fur alle x € R™ gilt.
Eine Matrix ist symmetrisch, wenn A" := (a;1)i; = A gilt, positiv definit, wenn gilt
x"Ax >0 fur alle x € R™\ {0},
und gleichmydf$ig positiv definit, wenn ein p > 0 existiert mit
xTAx > ul|x||? fiir alle x € R™.

Eine symmetrische Matrix ist positiv definit genau dann, wenn alle ihre Eigenwerte A; <
.-+ < A, positiv sind; in diesem Fall gilt nach dem Satz von Courant-Fischer'

(1.1) AxTx < xTAx < Apx'x fur allex € R™.

Eine symmetrische Matrix ist also positiv definit genau dann, wenn sie gleichmaf3ig positiv
definit ist! SchliefSlich halten wir noch fest, dass eine symmetrische und positiv definite Matrix
stets invertierbar ist, und dass gilt

1A =An, AT =27

ABLEITUNGEN IM R"

Eine Funktion F: R™ — R™, x > (F1(x),...,Fm(x))7, heifdt stetig in x, wenn F(x*) — F(x)
fur alle konvergenten Folgen {x*}cy C R™ gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn alle
Komponenten F; : R* — R, 1 < 1 < m, stetig sind. Die Funktion F heif3t Lipschitz-stetig,
wenn es ein L > 0 gibt mit

IF(x") — F(x?)|| < L|jx —y| fiir alle x', x* € R™.

Gilt dies nur fiir alle x',x? € B.(x) fiir ein x € R™ und ¢ > 0, so heifit F lokal Lipschitz-
stetig.

Eine Funktion F : R™ — R™ heift differenzierbar in x, wenn es eine lineare Abbildung
F/(x) : R — R™ und ein ¢ > 0 sowie ¢ : B.(0) — R™ gibt mit lim}, ¢ % =0und

F(x +h) =F(x) + F(x)h + @(h) fiir alle h € B.(0).

'siehe z. B.[Hanke-Bourgeois 2009, Satz 23.4]
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In diesem Fall nennt man F’(x) die Jacobi-Matrix von F. Die Eintrdge der Jacobi-Matrix
bestehen aus den partiellen Ableitungen, d. h.

F/(x) = <a];i(x)> e R™™ oFi(x) — lim Fi(x + tej) — Fi(X).
Xj . 0x; t—0 t

Tatsdchlich werden wir 6fter mit der transponierten Jacobi-Matrix arbeiten, weshalb wir ihr
einen eigenen Namen geben: VF(x) := F/(x)" € R™*™, Ist die Abbildung x — VF(x) stetig,
so heifdt F stetig differenzierbar.

Speziell fir den Fall m = 1 erhalten wir damit fiir f : R™ — R den Gradient

of(x) af(x)>T RN

ox1 T Oxn

Vi(x) = (

(Der Gradient ist also, im Gegensatz zur Ableitung f’(x), ebenfalls ein Spaltenvektor!) Fiir
einen gegebenen Vektor d € R™ gibt Vf(x)"d die Steigung von f in x in Richtung d an; es
handelt sich also um eine Richtungsableitung, die wir auch berechnen kénnen tiber

Vi(x)Td = lim 12Xt =)
t—0 t

Sind alle partiellen Ableitungen stetig differenzierbar, so heifit f zweimal stetig differenzierbar;
in diesem Fall bezeichnet

92f(x)
2_‘: — Rnxn
Vi) < 0x10%; ) ij -

die Hesse-Matrix von f. Diese ist wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitungen nach dem Satz
von Schwarz symmetrisch.

Ein Kern-Resultat in der mehrdimensionalen Analysis ist die Taylor-Entwicklung. Wir werden
ihn in Gestalt der folgenden Spezialfille bendtigen, die man als Mittelwertsdtze bezeichnen
kann.

Satz 1.1 (Mittelwertsatz I). Seien f : R™ — R stetig differenzierbar und x,y € R™ gegeben.
Dann existiert ein © € (0, 1) mit

f(x) = f(y) + VF(E) (x —y)

fiir & .=y + 0(x —y).

Satz 1.2 (Mittelwertsatz II). Seien f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und x,y € R™
gegeben. Dann existiert ein © € (0, 1) mit

1) = fly) + V() (x—y) + 3 (e~ y) V2 H(E)(x —y)

fiir& ==y +06(x—y).



1 GRUNDLAGEN DER LINEAREN ALGEBRA UND ANALYSIS

Fiir vektorwertige Funktionen F : R™ — R™ gelten diese Mittelwertsétze nicht direkt (die
Schwierigkeit ist, fiir alle Kompenenten ein einheitliches 0 zu finden). Es gilt aber der folgende
Mittelwertsatz in Integralform (den wir zumeist auf F(x) = Vf(x) anwenden werden).

Satz 1.3 (Mittelwertsatz III). Seien F: R™ — R™ stetig differenzierbar und x,y € R™ gegeben.
Dann gilt
1

F(x) = Fly) +jo VF(y+8(x —y)" (x —y) db.

KONVEXE FUNKTIONEN

Von besonderer Bedeutung in der Optimierung sind konvexe Mengen und Funktionen. Zur
Erinnerung: Eine Menge X C R™ heifst konvex, wenn fiir alle x,y, € X und alle A € (0, 1)
gilt Ax 4+ (1 —A)y € X. Anschaulich bedeutet dies, dass fiir je zwei Punkte in X auch ihre
Verbindungsstrecke in X liegt.

Sei nun X C R™ konvex. Dann heif3t eine Funktion f: X = R

(i) konvex (auf X), wenn fiir alle x,y € X und alle A € (0, 1) gilt

f(Ax + (1 —=A)y) < Af(x) + (1 —N)f(y).

(ii) strikt konvex (auf X), wenn fiir alle x,y € X mit x # y und alle A € (0, 1) gilt

FAx + (T —A)y) < Af(x) + (1 — A)f(y).

(iii) gleichmdfSig konvex (auf X), wenn es ein Konvexitdtsmodul . > 0 gibt, so dass fiir alle
x,y € Xund alle A € (0,1) gilt

A 4 (1= A)y) + A1 = A)|x —y|? < Af(x) + (1= A)f(y).

Anschaulich bedeutet dies, dass fiir eine konvexe Funktion kein Punkt einer Verbindungsstre-
cke von zwei Punkten auf dem Graphen der Funktion unterhalb des Graphen liegt; fiir strikt
konvexe Funktionen darf die Strecke dariiber hinaus nicht mit dem Graphen zusammenfallen.
Offensichtlich ist jede gleichmaflig konvexe Funktion strikt konvex und jede strikt konvexe
Funktion konvex.

Zum Beispiel ist
(i) f:R — R, x — x, konvex aber nicht strikt konvex,
(ii) f:R — R, x — €*, strikt konvex aber nicht gleichmaflig konvex,

(iii) f:R — R, x — x2, gleichmafig konvex,
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(iv) f:R — R, x — x*, strikt konvex aber nicht gleichmafig konvex.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen ldsst sich Konvexitit tiber den Gradienten charakteri-
sieren.

Satz 1.4. Sei X C R™ offen und konvex und sei f : X — R stetig differenzierbar. Dann ist

(i) f genau dann konvex, wenn fiir alle x,y € X gilt

Vi) (x —y) < f(x) — f(y),

(ii) f genau dann strikt konvex, wenn fiir alle x,y € X mit x # y gilt

Viy) (x —y) < f(x) — f(y),

(iii) f genau dann gleichmdfSig konvex, wenn ein w > O existiert so dass fiir alle x,y € X gilt
V()" (x —y) + ulx —yl* < F(x) — fly).

Beweis. Zu (i): Sei f konvex. Dann gilt fiir alle x,y € X und A € (0, 1) nach Definition

fly +Alx—y)) —fly) g Af(x) + (1 —=A)f(y) —f(y)

\ < . = f(x) — f(y).

Grenziibergang A — 0 ergibt dann

Vi(y) (x —y) = lim fly + Alx —y)) — f(y)

lim X < flx) —f(y).

Gilt umgekehrt diese Ungleichung, so folgt daraus mit x, := Ax+(1—A)y und der produktiven
Null

Af(x) + (1 = A)f(y) — f(xa) = A(f(x) — f(xa)) + (1 = A)(f(y) — f(xa))
> AVE(xa) (x —xa) + (1 = A)VF(xa) (y — xa)
= Vi) "(Ax + (1 =Ny —x)) = 0.
Also ist f konvex.

Zu (ii): Sei f strikt konvex. Da beim Grenziibergang die strikte Ungleichung nicht erhalten
bleibt, miissen wir anders als fiir (i) vorgehen. Fiir x,y € X mit x # y setze z := %(x +y)eX
(denn X ist konvex). Da strikt konvexe Funktionen insbesondere konvex sind, konnen wir (i)
verwenden und erhalten

Viy)T(x—y) =2Vf(y) (z—y) < 2(f(2) — f(y)).
Aus der strikten Konvexitit folgt weiterhin f(z) < %(f (x) + f(y)). Zusammen ergibt das

Viy) (x —y) < flx) + fly) — 2f(y) = f(x) — f(y).
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Die umgekehrte Richtung geht dagegen genau wie fiir (i), nur mit strikter Ungleichung.

Zu (iii): Sei f gleichméflig konvex. Wie fiir (i) verwenden wir die Charakterisierung der
Richtungsableitung und die Definition der gleichmifSigen Konvexitit und schitzen ab

fly+Alx—y)) —fly)

Vf(y)'(x —y) = lim

A—0 A
J— —_ 2 —_—
< lim M) + (1 =A)f(y) —pA (T =A)[x —ylI” — fly
A—0 A

= f(x) — f(y) — pllx —y|*

Gilt umgekehrt diese Ungleichung, so gehen wir analog zu (i) vor mit x, := Ax + (1 — A)y
und schétzen ab
AM(x) + (1 =A)f(x) — f(xa) = A(f(x) = f(xa)) + (T = A)(f(y) — f(xx))
> A (V) (x = x0) + ullx —xa[?)
+(1=2) (V) Ty =) + iy =)
= V)T (A + (1= Ay —xx)
+ A = x>+ (T=N) [y —xal?) -

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet wieder; fiir den zweiten verwenden wir

X =xall = =Alx=yll, [y =xall =Allx =yl
und erhalten
M)+ (1= NF(x) = ) = i Allx =32l + (1= A) [y —xa[?)
= n(A1—A)? +A2 T—=A)[lx—yl?
= P (1= A)x —y%,
was zu zeigen war. O

Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, lasst sich die Konvexitat auch iiber die Hesse-Matrix
charakterisieren.

Satz 1.5. Sei X C R™ offen und konvex und sei f : X — R zweimal stetig differenzierbar. Dann
ist

(i) f genau dann konvex, wenn V2f(x) fiir alle x € X positiv semidefinit ist, d. h. wenn gilt

d'V3f(x)d >0  fiirallex € X,d € R™,

(ii) f strikt konvex, wenn V*f(x) fiir alle x € X positiv definit ist, d. h. wenn gilt

A"V (x)d >0  fiirallex € X,d € R™\ {0},

10
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(iii) f genau dann gleichmiifSig konvex, wenn V*f(x) fiir alle x € X gleichmiafig positiv definit
ist, d. h. wenn ein u > 0 existiert mit

A"V (x)d > y/d|]? fiirallex € X,d € R™,

Beweis. Zu (i): Sei f konvex und seien x € X und d € R™ beliebig. Da X offen ist, existiert
ein T > 0 mit x + td € X fiir alle t € [0, T]. Aus Satz 1.4 (i) erhalten wir nun zusammen mit
Satz 1.2 fiury := x + td

2
0 < f(x + td) — f(x) — tVF(x)Td = %dTVZf(é)d

mit &, = (x+td)+0(x—(x+td)) = x+t(1—0)d fiirein® € (0, 1). Fiirt — 0 konvergiert also
& — x und damit, da f zweimal stetig differenzierbar ist, auch V2f(&) — V2f(x). Division
durch % und Grenziibergang t — 0 ergibt daher die Aussage. Umgekehrt folgt aus Satz 1.2
zusammen mit der positiven Semidefinitheit

f(x) = fly) = VF(y) (x —y) + %(X—U)Tvzf(é)(x—y) > Vi(y)' (x —y)

und daher mit Satz 1.4 (i) die Konvexitat.

Analog zeigt man fiir (ii) die strikte Konvexitat mit Satz 1.4 (ii) und strikter Ungleichung. (Fiir
die andere Richtung geht das nicht, da die strikte Ungleichung beim Grenziibergang nicht
erhalten bleibt.)

Zu (iii): Sei f gleichmdf3ig konvex mit Konvexitatsmodul {i > 0. Genau wie fiir (i) erhilt man
dann aus Satz 1.4 (iii)

tz
0 < f(x+td) — f(x) — tVf(x)"d — p/[td||* = ?dTVZf(E)d —t%@|d|?,

und Division durch tz—z und Grenziibergang t — 0 ergibt wieder die Aussage (mit p = 2fi).
Umgekehrt folgt aus Satz 1.2 zusammen mit der gleichmiaf3igen Definitheit

F(x) — fly) = VFy)T(x—y) + 3 0x ) V() — y)

i
> Viy) (x—y) + Sk -yl

und daher mit Satz 1.4 (i) die gleichméfliige Konvexitdt mit Modul fi := 2p. ]

Im Fall n = 1 entspricht dieses Resultat der bekannten Tatsache, dass eine Funktion genau

dann (strikt) konvex ist, wenn ihre zweite Ableitung (strikt) positiv ist. Beachte, dass die

Bedingung in (ii) nur hinreichend ist, was man sich am Beispiel f : R — R, x — x*, leicht
tiberlegen kann.

11
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Wir beginnen mit einigen elementaren Definitionen. Sei im folgenden stets X C R™ eine
(nicht notwendigerweise echte) Teilmenge und f : X — R. Gesucht ist ein X € X mit

f(x) < f(x) firallex € X,
geschrieben

f(x) = min f(x).

xeX

Man nennt X zuldssige Menge und einen Punkt x € X zuldssigen Punkt; die Forderung
x € X wird Nebenbedingung genannt. Ist X = R™, so spricht man auch von unrestringierter
Minimierung, ansonsten von restringierter Optimierung. Oft wird f als Zielfunktion bezeichnet.
Der optimale Wert f(x) wird als Minimum bezeichnet, x selber als Minimierer, geschrieben
X = arg min,cx f(x). Analog spricht man von Maximum und Maximierer, wenn f(x) > f(x)
fir alle x € Xist. Da gilt

max f(x) =— min —f(x),

werden wir in der Regel ohne Beschrankung der Allgemeinheit Minimierer suchen, kdnnen
aber, wenn es bequemer ist, auch das d4quivalente Maximierungsproblem betrachten.

Wir unterscheiden weiter: Die Funktion f hatin x € X

(i) ein globales Minimum, falls gilt X € X und

f(x) < f(x) fir alle x € X,

(ii) ein striktes globales Minimum, falls gilt X € X und

f(x) < f(x) fir alle x € X\ {x},

(iii) ein lokales Minimum, falls x € X gilt und ein € > 0 existiert mit

f(x) < f(x) fur alle x € XN B¢ (%),

12
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(iv) ein striktes lokales Minimum, falls X € X gilt und ein ¢ > 0 existiert mit

f(x) < f(x)  farallex € (XN B, (%)) \ {X}.

Entsprechend spricht man von (strikten) lokalen oder globalen Minimierern. Offensichtlich ist
jedes (strikte) globale Minimum auch ein (striktes) lokaler Minimum, jedoch nicht umgekehrt.
Dabei sind strikte globale Minima eindeutig, wahrend strikte lokale Minima lediglich isoliert
sein mussen.

Wir werden sehen, dass wir nur lokale Minima mit vertretbarem Aufwand finden konnen.
Eine Ausnahme bilden konvexe Funktionen, was die Bedeutung dieser Funktionenklasse in
der Optimierung unterstreicht.

Satz 2.1. Sei X C R™ eine konvexe Menge und sei f : X — R eine konvexe Funktion. Dann gilt
(i) Jedes lokale Minimum von f ist auch ein globales Minimum.

(ii) Ist f strikt konvex, so besitzt f hochstens ein lokales Minimum, das dann sogar ein striktes
globales Minimum ist.

Beweis. Zu (i): Angenommen, f hitte in X € X kein globales Minimum. Dann existiert
ein x € X mit f(x) < f(x). Fir alle t € (0, 1] ist dann wegen der Konvexitit von X auch
X + t(x — %) € X, und aus der Konvexitét von f folgt

f(x+t(x —x)) < tf(x) + (1 —t)f(x) < tf(x) + (1 — O)f(x) = f(x).
Also existiert fiir jedes ¢ > O ein t € (0, 1] mit x; := X + t(x — %) € B,(X) mit f(x{) < f(%),
d. h. f hat in x auch kein lokales Minimum.

Zu (ii): Angenommen, es gidbe zwei verschiedene lokale Minimierer X, € X. Dann sind
nach (i) sowohl x als auch § globale Minimierer, d. h. es muss f(x) = f({j) gelten. Setze nun
z:= %(7’( +7) € X. Aus der strikten Konvexitét von f und x # { folgt dann aber

f(2) < 3 (%) + 1(8)) = (%)

im Widerspruch dazu, dass x ein globaler Minimierer ist. Die Funktion f kann daher héchstens
ein lokales (und damit auch globales) Minimum haben, das damit eindeutig sein muss. [

Wir betrachten nun die Frage der Existenz von Minimierern, die wir mit Hilfe des folgenden
recht allgemeinen Satzes beantworten.
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2 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND EXISTENZ

Satz 2.2. Sei X C R™ nichtleer und abgeschlossen und f : X — R stetig. Gilt eine der beiden
Aussagen

(i) X ist beschrdinkt,
(ii) f ist koerziv auf X, d. h. fiir jede Folge {x*}.en C X mit ||x*|| — oo gilt f(x*) — oo,
so besitzt f einen globalen Minimierer X € X.

Ist X konvex und f strikt konvex, so ist der Minimierer eindeutig.

Beweis. Gilt (i), so ist X nach dem Satz von Heine-Borel kompakt, und nach dem Satz von
Weierstrass nimmt daher die stetige Funktion f auf X ihr Minimum an.

Gilt dagegen (ii), miissen wir iiber einen Widerspruch argumentieren. Wir zeigen zuerst,
dass f nach unten beschrinkt ist. Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann existiert eine
Folge {x*}xen C X mit f(x*) — —oco. Aus der Koerzivitit von f folgt dann, dass diese Folge
beschrinkt ist (sonst miisste ja f(x*) — oo gelten), d. h. es gibt ein M > 0 mit ||x*|| < M fiir
alle k € N. Aus dem Satz von Bolzano-Weierstrass folgt dann die Existenz einer konvergenten
Teilfolge {x*"},,en C X, fiir deren Grenzwert % € X (denn X ist abgeschlossen) wegen der
Stetigkeit von f gilt

f(x) = lim f(x*") = —c0.

Dies ist aber ein Widerspruch zu f(%) € R. Also ist f nach unten beschrinkt, und daher
existiert ein Infimum M := inf,cx f(x) € R. Aus der Definition des Infimums folgt dann,
dass eine Folge {y*h.en C {f(x): x € X} C R existiert mit y* — M, d. h. es existiert eine
Folge {x*}xeny C X mit

f(x*) = M = inf f(x).
xeX
Aus der Koerzivitat von f folgt wieder, dass diese Folge beschrankt ist und daher eine kon-

vergente Teilfolge {x*™},,cy mit Grenzwert x € X besitzt. Auch fir diese Teilfolge gilt nun
f(x*m) — M, woraus zusammen mit der Stetigkeit von f folgt

f(x) = lim f(x*") =M = inf f(x).

m—o00 xeX

Das Infimum wird also in X € X angenommen und ist daher ein (globales) Minimum.

Die Eindeutigkeit fiir X konvex und f strikt konvex folgt nun sofort aus Satz 2.1. O]

Ab nun werden wir stillschweigend voraussetzen, dass ein Minimierer existiert, und uns auf
die Frage nach der Charakterisierung und Berechnung konzentrieren.
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Teil 11

OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN



OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Wir betrachten in Folge unrestringierte Optimierungsprobleme, d. h. fiir X = R™, und leiten
zunichst notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir her, dass ein Punkt x € R™
ein Minimierer ist. Die fundamentale Einsicht ist dabei, dass wir uns in einem Minimum
befinden, wenn der Funktionswert bei Bewegung in jeder Richtung zunehmen wiirde, d. h.
wenn die Steigung in jeder Richtung positiv ist.

Satz 3.1. Sei f : R™ — R differenzierbar auf der offenen Menge U C R™ und sei x € U ein
lokaler Minimierer von f. Dann gilt

(3.1) Vfx)Td >0 fiir alle d € R™.

Beweis. Angenommen, es gibt eine Richtung d € R™ mit

(X +td) — f(x)
T .

0> Vf(x)'d = lim f
t—0

Da der Grenzwert strikt negativ ist, muss der Differenzenquotient auf der rechten Seite fiir t
klein genug auch strikt negativ sein. Es gibt also ein T > 0 mit X + td € U und

f(x +td) — f(x)

n <0 fir alle t € (0, 7,

d.h.
f(x +td) < f(x) far alle t € (0, 1].

Fir alle ¢ > 0 ist aber X + td € B, () fiir t klein genug, und daher kann % kein lokaler
Minimierer sein. O

Gilt (3.1), so folgt durch Einsetzen von —d € R™ sofort Vf(x)'d = 0 fiir alle d € R™, was
nur fiir Vf(x) = 0 moglich ist. Wir erhalten also die folgende Optimalitatsbedingung.
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3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Satz 3.2 (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung). Sei f: R™ — R differenzierbar
auf der offenen Menge U C R™ und sei x € U ein lokaler Minimierer von f. Dann gilt

(3.2) Vf(x) =0.

Ein Punkt %, der (3.2) erfiillt, heifit stationdrer Punkt. Man spricht von einer Bedingung 1.
Ordnung, da sie nur erste Ableitungen verwendet; die Bedingung ist lediglich notwendig, da
auch Maximierer oder Sattelpunkte stationire Punkte sind. Um diese auszuschlieflen, muss
man zweite Ableitungen zu Rate ziehen.

Satz 3.3 (Notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung). Sei f : R™ — R zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge U C R™ und sei x € U ein lokaler Minimierer von f.
Dann ist V(%) positiv semidefinit.

Beweis. Angenommen, VZf(x) ist nicht positiv semidefinit, d. h. es gibt eine Richtung d € R™
mit

d'Vf(x)d < 0.
Seinun t > 0 klein genug, dass x + td € U gilt. Aus Satz 1.2 folgt dann zusammen mit Satz

3.2

2
f(% + td) = f(%) + %dTVZf(at)Td

fir ein & = % + 0td mit © € (0,1). Da Vf nach Voraussetzung stetig in U ist, ist auch
dTV2f(&)"d < Ofiir alle t € (0,7 fiir ein T > 0 klein genug. Also gilt

2
f(x +td) = £(X) + %dTvzf(at)Td <f(x) firallet € (0,1,

und wieder kann x daher kein lokaler Minimierer sein. ]
Auch diese Bedingung ist nur notwendig, da sie auch in Sattelpunkten erfiillt sein kann

(betrachte f : R — R, x +— x3). Um diese auszuschlieffen, miissen wir die Bedingung
verschdrfen.

Satz 3.4 (Hinreichende Optimalitdtsbedingung 2. Ordnung). Sei f : R™ — R zweimal stetig
differenzierbar auf der offenen Menge U C R™ und sei x € U mit

(i) VFf(x) =0und
(i) V*f(x) positiv definit.

Dann hat f in x ein striktes lokales Minimum.

17



3 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Beweis. Betrachte wieder x + td € U fiir d € R™ und t > 0 klein genug. Aus Satz 1.2 folgt
dann zusammen mit (i)

2
f(x +td) = f(x) + %dTVZf(Et)Td

fiir ein & = % + 0td mit 0 € (0, 1). Wegen (ii) ist V2f(%) auch gleichmafig positiv definit,
es existiert also ein i > 0 mit

d"V2(x)"d > plld]>.

Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir daraus die Abschitzung

2 2
f(x+td) = £() + %dTVZf(X)Td + %dT(sz(ét) _v2(x)7d

2
> (%) + = (= [V2HE) — V2] 1)

Aus der Stetigkeit von V2f folgt nun, dass ein T > 0 existiert mit || V2f(&;) — V2f(x)| < u
fir alle t € (0, ). Also gilt

f(x 4+ td) > f(x) furalled € R™, t € (0, 1],

d.h. fir alle x := x + td € B.(Xx). Damit hat f in X nach Definition ein striktes lokales
Minimum. L]

Diese Bedingung ist wiederum nur hinreichend, aber nicht notwendig, wie das Beispiel
f: R — R, x — x?, zeigt.

Beachte, dass Ableitungen immer nur lokale Informationen liefern und alle diese Bedingun-
gen daher nur lokale Minimierer charakterisieren; dhnliche Bedingungen sind fiir globale
Minimierer in der Regel nicht moglich! Eine Ausnahme bilden (mal wieder) konvexe Funk-
tionen.

Satz 3.5 (Notwendige und hinreichende Bedingung fiir konvexe Funktionen). Sei f : R™ — R
konvex und auf der offenen Menge U C R™ differenzierbar. Dann hat f in x € U ein globales
Minimum genau dann, wenn V(X) = 0 ist.

Beweis. Dass die Bedingung notwendig ist, folgt aus Satz 3.2. Sei nun X € U ein stationdrer
Punkt. Aus Satz 1.4 folgt dann

f(x) —f(%) = VF(x) T (x —%) =0 fir alle x € R™,

d. h. x ist ein globaler Minimierer. ]
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ABSTIEGSVERFAHREN

Satz 3.2 legt folgendes iterative Verfahren zur Bestimmung eines Minimums nahe:

Algorithmus 4.1 : Allgemeines Abstiegsverfahren

Wihle einen Startpunkt x° € R™,  setzek =0

while Vf(x¥) # 0 do
Wihle eine Suchrichtung s* € R™ mit Vf(x*)Ts* < 0
Wibhle eine Schrittweite oy > 0 mit f(x* + oy s*) < f(x¥)
Setze x**1 =x¥ + oys¥, k+ k+1

Der Beweis von Satz 3.2 zeigt, dass wir stets eine Suchrichtung und eine Schrittweite mit
den gewiinschten Eigenschaften finden konnen, solange x* kein stationdrer Punkt ist. Das
einzige, was noch schief gehen kann, ist, dass wir vor Erreichen eines stationdren Punkts
wverhungern®, d. h. dass entweder s* oder oy zu schnell zu klein werden. Wir suchen also
Bedingungen, die das verhindern (und die wir fiir konkrete Vorschriften zur Berechnung
von s* und oy nachpriifen konnen), fiir die also das Verfahren konvergiert. Dies wollen wir
wie folgt verstehen: Ein Verfahren konvergiert global, wenn jeder Haufungspunkt X einer
entsprechend erzeugten Folge {x*} ¢y fiir beliebigen Startpunkt x® € R™ ein stationarer Punkt
ist. Beachte, dass man nicht mehr von einem Verfahren, das nur erste Ableitungen verwendet,
erwarten kann. Insbesondere bedeutet globale Konvergenz nicht, dass das Verfahren gegen
einen globalen Minimierer konvergiert! Dagegen sprechen wir von lokaler Konvergenz, wenn
dies nur fiir Startwerte x° € B, (%) fiir ein ¢ > 0 und einen stationdren Punkt x gelten muss.

Wir beginnen mit Bedingungen an die Suchrichtungen s*. Eine durch Algorithmus 4.1
erzeugte Folge {s*}xcy C R™ nennen wir Folge von zulissigen Suchrichtungen, wenn gilt:

(i) Alle s* sind Abstiegsrichtungen, d.h. Vf(x*)Ts* < 0 firalle k € N;

VF(x*)Tsk

(i) Aus
[Is¥|

— 0 folgt Vf(x*) — 0.
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4 ABSTIEGSVERFAHREN

Zum Beispiel erzeugt die Wahl s* := —Vf(x*) stets zuldssige Suchrichtungen.

Bedingung (ii) besagt dabei gerade, dass die Steigung von f in x* in Richtung s* nur ver-
schwinden darf, wenn wir einen stationdren Punkt erreichen. Eine hinreichende Bedingung
dafiir ist, dass der Winkel zwischen Vf(x*) und s* vom rechten Winkel weg beschrinkt ist.

Lemma 4.1. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar und sei {s*}en C R™ \ {0} eine durch
Algorithmus 4.1 erzeugte Folge von Suchrichtungen. Existiert einm > 0 mit

—Vf(xk)Tsk

(41 TR >

fiirallek € N,
so ist {s*}en eine Folge von zulissigen Suchrichtungen.

Beweis. Fiir Vf(x*), s* # 0 folgt aus (4.1) sofort

—VE(x*)Ts* = n||[VEx9)[||[s*]| > 0,

VE(x*)Ts

d.h. s* ist eine Abstiegsrichtung. Es gelte nun ¥l £ 5 0. Aus (4.1) folgt dann sofort

1 —Vf(xk)Tsk
[[s*]]

IVF(x)]| < — 0. O

Die Bedingung (4.1) wird Winkelbedingung genannt.

Nun zu den Schrittweiten o}. Eine durch Algorithmus 4.1 erzeugte Folge {o"}en C R-o
nennen wir Folge von zuldssigen Schrittweiten, wenn gilt:

(i) Alle oy fithren zu einem Abstieg, d. h. f(x* + oys*) < f(x¥) firallek € N;
VE(x*)Tsk
[[s*|]

Konkrete Beispiele von Schrittweiten werden wir im néchsten Kapitel untersuchen. Beachte,
dass die Bedingungen Bezug auf die Suchrichtungen nehmen - die Zuléssigkeit der Schritt-
weiten hédngt also von den verwendeten Suchrichtungen ab! Bedingung (ii) besagt dabei
gerade, dass die Reduktion im Funktionswert nicht beliebig klein werden darf, ohne dass die
Steigung verschwindet (was bei zuldssigen Suchrichtungen nur in der Ndhe von stationédren
Punkten passieren kann). Wir miissen also einen ausreichenden Abstieg garantieren. Dies
liefert die folgende Definition: Sei {s*}y <y eine Folge von Suchrichtungen fiir f. Dann heif3t
die zugehorige Folge von Schrittweiten {oy Jxen C (0, 00) effizient, falls ein 6 > 0 existiert
mit

(i) Aus f(x* 4 oy s*) — f(x*) — 0 folgt — 0.

VF(xk)Tsk
[[s*]l

2
f(x* + ops®) < f(x*) —0 < ) fir alle k € N.

Effiziente Schrittweiten sind zuldssig.
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4 ABSTIEGSVERFAHREN

Lemma 4.2. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar und sei {s*}.cny C R™ eine durch Algo-
rithmus 4.1 erzeugte Folge von Suchrichtungen. Ist die Folge {0*h.cn effizient, so ist sie auch
zuldssig.

Beweis. Wegen 0 > 0 folgt aus der Effizienz sofort die Bedingung (i). Fiir Bedingung (ii)
gelte f(x* + ows*) — f(x*) — 0. Aus der Effizienz der Schrittweiten folgt dann

2
(—VT"?’;SK> <07 (FXF) — F(x* + oys®)) = 0. O

Wir kdnnen nun zeigen, dass Algorithmus 4.1 fiir zuldssige Suchrichtungen und Schrittweiten
global konvergiert.

Satz 4.3. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 4.1 entweder nach
endlich vielen Schritten ab, oder er erzeugt Folgen {x*}.cn, {s*en und {ov}xen, die nicht
endlich sind. Sind die Suchrichtungen {s*}cn und die Schrittweiten {0y hen zuldssig, so ist
jeder Haufungspunkt von {x*}cn ein stationdrer Punkt von f.

Beweis. Wir miissen nur den Fall betrachten, dass der Algorithmus nicht nach endlich vielen
Schritten abbricht. Sei nun % ein Hiufungspunkt von {x*};cy. Dann existiert eine Teilfolge,
die wir der Ubersichtlichkeit halber mit {x*}, cx mit K C N unendlich bezeichnen, mitx* — %
fiir K 5 k — oo. Aus der Zuléssigkeit der Schrittweiten folgt mit Bedingung (i), dass die
Folge {f(x*)}xen monoton fallend ist und daher gegen ein M € R U {—oo} konvergiert. Da f
stetig ist, konvergiert die Teilfolge {f(x*)}cx gegen f(X) € R, und damit muss die gesamte
Folge gegen f(x) konvergieren. Unter Verwendung der Teleskopsumme erhalten wir daraus

%) — 0y — i ky 0y) — k+1y k
f(%) = F(x°) = lim (f(x*) — f(x")) = ];) (FOXTT) — £(x9)) .
Wegen f(x — f(x°) € R hat die Reihe auf der rechten Seite also einen endlichen Wert, und
daher muss {f(x**') — f(x*)}xen eine Nullfolge sein. Wegen x**! = x* + oy s* und der
Zuldssigkeit der Schrittweiten oy, Bedingung (ii), folgt

VF(xk)Tsk

—0
[[s¥]| ’

und die Zulassigkeit der Suchrichtungen s*, Bedingung (ii), ergibt dann zusammen mit der
stetigen Differenzierbarkeit von f

Vf(x) = lim Vf(x*)=0. O

K3k—o00
Bedingung (i) fiir zuldssige Suchrichtungen wurde hier nicht explizit verwendet, wird aber

bendtigt, um tiberhaupt einen Abstieg (und damit Bedingung (i) fiir zuldssige Schrittweiten)
erhalten zu konnen.
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SCHRITTWEITENREGELN

Wir betrachten nun einige Schrittweitenregeln, d. h. Vorschriften, die fiir eine gegebene Folge
von Suchrichtungen eine Folge von zuldssigen Schrittweiten generieren. Eine naheliegende
~Vorschrift” ist die folgende:

Algorithmus 5.1 : Minimierungsregel
Input:x,s € R™"
Bestimme o = arg miny>o f(x + 0s)

Leider ist diese Regel nur in Ausnahmefillen praktisch durchfithrbar und nicht einmal in allen
Fallen effizient. Wir betrachten daher beispielhaft zwei durchfiihrbare Schrittweitenregeln,
die beide in den folgenden Kapiteln zur Berechnung zuldssiger Schrittweiten verwendet
werden.

ARMIJO-REGEL

Die Armijo-Regel generiert Schrittweiten o € (0, 1], die tiber die Armijo-Bedingung einen
hinreichenden Abstieg garantieren sollen: Fiir eine gegebene Richtung s undy € (0, 1) soll
gelten

(5.1) f(x + os) — f(x) < yoVf(x)Ts.

Anschaulich bestimmt diese Regel die grofite Schrittweite zwischen 0 und 1, die mindestens
den gleichen Abstieg wie die linearisierte Funktion ¢(0) = f(x) + oyVf(x)'s erreicht.
Ublicherweise wird y klein gewihlt, z. B.y = 1072,

Wir miissen zuerst sicherstellen, dass so eine Schrittweite stets existiert.

Lemma 5.1. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar auf der offenen Menge U C R™ und sei
v € (0,1) gegeben. Ist s € R™ eine Abstiegsrichtung fiir f in x € U, so existiert ein & € (0, 1]
mit

f(x 4+ os) — f(x) < oyVF(x)"s fiir alle o € [0, 6].
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Beweis. Nach Definition der Richtungsableitung und Wahl von y gilt

linol+ flx+0s) —fx) —yVix)'s = (1 —y)Vf(x)'s < 0.

Wegen der strikten Ungleichung im Grenzwert existiert also ein & € (0, 1] mit

f(x + os) — f(x)

. —yVif(x)Ts <0 fiir alle o € (0, &].

Da fiir o = 0 die Ungleichung offensichtlich erfiillt ist, erhalten wir die Aussage. ]

Realisieren ldsst sich die Armijo-Regel tiber eine einfache Riickwirtssuche, deren Konvergenz
durch Lemma 5.1 garantiert wird.

Algorithmus 5.2 : Armijo-Regel

Input: 3 € (0,1),y € (0,1),x,s € R"

Setze o0 =1

while f(x + os) — f(x) > oyVf(x)"s do
L Setze 0 + Po

Die ndchste Frage ist nach der Zuldssigkeit der Armijo-Schrittweiten. Diese ist nicht in jedem
Fall gegeben (betrachte zum Beispiel f : R — R, x — gx?, mit den Suchrichtungen s* =
—27*Vf(x*)). Wir miissen daher die zugrundeliegenden Suchrichtungen einschrinken.

Satz5.2. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar, sei {x*}.cn C R™ beschrinkt, und sei {s*}yen C
R™ eine Folge von Abstiegsrichtungen, die fiir eine streng monoton wachsende Funktion ¢ :
[0,00) — [0, 00) die Bedingung

—Vf(xk)Tsk
sl

(5.2) s |l = ¢ ( ) fiirallek € N

erfiillt. Dann erzeugt Algorithmus 5.2 eine Folge {0\ }xen von zuldssigen Schrittweiten.

Beweis. Da fiir eine Abstiegsrichtung die rechte Seite von (5.1) und damit auch die linke
negativ ist, ist die erste Bedingung fiir Zuldssigkeit stets erfiillt. Die zweite Bedingun zeigen
wir durch Kontraposition: Angenommen, %?”Tsk konvergiert fiir k — oo nicht gegen 0.
Dann muss es eine Teilfolge — die wir wieder mit k € N indizieren - sowie ein ¢ > 0 geben,

so dass (beachte Vf(x¥)Ts* < 0)

f kT ok
—% > ¢ furallek € N

gilt. Aus der Bedingung (5.2) an die {s*}cy folgt nun mit der Monotonie von ¢

_Vf(xk)Tsk>

Is5 = o ( Is¥] > @) = 6> @(0) >0.
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Nach Satz 1.1 existiert nun fiir alle k € N ein 0y € (0, 1) mit Ty := 0,0y € (0, 0 ) und

f(x* + ous®) = f(x*) oy V(X )Ts*  VIx* +1ies®) sk yVF(x ) Ts*
[ows|| [owsk|l [[s*|] [[s*]]

Vi(xk)Tsk
< IV + mies®) = V)| + (1 —v)—hsk)n
<V + tis®) = V)| = (1 = v)e,

wobei wir im zweiten Schritt die produktive Null und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
eingesetzt haben.

Nun ist nach Annahme {x*}; ¢y beschrankt und VT stetig, es gibt also ein p > 0 so dass fiir
alle d € B, (0) gilt

[VF(x* +d) — VE(x")|| < (1 —v)e fir alle k € N.
Die Armijo-Bedingung (5.1) ist also erfiillt, sobald oy < pl|s*||~" ist.

Nun ist die Armijo-Schrittweite stets als die maximale Schrittweite der Form o, = ™',
m € N, gewdhlt, die die Armijo-Bedingung (5.1) erfiillt. Also ist entweder o, = 1 oder
ox < B und o /B > p||s*||~". In beiden Fillen haben wir wegen [|s*|| > &

o |s®|| = min{Bp, 8} =m > 0 fiir alle k € N.
Die Armijo-Bedingung (5.1) garantiert also

V()"

f(x*) — F(x* + 01cs*) = —o Yy V() s =y < [s¥]|

)(akusku) > yen > 0

fur alle k € N, und damit kann auch f(x* + oys*) — f(x*) nicht gegen 0 konvergieren. [

POWELL-WOLFE-REGEL

Die Powell-Wolfe-Regel (manchmal auch Wolfe-Powell-Regel genannt) soll garantieren,
dass auch bei kurzen Suchrichtungen s* der tatsichliche Schritt oy s* hinreichend grof3 ist.
Dafiir wird neben der Armijo-Bedingung (5.1) fiir y € (0, 13) (beachte die Einschrankung!)
zusatzlich gefordert, dass fiir einn € (y, 1) gilt

(5.3) VE(x* 4+ os¥) sk > nVvi(xk)Tsk.

Anschaulich bedeutet diese Bedingung, dass neben dem Funktionswert auch die negati-
ve Steigung von f in Richtung s hinreichend reduziert wird; man bezeichnet daher (5.3)
auch als Kriimmungsbedingung und (5.1) und (5.3) zusammen als Powell- Wolfe-Bedingungen.
Ublicherweise wird dabei y klein und 1 grof8 gewiéhlt, z.B.y = 102,11 = 0.9,

Wir zeigen zuerst wieder, dass eine Schrittweite, die diese Bedingungen erfiillt, unter sinnvollen
Annahmen stets existiert.
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Lemma5.3. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar und nach unten beschrinkt, und sei s € R™
eine Abstiegsrichtung fiir f in x € R™. Dann existiert fiir alley € (0, %) undn € (v, 1) ein
o > 0, so dass gilt

f(x + 0s) — f(x) <yoV ()Ts,
Vi(x+o0s)Ts >

Beweis. Wir beginnen mit der Armijo-Bedingung und betrachten dafiir die Funktion
(5.4) P(0) = f(x + 05) — f(x) — oY VF(x)'s

die nach Annahme an f stetig differenzierbar ist. Wegen {(0) = 0 und ¥’(0) = (1 —
v)V£(x)Ts < 0 (s ist Abstiegsrichtung) ist nun {(0) < 0 fiir 0 > 0 klein genug. Da f nach
unten beschriankt und s eine Abstiegsrichtung ist, gilt (o) — oo fiir 0 — co. Wegen der
Stetigkeit von 1 existiert daher ein & > 0 mit (o) < O fiir alle 0 € (0, &) und

0 =(6) =f(x+ s) —f(x) — oyVf(x)"s
d.h. 6 > 0 erfiillt die Armijo-Bedingung (mit Gleichheit).

Diese Wahl von & garantiert auch, dass gilt

Vi(x+ 6s)'s —yVf(x)'s =9’(6) = lim >0,

und mit der Wahln > vy folgt nun

V(x4 6s)"s > yVf(x)'s >nVf(x)'s

d.h. & > 0 erfiillt auch die Krimmungsbedingung (5.3). ]

Der Beweis von Lemma 5.3 ist konstruktiv und gibt uns daher ein Verfahren zur Hand,
eine Powell-Wolfe-Schrittweite zu bestimmen: Wir suchen die Nullstelle ¢ der durch (5.4)
definierten Funktion 1\ mit Hilfe des Bisektions-Verfahrens. Dazu suchen wir in einem ersten
Schritt eine Untergrenze o_ mit {(o_) < 0 (d. h. die Armijo-Bedingung ist erfiillt) und eine
Obergrenze o, mit (o, ) > 0 (d. h. die Armijo-Bedingung ist verletzt). In einem zweiten
Schritt halbieren wir das Intervall [o0_, o] so lange, bis 0_ nahe genug an & liegt, dass auch die
Kriimmungsbedingung erfiillt ist. Der folgende Algorithmus setzt dieses Verfahren basierend
auf der Armijo-Regel 5.2 mit § = 3 um. Dabei ist zu beachten, dass wir auch Schrittweiten
o_ > 1 zulassen miissen.
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Algorithmus 5.3 : Powell-Wolfe-Regel

Input:vy € (O,%),n € (y,1),x,s € R"
// Intervall-Phase
Bestimme o_ mit Algorithmus 5.2 fiir p = 3

if o_ =1 then // 0 =1 erfillt Armijo-Bedingung
if Vf(x +0_s)"s > nVf(x)"s then // 0 =1 erfiillt Kriimmungsbedingung
‘ return o_ // Akzeptiere Schrittweite 1
else
foro e {Zk ke N} do // Finde kleinstes 0., das Armijo-Bedingung verletzt
if f(x + os) — f(x) > oyVf(x)"s then // O verletzt Armijo-Bedingung
Setze 0, =0, o_ =30,
break // Beende Intervall-Phase
else

L Setze 0, = 20_

// Bisektions-Phase

while Vf(x + o_s)"s < nVf(x)"s do // Krimmungsbedingung verletzt
Setze 0 = $(0_ + 0,)
if f(x + 0s) — f(x) < oyVf(x)"s then // o erfullt Armijo-Bedingung
\ Setzeo_ =0
else // 0 verletzt Armijo-Bedingung
L Setzeo, =0

return o_ // Akzeptiere Schrittweite o_

Dieses Verfahren erzeugt unter sinnvollen Annahmen stets Schrittweiten, die den Powell-
Wolfe-Bedingungen geniigen.

Satz 5.4. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar und nach unten beschrinkt, und sei s € R™
eine Abstiegsrichtung fiir f in x € R™. Seien weiter y € (0, %) undn € (v, 1). Dann bricht
Algorithmus 5.3 nach endlich vielen Schritten ab mit einer Schrittweite o > 0, die die Powell-
Wolfe-Bedingungen erfiillt.

Beweis. Wir betrachten zuerst die Intervall-Phase. Schritt 1 ruft Algorithmus 5.2 auf, der we-
gen Lemma 5.1 nach endlich vielen Schritten ein Ergebnis liefert. Da f nach unten beschrankt
und s eine Abstiegsrichtung ist, gilt

P(o) = f(x + 0s) — f(x) — oyVF(x)Ts = o

fir o — oo. Also ist die Armijo-Bedingung (s5.1) fiir o grof$ genug verletzt. Die Intervall-Phase
endet also nach endlich vielen Schritten mit einem Paar (0_, 0, ) mito_ < 0, so dass 0_
die Armijo-Bedingung erfiillt, o aber nicht.
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5 SCHRITTWEITENREGELN

Die Bisektions-Phase halbiert nun in jeder Iteration die Lange des Intervalls [0_, o], wobei
diese Eigenschaften nach Konstruktion erhalten bleiben. Insbesondere gilt stets (o) <
0 < YP(04). Angenommen, die Schleife in der Bisektions-Phase bricht nicht nach endlich
vielen Schritten ab. Da in jedem Schritt entweder o_ vergrofiert oder o verkleinert wird,
muss dann ein ¢ existieren mit o — 6~ und o, — 6". Da mit f und Vf auch 1 stetig ist,
folgt P(5) = 0. Wie im Beweis von Lemma 5.3 erhélt man nun aus dem Vorzeichenwechsel
von V in G, dass P’ (&) > 0 und damit

V(x4 6s)Ts > yVf(x)'s >nVf(x)'s

gilt. Wegen der Stetigkeit von VT ist diese Ungleichung auch erfiillt fiir o_ hinreichend nahe
bei &, fiir das die Iteration aber abbrechen wiirde im Widerspruch zur Annahme. O]

Die erzeugten Schrittweiten sind auch zuldssig; unter etwas stairkeren Annahmen kénnen
wir sogar Effizienz zeigen.

Satz 5.5. Sei f : R™ — R Lipschitz-stetig differenzierbar und nach unten beschrinkt und sei
{s*}xen C R™ eine Folge von Abstiegsrichtungen. Dann erzeugt Algorithmus 5.3 eine Folge
{0 }xen von effizienten Schrittweiten.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen an f ist nach Satz 5.4 die Powell-Wolfe-
Regel stets durchfithrbar. Die Schrittweiten {oy}xen erfiillen also alle die Powell-Wolfe-
Bedingungen. Insbesondere impliziert die Kriimmungsbedingung zusammen mit der Lipschitz-
Stetigkeit von Vf, dass fiir alle k € N gilt

(Vf(xk + oys®) — Vf(xk))T sk

IV + 1cs") = V)] [ls¥[] < Lowls"[|*.

(n =NV )Ts" <
<

Daraus folgt

n—1VFf(xk)Tsk
KZTL O sF)?

und damit wegen der Armijo-Bedingung und Vf(x*)Ts* <0
Tk
f(x* + ors®) < F(x*) + Yo VF(x¥) Ts® < f(x*) — 0 (M>

Is*]12

fir 0 := (1 —m)yL™" > 0, d. h. oy ist effizient. O
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Als Prototypen eines Abstiegsverfahrens betrachten wir nun das Gradientenverfahren, das auf
der Wahl des negativen Gradienten als Suchrichtung s* := —Vf(x*) beruht. Offensichtlich
fithrt diese Wahl stets auf eine Abstiegsrichtung; tatsdchlich handelt es sich um die Richtung
des steilsten Abstiegs (weshalb man im Englischen oft auch von der method of steepest descent
spricht).

Lemma 6.1. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar und x € R™ mit Vf(x) # 0. Dann gilt fiir
Vf(x)
§:i=—
IVEG

Vix)'s = ”T”iP] Vi(x)Td.

Beweis. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass fiir alle d € R™ mit ||d|| = 1 gilt
Vi(x)Td = —[[VIlld] = = [IVF()],

mit Gleichheit fiir d = s. O

Erginzt wird diese Wahl der Suchrichtung durch die Armijo-Regel fiir die Schrittweite.

Algorithmus 6.1 : Gradientenverfahren

Wihle x° € R, setzek =0

while [|[Vf(x*)|| > 0 do
Setze s* := —Vf(x¥)
Bestimme oy > 0 mit Algorithmus 5.2
Setze x¥t1 =x* + o sk, k+ k+1

In der Praxis stoppt man bereits, wenn ||V f(x*)|| < e fiir eine vorgegebene Toleranz ¢ > 0
(z.B. e = 1073) erreicht ist.

Fiir die globale Konvergenz dieses Verfahrens konnen wir den abstrakten Konvergenzsatz 4.3
heranziehen.
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Satz 6.2. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 6.1 entweder nach
endlich vielen Schritten ab oder erzeugt eine Folge {x* )¢, von der jeder Haufungspunkt ein
stationdrer Punkt von f ist.

Beweis. Wir miissen lediglich nachweisen, dass diese Wahl von Suchrichtungen und Schritt-
weiten zuldssig ist. Solange x* kein stationdrer Punkt ist, gilt s* = —Vf(x*) # 0 und daher
giltfirallek e N

—VI(x*)Tsk | VF(xF)T|?
[VER) sk [[VF(xF)T]]

=1>0,

d. h. die Winkelbedingung (4.1) ist fiir 1 = 1 erfiillt. Damit sind die negativen Gradienten
nach Lemma 4.1 zuldssige Suchrichtungen sowie die Armijo-Schrittweiten nach Satz 5.2 (mit
@(t) = t) zuldssige Schrittweiten. Die Aussage folgt nun aus Satz 4.3. O

Zwar sind die Abstiegsrichtungen lokal optimal, das bedeutet aber noch nicht, dass dies auch
global (d. h. in Hinblick auf die minimale Anzahl von Iterationen) der Fall ist. Tatsachlich
kann die Konvergenz des Gradientenverfahrens beliebig langsam sein — und das bereits im
“Idealfall” einer strikt konvexen, quadratischen Zielfunktion!

Wir betrachten in Folge fiir A € R™*" symmetrisch und positiv definit und ¢ € R™ die
Funktion

1
(6.1) f:R™ — R, X szAX +c'x.
Man rechnet leicht nach, dass dann

Vf(x) = Ax+c,
Vif(x) = A,

ist. In diesem Fall ist sogar die Minimierungsregel 5.1 praktikabel. Fiir x, s € R™ wird dabei o
bestimmt als Minimierer & der Funktion

@ :(0,00) = R, o~ f(x+ os).

Da f strikt konvex ist, ist auch ¢ strikt konvex. Nach Satz 2.1 ist der eindeutige Minimierer &
von ¢ charakterisiert durch

0=¢'(6) =Vf(x+ds) s =(A(x+6s)+c) s.

Auflésen nach 6 und Verwenden von s = —Vf(x) = —(Ax + ¢) ergibt dann
__ lIsl?
6. = .
(62) O STAs



6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Selbst mit dieser Wahl konvergiert das Gradientenverfahren beliebig langsam.

Wie wir sehen werden, hingt die Konvergenzgeschwindigkeit von den Eigenwerten der
Matrix A ab, und zwar speziell vom Verhiltnis des grofiten zum kleinsten Eigenwert, das
als Konditionszahl k := A,,/A\; > 1 bezeichnet wird. Um dies zu zeigen, verwenden wir die
folgende niitzliche Ungleichung.

Lemma 6.3 (Kantorovich-Ungleichung). Sei A € R™*™ symmetrisch und positiv definit.
Dann gilt fiir alle x € R™ \ {0}

(xTAX)(xTA"'x) 1
(xTx)2 S g

Beweis. Sei = (A A\q )2 das geometrische Mittel der beiden extremalen Eigenwerte und
setze B := = 'A + pA~'. Dann ist B symmetrisch und positiv definit und besitzt die Ei-
genwerte W 'A; + pA; ! fiir 1 < i < n. Da die Funktion z + z + z~" auf (0, 1] und [1, c0)
monoton und p~'A; < A, = k'/2 ist, erhalten wir

1 _

LA RATT k22, 1<ign

Nl—

Mit dieser Abschitzung der Eigenwerte von B und (1.1) erhalten wir daher
T (xTAX) + u(x"TA7"x) =x"Bx < (K% + K’%)(XTX).
Wir wenden jetzt auf die linke Seite die Youngsche Ungleichung

1
y ]
(ab)2 <5

(W 'a+ pb)
fir a = x"Ax und b = x" A~ 'x an, quadrieren beide Seiten, und erhalten die gewiinschte
Ungleichung. O

Mit dieser Ungleichung bekommen wir eine Abschitzung der Distanz der Iterierten x* zum
eindeutigen Minimierer X von f.

Satz 6.4. Sei f : R™ — R gegeben durch (6.1) fiir A € R™*™ symmetrisch und positiv definit
und ¢ € R™. Sei x € R™ der eindeutige Minimierer von f. Weiter sei die Folge {x*}.cy erzeugt
durch Algorithmus 6.1 mit Schrittweitenregel 5.1 anstelle von 5.2. Dann gilt

2
1) — (%) < (K — ]> (F(x5) — £(%)),

sowie
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Beweis. Da die Hesse-Matrix V*f konstant ist, erhalten wir aus Satz 1.2 fiiry = % und beliebige
x € R™

(6.3) f(x) — f(x) = V(%) (x — %) + %(x —%)TA(x —%) = %(x —%)TA(x — %),

da in x die notwendige Optimalitdtsbedingung V(%) = 0 erfiillt ist. Durch Ableiten beider
Seiten folgt (wieder mit Vf(x) = 0)

(6.4) Vf(x) =A(x —X).

k+1

Analog folgt aus Satz 1.2 fiir y = x* fiir x = x*"! = x* — o, s* wegen s* = —Vf(x¥)

f(xX*) = £(x¥) + o VE(xF) Ts* + %(sk)TAsk

%(Sk)TASk.

= f(x*) — oy ||s"|| + 3

Wir verwenden jetzt die Schrittweitenwahl (6.2) und erhalten

Ox

(6.5) FOXHT) — (%) = £(xX) — f(R) — on||s¥|)* + 7(sk)TAs,k
i k|4 1 k|4
= () — f(x) — (sﬂ;gsk 2 (sﬂ;gsk
k - 1 Hsk”4
=) — %) - 2 (s*)TAsk"

Andererseits konnen wir mit Hilfe von (6.3), I = A=TA und AT = A schreiben

N —

wobei wir im letzten Schritt (6.4) und s* = —Vf(x*) = —A(x* — %) verwendet haben.
Zusammen mit (6.5) erhalten wir

T sk
2 (sk)TAsk
Tk f(x) = f(%)
2(s5)TASE L(s¥)TATs¥

_ (1 _ Is*I ) (£(x¥) — £(x))
(5F7ASH) (5] TAT59) :

Auf den Bruch wenden wir nun die Kantorovich-Ungleichung an und bringen die Klammer
auf einen Nenner. Dies ergibt die erste Abschitzung.

FXT) = F(%) = f(x*) — (%) —
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6 DAS GRADIENTENVERFAHREN

Die zweite Abschétzung folgt aus der ersten, denn (6.3) in Verbindung mit (1.1) ergibt fiir alle
x € R™

A1

A
e — %P <

(x = R)TAGx = %) = f(x) — (%) < S x — %%

N —

Damit erhalten wir

_ 2 _
T = %|1? < S (FO) = ()
2 (k—=1\" . . _
S e UCRERI)
A [ k—1 2
<3 (557) e
und Wurzelziehen ergibt die Aussage. [

Durch Induktion erhalten wir daraus die folgende Abschitzung.

Folgerung 6.5. Sei f : R™ — R gegeben durch (6.1) fiir A € R™*™ symmetrisch und posi-
tiv definit und ¢ € R™. Dann gilt fiir das Gradientenverfahren mit Minimierungsregel die
Fehlerabschitzung

k
} K—1 )
T <\/E( ) I — .

K+ 1

Je grof3er also die Konditionszahl der Matrix A, desto ndher ist der Bruch auf der rechten Seite
an 1, und desto langsamer konvergiert die Folge auf der linken Seite gegen Null. Wir brauchen
also Verfahren, die die schlechte Kondition der Matrix A bei der Wahl der Suchrichtungen
berticksichtigen (und hoffentlich kompensieren) kénnen.
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Die zweite grof3e Klasse von Optimierungsverfahren basiert auf der Idee, die notwendige
Optimalititsbedingung Vf(x) = 0 durch eine (prikonditionierte) Fixpunktiteration zu
berechnen: Offensichtlich ist X Nullstelle von Vf(x) genau dann, wenn fiir eine beliebige
invertierbare Matrix B = B(X) gilt

% = % — B(X)VF(%).
Die zugehorige Fixpunktiteration ist
X1 = xk — B(x*)Vf(x¥).

Schreibt man diese Iteration um unter Verwendung der Inversen Hy := B(x*)~! und Einfiih-
ren von s* := x**1 — x¥, fithrt das auf den folgenden abstrakten Algorithmus.

Algorithmus 7.1 : Allgemeines Newton-artiges Verfahren

Wihle einen Startpunkt x° € R™, setzek =0
while [|[Vf(x¥)|| > 0 do
Wahle eine invertierbare Matrix H,, € R™*™
Berechne s* als Losung von Hys* = —Vf(x*)
Setze x*"1 =xk +s*, k<« k+1

Die Wahl der Schrittweite oy steckt dabei als Skalierung in der Wahl der Matrix Hy.. Motivation
ist hier natiirlich das Newton-Verfahren (mit Hy, := V2f(x*)), das wir im nichsten Kapitel
eingehend untersuchen werden.

Unter gewissen Voraussetzungen an die Matrizen Hy, sind die so berechneten Suchrichtungen
s* zuldssig.

Lemma 7.1. Seien die Matrizen Hy, € R™*™ so gewdhlt, dass gilt:

(i) Hy ist symmetrisch und positiv definit fiir alle k € N;
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7 NEWTON-ARTIGE VERFAHREN

(ii) es gibt Konstanten 0 < W, < Wy, so dass fiir alle k € N die Eigenwerte von Hy die
Abschdtzung

B <A1 S Akn < 2

)

erfiillen.
Dann erzeugt Algorithmus 7.1 eine zuldssige Folge von Suchrichtungen {s*}ycn.

Beweis. Zunachst impliziert die positive Definitheit die Invertierbarkeit aller Hy. Also gilt
fiir VF(x¥) # 0 daher auch s* = —H, /' Vf(x¥) # 0, und unter Verwendung von (1.1) folgt

—VE(x)*s* = (s%) THys® = A [|s[1? = wa|s*)|%
Nun gilt wegen ||Hy || = Ak stets
IVF() | = [[HicH V)| < A [[H T V) || < pal[H V).
Zusammen erhalten wir

_ n
=V )Ts* = [[sM)1? = i [H V)]s > u—;HVf(X")HIISkII,

d. h. die Winkelbedingung (4.1) ist erfillt fiirn = % Nach Lemma 4.1 ist die Folge {s*}xen
also zuldssig. ]

Newton-artige Verfahren sind im allgemeinen deutlich aufwendiger als Abstiegsverfahren, da
in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Damit sich der Aufwand
lohnt, sollten also deutlich weniger Iterationen notwendig sein, um einen vorgegebenen
Abstand ||x* —x|| < ¢ zu einem stationdren Punkt x zu erreichen. Dies kann mit dem Begriff
der Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge mathematisch prézisiert werden.

Wir sagen, eine Folge {x*}x ey C R™ konvergiert gegen x € R™
(i) linear, falls ein ¢ € (0, 1) existiert mit

k+1

X — x| < c|x* —x|| tiir alle k € N hinreichend grof3,

(ii) superlinear, falls eine Nullfolge {ey }xcn existiert mit

k+1

X —%|| < er|lx* —x|| tiir alle k € N hinreichend grof3,

(iii) quadratisch, falls ein C > 0 existiert mit

kT — x| < Cllx* — x| tir alle k € N hinreichend grof3.
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7 NEWTON-ARTIGE VERFAHREN

(Diese Begriffe werden in der Literatur auch als g-lineare (-superlineare, -quadratische)
Konvergenz — im Gegensatz zu der weniger haufig verwendeten r-linearen (-superlinearen,
-quadratischen) Konvergenz - bezeichnet.) Die letzten beiden Bedingungen kann man auch
mit Hilfe der Landau-Symbole formulieren: ||x**' — x|| = o(||x* — x||) fiir superlineare
Konvergenz bzw. ||x**1 —x|| = O(||x* — x||?) fiir quadratische Konvergenz.

Gilt x* # x fiir alle k € N, so ist {x*}i.en

(i) superlinear konvergent genau dann, wenn gilt

lim I X 0
koo xR —x| 7
(ii) quadratisch konvergent genau dann, wenn gilt
i =R
00

Der Rest dieses Kapitels ist der (eher technischen) Herleitung von Bedingungen gewidmet,
unter denen eine durch Algorithmus 7.1 erzeugte Folge (mindestens) superlinear konver-
giert.

Wir zeigen zuerst eine niitzliche Eigenschaft der superlinearen Konvergenz.

Lemma 7.2. Konvergiert die Folge {x*}cn C R™ superlinear gegen x € R™ mit x* # x fiir alle
k € N, so gilt

k+1 _XkH

=1.

fim =X

k—oo ||xk —x]|
Beweis. Mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung und der Definition der superlinea-
ren Konvergenz folgt sofort

k.+1 _ k, k+] _ k. o k_ _
0< tim [P =X ]y [ X = It — %
k—oo | [[xk —X]| k—00 [x* — x|
k+1 3
< lim Ix X =0. O

k—o0 ||Xk — 7_(”

Der Nutzen dieser Eigenschaft liegt — neben der Verwendung in den folgenden Beweisen
— darin, dass wir (nur!) fiir superlinear konvergente Folgen das “optimale” Giitekriterium
[[x* — x|| < e durch das tatsichlich iiberpriifbare Kriterium ||x**! — x*|| < ¢ ersetzen
kénnen.

Einen dhnlichen Nutzen hat das folgende Lemma.
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Lemma 7.3. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar mit Vf(x) = 0 und V*f(x)
invertierbar in x € R, und sei {x*h.cy C R™ eine Folge mit x* — X. Dann existiert ein Index
ko € N und eine Konstante 3 > 0 so, dass gilt

IVF(R)| = BIx* — x| fiir alle k > ko.

Beweis. Die Differenzierbarkeit von Vf in X bedeutet nach Definition, dass zu jedem ¢ > 0
ein Index ko € N existiert mit

[VF(x*) — VF(X) — V() (x* —%)|| <e|x*—x%|  fiirallek > ko.

Seinun € < ||[V2f(x)~"||~" gewihlt. Dann folgt fiir alle k > ko (&) mit Hilfe von Vf(x) = 0
und der umgekehrten Dreiecksungleichung

IVE) | = [IV2 ) (" = %) = [VE(X") = VE(R) — V(%) (x* = %)]]]
> [[[V2(R) 77 xS = %[ —ellx* —x]|]
= Blx* = x|
mit  := [|[V2f(x) """ —e > 0. ]

Dies rechtfertigt, als Abbruchkriterium fiir Algorithmen die Bedingung || Vf(x*)|| < ¢ anstelle
von Vf(x*) = 0 einzusetzen, denn fiir hinreichend kleines ¢ > 0 ist x* bereits eine gute
Néherung an x.

Die niachsten Hilfssitze betreffen die Invertierbarkeit der Hesse-Matrix unter kleinen Storun-
gen. Der Beweis beruht auf einem fundamentalen Stérungslemma fiir Matrizen.'

Lemma 7.4 (Banach-Lemma). Seien A,B € R™*™ mit ||I — BA|| < 1. Dann sind A und B
invertierbar, und es gilt

- Bl
Eine analoge Abschiitzung gilt fiir B~'.

Lemma 7.5. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R™ mit V>f(x)
invertierbar. Dann existieren Konstanten & > 0 und ¢ > 0, so dass gilt

VA (x) || < ¢ fiir alle x € Bs(%).

Insbesondere ist V*f(x) invertierbar fiir alle x € Bs(%).

Isiehe z. B. [Geiger und Kanzow 1999, Lemma B.8]
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Beweis. Da V*f stetig und V() invertierbar ist, existiert fiir ¢ := J||V*f(x) ™|~ > 0 ein
0 > 0 mit

[V2f(%) — V2 (x)]| < %Hvzf(fc)_] 7" fiir alle x € Bs(%).
Also gilt fiir alle x € Bs(X) die Abschétzung

IT—V2£(x) V2 (x) || < [|[VHE) V(X)) — V()| < = < 1.

N —

Nach dem Banach-Lemma ist daher auch V2f(x) invertierbar fiir alle x € Bs(%), und es gilt

[V2£(x) 1

210071l <
V2E(x) 1| T— 1= V(%) V()|

<2VHE) | =c. O

Eine dhnliche Aussage gilt fiir die positive Definitheit.

Lemma 7.6. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R™ mit V*f(x) positiv
definit. Dann existieren Konstanten & > 0 und n > 0, so dass gilt

d"V2f(x)d > y||d||*  fiirallex € Bs(x),d € R™.
Beweis. Angenommen, die Ungleichung gelte nicht. Dann existieren Folgen {x*}y cxy, {d*}en C
R™ mit x* — % und

1
(7.1) (d¥)TV2f(x*)d* < EHdkHZ fiir alle k € N,

wobei wir ohne Einschrinkung ||d*|| = 1 annehmen konnen. Die Folge {d*},cy ist also
beschrinkt und enthalt daher eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert d ebenfalls ||d|| = 1
erfiillt. Da V2f stetig ist, konnen wir in (7.1) zum Grenzwert dieser Teilfolge iibergehen und
erhalten

A"V f(x)d <0  fird #0.

Also kann V?2f(%) nicht positiv definit sein, und Kontraposition ergibt die Aussage. ]

Wir benétigen noch die folgenden technischen Hilfssatze.

Lemma 7.7. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar, und sei {x*} ey C R™ eine Folge
mit x* — x fiir k — oo. Dann gilt

1
(7.2) lim J [V2F(x* 4+ t(x T —xF)) — V2f(x)| dt = 0
— 00 0
sowie
1
(7.3) lim J V2 f(% + t(x* — %)) — V2f(x)|| dt = 0.
k—o0 0

37
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Beweis. Aus der Konvergenz x*

gleichmiifSige Konvergenz

— % folgt wegen der Kompaktheit von [0, 1] sofort die

xF Ft(xT —xK) 5 x fur alle t € [0, 1].
Wegen der Stetigkeit von V2f existiert daher fiir alle ¢ > 0 ein ko € N mit
[ V2F(xF +t(x T —xF)) — V2f(R)|| < e fiir alle k > ko, t € [0, 1].

Damit ist auch

1 1
J [V2F(x* 4+ t(x*TT —xF)) — V(%) dt < J edt=¢
0 0
tiir alle k > ko. Da € > 0 beliebig war, folgt daraus (7.2). Analog beweist man (7.3). O

Lemma 7.8. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar, und sei {x*}h.cny C R™ eine Folge
mit x* — X fiir k — oo. Dann gilt

(7.4) IV(x*) = VF(R) = V2F(x*) (x* = %)[| = o([|x* — ).
Ist zusdtzlich V*f lokal Lipschitz-stetig, so gilt
(75) [VE(x¥) = V(%) — V(") (x* = )| = O(Ix* —%]?).

Beweis. Nach Voraussetzung ist Vf differenzierbar in X, so dass nach Definition eine Nullfolge
{e} Jeen existiert mit

IVE(x*) — V(%) — V(%) (x* — %)|| < g [[x* — %]
fiir alle k € N grof} genug. Ebenso folgt aus der Stetigkeit von V2f in %, dass gilt
ey == ||V F(x*) — V*(x)|| = 0
fiir k — co. Zusammen folgt

IVF(x*) = VF(x) — VHF(x*) (x* = %) || < [[VF(x*) = VF(X) — V(%) (x* — X]
+ [ VH(xF) — VAR [ Ix< = x|

< (ep + ep)[Ix* — x|

fiir alle k € N hinreichend grof3. Da ¢y := ¢}, + ¢ ebenfalls eine Nullfolge bildet, erhalten
wir (7.4).

Aus Satz 1.3 folgt

r1

VI(x¥) = V(%) = V() (x* —%) = | V(X + t(x* —%))(x* — %) dt

Jo

— V2 (x*) (x* = %)

o1

= [sz(fc +t(x* —%)) — sz(xk)] (x* — %) dt.
Jo
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Mit der lokalen Lipschitz-Konstante L > 0 von V?f in einer Umgebung von % und der
gleichmiafigen Konvergenz x + t(x* — %) — % fiir k — co und t € [0, 1] folgt, dass fiir alle
k € N grof§ genug gilt

1
V(%) — VF(R) — V2 < | Itk = 01) = T e k%)

- O

J L(t—1)|x* —x| dt- |x* —x]||

o

L
= Sl = %7,

woraus (7.5) folgt. O

Wir kommen nun zur versprochenen Bedingung fiir die superlineare Konvergenz von Algo-
rithmus 7.1.

Satz 7.9. Sei f: R™ — R zweimal stetzg differenzierbar mit V() invertierbar in X € R, und
sei {(x*}eny C R™ \ {x} eine Folge mit x* — x fiir k — oco. Dann sind dquivalent:

(i) {x*}xen konvergiert superlinear gegen x und Vf(x) = 0,
(i) |[VF(x*) + V() (x* — x| = o[ — x|,
(iii) [[VF(x ) + V(%) (x* = x| = o[ —xM|]).

Beweis. (iii) = (i): Aus der produktiven Null zusammen mit Satz 1.3 folgt zunéichst die Iden-
titat

(26)  VER) = V) - V) — PRI = x)
+ VF(xF) + V(%) (<! — x5)
1
= J [sz(xk + t(xk+1 — xk)) _ sz(fc)] (Xk+1 _ Xk) dt
0
+ VF(x¥) + V2(R) (x*T —x¥)

und daraus die Abschitzung

1
[VF(x*)|| < J [V2F(xF + t(x T —xF)) — V2F(%) || dt - [T —x¥||
0
+ [ VE(XK) + V(R (T = X))
Nach Lemma 7.7 und Voraussetzung (iii) existiert also eine Nullfolge {&} }xen mit

(7.7) [VFO ] < e — .
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Daraus folgt Vf(x*) — 0 und somit, wegen der Stetigkeit von Vf, auch Vf(x) = 0. Nach
Lemma 7.3 existiert daher ein 3 > 0 mit

[VF)|| = Blx T — x| fiir alle k € N grof§ genug.
Zusammen mit (7.7) erhalten wir daraus
BI T — x| < el —xM|| erlllx T = x|+ [Ix* —x]))
und daher

[t =[] <

- [x*—x|  fiiralle k € N grof§ genug,
— ¢k

d. h. die superlineare Konvergenz von {x*}cn.

(i) = (iii): Aus der Identitit (7.6) folgt auch die Abschitzung
(7.8)  [[VF(x) + V(%) (x* — x|

1
< VAT + J V20K + (7T —xF)) = V2F(R)[| dt - [ T —x¥].
0

Das Integral bildet nach Lemma 7.7 ein Nullfolge; wir miissen daher nur noch den ersten
Term geeignet abschitzen. Da V2f(x) invertierbar ist, existiert nach Lemma 7.5 ein ¢ > 0 mit
|V2£(x)|| # O fiir alle x € B, (x). Die stetige Funktion x + || V2f(x)|| nimmt daher auf der
kompakten Menge B, (x) ihr Maximum L > 0 an, und mit Satz 1.3 und x* — % folgt fiir alle
k € N grof§ genug

1
V<) — J IV26(x + £ — )] dt - [T — %]
0

< Lt =],

Wegen Vf(x) = 0 erhalten wir daraus durch grofiziigiges Erweitern

) )
Vf Xk+1 < I_H . Xk+1 —Xk .
WIS M =g o=y ) | ”

k+1

Da x* — % superlinear konvergiert, geht der erste Bruch nach Definition gegen 0 und der
zweite Bruch nach Lemma 7.2 gegen 1. Also ist der gesamte Term in Klammern eine Nullfolge,
und aus (7.8) folgt (iii).

(i) = (iii): Aus (ii) folgt mit der Dreiecksungleichung sofort, dass
[VF(x5) + V2 (R) (XX — x5 || < | VF(x®) + V() (x* — x|
+[[V2F(xR) = V(R =]
< (e + [[V2F0OK) = V) DI = %]

Wegen der Stetigkeit von V2f und x* — % ist auch der zweite Term in der Klammer eine
Nullfolge, und wir erhalten (iii). Analog zeigt man die Implikation (iii) = (ii). [
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Daraus erhilt man durch Einsetzen die sogenannte Dennis—Moré-Bedingung fiir die superli-
neare Konvergenz von Algorithmus 4.1.

Folgerung 7.10. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und sei {x*}xcn eine durch
Algorithmus 4.1 erzeugte Folge, die gegen ein x € R™ mit V*f(x) invertierbar und x* # x fiir
alle k € N konvergiert. Dann sind dquivalent:

(i) {x*}xen konvergiert superlinear gegen x und Vf(x) =0,
(ii) [|(Hi = V2F() (7T = x| = o] —x¥|)),
(iii) ||(Hx — V(%)) (x*T —xF)|| = o —xM|)).

Beweis. Nach Iterationsvorschrift gilt
VE(x*) = —Hy (x*1 —x5) fir alle k € N,

und Einsetzen in Satz 7.9 ergibt die Behauptung. ]

Fiir die superlineare Konvergenz muss also Hy fiir k — oo hinreichend gut die Hesse-Matrix
V2f(x*) anndhern, und dafiir reicht es aus, dass die Anwendung auf die jeweilige Suchrichtung
hinreichend gut iibereinstimmt.

Unter etwas stirkeren Bedingungen an f erhélt man sogar quadratische Konvergenz.

Satz 7.11. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar mit V>f(x) invertierbar in x € R,
und sei {x*hen C R™\ {x} eine Folge mit x* — x fiir k — oo. Ist V*f dariiber hinaus lokal
Lipschitz-stetig, dann sind dquivalent:

(i) {x*}en konvergiert quadratisch gegen x und Vf(x) = 0,
(”) va(xk) + vzf(xk)(xk+1 _Xk)H — O(HXk—H —XkHz),
(iii) | VF(x*) + VA(R) (0T = x9) | = O[T —xF)12).
Beweis. (ii) = (i): Die quadratische Konvergenz impliziert insbesondere die superlineare,

und daher folgt aus Satz 7.9 sowohl Vf(x) = 0 als auch x* — % superlinear. Es bleibt also nur
noch die quadratische Konvergenz zu zeigen. Dafiir verwenden analog zu (7.6) die Identitat

79) VA (X = %) = VE(xK) + V() (T —x)
— VE(x¥) + VE(R) + VA(x*) (x5 — ).

Da VZ2f(x) invertierbar ist und x* — % konvergiert, existiert nach Lemma 7.5 ein ¢ > 0 mit

||Xk+1 _)_(H < Hvzf(xk)—1 HHVZ_‘:(Xk)(Xk—H _Xk)H < CHVZf(Xk)(Xk_H _Xk)H
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7 NEWTON-ARTIGE VERFAHREN

fiir alle k € N grof genug. Dividiert man nun durch ||x* — x||? # 0 und schitzt die rechte
Seite durch (7.9) ab, so folgt damit

I =) (I 4+ VAR T =) [ — )2

= = [T =2 [ =]
[VF09) = VH(R) = V20 — 9]

[x< =2 |

Nun ist der erste Summand auf der rechten Seite beschriankt nach Voraussetzung (ii) und
Lemma 7.2 (konvergente Folgen sind beschréinkt), der zweite wegen Lemma 7.8 und der
lokalen Lipschitz-Stetigkeit von Vf. Die Folge {x*}xcn konvergiert also nach Definition
quadratisch gegen X.

(i) = (ii): Aus der Identitdt (7.9) folgt auch die Abschitzung

IVE(x) + VA (T = x| _ [ VE(S) = V(%) — VA9 (x* — %))

[Ixk —x]|? h [Ixk —x]|2
XkJr] _)-(H
vzf k H .

Der erste Summand ist wieder beschrankt nach Lemma 7.8. Aus der Stetigkeit von V2f und
der Konvergenz x* — x folgt weiter, dass {|| V*f(x*) | }xen beschriankt ist. Also ist auch der
zweite Summand wegen der quadratischen Konvergenz x* — % beschrankt, und zusammen
folgt (ii).

(ii) < (iii) zeigt man analog zu Satz 7.9 unter Verwendung von Lemma 7.2. O
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Folgerung 7.10 legt die Wahl H,, = V?f(x*) nahe; dies fithrt auf das bekannte Newton-
Verfahren fiir die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems Vf(x) = 0.

LOKALES NEWTON-VERFAHREN

Wir kommen schnell zur Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Algorithmus 7.1 hat nun die
Form

Algorithmus 8.1 : Lokales Newton-Verfahren

Input : x° € R™

Setze k =0

while [|[Vf(x*)|| > 0 do

L Berechne s* als Losung von V2f(x*)sk = —Vf(x*)

Setze x*¥t1 =x* +s¢ k« k+1

Wegen Folgerung 7.10 ist nur noch zu beweisen, dass dieses Verfahren durchfiihrbar ist (d. h.
dass V*f(x¥) stets invertierbar ist) und dass die Iteration tiberhaupt konvergiert. Der folgende
Beweis ist der Prototyp eines Konvergenzbeweises fiir Newton-artigen Verfahren.

Satz 8.1. Seif : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und seix € R™ ein stationdrer Punkt von
f mit V*f(x) invertierbar. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass Algorithmus 8.1 fiir alle Startwerte
x° € B (X) superlinear gegen x konvergiert. Ist V*f dariiber hinaus lokal Lipschitz-stetig, so ist
die Konvergenz sogar quadratisch.

Beweis. Wir beginnen mit der Durchfithrbarkeit des Verfahrens. Nach Lemma 7.5 existiert
ein Radius ¢; > 0 und eine Konstante ¢ > 0 mit

IV2(x) || < ¢ fir alle x € B, (%).
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Die Hesse-Matrix ist also in einer Umgebung von x invertierbar. Wir miissen nun garantieren,
dass die Iterierten x* diese Umgebung nicht verlassen. Dafiir verwenden wir Lemma 7.8,
welches einen Radius e, > 0 liefert, so dass (mit Vf(x) = 0) gilt

IVE(x) — V2 (x) (x — %)|| < ;—Cnx— 3| firallex € Be,(%).

Setze nun ¢ := min{eq, £,} und wihle x° € B, (x). Dann ist V2f(x°) invertierbar, und aus
der Iterationsvorschrift folgt

Hx1 —X|| = ||xO — X — sz(xo)*‘Vf(xo)H
< VHEO) T V2F(xO) (x° — %) — VE(xO) |

1 1
e N0 %l — L0 _ % .
<ol =% = 5l — % < e
Durch Induktion folgt daraus

‘] k
[x* —x%| < <§> x° —%|| < e fiir alle k € N.
Also ist x* € B, (%) fiir alle k € N und damit V?f(x¥) invertierbar fiir alle k € N; auflerdem
folgt x* — x fiir k — o0o. Da nach Iterationsvorschrift gilt

VE(x*) + V2 (x®) (x* —x*1) =0 fiir alle k € N,

folgt die superlineare bzw. quadratische Konvergenz sowie Vf(x) = 0 nun aus Satz 7.9 bzw.
Satz 7.11. O

Das lokale Newton-Verfahren hat zwei entscheidende Nachteile: Es konvergiert nur lokal, d. h.
falls der Startwert x° bereits hinreichend nahe an % liegt. Aulerdem ist V2f(x) lediglich als
reguldr vorausgesetzt; das Newton-Verfahren kann daher genauso gerne gegen einen Maximie-
rer konvergieren. Beide Probleme kann man durch Kombination mit einem Abstiegsverfahren
behandeln; man spricht dabei von Globalisierung.

GLOBALISIERTES NEWTON-VERFAHREN

Die Idee ist, in einem Abstiegsverfahren solange Gradientenschritte zu machen, bis man nahe
genug an einem stationdren Punkt ist, um das Newton-Verfahren durchfithren zu kdnnen.
Durch eine Schrittweitensuche wird dabei garantiert, dass der Funktionswert stets abnimmt
(und dadurch der Grenzwert kein Maximierer sein kann.) Dies fiihrt auf den folgenden
Algorithmus.
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Algorithmus 8.2 : Globalisiertes Newton-Verfahren
Input:p > 0,p > 2,y € (0,1/2),x° € R™
Setze k =0
while [|[Vf(x¥)|| > 0 do
Versuche, Newton-Schritt d* mit V2f(x*)d* = —Vf(x¥) zu berechnen
if Vf(x*)Td* < —p||d||P then
‘ Setze s* = d*
else
L Setze sk = —Vf(x*)

Bestimme oy > 0 mit Algorithmus 5.2 fiiry € (0,1/2)
Setze X1 =x* + o sk, k+ k+1

Die Bedingung in Schritt 4 setzt dabei stillschweigend voraus, dass eine Losung des Newton-
Systems V2f(x*)d* = —Vf(x*) gefunden wurde. Beachte auch die Einschrinkung y < §
gegeniiber dem Gradientenverfahren; dies wird spater wichtig sein, um superlineare Konver-
genz zu erhalten.

Wir zeigen zuerst, dass Algorithmus 8.2 tatsdchlich ein konvergentes Abstiegsverfahren ist.

Satz 8.2. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 8.2 entweder
nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Haufungspunkt von {x*}ycy ist ein stationdrer Punkt
von f,

Beweis. Im Falle eines endlichen Abbruchs ist nichts zu zeigen; sei daher Vf(x*) # 0 fiir alle
k € N und sei x ein Haufungspunkt von {x*}xcn. Dann existiert eine gegen x konvergente
Teilfolge {x*}xcx mit K C N unendlich. Um zu zeigen, dass x in stationdrer Punkt ist, geniigt
nach Satz 4.3 der Nachweis, dass die erzeugten Suchrichtungen {s*}xcx und Schrittweiten
{0 ke zuldssig sind. Wir setzen dafiir

Kg:={k e K:s*=-Vf(x*)},
Kn = {k € K:s* = —V2f(x*)'Vf(x")}.
Wegen Vf(x*) # 0 gilt dann

—Vf(xk)Tsk
[[s*]]

und, wegen s* = —V2f(x*) "1 Vf(x*) # 0, auch

—Vf(xk)Tsk
[[s¥]

(8.1) — |VEx9) >0 fallsk € Ky,

(8.2) > p||s*|P7" >0 falls k € K,,.

In jedem Fall ist also s* eine Abstiegsrichtung. Es gelte nun

VF(x*)Tsk

¥ — 0 firK 3 k — oo.

(8.3)
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Fir k € K, folgt dann aus (8.1)

—Vf(xk)Tsk

VE(xN)| =
| ! 5%

—0 fir Kg > k — oo.

Fiir k € K,, verwenden wir, dass wegen der Beschrinktheit der konvergenten Folge {x*};ck
und der Stetigkeit von V2f ein C > 0 existiert mit |V2f(x*)|| < C fiir alle k € K. Die
Definition des Newton-Schritts ergibt nun

(8.4) [VE(M)| = || V2E(x¥)s®|| < C||s¥|| fir alle k € K,,.
Also folgt wegen p > 2 aus (8.2) und (8.3)

B p—1 KT ok
va(xk)||pf1 < (CHSkH)P 1 < Cp V1|:|(S7i||) S 0

fir K, 2 k — oo, und damit ebenfalls || Vf(x*)|| — 0. Damit sind die Suchrichtungen
zuldssig.

Fir k € K folgt aus (8.1)

—Vf(xk)Tsk

s¥| = [VF(x)|| = ,
[s*[l = | | Is¥]

fir k € K, folgt aus (8.4) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1 —VF(xk)Tsk

1
> = N> =
||S || = CHVf(X )H = C ||Sk||

Also ist

- K\ Tk
VI s ) furallek € K

154> o (=i
Is*
fiir @ : t — min{t, C~ 't} stetig und streng monoton wachsend mit ¢ (0) = 0. Nach Satz 5.2
erzeugt die Armijo-Regel also zuldssige Schrittweiten.
Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.3. [
Wir zeigen als nichstes, dass unter geeigneten Voraussetzungen die ganze Folge {x*}.cy gegen

einen Minimierer konvergiert. Dafiir verwenden wir das folgende niitzliche Lemma, das wir
auch im weiteren Verlauf der Vorlesung heranziehen werden.

Lemma 8.3. Sei x € X ein isolierter Hiufungspunkt der Folge {x*hen C R™ und es gelte
[} —x®|| — 0 fiir jede gegen % konvergente Teilfolge {x*}xcx. Dann konvergiert die gesamte
Folge {x*}cny gegen x.
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Beweis. Dax € X ein isolierter Haufungspunkt ist, existiert ein ¢ > 0 so, dass x der einzige
Haufungspunkt von {x*}cy in B (%) ist. Sei nun {x*},cx eine Teilfolge mit x* — %, und
angenommen, {x*}, cy konvergiert nicht gegen x. Dann miissen unendlich viele Folgenglieder
existieren mit x* ¢ B, (k). Wir konnen deshalb aus {x"},.c\y eine weitere Teilfolge {x'*)}, cx
durch Wahl von 1 = 1(k) auswihlen, so dass fiir alle k € K gilt

xR e B, (%), X+ ¢ B (%)

(d. h. x'(*)*T1 st das erste Folgenglied von {x*};.cy, das wieder aus B. B.(%) herausspringt). Die
Folge {x')}, ck ist also beschrinkt und besitzt daher (mindestens) einen Haufungspunkt;
nach Annahme kommt dafiir aber nur der Hiufungspunkt % in Frage, weshalb x'(*) — %
konvergieren muss. Es gibt also ein ko € K mit ||x'*) — k|| < £ fiir alle k > ko. Daraus folgt
aber

€
[T LD > M g — M — x| > 5 firallek > k

Da {x!(®} ¢ als Teilfolge von {x*},.cx gewihlt war, kann also |[x**! — x¥|| nicht gegen 0
gehen. O]

Daraus folgt die Konvergenz des globalisierten Newton-Verfahrens gegen Minimierer.

Satz 8.4. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R™ ein Hdaufungspunkt
der durch Algorithmus 8.2 erzeugten Folge {x*}xen mit V*f(x) positiv definit. Dann ist X ein
strikter lokaler Minimierer und {x*}y ey konvergiert gegen x.

Beweis. Nach Satz 8.2 ist jeder Hiufungspunkt von {x*},.cy ein stationirer Punkt und damit
gilt Vf(x) = 0. Zusammen mit der positiven Definitheit von V2f(x) folgt aus Satz 3.4, dass %
ein strikter lokaler Minimierer ist.

Weiter ist V2f(%) insbesondere regulir; wegen Lemma 7.3 gilt daher Vf(x*) # 0 fiir alle
x* # % hinreichend nahe bei x. Also ist x ein isolierter Haufungspunkt (denn jeder weitere
Haufungspunkt wire nach Satz 8.2 wieder ein stationdrer Punkt). Sei nun {x"},cx eine
Teilfolge mit x* — %. Wir unterscheiden wieder Gradientenschritte (fiir k € Ky C K)
und Newton-Schritte (fiir k € K,, C K). Fiir k € K4 gilt wegen der Stetigkeit von Vf und
ox € (0, 1] nach Definition der Armijo-Regel

X = x| = o V)| < V)] = VAR =0 firKg 3k = oo,

Fir k € K,, hinreichend grof folgt dagegen aus Lemma 7.5

[ —xM|| = UkHVZf x|
< || VFM)| —>c||Vf7'< | = fir K, 3 k — oo.
Damit ist Lemma 8.3 anwendbar und liefert die Aussage. ]
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Natiirlich soll auch das globalisierte Newton-Verfahren superlinear konvergieren, damit
sich der ganze Mehraufwand gegeniiber dem Gradientenverfahren lohnt. Dazu zeigen wir,
dass Algorithmus 8.2 irgendwann in das Newton-Verfahren iibergeht. Ein wesentliches
Hilfsresultat ist dabei, dass die Armijo-Regel fiir Newton-Schritte ab einem gewissen Schritt
stets die Schrittweite o* = 1 akzeptiert. Dafiir ist die Einschrinkung y < 1 wesentlich.

Lemma 8.5. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und x € R™ ein stationdrer Punkt
mit V2f(x) positiv definit. Seien weiter {x*}cy eine Folge mit x* — % und {s*},.cn gegeben
durch

sk = -V (x*) T VE(xF).
Dann gilt fiir k € N hinreichend grof undy € (0, %) beliebig
f(x® + %) < F(xN) +yV(xF)Tsk.
Beweis. Wegen Lemma 7.5 und Lemma 7.6 existieren ko € N, ¢ > 0 und p > 0 so dass fiir
alle k > ko gilt
IV2E(x) " <c  und  dTVAF(xM)d > pl/d|? firalled € R™.

Weiter liefert Satz 1.2 ein £ = x* + 0s*,0 € (0, 1), mit

f(xN +85) = f(x*) + VF(x*)Ts* + %(sk)TVZf(Ek)sk.

Daraus folgt unter Verwendung des Newton-Schritts V2f(x*)s* = —Vf(x*) sowie der gleich-
mafligen positiven Definitheit

f(x* 4+ s%) — f(x*) —yVF(x*)Ts* = (1 —y)VF(x*)Ts* + l(sk)TVZf(&k)sk

2
= (1Y) VRS (6 V(e
1 1
<= (37 WS+ IV — T s

fur alle k > ko.
Nun gilt fiir alle k > ko
5|l = || VAF(x*) V(xS || < || VE(xS)| — c||[VE(X)|| =0 fir k — oo,

woraus £F = x* 4 0s* — x fiir k — oo folgt. Wegen der Stetigkeit von V2f kénnen wir daher
ein k; € N finden mit

IV2F(£¥) — V2F(x¥)|| < 2 G —v) w o farallek > maxfko, kil.

(Die Klammer ist wegen y < % positiv!) Fiir k > max{ko, k;} ist daher
f(x* 4+ s%) — f(x*) —yVf(x*)Ts* €0,

woraus die Aussage folgt. O]
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8 NEWTON-VERFAHREN

Damit haben wir nun alles beisammen, um die superlineare Konvergenz des globalisierten
Newton-Verfahrens zu zeigen. Hier wird nun die Wahl p > 2 wichtig.

Satz 8.6. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar, und sei X € R™ ein Hiufungspunkt
der durch Algorithmus 8.2 erzeugten Folge {x* ey mit V*f(x) positiv definit. Dann ist x ein
strikter lokaler Minimierer und {x*}cn konvergiert gegen x superlinear. Ist V£ dariiber hinaus
lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz quadratisch.

Beweis. Die Konvergenz der gesamten Folge gegen einen strikten lokalen Minimierer folgt
aus Lemma 8.3. Fiir die superlineare bzw. quadratische Konvergenz ist nur noch zu zeigen,
dass Algorithmus 8.2 irgendwann in das lokale Newton-Verfahren tibergeht.

Die Voraussetzungen von Lemma 8.5 sind erfiillt, und wie in dessen Beweis gezeigt, existiert
ein kg € N mit

IVH(x*) ' <c  und  dTV*(x)d > p||d||? firalled € R™
sowie (im Falle eines Newton-Schrittes)
5] = IV2F(x*) T VE(xM)|| < || VF(x9)|| fir alle k > k.

Insbesondere ist V2f(x*) invertierbar und es gilt s* — 0 fiir k — co. Aus der Definition des
Newton-Schrittes folgt nun

—VH(x})Ts* = (s)TV2(x5)s* > plls* |2
Wegen s* — 0 existiert nun fiir beliebiges p > 0 und p > 2 ein k; > ko so dass gilt
Wy 52
Is¥]| < <E> "t firallek > ki
Also ist fur alle k > kq4
VE(x) s < —plls®[|* < —plls"|7,

d. h. der Newton-Schritt wird akzeptiert. Nach Lemma 8.5 wird fiir Newton-Schritte zudem
irgendwann stets die Schrittweite oy, = 1 akzeptiert. Ab diesem Punkt stimmt Algorithmus 8.2
mit Algorithmus 8.1 iiberein und hat damit die gleiche Konvergenzgeschwindigkeit. O

INEXAKTE NEWTON-VERFAHREN

Das Losen der Newton-Gleichung V2f(x*¥)s = —Vf(x*) ist oft aufwendig, und eine exakte
Losung (z. B. aufgrund von Rundungsfehlern) in der Regel nicht méglich. Die Dennis—Mor¢-
Bedingung garantiert aber die superlineare Konvergenz, solange wir nur bei Anndherung an
einen stationdren Punkt den Fehler beliebig klein bekommen kénnen; insbesondere ist zu
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8 NEWTON-VERFAHREN

Beginn der Iteration eine genaue Losung gar nicht notig. Die Idee ist dabei, den Fehler tiber
das relative Residuum der Newton-Gleichung zu steuern: Fiir eine vorgegebene Toleranz 1,
bestimmen wir s* mit

V2 (x*)sk + V(x| N
< fur alle k € N.
IV e

Dies fiihrt auf das inexakte Newton-Verfahren.

Algorithmus 8.3 : Inexaktes Newton-Verfahren

Input:x° € R™, ¢ > 0

Setze k =0

while [|[Vf(x¥)|| > 0 do
Wihle Toleranz 1, > 0
Berechne s* mit || V2f(x*)s* + VF(x¥)|| < ni|[ VF(x9)]|
Setze x*1 =x* 485, k+ k+1

Da im Newton-Verfahren x* gegen einen stationdren Punkt konvergiert, sollte der Fehler
im Verlauf der Iteration automatisch kleiner werden. Beispielsweise kann man dafiir die
Newton-Gleichung mit einem iterativen Verfahren (Gaufi-Seidel, konjugierte Gradienten)
16sen, wobei in jeder Iteration mehr Schritte gemacht werden. Eine andere Méglichkeit ist, die
Newton-Gleichung durch ein “grobes Modell” [V2f(x*)],, s = —[Vf(x*)], zu ersetzen, des-
sen Losung sy fiir hy, — 0 gegen s* konvergiert. (Dies ist insbesondere fiir die Optimierung
mit Differenzialgleichungen relevant.)

Die wesentliche Frage ist nun, wie die Toleranz 1y zu wiahlen ist, um Konvergenz und insbe-
sondere superlineare Konvergenz zu erhalten. Wir zeigen zuerst die lokale lineare Konvergenz.
Eine Schwierigkeit ist dabei, dass diese nicht beziiglich der Euklidischen Norm gezeigt werden
kann. Wir betrachten stattdessen fiir einen stationiren Punkt x € R™ mit V2f(x) invertierbar
die Konvergenz beziiglich

x|+ = || V*F(R)x]| fir allex € R™.
Dies definiert wegen
(8.5) IV2EC) I Il < IIxIF < IV2FGE) Tl fir allex € R™

eine dquivalente Norm auf R™. Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir in Folge pu; :=
V(%) 7" und py = [[V2F(%) 7.

Satz 8.7. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und sei x € R™ ein stationdrer
Punkt von f mit Vf(x) invertierbar. Ist ny, < T fiir ein beliebiges i € (0, 1), so konvergiert
Algorithmus 8.1 lokal linear beziiglich || - ||.. gegen X.
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8 NEWTON-VERFAHREN

Beweis. Wir gehen im Prinzip analog zum Beweis der entsprechenden Aussage in Satz 8.1
vor, wobei wir in den Abschatzungen wegen der Toleranz etwas genauer aufpassen miissen.
Zunichst gilt wieder, dass nach Lemma 7.5 ein Radius ¢; > 0 und eine Konstante ¢ > 0
existieren mit

V2 f(x) 7' < ¢ tir alle x € B, (x).

Wihle nun ein 1 € (7, 1) sowie ein hinreichend kleines 6 > 0 mit
cd
— +A(1T+08)(1T+cd) <n.
H1
(Dies ist wegen 1] < n stets moglich.) Nach Lemma 7.7 existiert weiter ein e, > 0 mit
! 5
J [V2£(% +t(x — %)) — V(%) dt < > fir alle x € B, (x).
0 2

Da x ein stationarer Punkt ist, ist nach dem Mittelwertsatz 1.3 fiir alle x € R™

Vf(x) = VF(x) + r V(% 4+ t(x — %)) (x — %) dt
0

— r [V2(% + t(x — %)) — V2f(%)] (x — %) dt + V() (x — %).
0

Nach Definition von || - ||. gilt daher fiir alle x € B, (%) die Abschitzung

IV < -l — %] + [ V2(R)(x — )|
H2

2

<5 (K2l = X[l) 4 [x = X[« = (T +8)[Ix — x|

Nach Lemma 7.8 existiert aufSerdem ein €3 > 0 mit

IVE(x) — V2E(x) (x — %)|| < Hiux—xn <S|x—%|, firallex € B, (%).
2

Schliefllich existiert wegen der Stetigkeit von V2f ein &4 > 0 mit
|V2(x) — V2f(x)|| <&  fiirallex € B, (x).

Setze nun ¢ := minf{es, €2, €3, €4} und wihle x° € B_u; (%) (beachte u; < p, wegen (8.5)).
H2

Dann ist V2f(x°) invertierbar, und wegen der exakten Losbarkeit der Newton-Gleichung
existiert daher ein s° € R™ mit

HrOH = Hsz(xO)sO + Vf(xO)H < no||Vf(x°)H.
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8 NEWTON-VERFAHREN

Aus der Iterationsvorschrift folgt nun fiir no < 1 mit Hilfe der obigen Abschitzungen

X" = %[l = V(%) [x* —x* —sz(x")“(Vf( 0) )] |
<[V ||X sz(x" X
+ 70+ [V? () 2£(x°)] vzf( )|
< IVHE)|| [V (x0) ‘|| V2 E(x°) (x° — %) — V(x|
+ ([0 + IV E(x0) = V2R (V)] (1))

cd B
< — X = %[l + (1 +c8) 7

H1

cd, o0 - o
< EHX — X[« + Mo (1 4 cd) | VF(x)]|

)
< <EL— +7(T+6)(1+ c6)> X% — x|+
1

<X ==

Nach Wahl von x, gilt daher wegenn < 1

X0 — x| <.

- H2
Ix" —%|| < pallx" =%l < panx® —x|. <T1EH

Mit Induktion folgt daraus

2%
X = x| < n*==|Ix°
Hi

—x||<e¢ fir alle k € N.

Also ist x* € B, (%) fiir alle k € N und damit V?f(x¥) invertierbar fiir alle k € N; auflerdem
folgt wegenn < 1 die lineare Konvergenz von {x*}ycy beztiglich || - ||... O

Aus der Konvergenz beziiglich || - ||.. folgt auch die Konvergenz beziiglich der 4quivalenten
Norm || - || (allerdings nicht die lineare Konvergenz, da fiir n < 1 nicht unbedingt auch
nt2 <1 sein muss!) Reduziert man die Toleranz im Laufe der Iteration schnell genug, folgt
daraus mit Hilfe der Dennis-Moré- -Bedingung die superlineare Konvergenz.

Satz 8.8. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und sei X € R™ ein stationdrer Punkt
von f mit V2f(x) invertierbar. Ist {m Jen C (0, 1) eine Nullfolge, so konvergiert Algorithmus 8.3
lokal superlinear. Ist V*f dariiber hinaus lokal Lipschitz-stetig und ny, = O(||Vf(x*)||), so ist
die Konvergenz sogar quadratisch.

Beweis. Da die Voraussetzungen von Satz 8.7 erfiillt sind, konvergiert x* — %. Aus der
produktiven Null, der Dreiecksungleichung und der Iterationsvorschrift folgt nun

A S IFA05) £ D08 9206 )

<
<M VA |+ [ V) (T =)
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8 NEWTON-VERFAHREN

Wegen der Stetigkeit von V2f und x* — x existiert ein C > 0 und ein ko € N mit
|[V2£(x¥)|| < C fiir alle k > ko. Daraus folgt

[VF6) + P06 = x| < ml V)| < 72926 =)

Nk k+1

<C——|x
]_T]kH

K1

ka.

ka = ex|x

Da mit {ny }xen auch {ey Jxen eine Nullfolge ist, folgt die superlineare Konvergenz mit Satz 7.9.

Analog zeigt man mit Hilfe von Satz 7.11 die quadratische Konvergenz. O]

Auch das inexakte Newton-Verfahren ldsst sich wie in Algorithmus 8.2 globalisieren. Die
globale Konvergenz sowie den Ubergang zu superlinearer Konvergenz kann man durch eine
analoge Modifikation der entsprechenden Beweise in Kapitel 8.2 zeigen; fiir Details sei auf
[Geiger und Kanzow 1999, Kapitel 10.2] verwiesen.
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In der Praxis ist das Aufstellen der Hesse-Matrix oft aufwendig oder sogar iiberhaupt nicht
moglich (wenn die zu minimierende Funktion zwar zweimal differenzierbar ist, aber die
zweiten Ableitungen nicht mit vertretbarem Aufwand berechenbar sind). Die Dennis—Moré-
Bedingung besagt aber, dass es ausreicht, eine hinreichend gute Ndherung der Hesse-Matrix
zu verwenden. Fiir Funktionen f : R — R wire ein Ansatz, statt der zweiten Ableitung einen
Differenzenquotienten zu verwenden:

f//(XkJr]) ~ fl(xk+1) - f/(xk)
Xk+1 _Xk

Der fiir f : R™ — R analoge Ansatz fithrt auf die Quasi-Newton-Gleichung
(9.1) Hipr (X1 —x¥) = VF(x 1) — VF(x*).

Diese Gleichung fiir Hy; ist allerdings unterbestimmt, da durch sie nur die Wirkung auf
eine Richtung s* = x**1 — x* festgelegt wird, wir fiir den nichsten Schritt aber Hy, s**!

bendtigen. Wir brauchen also noch eine weitere Forderung. Dazu betrachten wir wieder die
Dennis-Moré-Bedingung, nach der der folgende Term fiir x* — x superlinear in ||s*|| sein
soll:

(Hic = Hicy 1)s®[| + [[(Hicir — V2F(x))s¥]|
(Hy — Hie 1) + | VF(x*TT) — VE(xF) — V2 (x*)s¥]],

[(Hie — V2 (x*))s¥|| <

wobei wir im zweiten Schritt die Quasi-Newton-Gleichung verwendet haben. Der zweite
Term auf der rechten Seite ist nun fiir f zweimal differenzierbar nach Definition o(]|s*||); fiir
die superlineare Konvergenz geniigt also die Forderung

lim HHk+1 _HkH =0
k—o0

fiir eine beliebige Matrixnorm.

Wir gehen daher wie folgt vor: Ausgehend von einer Startmatrix Hy wahlen wir fiir alle k € N
die neue Naherung Hy ;; so, dass
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

(i) die Quasi-Newton-Gleichung (9.1) erfiillt ist;
(ii) der Abstand ||Hy;1 — Hi|| minimiert wird.

Man spricht dabei von einem Update der Matrix Hy auf Hy; ;. Diese Wahl von Hy, in Algorith-
mus 7.1 fihrt auf die Klasse der Quasi-Newton-Verfahren, die sich als mit die leistungsfahigsten
Verfahren zur unrestringierten Optimierung herausgestellt haben. Verschiedene Wahlen der
Matrix-Norm fithren dabei auf verschiedene Verfahren in dieser Klasse.

QUASI-NEWTON-UPDATES

Die Kernidee der verbreiteten Quasi-Newton-Verfahren ist, fiir die Minimierung nicht die
induzierte Norm ||A|| = ||A||2, sondern die Frobenius-Norm

n on 1/2
Al = (z zaa)
i=1

j=1

zu verwenden. Dies ist eine dquivalente Norm mit

(9.2) n2Allr < A < A fur alle A € R™™,
Weiterhin gilt fiir jede Orthonormalbasis {vy,...,v,} von R™
(9:3) IAlIF = 3 IlAvill*.

i=1

(Beide Eigenschaften folgen direkt aus einer dquivalenten Charakterisierung der Frobenius-
Norm iiber die Spur von AT A, siehe z. B. [Geiger und Kanzow 1999, Lemma B.1].)

Wir bestimmen nun fiir gegebenes Hy ein Hy ., das die Quasi-Newton-Gleichung (9.1)
erfullt und ||Hy 1 — Hy||r minimiert. Dafiir setzen wir der Kiirze halber

H := Hy, H, := Hy,1, s = xTT —xk y = VI(x*) — Vf(x5).

Die Quasi-Newton-Gleichung kann nun kurz geschrieben werden als H,s = y. Fir die
Minimierung verwenden wir (9.3), und zwar indem wir s/||s|| zu einer Orthonormalbasis
{s/lIs|l,v2y...,vn} des R™ erganzen. Dann ist

[ = HIE = [Hs = HsJ? 4+ 3 H,ve— Hvi 2
i=2
Wegen der Quasi-Newton-Gleichung muss der erste Term gleich ||y — Hs||? sein, dort haben
wir also keine Freiheit fiir die Minimierung. Der zweite Term ist jedoch minimal, wenn
H,vi = Hv; fiiri = 2,...,n gilt. Dies erreichen wir durch die Wahl

(y —Hs)sT

(9.4) H, =H+ =
S'S

)

55



9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

denn dann ist wegen der Orthonormalitdt der Basis s'v; = 0 firallei = 2,...,n und
damit
Hi s=Hs+ (y— Hs)ST—S =y,
sTs
sowie
-

H,vi = Hvi + (y —Hs)% =Hv; flrallei=2,...,n.

Die Wahl (9.4) wird Broyden-Update genannt; Matrizen von der Form M = wv' fiiru,v € R™
heiflen Rang-1-Matrizen, weshalb man auch von einem Rang-1-Update spricht.

Nachteil des Broyden-Updates ist, dass die neue Matrix H; weder symmetrisch noch positiv
definit sein muss, auch wenn dies fiir H der Fall ist. Ein Newton-artiges Verfahren mit dieser
Wahl von Hy wiirde daher auch gegen lokale Maximierer konvergieren (und tatséchlich
wird das Broyden-Verfahren vor allem zur Lésung von nichtlinearen Gleichungen eingesetzt).
Eine symmetrische Matrix erhdlt man durch einen symmetrischen Rang-1-Update, kurz SR1-
Update,

(y—Hs)(y—Hs)"
(y—Hs)Ts

der jedoch ebenfalls nicht positiv definit ist. Dafiir benétigt man Rang-2-Updates (d. h. eine
Summe von zwei Rang-1-Updates), die man als Minimierung einer gewichteten Frobenius-
Norm erhalt. Dies ist relativ technisch, weshalb wir hier auf Beweise verzichten. Wir be-
zeichnen in Folge die Menge der symmetrischen und positiv definiten Matrizen kurz als
SPD(n).

HI® =H+

Satz 9.1 ([Geiger und Kanzow 1999, Satz11.6]). Seien H € SPD(n) unds,y € R™ mits'y > 0
gegeben. Dann existiert eine Matrix W € SPD(n) mit W2s =y, und die Losung von

min WM —-HW ||y mit Ms=y
MEeSPD (n)

ist gegeben durch den Davidon-Fletcher-Powell-Update, kurz DFP-Update,

HOPP — H + (y — Hs)y' "T‘U(U —Hs)T  (y —THS)TS T
y's (yTs)?

Die Voraussetzung sy > 0 ist dabei sogar notwendig fiir die Existenz einer Matrix M. €
SPD(n), die die Quasi-Newton-Gleichung erfiillt: Gilt ndmlich s™y < 0, so folgt aus Ms =y
sofort s"Ms = sTy < 0, und damit ist M nicht positiv definit.

Nun ist man eigentlich an der Losung des Gleichungssystems Hys* = —Vf(x¥) interessiert,
was bei Kenntnis von H, ' durch einfache Matrixmultiplikation méglich wire - schén wire
daher ein inverser Update von B := H™" auf B, := H'. Dazu verwendet man einfach, dass
unter der sehr sinnvollen Forderung, dass H., invertierbar ist, die Quasi-Newton-Gleichung
H,s = y dquivalent ist zur inversen Quasi-Newton-Gleichung B,y = s. Ganz analog wie
oben erhdlt man daraus den folgenden Update.
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Satz 9.2 ([Geiger und Kanzow 1999, Satz 11.8]). Seien B € SPD(n) und s,y € R™ mits'y > 0
gegeben. Dann existiert eine Matrix W € SPD(n) mit W?s =y, und die Losung von

min  |[WM—-B)W|r mit My=s
MeSPD (n)

ist gegeben durch den inversen Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno-Update, kurz BEGS-
Update,

— By)s" —By)" —By)"
BEFGS:BJF(S yJs ;rS(s y' (s Ty) Yol
Y (sTy)?

Um daraus ein direktes BEGS-Update zu erhalten (bzw. aus Satz 9.1 ein inverses DFP-Update),
verwenden wir die Tatsache, dass die Inverse einer Rang-1-Matrix wieder eine Rang-1-Matrix
ist. Das folgende Lemma verifiziert man durch einfaches aber liastiges Ausrechnen.

Lemma 9.3 (Sherman-Morrison-Woodbury-Formel). Seien A € R™*™ invertierbar und
u,v € R™ Ist 1 +vITA~Tu £ 0, dann ist A +uv' invertierbar mit

A TuwTA!

A+wT) T=A"1_2 "5
A+w) T+viA-Tu

Durch zweimaliges Anwenden erhélt man daraus die folgenden Updates

Satz9.4. Seien H € SPD(n), B =H"', undy,s € R" mity's > 0. Dann gilt mit B, := H}'

goFP _p . S8 Byy'B

N y's  y'By’

HBFGS _ 1 4 1£ B Hss™H
BFGS _

sTy  sTHs ’

Anstelle der ausgelassenen Beweise weisen wir nun nach, dass das BFGS-Update tatsichlich
die geforderten Eigenschaften hat.

Satz 9.5. Seien H € SPD(n) und y,s € R™ mity's > 0. Dann ist HBFSS € SPD(n) und
erfiillt die Quasi-Newton-Gleichung.

Beweis. Die Symmetrie von HEF 63 fiir symmetrische H ist direkt aus der Definition ersicht-
lich.

Fiir die positive Definitheit verwenden wir, dass H € SPD(n) eine Cholesky-Zerlegung
H = RTR mit R € R™*™ invertierbar besitzt." Fiir beliebige d € R™ \ {0} folgt dann aus der

'siehe z. B. [Hanke-Bourgeois 2009, Satz 5.4]
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung

dTHEFES — qTHg 4 (V)0 (dTHs)?
BFGS g _

yTs sTHs
y's [Rs||*
(d"y)*  [IRd|]*|IRs|
> ||Rd|? —
T N
dT 2
_ (y;? >0

Also ist HBFS® zumindest semidefinit. Fiir die positive Definitheit geniigt es, dass eine der
beiden Ungleichungen strikt ist. Angenommen, die erste Ungleichung ist nicht strikt, d. h. die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt mit Gleichheit. Dies ist nur moglich, falls Rd und Rs linear
abhdngig sind, d. h. es gilt Rd = tRs fiir ein t € R\ {0}. Dann folgt aus der Invertierbarkeit
von R aber auch d = ts und damit

(d7y)? _ L, (s"y)?
y's y's

= tz(sTy) >0

wegent # Ounds'y > 0.

Fiir die Quasi-Newton-Gleichung rechnen wir einfach nach:

y's  s'Hs
sTy sTHs

HBFGSs = Hs + Hs =vy. O

LOKALE KONVERGENZ

Wir untersuchen nun die lokale superlineare Konvergenz von Quasi-Newton-Verfahren. Da
dies sehr technisch ist, beschrianken wir uns fiir den Beweis auf das einfacher zu analysierende
(wenn auch fiir die Optimierung weniger relevante) lokale Broyden-Verfahren. Einsetzen
der Definition des Broyden-Updates in das allgemeine Newton-artige Verfahren ergibt den
folgenden Algorithmus.

Algorithmus 9.1 : Lokales Broyden-Verfahren
Input : x° € R™, Hy € R™*"
Setze k =0
while || Vf(x*)|| > 0do
Berechne s* als Losung von Hys* = —Vf(x*)
Setze x**1 = xk + sk
Setze y* = Vf(xk+1) — Vf(x¥)

ks¥)(s®)T

_ (y*—H
Setzer+1 _Hk—’_W’ k< k+1
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Wir zeigen wieder zuerst die lineare Konvergenz. Dafiir bendtigen wir das folgende Lemma,
das garantiert, dass der Broyden-Update den Abstand zur exakten Hesse-Matrix Vf(x) nicht
zu sehr vergrof3ert.

Lemma 9.6. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar mit V£ lokal Lipschitz-stetig, und
sei {x*hen eine von Algorithmus 9.1 erzeugte Folge mit x* — x. Dann gilt fiir alle k € N grof$

genug

My — V)| < [[Hie = VAR + 5 (kaﬂ—illﬂlxk—*!l)-

Beweis. Aus der Definition des Broyden-Updates folgt
(9.5)

K Hosk) (k)T
iy — V2(R) = Hy — V2(x) + Y-~ His (s

(s%)T(s*)
2£(2)ck K (k\T Kk o2f(2 k) (KT
— Hk_vzf()—c) + (v f(X)S HkS )(S ) (U v f(X)S )(S )
(s*)T(s*) (s%)T(s*)
K(k\T k 2e(2 ek (KT
o cmeen (o SESITY L (y* = VRH(R)SH)(s4)
= (Hk \V4 f(X)) (I (Sk)TSk> + (Sk)T(Sk) .
Aus der Definition der induzierten Matrix-Norm folgt nun ||uv’|| = ||ul|||v| firallewu,v € R™
. Wir erhalten also
3 — V2f(x)sk
[Hicor — VAR < [ — V2R + 12 ”

¥l

Um den zweiten Summanden abzuschitzen, verwenden wir Satz 1.3 sowie die lokale Lipschitz-
Stetigkeit von V2f und erhalten fiir x* hinreichend nahe an x

(9.6) [y* — V2£(%)s¥| = [|[VE(x* ") — VF(x¥) — V2F(R) (X —x9)||

<j [V2F(< 4+ (T = x5)) — V2F(R) | dt - x5 — x|
0

1
J T =] 4 (1= ) — & de - [ — x|
0

(IRt =%+ [ = x11) [Is*[,

L
L
2
woraus die Aussage folgt. ]

Wir kénnen nun die lokale lineare Konvergenz zeigen.

Satz 9.7. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar mit V*f lokal Lipschitz-stetig und
sei X € R™ ein stationdrer Punkt von f mit V2f(x) invertierbar. Dann existieren Konstanten
8, & > 0, so dass fiir xo € B.(x) und Hy € B5(V*f(x)) die von Algorithmus 9.1 erzeugte Folge
{x*}xen linear gegen x konvergiert.
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Beweis. Setze ¢ := ||[V2f(x)~"|| und wihle ¢, 5 > 0 mit
< 1 < 28
=6’ =3

und seien xo € B, (x) und Hy € B5(V?f(x)) beliebig. Wir zeigen nun per starker Induktion,
dass fiir alle k € N gilt

(9.7) Hie = VR[] < (2-27%)8,
N 1 N
58) X = %) < k=%
womit auch die Aussage bewiesen wire. Es gelte nun (9.7) und (9.8) firallei =0,...,k—1.

Wir zeigen zuerst, dass (9.7) fiir k gilt. Aus den beiden Induktionsvoraussetzungen zusammen
mit Lemma 9.6 folgt

[He = V2R < (2—2"® )5 + 34—L||x‘<—‘ — x|

Weiter folgt aus der Induktionsvoraussetzung (9.8) und xo € B, (x)

(9.9) [x T — x| <27 x° — x| <27 Ve,

Nach Wahl von ¢ gilt daher

L
[He = V2F(R)| < (2—2"%1)5 + 3Lyt <@2-2 D 42715

4
=(2—27:)5.

Als nichstes zeigen wir, dass Hy invertierbar ist. Aus der Wahl von $ und der Induktionsvor-
aussetzung (9.7) folgt

1T — V2 (R) " Hy| = [[VH(R) T (He — V(%)) < c(2—275)6 < 2e6 <

W —

Nach dem Banach-Lemma ist also Hy invertierbar mit

[V2£(x) | c 3
— < = —C.
T—[[T—V2f(R)TH]| S1-1 " 2

M <

Aus dem Iterationsschritt folgt mit Hilfe der produktiven Null
Hi (X! — %) = —=VF(x*) + V(%) + V(%) (x* — %) + (H — V(X)) (x* — %)
und damit
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

Fiir den ersten Term in der Klammer gilt analog zu (9.6) mit (9.9) und der Wahl von ¢

L
[VH(x¥) = V() + VR (X = %) < Sl =512 < 270 Vel [x" — x|
2— k
\.—§—5HX — x|
Fiir den zweiten Term verwenden wir natiirlich die Induktionsvoraussetzung (9.8) und erhal-
ten nach Wahl von &

3 (2K ]
I =l < Se (T“ 2 >5ux'<—>z\|<3c6!|x“—>‘<ll<§llxk—>'<ll

und damit die gewiinschte Aussage. O]

Da also x* — x gilt, konnen wir die superlineare Konvergenz wieder mit Hilfe der Dennis-
Moré-Bedingung zeigen.

Satz 9.8. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar mit \V*f lokal Lipschitz-stetig und sei
X € R™ ein stationdrer Punkt von f mit V*f(X) invertierbar. Dann konvergiert Algorithmus 9.1
lokal superlinear gegen X.

Beweis. Wir kniipfen an den Beweis von Satz 9.7 an, wobei wir nun fiir den Approximations-
tehler in Hy die Frobenius-Norm verwenden. Dafiir benétigen wir die folgenden Eigenschaf-
ten, die man mit Hilfe von (9.3) beweisen kann:

Q) |hw|lf = lulllv]|] fiir allew,v € R™,

2
(i) JAT—2)]lr < [IAllF— AT (Ilmll) fir alle A € R™™, v € R™\ {0}
Wir setzen in Folge
ek =x*—%x, Ey = Hy — V2(R).
Wie im Beweis von Lemma 9.6 folgt nun aus (9.5) und (9.6) sowie (9.8)

k

L
[Exrlle < I[Ex(l = forke lle+ > (Hek+1||+HekH)

[Exs®|?

S| —— D
el = e + 511

Durch Umformen erhalten wir daraus
[|Exes®|?

3
HSkHz < ZHEkHF <HEkHF - HEk+] HF -+ ZLHekH>

3
< avis (1wl — Bl + 5L )
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

wobei wir im letzten Schritt (9.2) sowie (9.7) verwendet haben. Wir summieren diese Glei-
chung nun iiber alle k = 0, ..., m fir m € N beliebig und erhalten als Teleskopsumme

s 3+
(9:10) Z e <AVS | [Eollr = [Emerllr+ 313 flel )
k=0

Nun gilt nach Voraussetzung || Eo||r — ||[Em+1]lr < [|Eollr < /16 sowie wegen (9.8) und der
geometrischen Reihe

D ekl < Z% leoll < (2—27™)e.

Einsetzen in (9.10) und Grenziibergang m — oo ergibt daher
Z [Exs™]* <4y/ms (vnd +3Le) < o0
s g

Also gilt Hﬁ“f H ZH — 0 und damit auch

[Eies®|| _ [I(Hi — V2F(x9)) (T — x|
Is*| [T — x|

— 0,

und aus Folgerung 7.10 erhalten wir die superlineare Konvergenz. O

Das am weitesten verbreitete Quasi-Newton-Verfahren ist das BFGS-Verfahren mit inverser
Aufdatierung.

Algorithmus 9.2 : Lokales BFGS-Verfahren
Input : x° € R™, By € SPD(n)
Setze k =0
while [|[Vf(x¥)|| > 0 do
Setze s* = —B Vf(x¥)
Setze x*+1 = xk 4 sk
Setze y* = Vf(xk+1) — Vf(x¥)

k_ Ky (kT ok(ck__ K\T T,k
Setze By, 1 = By + (s*—=Bky )(s(sl);jk(s Byy*) (s ((SEYTyyk))Z s*(sM)T, ke k41

Als Start-Matrix kann z.B. By = I gewiéhlt werden. In der Praxis werden dabei anstelle
von By die Vektoren s* sowie die im inversen BFGS-Update auftauchenden Skalarprodukte
gespeichert. Damit ldsst sich das Produkt Byv fiir gegebenes v € R™ durch eine rekursive
Prozedur effizient berechnen; siehe etwa [Kelley 1999, Kapitel 4.2.1]. Fiir sehr grofie n bringt
dies eine erhebliche Ersparnis mit sich. In den sogenannten limited-memory-BFGS-Verfahren
werden dariiber hinaus nur die letzten m (z. B. m = 30) Vektoren und Skalare aufbewahrt;
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siehe [Geiger und Kanzow 1999, Kapitel 13]. Diese gehoren zu den derzeit effizientesten
Optimierungsverfahren fiir grof3e Probleme.

Auf dhnliche Weise (wenn auch mit deutlich mehr Aufwand) wie fiir das Broyden-Verfahren
zeigt man die lokal superlineare Konvergenz von Algorithmus 9.2, wobei man eine entspre-
chend Lemma 9.2 gewichtete Frobenius-Norm sowie eine “inverse Dennis—-Moré-Bedingung”
fiir den Fehler By, — V2f(%x)~' verwenden muss.

Satz 9.9 ([Geiger und Kanzow 1999, Satz 11.33]). Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar
mit V2f lokal Lipschitz-stetig und sei x € R™ ein stationdrer Punkt von f mit V*f(x) positiv
definit. Dann existieren Konstanten 8, ¢ > 0, so dass fiir xo € B, (%) und By € Bs(V2f(x)™')
mit By € SPD(n) der Algorithmus 9.2 superlinear gegen x konvergiert.

GLOBALE KONVERGENZ

Die Globalisierung von Quasi-Newton-Verfahren erfolgt analog zum Newton-Verfahren,
wobei hier die Powell-Wolfe-Regel verwendet werden muss, um positiv definite Updates zu
garantieren.

Algorithmus 9.3 : Globalisiertes BFGS-Verfahren
Input:y € (0,1/2),n € (y,1),x° € R", By € SPD(n)
Setze k =0

while [|[Vf(x*)|| > 0 do

Setze s* = —B VF(xX)

Bestimme oy > 0 mit Algorithmus 5.3 fiir y € (0,1/2)
Setze x**1 = x¥ + oy s

Setze d* := o sk, y* = VF(x**1) — VF(x¥)

dk_B k dk T dk dk_B k\T dk_B kT, k
Setze Bk+1 = Bk+ ( Ky ) (d)k)Tyk( Ky) - ( ((dk)kTyylg)zy dk(dk)T> k k+]

Wir zeigen zuerst, dass die Powell-Wolfe-Regel in der Tat zu positiv definiten Updates fiihrt.

Lemma 9.10. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar. Ist Vf(x*) # 0, By € SPD(n), und
ox > 0 nach der Powell- Wolfe-Regel gewdhlt, so ist auch By, € SPD(n).

Beweis. Eine Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn A~ positiv definit ist. Nach
Satz 9.5 geniigt daher, (y*)"d* > 0 zu zeigen. Da o > 0 nach Voraussetzung die Kriim-
mungsbedingung

Vf(XkJr] )Tsk > TIVf(Xk)TSk
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9 QUASI-NEWTON-VERFAHREN

fir einm < 1 erfiillt, gilt nach Definition von d*

(yk)Tdk — Uk(Vf(Xk_H )Sk _ Vf(Xk)TSk)
> —0ok (1 =) VF(x*¥)Ts*
= o (1 =) VF(x*) B VF(x¥) > 0

und damit die Behauptung. ]

Die globale Konvergenz folgt nun aus den abstrakten Konvergenzresultaten.

Satz 9.11. Sei f : R™ — R Lipschitz-stetig differenzierbar und nach unten beschrdinkt. Existieren
Konstanten 0 < py < Wy, so dass fiir alle k € N die Eigenwerte von By die Abschdtzung

wy < AK

N

)‘]r{xillz

erfiillen, dann konvergiert Algorithmus 9.3 global.

Beweis. Solange Vf(x*) # 0 und By, positiv definit ist, gilt
VE(x*)Ts* = —Vf(x*) B VF(x*) <0,

d.h. s* ist eine Abstiegsrichtung. Nach Satz 5.4 liefert Algorithmus 5.3 eine Schrittweite, die
die Powell-Wolfe-Bedingung erfiillt. Lemma 9.10 liefert dann die positive Definitheit von
By 1, woraus per Induktion die Durchfiihrbarkeit von Algorithmus 9.3 folgt.

Da mit By auch alle Hy, = B! symmetrisch und positiv definit sind, sind nach Lemma 7.1
die BFGS-Schrittweiten zuldssig und nach Satz 5.5 die Powell-Wolfe-Schrittweiten effizient.
Aus Satz 4.3 folgt nun die globale Konvergenz. ]

Ahnlich wie fiir das Newton-Verfahren kann man zeigen, dass unter den Voraussetzungen
von Satz 9.8 in Algorithmus 9.3 irgendwann stets die Schrittweite o, = 1 akzeptiert wird
und damit lokal superlineare Konvergenz erreicht wird, siehe [Spellucci 1993, Satz 3.1.13]. Die
Eigenwertbedingung kann allerdings nur fiir gleichmaflig konvexe Funktionen garantiert
werden (siehe z. B. [Geiger und Kanzow 1999, Kapitel 11.5]); im Allgemeinen wird man daher
in jeder Iteration iiberpriifen, ob s* eine Abstiegsrichtung ist, und falls nicht, die Matrix By
neu initialisieren (etwa mit By, = By).
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Wir haben in den letzten Kapiteln gesehen, dass lokal konvergente Newton-artige Verfahren
mit Hilfe einer Schrittweitensuche globalisiert werden kénnen. In diesem Kapitel untersuchen
wir eine Alternative, die auch ohne die Voraussetzung der positiven Definitheit auskommt und
daher direkt auf das Newton-Verfahren (ohne Riickfall auf Gradientenschritte) angewendet
werden kann. Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass in Newton-artigen Verfahren die
Charakterisierung

(10.1) Hys® = —Vf(x¥)

der Suchrichtung der (fiir Hy symmetrisch) notwendigen (und fiir Hy positiv definit auch
hinreichenden) Optimalitatsbedingung entspricht fiir das Problem

min f(x*) + Vf(x*)"Td + ldTde.

deRrn 2
Ist nun Hy sehr schlecht konditioniert oder gar nicht positiv definit, so kann die Lésung von
(10.1) beliebig schlecht sein oder gar nicht existieren. Statt zu versuchen, dies durch eine Schritt-
weitensuche (oder einen Gradientenschritt) zurechtzubiegen, ist die Idee nun, die Minimie-
rung auf einen Vertrauensbereich (Englisch: trust region) Ko := BA(0) ={x € R™ : ||x]| < A}
fiir einen gegebenen Trust-Region-Radius A > 0 einzuschranken. Man betrachtet also das

Problem

(10.2) min f(x*) + Vf(x*)Td + 1dTde.

deKa 2
Da K kompakt ist, existiert in jedem Fall ein Minimierer s* := d € K, auch wenn Hy nicht
positiv definit ist. Hierbei spielt der Trust-Region-Radius die Rolle der Schrittweite, und fiir
die globale Konvergenz ist wichtig, den Radius A im Verlauf der Iteration richtig zu wéhlen.
Der Ansatz ist hier, dies nicht in jedem Schritt neu zu tun, sondern A in Abhangigkeit vom
Erfolg des Schrittes geeignet zu vergréf3ern oder zu verkleinern.

Wir untersuchen zunichst diese Anpassung fiir den konkreten Fall Hy, = V2f(x*), bevor wir
am Ende des Kapitels auf die Berechnung des Trust-Region-Schrittes s* € K, eingehen.

65



10 TRUST-REGION-VERFAHREN

DAS TRUST-REGION-NEWTON-VERFAHREN

Mit der Wahl Hy, = V2f(x*) entspricht die quadratische Funktion

qi(d) == f(x*) + VF(x*)Td + %dTVZf(xk)d

der Taylor-Entwicklung von f im Punkt x*; es gilt also

f(x* + d) = qi(d) + o(]|d||?).

Es handelt sich bei gy daher um ein quadratisches Modell von f, das fiir || d|| klein gut mit
der Funktion f iibereinstimmt (dies motiviert die Bezeichnung “Vertrauensbereich” fiir Ka -
nur innerhalb dieses Bereichs “trauen” wir dem Modell). Umgekehrt konnen wir den Grad
der Ubereinstimmung heranziehen, um einzuschitzen, ob der Radius Ay gut gewihlt war.
Haben wir einen Schritt s* als Losung von

(10.3) min i (d)

dEKAk

berechnet, kdnnen wir die fatsdchliche Reduktion f(x*) — f(x* + s*) mit der vorausgesagten
Reduktion f(x*) — qi(s*) vergleichen. Konkret betrachten wir den Quotient
f(x¥) — f(x* 4 s*)

f(x*) — qi(s®)

(10.4) Pk =

und machen eine Fallunterscheidung:

(i) Ist pyx sehr klein (und insbesondere negativ), so war qy kein gutes Modell fiir f im
Vertrauensbereich bzw. der Vertrauensbereich zu grof3; wir verwerfen also den Schritt
und versuchen es erneut mit einem kleineren Radius, d. h. wir setzen x**' = x* und
Ak+1 < Ay.

(ii) Ist py klein aber nicht sehr klein, so stimmt das Modell im Vertrauensbereich hinrei-
chend gut mit der Funktion iiberein. Wir konnen also den Schritt x**' = x* + sk
akzeptieren und den Radius beibehalten

(iii) Ist py ungefihr 1, so ist die Ubereinstimmung sogar sehr gut. Wir konnen also nicht
nur den Schritt x**! = x* + s* akzeptieren, sondern auch im nichsten Schritt einen
noch grofleren Radius Ay 1 > Ay versuchen.

Ein Schritt mit x**! = x* + s* heif3t erfolgreich. Der Fall (ii) soll dabei verhindern, dass
irgendwann stets der Radius vergrofiert wird, nur um ihn im ndchsten Schritt wieder zu
reduzieren. Der folgende Algorithmus prézisiert das Vorgehen, wobei wir fiir die Konver-
genz sicherstellen miissen, dass der Trust-Region-Radius bei erfolgreichen Iterationen einen
vorgegebenen Minimalradius A, > 0 nicht unterschreitet.
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Algorithmus 10.1: Trust-Region-Newton-Verfahren

Input:m € (O’ ]))ﬂz € (Th)])’ 01 € (O)])) 02 € (]’Oo)>Amin >0
Wihle x° € R™, Ag > 0

while [|[Vf(x*)|| > 0 do

Berechne s* als Losung von (10.3)

Berechne py nach (10.4)

if px < 17 then // Schritt nicht erfolgreich, Modell schlecht
Setze x**+1 = xk // verwerfe Schritt
Setze A1 = 07 // verkleinere Radius

else if n; < px < 1; then // Schritt erfolgreich, Modell OK
Setze x**1 = xk 4+ sk // akzeptiere Schritt
Setze Ay, 1 = max{Amnin, Ax} // behalte Radius

else if pi. > 1, then // Schritt erfolgreich, Modell gut
Setze x**+1 = x* + sk // akzeptiere Schritt
Setze Ay 1 = max{Apin, 02A} // vergroBere Radius

Setze k + k+1

Da der Vertrauensbereich wegen A, > 0 (was durch die Radius-Anpassung gewéhrleistet
bleibt) nichtleer, abgeschlossen und beschrankt und das quadratische Modell qy stetig ist,
existiert nach Satz 2.2 stets eine Losung s* von (10.3). Schiefgehen kann also nur Schritt 4, und
zwar wenn der Nenner von (10.4) gleich Null ist, d. h. der vorausgesagte Abstieg gleich Null
ist. Unangenehm wire auch, wenn der Nenner negativ ist, denn dann wiirde Algorithmus 10.1
einen Aufstiegsschritt akzeptieren. Das nichste Lemma garantiert, dass beides erst bei Errei-
chen eines stationdren Punkts eintreten kann, und ist fundamental fiir die Konvergenz des
Trust-Region-Verfahrens (vergleiche die Armijo-Bedingung fiir Schrittweiten).

Lemma 10.1. Sei s® € R™ eine Losung von (10.3). Dann gilt

1 K
k k k ; Vx|
f(X )—qk(S ) 2 zHVf(X )Hmln {Ak,m}

Beweis. Da s* als globaler Minimierer von q Giber K, gewiahlt ist, gilt fiir alle d € K,
f(x*) — qi(s®) > F(x*) — qi(d)

:
=—Vf(x*)Td — szVZf(xk)d

1
> Vi) d = SV d)

Die gewiinschte Abschitzung folgt nun durch Einsetzen einer geeigneten Wahl von d. Dafiir
machen wir eine Fallunterscheidung:

(1) [[VF(x9)] < Ax||V*f(x*)]|: In diesem Fall wihlen wir d = _nvzf]T)HVf(Xk) € Ka,
und erhalten

. VR TR 1 V)2
FO) = a) > I~ 2[R | T 2 VR
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(i) [[VFO)| = Al V*(x¥)|: In diesem Fall wihlen wir d = ”Vf TS Vf( k) € Ka,
und erhalten unter Verwendung der Annahme
1
f(xM) — qr(x*) = A[|VE(x* H——A IV > S AV

Schatzen wir in beiden Fallen durch das Minimum der rechten Seiten ab, erhalten wir die
Aussage. [

Algorithmus 10.1 ist also stets durchfiihrbar, konnte aber “leer laufen”, indem irgendwann
keine Schritte mehr akzeptiert werden. Das folgende, technische, Lemma garantiert, dass
das nicht eintritt. (Beachte, dass nur bei nicht erfolgreichen Schritten der Radius verkleinert
wird.)

Lemma 10.2. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar und sei {x*}h.cy eine durch
Algorithmus 10.1 erzeugte Folge. Ist X € R™ kein stationdrer Punkt von f, so gilt fiir jede gegen X
konvergente Teilfolge {x* h.cx

liminf Ax > 0.
K3>k—o00

Beweis. Seix € R™ ein stationdrer Punkt. Angenommen, es gibt eine Teilfolge {x*}cx, so
dass die entsprechende Folge {A }xcx den Haufungspunkt 0 hat. Durch eventuellen Ubergang
zu einer weiteren Teilfolge — immer noch mit k € K bezeichnet — kdnnen wir annehmen,
dass gilt
Kok—00

Da jeder erfolgreiche Schritt mindestens den Radius auf Ay, > 0 zuriicksetzt, ist dies nur
moglich, wenn ein ko € N existiert, so dass alle Schritte fiir k > ko verworfen werden. Dies
setzt aber voraus, dass gilt

(10.5) pr <my <1 fir alle k € K,k > ko.
Diese Ungleichung fithren wir nun zum Widerspruch. Dazu betrachten wir

|qic(s%) — F(x* + s¥)]
[F(x*) — qu(s)]

und zeigen, dass die rechte Seite fiir k — oo gegen 0 geht. Dafiir verwenden wir, dass x nach
Voraussetzung kein stationédrer Punkt ist, d. h. ein 37 > 0 existiert mit

lox — 1] =

IVE(x)| > B tiir alle k € K.

Weiter ist V2f stetig und {x*},.cx konvergent und daher beschrinkt, es gibt also ein 3, > 0
mit

[V2F(x9)|| < B2 fiir alle k € K.
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Nach Satz 1.1 existiert nun fiir alle k € K ein £ = x¥ 4+ 0y s* mit 0, € (0,1) und f(x* 4 s¥) =
f(x*) + VF(EX)Ts*. Daraus folgt

lqi (™) — f(x* +s5)| = ‘Vf(xk)Tsk + %(sk)TVZf(xk)sk — Vf(ik)Tsk|
< V) — THES) 8]+ B2 s

Nach Lemma 10.1 gilt nun wegen ||s*|| < Ay — O fiir alle hinreichend grofen k € K, dass

1

f(x*) — qi(s*) = 5| VF(x*)| min {Ak) —‘Hw(xk)” }

2 [VZER) |
1 .
> §B1mln{Ak,%}
1 1
= - > - k.
251Ak =z 2f51|\5 H

Zusammen erhalten wir also

e —1] < B] (2 V(%) — VFES)] + BallsM]) -

1
Der zweite Term in Klammern konvergiert wegen ||s*|| < Ay — 0, der erste wegen der
Stetigkeit von Vf und x* — x sowie £ = x* + 0, s* — x + 0 = %. Also gilt pp — 1,im

Widerspruch zu (10.5). ]

Mit Hilfe von Lemma 10.1 und Lemma 10.2 kénnen wir nun die globale Konvergenz von
Algorithmus 10.1 zeigen.

Satz10.3. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 10.1 entweder
nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Haufungspunkt von {x*}xcy ist ein stationdrer Punkt
von f.

Beweis. Im Falle eines endlichen Abbruchs ist nichts zu zeigen. Sei daher V(x*) # 0 fiir alle
k € N und sei {x*}xck eine gegen x € R™ konvergente Teilfolge, so dass x kein stationérer
Punkt ist. Wir zeigen zuerst, dass in dieser Teilfolge unendlich viele erfolgreiche Iterations-
schritte enthalten sind: Wire dies nicht der Fall, gibe es ein ko € K so dass fiir alle k > ko der
Schritt verworfen wird. Dann wird aber auch fiir alle k > k, der Radius verkleinert, woraus
Ay — 0 folgt, im Widerspruch zu Lemma 10.2. Also ist entweder x doch ein stationérer
Punkt (und wir sind fertig), oder es sind unendlich viele Schritte erfolgreich. Da fiir nicht
erfolgreiche Schritte x**! = x* gilt, konnen wir (durch Ubergang zu einer weiteren Teilfolge)
sogar annehmen, dass alle Schritte x*, k € K, erfolgreich sind.

Aufgrund der Stetigkeit von Vf und V2 existieren nun wieder Konstanten 31, 3, > 0 mit

IVF(x®)|| = B1, und ||[VA(x5)] < B2 fur alle k € K.
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Da alle Schritte erfolgreich sind, muss auflerdem py > n; fiiralle k € K gelten. Mit Lemma 10.1
folgt daher fiir alle k € K

(10.6) Fx) — £k + 55) > 1y (f( ) qu ()
> —HVf )| min {Ak,%}

n12(51 min {Ak, by }

Weiterhin ist nach Konstruktion die Folge {f(x*)}xcy monoton fallend, da Algorithmus 10.1
nur Abstiegsschritte akzeptiert. Nun konvergiert nach Annahme die Teilfolge x* — % und
damit wegen der Stetigkeit von f auch f(x*) — f(x). Wegen der Monotonie ist das aber der
einzige Haufungspunkt von {f(x*)}xcn, so dass die gesamte Folge konvergiert. Also gilt

f(x}) — f(x* 4+ s%) = f(x*) — f(x**) = 0

und damit wegen (10.6) auch Ay — 0 fiir K 5 k — oo, im Widerspruch zu Lemma 10.2. Also
muss X ein stationdrer Punkt sein. ]

Analog zu Satz 8.4 konnen wir unter einer Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung Konver-
genz der ganzen Folge zeigen.

Satz 10.4. Seif : R™ — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R™ ein Haufungspunkt
der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x*}xcn mit V*f(x) positiv definit. Dann ist x ein
strikter lokaler Minimierer und {x*}ycn konvergiert gegen x.

Beweis. Nach Satz 10.3 ist jeder Haufungspunkt von {x*}xcy ein stationirer Punkt und damit
insbesondere Vf(x) = 0. Zusammen mit der positiven Definitheit von V2f(x) folgt aus
Satz 3.4, dass x ein strikter lokaler Minimierer ist.

Weiter ist V2f(x) insbesondere regular; wegen Lemma 7.3 gilt daher Vf(x) # 0 fiir alle
x # % hinreichend nahe bei x. Also ist X ein isolierter Haufungspunkt (denn jeder weitere
Haufungspunkt wire nach Satz 10.3 wieder ein stationdrer Punkt). Sei nun {x*};cx eine
Teilfolge mit x* — %. Wegen Lemma 7.6 existieren ko € N und p > 0 mit

(s¥)TV2f(xF)sk > w|s®|| fur alle k € K, k > ko.

Weiter folgt aus Lemma 10.1 insbesondere f(x*) — qi(s*) > 0 und daher

LTV = quls) < x5,

f(x5) + VF(x*)Ts* +
Zusammen erhalten wir fir alle k € K mit k > kg

K12 < S (8M) TV (xF)s® < = V(xR Ts® <[ VF(xR) | [s¥]).

N =

Elis
2
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Da aber die Teilfolge {x*}xck nach Satz 10.3 gegen den stationdren Punkt x konvergiert und
VT stetig ist, folgt daraus

2
[T =Xk = s*]| < l—lHVf(xk)H — 0.
Nach Lemma 8.3 impliziert dies die Konvergenz der gesamten Folge {x*}cy gegenx. [

Fiir die lokale superlineare Konvergenz zeigen wir wieder, dass Algorithmus 10.1 irgendwann
in das Newton-Verfahren tibergeht. Dafiir beweisen wir zuerst, dass ab einem gewissen Punkt
alle Schritte (und nicht nur unendlich viele) erfolgreich sind.

Lemma1o.5. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar, und seix € R™ ein Hiaufungspunkt
der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x*}xcn mit V2f(X) positiv definit. Dann existiert
ein ko € N, so dass alle Schritte k > ko erfolgreich sind.

Beweis. Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis von Lemma 10.2 und zeigen p, — 1, nur
dass wir diesmal die Annahme Ay — 0 natiirlich nicht verwenden kénnen. Nach Satz 10.4
konvergiert unter den genannten Voraussetzungen die gesamte Folge gegen %, und wie in
dessen Beweis gezeigt existieren p > 0 und ko € N mit

(10.7) |s*] < é”Vf(xk)H fiir alle k > ko.

Wegen der Stetigkeit von V2f existiert weiter eine Konstante ¢ > 0 mit
IVA(x®)| < ¢ fir alle k > ko.

Aus Lemma 10.1 zusammen mit ||s*|| < Ay folgt nun

1 x
K K K ; V()]
f(x*) — q(s*) > zHVf(x )|| min {Ak, —HVZf(xk)n}

m .
> 7 lIs* [l min {Is*[l, 35 Is"[1}
= K||s"||?

4
mit 0y € (0, 1) so dass gilt

mit k := & min(1, 3t}. Auflerdem existiert nach Satz 1.2 fiir alle k € K ein £* = x* + 8y s*

|qic(s™) — F(x* +s5)| = %I(sk)T(sz(E") — V2f(x*))s"

1
< Sl IPIVA(ER) = VA (F]].
Zusammen erhalten wir

qic(s*) — F(x* + s*)|
[f(x*) — qui(s*)]

da wegen x* — x mit Vf(x) = 0 und (10.7) auch &* — % konvergiert. Also ist wegenn; < 1
fir k € N hinreichend grofd stets py. > 11, d. h. alle Schritte sind erfolgreich. [

1
lox — 1] = < ﬂ|\v2f(a‘<) — V2 (xM)|| = 0,
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Wir kénnen nun die lokale superlineare Konvergenz beweisen.

Satz 10.6. Sei f:R™ — R zweimal stetig differenzierbar, und sei x € R™ ein Hiufungspunkt
der durch Algorithmus 10.1 erzeugten Folge {x* }xcny mit V(%) positiv definit. Dann konvergiert
x* — x lokal superlinear. Ist V*f dariiber hinaus lokal Lipschitz-stetig, so konvergiert x* — %
quadratisch.

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass irgendwann der beschrinkte Minimierer des
quadratischen Modells mit dem Newton-Schritt iibereinstimmt. Nach Satz 10.4 konvergiert
die gesamte Folge x* — %; wegen Lemma 7.6 existiert daher ein ko € N, so dass V2f(x*)
positiv definit ist fiir alle k > k(. Also ist das quadratische Modell q, fiir alle k > kg
strikt konvex, und die nach Satz 3.5 notwendige und hinreichende Optimalititsbedingung
Vqx(8) = 0 ist identisch mit dem Newton-Schritt

§° = —V2f(x*)VF(x¥).
Nach Lemma 7.5 existiert weiterhin ein k; € N und ein ¢ > 0 mit
||V2f(xk)’1 | <c fur alle k > k.
Da x* gegen den stationidren Punkt x konvergiert, folgt daraus fiir k > max{ko, k1}
15[ < e[ V(") — 0.

Also muss ein k, € N existieren mit ||5%|| < Ap, fiir alle k > k.

Andererseits sind nach Lemma 10.5 fiir ein k3 € N alle Schritte k > k3 erfolgreich; aufgrund
der Iterationsvorschrift gilt daher Ay > Ay, > Anin > 0 fiir alle k > k3. Also stimmt fiir alle
k > max{k,, k3} der Newton-Schritt $* € K, mit der Losung s* von (10.2) {iberein. Damit
ist fiir alle k > max{k,, k3} der Algorithmus 10.1 identisch mit dem Newton-Verfahren und
hat daher die selbe Konvergenzgeschwindigkeit. ]

ZUR BERECHNUNG DES TRUST-REGION-SCHRITTES

Noch offen ist die Frage, wie man in jeder Iteration von Algorithmus 10.1 den globalen Mi-
nimierer des quadratischen Modells gy iiber den Vertrauensbereich K5, berechnen kann.
Prinzipiell handelt es sich dabei um ein beschranktes Optimierungsproblem, das mit den
in den folgenden Kapiteln vorgestellten Verfahren behandelt werden kann (wobei die qua-
dratische Struktur von g, und die Kugelgestalt von K4, eine effiziente Losung erlaubt).
Andererseits haben wir gesehen, dass die Konvergenz von Algorithmus 10.1 lediglich voraus-
setzt, dass der Schritt s* einen ausreichend groflen vorausgesagten Abstieg produziert; siehe
Lemma 10.1. Es geniigt also, fiir s* eine Niherungslosung von (10.2) zu verwenden, die diese
Bedingung erfiillt. Im Rest dieses Kapitel sollen drei der am héufigsten verwendeten Ansitze
kurz vorgestellt werden.
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

DER CAUCHY-PUNKT

Da wir im Beweis von Lemma 10.1 nur zuldssige Richtungen der Form d = —AVf(x¥),
A € (0, 00), gewidhlt haben, geniigt es offenbar, das quadratische Modell nur entlang dieser
Richtung zu minimieren. Statt (10.2) setzen wir also s* = —oy Vf(x*), wobei o}, Losung ist
des eingeschrankten Problems

min q (—oVf(x*)) mit [|[oVf(x")|| < A.

o=>0
Da qy quadratisch ist, ist die globale Losung dieses Problems gegeben durch

A
IV F(xX)]

min

falls V£(x*)TV2f(x*)Vf(x*) <0,

(10.8) oF =
} sonst,

[ VF(x*)]|2 Ay
V(xR TV2E(xK)VF(xR)? [[VF(xF)]]

vergleiche das Gradientenverfahren mit exakter Schrittweite (6.2). Der Punkt
xc = x* — o VF(xX)

wird Cauchy-Punkt genannt.

Wortlich wie in Lemma 10.1 beweist man nun

Lemma 10.7. Sei s* = —0y Vf(x*) mit o\ gegeben durch (10.8). Dann gilt
F) — v (s5) > L IVF(C) | min LA, LZFGH
(X ) Qk(S ) = ZH (X )H min Ky INZICIINE

Daraus folgt wie zuvor die globale Konvergenz von Algorithmus 10.1, wenn fiir x**' der
Cauchy-Punkt anstelle von x* + s* gewihlt wird.

Satz 10.8. Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar. Dann bricht Algorithmus 10.1 mit x ¢
anstelle von x* + s* entweder nach endlich vielen Schritten ab, oder jeder Hiufungspunkt von
{x*}en ist ein stationdrer Punkt von f.

Dieser Ansatz ist einfach zu implementieren, hat aber den Nachteil, dass der Cauchy-Punkt
einem (moglicherweise gedimpften) Gradientenschritt entspricht. Im besten Fall wird das
Verfahren daher in das Gradientenverfahren tibergehen, weshalb man auch nur dessen (nied-
rige) Konvergenzgeschwindigkeit erwarten kann.
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

DER DOGLEG-SCHRITT

Um lokal superlineare Konvergenz zu erhalten, miissen wir also irgendwie den Newton-Schritt
ins Spiel bringen. Ein Ansatz dafiir ist, den Minimierer des quadratischen Modells nicht nur
entlang des Gradientenschrittes zu suchen, sondern entlang eines “geknickten” Schritts, der
vom optimalen (unbeschriankten) Gradientenschritt

V()|

46 = T ) TV 2 (kW (xF) VH(xt)

weiter entlang des Newton-Schritts
dn = =V (x*) T VF(xK)
(falls existent) geht. Wir suchen daher den Minimierer von ¢, entlang des Pfades

1dg fir T € [0, 1],
d(t) :=
{dG+(T—1)(dN—dG) ﬁirTG[],ZL

unter der Beschrankung ||d(7)|| < Ay. Der Pfad d(7), T € [0, 2], wird Dogleg-Pfad genannt,
da er wegen seinem Knick (manche) an das Bein eines Hundes erinnert.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine Suche entlang dieses Pfades sinnvoll ist.
Lemma 10.9. Sei V*f(x*) positiv definit. Dann gilt:
(i) die Funktion T — ||d(7)|| ist auf [0, 2] monoton steigend;
(ii) die Funktion © — qi(d(7)) ist auf [0, 2] monoton fallend.
Beweis. Beide Eigenschaften sind fiir T € [0, 1] erfiillt, da ||d(7)|| = T|/dg] offensichtlich
monoton und dg der unbeschrinkte Minimierer von qj entlang V(x*) ist. Es ist daher

nur das Intervall [1,2] zu untersuchen. Wir setzen im Folgenden kurz g := Vf(x*) und
H = V2f(x*).

Zu (i): Wir betrachten fiir t € [0, 1] die Funktion

1 1
0(t) = A1+ 1) = 5 ldo + tldn — o)
und zeigen ¢’(t) > 0 fir t € (0, 1). Ausmultiplizieren und Ableiten ergibt

@'(t) = d{(dn — dg) + t]jdn — dg||* = d5(dn — dg)

2 4 TH-T 4
_ IITgH (_gTH1g+ HT9|| >:H9H29 ' g <1_ _ !1|9H _ >
g'Hg g'Hg g'Hg (g"H-'g)(g"Hg)
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Da H und damit auch H~! positiv definit sind, ist der Term vor der Klammer positiv. Mit
Hilfe der Cholesky-Zerlegung H = RTR mit R invertierbar erhalten wir auch

lgll*=9"g=9g"R""Rg= (R "g)"(Rg)
<R "g|lIIRgl = (R""g)"(R""g))""* ((Rg)"(Rg))

— (g"RRg)""* (g"R™Rg)'"* = (g"H "g)'/*(g"Hg)"/.

1/2

Also ist

gl

(g"H'g)(g"Hg) S

und damit ¢’(t) > 0.

Zu (ii): Wir betrachten analog fiir t € [0, 1] die Funktion
P(t) = qi(d(T +t))
1
=f(x*) + g"(dg + t(dn — dg)) + z(dG +t(dn — dg)) "H(dg + t(dn — dg))

und zeigen P’ (t) < O fiir t € (0, 1). Ausmultiplizieren und Ableiten ergibt wegen t < 1T und
der positiven Definitheit von H

P'(t) =g (dn — dg) + dGH(dn — dg) + t(dn — dg) "H(dn — dg)
<g'(dny —dg) + dgH(dn —dg) + (dn — dg) TH(dn — dg)
= (9+HdN)T(dN —dg)

:O,

da nach Definition des Newton-Schrittes gilt dy = —H™'g. ]

Aus dem Lemma folgt, dass genau zwei Fille auftreten kénnen:

(i) Der Newton-Schritt dy liegt im Vertrauensbereich; in diesem Fall ist dy der eindeutige
Minimierer von qy entlang dem Dogleg-Pfad d();

(ii) Der Newton-Schritt dy liegt auflerhalb des Vertrauensbereichs; in diesem Fall gibt es
(wegen der Stetigkeit von T — ||d(T)||) genau einen Punkt d(t*), in dem der Dogleg-
Pfad den Rand des Vertrauensbereichs kreuzt.

Im zweiten Fall unterscheiden wir noch weiter:
(ila) Tt < 1:dann ist x* + d(t*) genau der Cauchy-Punkt;

(iib) T > 1:dannist " = 1+ t*, wobei t* gewdhlt ist als die einzige positive Nullstelle des
quadratischen Polynoms

T(t) = ||dg + t(dn — dg)||* — A?
= |ldn — dg||*t? +2d& (dn — dg)t + [|dg|* — A%
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Wir kénnen also den Dogleg-Schritt wie folgt bestimmen.

Algorithmus 10.2 : Dogleg-Schritt

if |[dg|| > Ak then // Gradientenschritt nicht in Vertrauensbereich

‘ Setze sk = %dg // Akzeptiere Cauchy-Punkt

else if || dn || < Ay then // Newton-Schritt im Vertrauensbereich

‘ Setze s* = dn // Akzeptiere Newton-Schritt

else // Pfad schneidet Rand zwischen dg und dy
Bestimme positive Nullstelle t* € (0, 1) von r(t)

L Setze s = d(1 +t*) // Gehe zum Rand des Vertrauensbereichs

Da nach Lemma 10.9 der Funktionswert des quadratischen Modells entlang des Dogleg-Pfads
monoton abfallt und wir nach Konstruktion auf dem Pfad mindestens bis zum Cauchy-Punkt
gehen, ist der vorausgesagte Abstieg fiir den Dogleg-Schritt stets mindestens so grof wie
fiir den Cauchy-Punkt. Aus Lemma 10.7 folgt daher die globale Konvergenz des Dogleg-
Trust-Region-Verfahrens. Genau wie im Beweis von Satz 10.6 zeigt man nun, dass deshalb
irgendwann der Newton-Schritt stets im Vertrauensbereich liegt und daher als Dogleg-Schritt
akzeptiert wird, woraus die lokale superlineare Konvergenz folgt.

Das Verfahren funktioniert in der Form allerdings nur, falls V2f(x*) immer positiv definit ist;
man kann es aber so modifizieren, dass fiir Vf(x*)TV2f(x*)Vf(x*) < 0 statt dem Dogleg-
Schritt der Cauchy-Punkt verwendet wird. Auch in diesem Fall kann man globale Konvergenz
und lokal superlineare Konvergenz zeigen; siehe [Kelley 1999, Abschnitt 3.3.6].

INEXAKTE TRUST-REGION-VERFAHREN

Eine besonders effiziente Variante dieser Idee verbindet den Trust-Region-Ansatz mit dem
inexakten Newton-Verfahren, in dem die Newton-Gleichung V2f(x*)s = —Vf(x¥) nihe-
rungsweise mit Hilfe eines iterativen Verfahrens gelost wird. Im Trust-Region-Verfahren wird
dieses iterative Verfahren nun so modifiziert, dass die Iteration den Vertrauensbereich nicht
verldsst. Produziert das iterative Verfahren eine Folge {s™},,cy von Néherungslosungen der
Newton-Gleichung, so wird grob vereinfacht fiir jeden Schritt tiberpriift:

(i) Ist [ V2£(x¥)s™ + VF(xN)|| < ni||[VF(x*)| fiir eine vorgegebene Toleranz 1y > 0, so
setze s := s™ und beende die Iteration.

(ii) Ist ||s™|| > A (oder kann s™ aus irgendeinem Grund nicht als Naherungslosung
vertraut werden, etwa wenn V2f(x*) als nicht positiv definit erkannt wird), so bestimme
analog zum Dogleg-Schritt s* als denjenigen Punkt zwischen s™ ' und s™, fiir den
|s¥]| = Ay gilt.

(iii) Ansonsten fahre mit der Iteration fort.
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10 TRUST-REGION-VERFAHREN

Verwendet man als iteratives Verfahren das CG-Verfahren, so kann man zeigen, dass dadurch
s* stets einen mindestens so groflen vorausgesagten Abstieg erzeugt wie der Cauchy-Punkt,
woraus die globale Konvergenz folgt. Ahnlich wie fiir den Dogleg-Schritt zeigt man dann
ls*|| = 0, so dass das inexakte Trust-Region-Verfahren irgendwann in das inexakte Newton-
Verfahren tibergeht, welches fiir ny, — 0 lokal superlinear konvergiert. Fiir Details (die auf

spezifischen Eigenschaften des CG-Verfahrens beruhen) sei auf [Geiger und Kanzow 1999,
Kapitel 14.7] verwiesen.
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Teil 111

OPTIMIERUNG MIT NEBENBEDINGUNGEN



OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Wir betrachten nun fiir X C R™ und f : X — R das restringierte Optimierungsproblem

mig

und leiten dafiir zundchst Optimalitdtsbedingungen her. Wie schon fiir den Falln = 1
bekannt, ist das Verschwinden des Gradienten keine notwendige Optimalititsbedingung
fiir einen lokalen Minimierer, wenn dieser auf dem Rand der zuldssigen Menge liegt. Fiir
(verniinftige) X C R ist dies durch einfaches Nachpriifen endlich vieler Randpunkte noch
leicht zu handhaben. Ist n > 1, aber X C R™ ein Polyeder (d. h. durch endlich viele lineare
Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen beschrieben), so hat der Rand von X
ebenfalls eine spezielle Struktur (was in der linearen Optimierung weidlich ausgenutzt wird).
Fiir allgemeine Teilmengen X C R™ kann der Rand aber beliebig kompliziert sein, was die
Schwierigkeit der restringierten Optimierung ausmacht.

TANGENTIALKEGEL

Wir orientieren uns an Satz 3.1, der besagt, dass fiir unrestringierte Probleme in einem lokalen
Minimierer x alle Richtungen Abstiegsrichtungen sein miissen, d. h. Vf(x)"d > 0 fiir alle
d € R™ gilt. Fiir ein restringiertes Problem spielen dagegen nur die Richtungen eine Rolle, die
nicht sofort(!) aus X hinausfiihren; fiir solch eine Richtung d € R™ muss also x :=x+td € X
tir alle t > 0 klein genug gelten. Dies motiviert die folgende Definition: Wir nennen d € R™
Tangentialrichtung an X in x, falls Folgen {x*}xcny C X und {ty }xen C (0, 00) existieren mit

Xk —x
tx

x* = x, te — 0, —d.

Die Menge aller Tangentialrichtungen bezeichnen wir als Tangentialkegel

Tx(x) :={d € R™ : d ist Tangentialrichtung an X in x}.
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Ist x ein innerer Punkt von X, so gilt Tx(x) = R™ (da wir in dem Fall {x*}x ey C B:(x) C X
beliebig wihlen kénnen). Weiter gilt stets 0 € Tx (x) (wihle x* := x) sowie fiir d € Tx(x) und
o > 0auch d := ad € Tx(x) (wihle t* := «~'t;), was die Bezeichnung Kegel rechtfertigt.

Dass wir bei der Konstruktion von Tangentialrichtungen Folgen von Punkten in X und nicht
nur feste Punkte zulassen, liegt daran, dass der so definierte Tangentialkegel stets abgeschlos-
sen ist. Dies wird spater von Bedeutung sein.

Lemma 11.1. Seien X C R™ nichtleer und x € X. Dann ist Tx(x) abgeschlossen.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fir {d*}xeny C Tx(x) mit d* — d auch d € Tx(x) gilt. Fir
jede Tangentialrichtung d* existieren gemaf3 Definition Folgen {x*'} ey € X und {ty 1hey C
(0, 00) so, dass fiir alle k € N ein 1(k) € N existiert mit

1 1 k,L(k)
X B < X

ti, 1)

&=

ka,l(k) _XH < g

Fiir die entsprechenden Diagonalfolgen {x''"*)}, cy € X und {ti 1 (i) teen C (0, 00) gilt daher
wegen d* — d

k,U(k) _ k,1(k)

X X

+||d* —d|| =0
i

X

i

tiir k — oo. Also ist auch d eine Tangentialrichtung. ]

Analog zu Satz 3.1 erhalten wir eine abstrakte notwendige Optimalititsbedingung erster
Ordnung.

Satz 11.2. Seien X C R™ eine nichtleere Menge und f : X — R stetig differenzierbar. Hat f in
x € X ein lokales Minimum, so gilt

(11.1) VEx)Td >0 fiir alle d € Tx(%).

Beweis. Sei d € Tx(x) beliebig. Dann existieren nach Definition Folgen {x*}ycy C X und
{tihken C (0,00) mit x* — % und =% — d. Weiter existiert nach Satz 1.1 ein £ =

X + 0y (x* — %) mit 0, € (0,1) und b
VEES) T (x* — %) = f(x*) = f(x) 2 0

fir k € N hinreichend grof3 (denn % ist lokaler Minimierer und x* € X). Da mit x* — % auch
&% — x konvergiert, konnen wir durch t, > 0 dividieren und erhalten wegen der Stetigkeit
von Vf durch Grenziibergang

k _ %
VE(R)Td = lim VF(EF)T <" X) >0,
k—o0 tk

was zu beweisen war. O]
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Ist K C R™ ein nichtleerer Kegel, so bezeichnet man die Menge
K®:={x e R":x"d < Ofiiralle d € K}

als Polarkegel von K. Die notwendige Optimalititsbedingung (11.1) kann man damit kompakt
schreiben als

(11.2) —VIf(x) € Tx(x)°.

REGULARITATSBEDINGUNGEN

Der Rest des Kapitels ist nun der Aufgabe gewidmet, konkrete Darstellung sowohl des Tan-
gentialkegels Tx (x) als auch der notwendigen Optimalititsbedingung (11.1) herzuleiten fiir
Mengen der speziellen Form

(11.3) X={xeR":gi(x) <0, 1<i<m, hjix)=0,1<j<p}

fir gi, hy : R™ — R stetig differenzierbar.

UNGLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten zuerst den Fall von reinen Ungleichungsnebenbedingungen, d. h.
X={xeR":gix) <0, 1<i<m}

tir g; : R™ — R stetig differenzierbar. Da wir Abstiegsrichtungen durch die Ableitung (und
damit Linearisierung) der Zielfunktion charakterisieren kénnen, ist es naheliegend zu versu-
chen, Tangentialrichtungen iiber die Ableitung der Nebenbedingungen zu charakterisieren.
Weiterhin ist zu erwarten, dass bei der Charakterisierung eines lokalen(!) Minimierers X nur
die aktiven Nebenbedingungen mit g;(x) = 0 eine Rolle spielen. Tatsdchlich kdnnen wir
folgendes zeigen.

Lemma 11.3. Fiirx € X und d € Tx(x) gilt
Vgi(x)Td <0 fiir alle i mit gi(x) = 0.
Beweis. Fiir d € Tx(x) existieren nach Definition Folgen {x*}x ey C X und {ty }ken C (0, 00)

mit x* — % und "k;’_‘ — d.Seinunti € {1,...,m} mit g;(x) = 0 beliebig. Dann folgt fiir alle
k € N wegen x* € X und Satz 1.1

0> gi(Xk) - gi(X) = Vgi(ék)T(X" —x)

fir & := x* 4+ 0y (x — x*) mit 6y € (0,1). Wieder folgt aus x* — x auch &* — x. Division
durch ty > 0 und Grenziibergang k — oo ergibt dann wegen der stetigen Differenzierbarkeit
von g; die Behauptung. O]
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11 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Definieren wir die Menge der aktiven Nebenbedingungen
Ax(x) ={ie{l,...,m}: gi(x) =0}
und den Linearisierungskegel
Lx(x) :={d € R™: Vgi(x)'d < Ofiirallei € Ax(x)},

so haben wir gerade gezeigt, dass Tx(x) C Lx(x) gilt. Fiir Satz 11.2 ist das aber die falsche
Richtung: Da Ly(x) grdfer ist als Tx(x), ist die Bedingung Vf(x)"d > 0 fiir alle d € Lx(x)
stdrker als (11.1) und daher nicht unbedingt fiir jeden lokalen Minimierer erfiillt - es ist
also keine notwendige Optimalitatsbedingung mehr (und eine hinreichende sowieso nicht).
Beachte auch, dass der Tangentialkegel nur von der Menge X abhéngt und damit unabhéngig
ist von ihrer Beschreibung durch konkrete Ungleichungen g; (x) < 0, der Linearisierungskegel
dagegen sehr wohl von der Wahl der g; abhéngt.

Leider gilt die umgekehrte Inklusion Lx(x) C Tx(x) im Allgemeinen nicht. Als Beispiel
betrachten wir die Menge

Xi={x R : g1(x) =x2 —x{ <0, g2(x) = —x2 < 0}

sowie den zuldssigen Punkt x = (0,0)T, in dem beide Nebenbedingungen aktiv sind. Der
zugehorige Linearisierungskegel ist

Lx(0)={d€eR?:d> <0, —d, <0} ={d € R*: d, =0}.

Der Tangentialkegel ist nach Lemma 11.3 eine Teilmenge dieses Kegels. Allerdings gilt fiir
alle x € X stets x3 > x; > 0 und damit auch x; > 0. Also gilt nach Definition von
Tangentialrichtungen in x = 0 auch d; = limy_,, x/tx > 0. Der Tangentialkegel ist daher
die echte Teilmenge

Tx(0) ={d€R*:dy >0, d; =0}.

Das Problem ist hier, dass die Nebenbedingungen in x = (0, 0) " lokal nicht von der Bedingung
x2 = 0 unterscheidbar sind (X ist dort zu “spitz”); um durch Linearisierung genau den
Tangentialkegel zu bekommen, brauchen wir also mehr “Luft” in X.

Satz 11.4. Seix € X. Existiert einv € R™ mit

(11.4) Vagi(x)™v <0 fiir allei € Ax(x),

so ist Tx(x) = Lx(x).

Beweis. Nach Lemma 11.3 ist nur die Inklusion Lx (x) C Tx(x) zu zeigen. Sei dazu d € Lx(x)

beliebig. Wir konstruieren nun geeignete Folgen {x*}x ey C X und {ty }xen C (0, 00). Dafiir
betrachten wir fiir festes « > 0 und t > 0 beliebig den Vektor

X¢ = x +t(d + av).

Wir zeigen zuerst, dass fiir t hinreichend klein x; € X gilt,d. h. gi(x¢) < Oftiralle1 <i<m
gilt. Dafiir machen wir eine Fallunterscheidung:
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11 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

(i) i€ Ax(x): Wegen d € Lx(x) gilt zundchst Vg;(x)"d < 0 und daher

lim =Vgi(x)'(d+av) =Vgi(x)Td + aVgi(x) v < 0.

t—0+t

gi(x¢) — gi(x)
t

Da der Grenzwert strikt negativ ist, muss wegen g;(x) = 0 fiir i € Ax(x) auch gelten

gi(xt) = gilxe) — gi(x) <0
fir t > 0 klein genug.

(ii) 1 ¢ Ax(x): Dannist g;(x) < 0, und wegen der Stetigkeit von g; und x; — x firt — 0
gilt auch gi(x¢) < O fir t > 0 klein genug.

Fir alle 1 <1 < mexistiert also ein t; > 0 mit g;(x{) < O fiir alle t < t;. Also existiert ein
s:=min{t;: 1 <i<m}>0mitx, € Xfirallet < s.

Wir setzen nun ty := 1 und x* := x,,. Fiir alle k € N grofl genug ist dann x* € X; auflerdem

gilt sowohl x* — x fiir k — oo als auch

X —x

=d+ ov.
ty +

Also ist nach Definition d + av € Tx(x) fiir alle > 0. Da nach Lemma 11.1 Tangentialkegel
stets abgeschlossen sind, folgt durch Grenziibergang o« — 0 auch d € Tx(x). [

Ein Punkt x € X, fiir den Tx(x) = Lx(x) gilt, heif3t regulir; eine Bedingung wie (11.4), die
die Regularitit eines Punktes garantiert, nennt man Regularititsbedingung oder (auch im
Deutschen) constraint qualification. (Die “triviale” Regularititsbedingung Tx(x) = Lx(x)
wird auch als Adabie constraint qualification bezeichnet.)

Eine starkere, aber leichter tiberpriifbare, Bedingung ist die sogenannte linear independence
constraint qualification (LICQ).

Folgerung 11.5. Seix € X. Ist die Menge {Vgi(x) : 1 € Ax(x)} C R™ linear unabhdngig, so ist
X reguldr.

Beweis. Unter dieser Voraussetzung hat das lineare Gleichungssystem
Vgi(x)'d = b, i€ Ax(x),
vollen (Zeilen-)Rang und damit fiir beliebige b; € R eine (nicht unbedingt eindeutige)

Losung. Wahlt man b; < 0 fir alle i € Ax(x), ist somit (11.4) erfiillt und die Aussage folgt
aus Satz 11.4. OJ

Wieder sind fiir konvexe Funktionen stirkere Aussagen moglich.

83



11 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Folgerung 11.6. Sei g; konvex fiir alle 1 < i < m. Existiert ein X € X mit
(11.5) gi(%) <0 fiiralle1 <i<m,

so ist jeder Punkt x € X regulir.

Beweis. Fiir x = X ist wegen (11.5) die aktive Menge Ax (x) leer und damit (11.4) trivialerweise
erfiillt. Sei daher x # %. Aus der Konvexitit folgt mit Satz 1.4 (i) fiir alle i € Ax(x)
Vgi(x) (% —x) < gi(X) — gi(x) = gi(%) <0

und daraus (11.4) mitv := % — x. l

Die Bedingung (11.5) wird Slater-Bedingung genannt.

Fiir lineare Nebenbedingungen konnte man erwarten, dass automatisch Tx(x) = Lx(x) gilt,
und in der Tat stellt die Linearitdt an sich eine Reguléritsbedingung dar.

Satz 11.7. Seien alle g; affin-linear fiir alle 1 < i < m, d. h. es existieren a; € R™ und o; € R
mit gi(x) = alx — o. Dann ist jeder Punkt x € X regulir.

Beweis. Der Beweis ist ein stark vereinfachter Spezialfall von Satz 11.4. Fiir x € X beliebig
und d € Lx(x) setze ty := % und x* := x + t,d. Wieder machen wir die Fallunterscheidung

(i) i € Ax(x): Dann gilt a/x = &; und zusammen mit a/ d < 0 wegen d € Lx(x) folgt

T

Kk _ T T
a;x° =a;x+tea; d < o.

(ii) 1 ¢ Ax(x): Dann gilt alx < o; und damit auch

T,k

_ T T
aix" =a;x+ta;d <oy

fur ty hinreichend klein.
Also ist x* € X fiir k € N grof§ genug sowie

Xk —x

=d
ty ’

d.h. d e Tx(x). U

Auch Kombinationen dieser Regularitatsbedingungen sind moglich - es reicht zum Beispiel,
dass nur diejenigen g;, die nicht affin-linear sind, die Slater-Bedingung erfiillen.
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GLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten nun denn Fall von reinen Gleichungsnebenbedingungen, d. h.
X={xeR":hix)=0, 1<i<p}

fir h; : R™ — R stetig differenzierbar. Da Gleichungsnebenbedingungen stets aktiv sind, ist
der entsprechende Linearisierungskegel fiir x € X definiert durch

Lx(x) ={d € R": Vhi(x)"d =0, 1 <i<p}.

Vollig analog zu Lemma 11.3 (nur mit Gleichheit an Stelle der Ungleichung) beweist man nun
die folgende Inklusion.

Lemma 11.8. Fiir alle x € X gilt Tx(x) C Lx(x).

Fiir die umgekehrte Inklusion benotigt man wieder eine Regularitatsbedingung.

Satz 11.9. Sei x € X. Ist die Menge {Vhi(x):1 <i<p} C R" linear unabhdngig, so ist
x reguldr.

Beweis. Der Beweis folgt im Prinzip dem von Satz 11.4; die Schwierigkeit besteht dabei darin,
dass wir mit unserer “Tangentenfolge” {x*}xcy den (nichtlinearen) Gleichungen h;(x) = 0
folgen miissen. Dazu addieren wir zu der tiblichen “linearen” Konstruktion x; = x +td einen
nichtlinearen (in t) Korrekturterm, den wir — unter der genannten Voraussetzung - mit Hilfe
des Satzes tiber implizite Funktionen erhalten.

Sei dafiir d € Lx(x) beliebig. Ziel ist zu zeigen, dass fiir ¢ > 0 klein genug eine Kurve
x:(—e, &) — R™ existiert mit x(0) = x, x’(0) = d und hy(x(t)) =0 firallet € (—¢, ¢) und
1 < 1< p. Zu diesem Zweck definieren wir zunichst die Funktion

h:R™ — RP, x = (hi(x), ..., hyp(x)T
und konstruieren mit ihrer Hilfe eine Funktion H : RP*! — RP komponentenweise durch
Hj(y)t) = hj(x+td+h/(x)Ty)a 1 <1<p)

wobei h’(x) die Jacobi-Matrix von h bezeichnet (deren Spalten genau die Vh;(x) sind).
Wir betrachten nun das nichtlineare Gleichungssystem H(y,t) = 0, das wegen x € X
offensichtlich die Losung (g, t) = (0,0) besitzt. Auf diese Gleichung wenden wir nun den
Satz tiber implizite Funktionen an, um eine Kurve y(t) zu erhalten. Zunichst hat die Funktion
y — H(y, t) fiir t > 0 fest nach der Kettenregel die Jacobi-Matrix

Hy (0,0) = h/(x)h/(x)" € RP*P.
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Nach Voraussetzung hat h’(x) vollen Rang, und damit ist H, (0, 0) invertierbar. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen existiert daher ein ¢ > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktiony : (—¢,¢) — RP mity(0) =0und H(y(t),t) =0 fiirallet € (—e¢, ¢) sowie

y'(t) = —Hy(y(t), ) "He(y(t),t)  fiirallet € (—¢,¢).

Analog hat die Funktion t — H(y, t) fiir y € RP fest die Ableitung Hy(y,t) = h'/(x +td +
h'(x)"y)d, und damit folgt

y'(0) = —Hy(0,0) "h/(x)d =0
wegen Vhi(x)"d = 0 fiir alle T < i < m nach Annahme an d.
Wir definieren nun die gesuchte Kurve durch
x(t) :==x +td + h/(x) "y(t).
Dann gilt nach Konstruktion von y(t)
h(x(t)) = H(y(t),t) =0 furallet € (—¢,¢)

sowie x(0) = 0und x/(0) = d + h/(x)"y’(0) = d. Setzen wir also t, := % und x* := x(ty),
so gilt x* € X fur k € N grof§ genug sowie

k

X©—x x(tk) — %

lim —im XX ) g,
k—o0 tk k—o0 tk

d.h.d e Tx(x). ]

Wieder ist die Linearitit an sich eine Regularititsbedingung.

Satz 11.10. Seien alle h; affin-linear fiir alle 1 < i < p, d. h. es existieren b; € R™ und 3; € R
mit h(x) = b x — Bj. Dann ist jeder Punkt x € X reguldr.

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zu dem von Satz 11.7: Wir wihlen wieder t := | und
x* = x + t,d. Firx € X und d € Lx(x) folgt dann mit bjx = h(x) + ; = B; und
b/d = Vh;(x)"d = 0 sofort

bix* = Db/ x + tkbfd = B;.

Also ist x* € X fiir alle k € N sowie "kt—;" =d,d. h.d € Tx(x). O
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GEMISCHTE NEBENBEDINGUNGEN

Wir kommen nun zum allgemeinen Fall,
X={xeR":gi(x) <0, T<i<m, hjx)=0,1<j<p}

fir gi,h; : R™ — R stetig differenzierbar, fiir den der Linearisierungskegel gegeben ist
durch

Lx(x) = {d e R": Vgi(x)'d <0, i € Ax(x), Vhj(x)'d=0,1<j<p}.

Die “einfache” Inklusion beweist man wieder vollig analog zu Lemma 11.3, indem man die
Nebenbedingungen einzeln betrachtet.

Lemma 11.11. Fiir alle x € X gilt Tx(x) C Lx(x).
Fiir die andere Richtung kombiniert man nun die obigen Ansitze, wobei man nur darauf ach-
ten muss, dass sich Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen nicht in die Quere kommen.

Die entsprechende Regularitdtsbedingung nennt man Mangasarian-Fromowitz constraint
qualification (MFCQ).

Satz 11.12. Seix € X. Gilt
(i) die Menge {Vh;(x):1 <j < p} C R™ ist linear unabhingig,
(ii) es gibt einv € R™ mit
Vgi(x)™v <0 fiir allei € Ax(x),
Vhix)™v=0 fiirallei € {1,...,p},

so ist x reguldr.

Beweis. Sei d € Lx(x) beliebig. Dann gilt insbesondere Vh;(x)"d = 0 und damit nach
Annahme (ii) auch Vh;(x)"(d + av) = 0 firralle « > Ound 1 < i < p. Wie im Beweis
von Satz 11.9 konstruiert man nun mit Hilfe von Annahme (i) fiir d ;= d + «v eine Kurve
x:(—ee) > R"mitx(0) =x,x'(0) =d = d+ av und h;(x(t)) =0fiiralle 1 <j < pund
te (—e,e).

Weiter ist Vgi(x)"d < 0 und damit nach Annahme (ii) auch Vg; (x)"(d + ov) < 0 fiir alle
i€ Ax(x). Also gilt fiir x(t) nach Konstruktion

li i) —gi(x)

t—0* t

= Vgi(x)"x'(0) = Vgi(x)T(d + av) < 0.

Wie im Beweis von Satz 11.4 existiert daher ein s € (0, ¢) mit g;(x(t)) < O farallet € (0, s)
und 1 <i<m.

Durch Wahl von ty := % und x* := x(t}) folgt nun wie zuvor, dass d + ov € Tx(x) fiir alle
o > 0 ist. Aus der Abgeschlossenheit von Tangentialkegeln erhdlt man nun d € Tx(x). O
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Weitere Regularititsbedingungen erhélt man ebenfalls durch geeignete Kombinationen, etwa
die “volle” LICQ.

Folgerung 11.13. Sei x € X. Ist die Menge
{Vgi(x),Vhj:ie Ax(x),1 <j <p}CR"

linear unabhdngig, so ist x reguldr.

Beweis. Unter dieser Voraussetzung hat das lineare Gleichungssystem

Vgi(x)"d = by, i€ Ax(x),
th(X)Td:C)’> j€{1,...,P},

vollen (Zeilen-)Rang und damit fiir beliebige b;, c; € R eine (nicht unbedingt eindeutige)
Losung. Wahlt man b; < 0 und ¢; = 0, ist somit die MFCQ erfiillt, und die Aussage folgt aus
Satz 11.12. n

Ebenso kombiniert man die “globalen” Regularititsbedingungen.

Folgerung 11.14. Seien alle g; konvex und alle h; affin-linear, d. h. es existieren b; € R™ und
B; € R mit hj(x) = bjx — B;. Gilt:

(i) die Menge {b; : 1 <j < p}ist linear unabhingig,

(ii) es existiert ein X € X mit
gi(x) <0 fiiralle1 <i<m,
so ist jeder Punkt x € X regulir.

Beweis. Wir miissen lediglich noch Annahme (ii) von Satz 11.12 nachpriifen. Dafiir betrachten
wir wieder fiir x € X beliebig die Richtung v := % —x. Genau wie im Beweis von Folgerung 11.6
erhdlt man aus der Konvexitit von g;

Vgi(x)'v < gi (%) — gi(x) = gi(X) <0 fir allei € Ax(x).
Auflerdem gilt fiir alle x € X wegen X € X und damit insbesondere h;(X) = 0 auch
Vhi(x)"v=b/x—b/x=p;—p; =0 firalle1 <j<p.

Also ist die MFCQ erfiillt, und die Aussage folgt aus Satz 11.12. ]

Durch Kombination der Beweise von Satz 11.7 und Satz 11.10 erhilt man schlief8lich den fol-
genden Satz, der erklirt, warum in der linearen Optimierung keine Regularitdtsbedingungen
notwendig war.

Satz 11.15. Seien alle g; und h; affin-linear. Dann ist jeder Punkt x € X reguldr.
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DIE KKT-BEDINGUNGEN

Ist ein lokaler Minimierer x reguldr, so kann man aus der abstrakten Optimalitdtsbedingung
(11.1) eine explizite Charakterisierung von X gewinnen. Um dies zu motivieren, betrachten wir
den Fall einer einzigen Gleichungsnebenbedingung, X = {x € R™ : h(x) = 0}firh : R™ — R
stetig differenzierbar. Dann ist Lx(x) = {d cR":Vh(x)'d = O} = ker Vh(x)T ein linearer
Unterraum (namlich der Tangentialraum von X). Da fiir Unterraume der Polarkegel mit dem
orthogonalen Komplement iibereinstimmt, erhalten wir fiir einen reguldren Minimierer X
aus der dquivalenten Schreibweise (11.2) die Bedingung

—VFf(x) € Tx(%)° = Lx(%)° = (ker Vh(x)")* = ran Vh(x),

denn fiir jede lineare Abbildung A gilt (ker A)* = ran AT. Nach Definition des Bildes existiert
also ein A € R mit

~Vf(%) = Vh(Z)A,

womit wir (im Fall n = 1) die klassische Lagrange-Multiplikator-Regel fiir die Minimierung
reeller Funktionen unter Gleichungsnebenbedingungen wiedergewonnen haben. (Die dafiir
“offensichtlich” hinreichende Bedingung Tx(x)° = Lx(x)° wird auch Guignard constraint
qualification genannt.)

Fiir den allgemeinen Fall von beliebig vielen Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedin-
gungen verwenden wir statt der Gleichheit (ker A)* = ran AT das Farkas-Lemma aus der
linearen Optimierung.'

Lemma 11.16 (Farkas-Lemma). Fiir dimensionsvertrdigliche Vektoren c, d, x,y, u,v und Ma-
trizen A, B, C, D gilt genau eine der beiden Aussagen

(i) Es existieren x,y mit

Ax+ By <c,
Cx+ Dy =d,
x > 0.

(ii) Es existieren u,v mit

u"A+vIC >0,
u"B4+v'D =0,

u =0,
u'c+vid<o.

'siehe z. B. [Clason 2014, Folgerung 1.7]
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Satz 11.17. Seien f : R™ — R stetig differenzierbar und X C R™ von der Form (11.3). Sei x € X
ein lokaler Minimierer von f. Ist X regulir, so existieren L € R™ und A € RP mit

m P
VHR) + ) uVai(®) + ) AVhy(x) =0,
(11.6) =l =1
hj(x) =0, 1<j<p,
>0, gi(x) <0, [gi(x)=0, 1T<i<m.

Beweis. Aus (11.1) und der Regularitit von % folgt
VEx)Td >0 fir alle d € Lx(%).
Also existiert kein v € R™ mit
Vi) v <0, Vai(3)™v <0, Vhi(x)'v=0
firallei € Ax(x) und 1 <j < p. Fir
e A=0undB =0,

o C=—Vgu(x) (die Matrix, deren Spalten durch Vgi(x), 1 € Ax(%) gegeben ist) und
D = —Vh(x) (analog aus den Spalten Vh;(x), T < j < p bestehend),

e ¢ =0undd = Vf(x),

ist also Aussage (ii) in Lemma 11.16 fiir beliebige u > 0 nicht erfiillt. Es muss daher Aussage (i)
gelten, d. h. es gibt x > 0 und y mit Cx + Dy = d. Setzen wir

) i 1e Ax(x
A=y firl1 <j<p, D L x(7_<)>
0 i¢Ax(x),

ist dies genau die erste Zeile von (11.6). Nach Definition gilt auch fi;g;(%) = 0 fiir alle
1 < i < m,woraus zusammen mit der Zulédssigkeit von x € X die restlichen Zeilen folgen. [

Analog zur Minimierung reeller Funktionen nennt man A, {t Lagrange-Multiplikatoren; die
Bedingungen (11.6) werden Karush-Kuhn-Tucker- oder kurz KKT-Bedingungen genannt. Die
letzte Zeile ist dabei eine Komplementaritditsbedingung; man spricht von strikter Komplemen-
taritdt, falls fiir alle i € Ax (%) gilt fi; = 0 genau dann, wenn g; (%) < 0. Die erste Zeile kann
man auch mit Hilfe der Lagrange-Funktion

m p
(11.7) L:R™ x R™ x RP = R, (x, yA) = f(x) + Z wnigi(x) + ZAjhj(x),
i=1 j=1

auch knapp schreiben als VL(%, ft,A) = 0, wobei V den Gradienten nur beziiglich der
ersten Variablen bezeichnet. (Die zweite Zeile kann man dann entsprechend schreiben als

VaL(x, i, A) =0.)
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Unter stirkeren Regularititsbedingungen kann man mehr iiber die Lagrange-Multiplikatoren
aussagen.

Folgerung 11.18. Sei x € X ein lokaler Minimierer, der die LICQ erfiillt. Dann sind die zugeho-
rigen Lagrange-Multiplikatoren A € RP, i € R™ eindeutig bestimmt.

Beweis. Zundchst muss fiir alle i ¢ Ax (%) wegen der Komplementaritatsbedingung fi; = 0
gelten. Damit reduziert sich die erste Zeile von (11.6) auf

P
> V(%) + ) AVhy(x) = —VF(X).
ieAx (%) j=1

Da nach Voraussetzung die Vektoren Vgi(x),1 € Ax(x) und Vh;(x), 1T < j < p, linear

unabhingig sind, hat dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung fi;, i € Ax(X), A;,
1 <j < p. Also sind die Lagrange-Multiplikatoren eindeutig. ]

Fiir affin-lineare bzw. konvexe Gleichungs- bzw. Ungleichungsrestriktionen sind die KKT-
Bedingungen sogar hinreichend. Dafiir ist nicht mal eine Slater-Bedingung erforderlich.

Folgerung 11.19. Seien f und alle g; konvex und alle h; affin-linear, d. h. es existieren b; € R™
und B; € R mit hj(x) = bix — B;. Erfiillt ein Tripel (X, i, A) € R™ x R™ x RP die KKT-
Bedingungen (11.6), so ist X ein globaler Minimierer von f in X.

Beweis. Aus den KKT-Bedingungen folgt direkt die Zuléssigkeit von k. Sei nun x € X beliebig.
Aus der Konvexitit von g; folgt dann mit Satz 1.4

Vagi(®)T(x —%) < gi(x) — gi(x) <0 firrallei € Ax(%).
Ebenso folgt aus der Konvexitit von f mit Satz 1.4 und der ersten Zeile von (11.6)

f(x) > f(x) + VF(x)T(x — %)

denn wegen x, x € Xist bij =B = b].ch furalle 1 <j < p. Alsoist X ein globaler Minimierer
von f in X. U]

Sind schliefSlich auch f und alle g; affin-linear, so entsprechen die Lagrange-Multiplikatoren
genau den dualen Variablen in der linearen Optimierung, und die KKT-Bedingungen liefern
eine weitere Herleitung der dort zentralen schwachen Komplementaritit.
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HINREICHENDE BEDINGUNGEN

Zum Abschluss betrachten wir Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung, wobei wir uns auf
die in der Praxis wesentlich relevanteren hinreichenden Bedingungen beschrianken. Wéahrend
im Falle der unrestringierten Optimierung die Kriimmung der Zielfunktion (iiber die positive
Definitheit der Hessematrix) ausschlaggebend ist, miissen wir hier gegebenfals auch die
Kriitmmung der Nebenbedingungen beriicksichtigen. Wir brauchen dafiir einen weiteren

Kegel. Dafiir zerlegen wir fiir einen KKT-Punkt (%, fi,A) die aktive Menge Ax (X) in

d. h. in die Menge der aktiven Nebenbedingungen, fiir die strikte Komplementaritat gilt bzw.
nicht. Wir definieren nun den kritischen Kegel

vgi(i)—rd =0,1¢€ .A+()_(, I:L))
Kx(X, 1) ;=< deR": Vgi(X)'d <0, i€ Ap(X, @), p C Lx(X).
Vh(x)Td=0,1<j<p
Fiir die hinreichende Bedingung verwenden wir dann statt der Hesse-Matrix V2f die zweite

Ableitung V2, L der Lagrange-Funktion (11.7) nach x (die ja zusitzlich zu f auch die Neben-
bedingungen g, h; enthdlt), aber dafiir nur entlang der kritischen Richtungen.

Satz 11.20. Seien f, gi, h; zweimal stetig differenzierbar. Erfiillt (X, fi,A) € R™ x R™ x RP die
KKT-Bedingungen (11.6) und gilt

(11.8) A'V2 L(x,,A)d >0  fiiralled € Kx(x, 1) \ {0},

so ist x ein strikter lokaler Minimierer von f in X.

Beweis. Angenommen, die Voraussetzungen sind erfiillt, aber x € X ist kein strikter lokaler
Minimierer. Dann existiert eine Folge {x*} ey C X \ {X} mit x* — % und f(x*) < f(x) fir
alle k € N. Wir definieren nun eine Folge {d* }xcy durch

. Xk —x
Tk =%

Da wegen ||d*|| = 1 diese Folge beschrinkt ist, existiert eine konvergente Teilfolge {d"}xck
mit d* — d firein d € R™ mit ||d| = 1, d.h. d # 0. Wir zeigen nun, dass d € Lx(x) gilt.
Fiir beliebige i € Ax(x) und k € N folgt aus Satz 1.1 die Existenz eines &£"* mit

Vi (8D )T (x* —%) = gi(x*) — gi(x) <0

wegen g; (x*) < 0 fiir x* € Xund g;(x) = 0 fiir i € Ax (). Wie tiblich folgt aus x* — % auch
£b% — %, und Division durch ||x* — || und Grenziibergang K 3 k — oo liefert

(11.9) Vgi(x)Td <0 fur alle 1 € Ax(x).
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11 OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

Analog folgt fiir beliebige 1 < j < p wegen x*,x € X auch
Vhi(E9)T(x* — %) = hj(x*) —hj(x) =0

und damit nach Division durch ||x* — %|| und Grenziibergang

(11.10) Vh;(x)'d =0 firalle1 <j <p.

Alsoist d € Lx(x) \ {0}

Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

(i) d € Kx(%, ). In diesem Fall zeigen wir, dass d die Bedingung (11.8) verletzt. Zunachst
gilt fiir alle x* nach Konstruktion

m P
f(%) > F(x*) > F(xX) + ) fuigi(x) + ) Ahy(x*) = L(x¥, i1, A),
i=1 j=1

da x* zuldssig und {i; > 0 ist fiir alle 1 < i < m. Wir wenden nun Satz 1.2 auf die

Funktion x — L(x, 1, A) an und erhalten

f(x) > L(x, i A)
- - 1 -
= L(X, 1, A) + Vi L(x, it A) T (x* — %) + z(xk —%)TV2 L(EX, 1, A) T (x* — %)
= () + 50— 0T VLES )0 ),
da aufgrund der KKT-Bedingungen L(x, f1,A) = f(X) sowie VL L(x,ft,A) = 0 gilt.
Wieder gilt £ — x wegen x* — %, und Division durch ||x* — x||* und Grenziibergang
K 3 k — oo liefert

A"V2 L(x, ,A)d <0 fiird e Kx(x, ft),
im Widerspruch zu (11.8).

(i) d & Kx(x, ). Dann existiert ein i, € A, mit Vg;, (x)'d < 0. Analog zu oben folgt
mit f(x¥) < f(x) aus
VF(ES) T (x* —%) = f(x*) — f(x) <0

durch Division und Grenziibergang zusammen mit V,L(%, ft,A) = 0 und (11.9), (11.10)
die Ungleichung

m P
0> VF(x)Td=-> @mVg®)Td—) AVhi(x)'d>—f, Vgi. (x)7d>0
i=1 j=1
und damit ebenfalls ein Widerspruch. O
Gilt andererseits (11.8) mit grof3er oder gleich und zusétzlich eine geeignete Regularitatsbedin-

gung (z. B. die LICQ), so kann man zeigen, dass dies eine notwendige Optimalititsbedingung
zweiter Ordnung darstellt; siehe z. B. [Geiger und Kanzow 2002, Satz 2.54].
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STRAF- UND BARRIEREVERFAHREN

Wir kommen nun zu Verfahren zur numerischen Losung von Optimierungsproblemen mit
Nebenbedingungen. Ein klassischer Ansatz besteht darin, das Problem durch eine Folge von
unrestringierten Problemen zu approximieren, indem man die Zielfunktion so modifiziert,
dass das Verlassen des zuldssigen Bereichs X zunehmend “teuer” wird. Bei Strafverfahren
(auch Penalty-Verfahren) wird dabei eine Straffunktion m: R™ — R mit t(x) = 0 fir x € X
und 7t(x) > O fiir x ¢ X addiert, die mit einem Penalty-Parameter « > 0 gewichtet wird. Man
betrachtet also das Problem

min f(x) + a7m(x).
x€R™

Je grofler o gewdhlt ist, desto mehr Wert wird auf die (ndherungsweise) Erfiillung der Nebenbe-
dingung x € X gelegt. Man hofft daher, dass fiir « — oo die Folge {x «}«~0 der entsprechenden
Minimierer gegen einen Minimierer X € X von f konvergiert.

QUADRATISCHE STRAFVERFAHREN

Wir betrachten wieder den konkreten Fall
X={xeR":gix) <0, 1T<i<m, hjix)=0,1<j<p}

fir gi, hj : R™ — R stetig differenzierbar, und bestrafen die Nebenbedingungen einzeln. Im

quadratischen Strafverfahren wahlt man dazu quadratische Funktionen, und zwar
(i) fiir die Gleichungsnebenbedingung h;(x) = 0 die Funktion x %Ihj (%)%

(i) fiir die Ungleichungsnebenbedingung g;(x) < 0 die Funktion x — |(g;)*|?, wobei
(1) := max{0, t} bezeichnet.
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Man minimiert nun anstelle von f fiir « > 0 die Funktion

x = [0¢ i
Palx) = 1f(x)+ 3 3 19" +5 > Iy(x)P?
i=1 j=1
= 100 + S l(g00) 17 + S IR,

wobei wir wieder die Nebenbedingungen zu vektorwertigen Funktionen g : R — R™ und
h:R™ — RP zusammengesetzt haben, und (v)* fiirv € R™ komponentenweise zu verstehen
ist. Offensichtlich gilt P, (x) = f(x) fiir alle x € X und o > 0. Wir setzen in Folge kurz

mi(x) = % (g I + (MO 1?) -

Wir fragen uns zuerst, wann das penalisierte Problem

(12.1) min P (x)
x€R™

eine Losung besitzt. Dafiir miissen wir annehmen, dass f auf ganz R™ wohldefiniert ist.
Auflerdem brauchen wir eine Annahme an die Darstellung der Menge X.

Satz 12.1. Sei f : R™ — R stetig, X C R™ nichtleer und abgeschlossen, und entweder
(i) f koerziv oder
(ii) X beschrdnkt, 7 koerziv, und f nach unten beschrdnkt.
Dann existiert fiir alle o« > 0 eine Losung x, € R™ von (12.1).
Beweis. Gilt (i) oder (ii), so ist P, = f + ot die Summe einer nach unten beschriankten und

einer koerziven Funktion und damit koerziv. Da mit g und h (und t — (t)*) auch 7(x) stetig
ist, folgt die Existenz aus Satz 2.2. ]

Wir nehmen in Folge an, dass die Bedinungen von Satz 12.1 erfiillt sind. Ein Strafverfahren
hat dann die Form von

Algorithmus 12.1: Quadratisches Strafverfahren
Input: oy > 0, x° € R™
fork =0,... do
Berechne x**! als globalen Minimierer von (12.1) mit « = o (und Startwert x*)
if x**! € X then

‘ return x**!
else

L Wahle K41 > K

Um die Konvergenz dieses Verfahrens zu untersuchen, zeigen wir zuerst niitzliche Eigen-
schaften der so erzeugten Folge {x*}icn.
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Lemma 12.2. Sei f : R™ — R stetig und X C R™ nichtleer. Angenommen, Algorithmus
12.1 erzeugt fiir eine streng monoton wachsende, unbeschrinkte Folge {ot xen C (0, 00) eine
unendliche Folge {x*}\cn. Dann gilt

(i) {P oy (X*)}ken ist monoton wachsend;
(ii) {7t(x*)}xen ist monoton fallend;
(iii) {f(x*)}xen ist monoton wachsend;

(i) {(gi(x*))  heew 1 <1< m, und {hj (x*)}en, 1 < j < p, sind Nullfolgen.

Beweis. Zu (i): Aus der globalen Optimalitdt von x* und og. < o1 folgt

Po (XF) < Po (xX*1) = F(x* 1) + ogerr(x )

Xk
FOMMT) 4 oY) = Py (XK.

N

Zu (ii): Aus Py, (x*) < Py (x*71) und Py, , (x*1) < Py, (x*) folgt durch Addition

)+ o),

o 7t(xF) + o1 (XM < ogem(x
was durch Umformen

(0 — i) ((x%) — 7(x*+1)) <0

ergibt. Aus o, < o1 folgt nun 7t(x*) > m(x**1).

Zu (iii): Aus der Optimalitdt von x* und (ii) folgt sofort
() + oaer(x*) < FX) + ogem(x*FT) < () + o (x¥)

und damit f(x*) < f(x**1).

Zu (iv): Da X nichtleer ist, existiert ein X € X. Aus der Optimalitit von x* und (iii) folgt dann
f(R) = f(R) + oemm(R) = f(x*) + oemr(x*) > £(x°) + ogem(x¥).

Wegen o — oo folgt daraus nun

Nach Definition von 7t miissen daher auch (g;(x*))* — 0 und h(x*) — 0 gehen. l

Damit konnen wir nun die Konvergenz zeigen.

96



12 STRAF- UND BARRIEREVERFAHREN

Satz 12.3. Sei f : R™ — R stetig und X C R™ nichtleer. Dann bricht Algorithmus 12.1 entweder
nach endlich vielen Schritten in einem globalen Minimierer ab oder erzeugt fiir eine streng
monoton wachsende, unbeschrinkte Folge {0 en C (0, 00) eine unendliche Folge {x*}cn, fiir
die jeder Haufungspunkt ein globaler Minimierer ist.

Beweis. Nach Satz 12.1 kann das Strafverfahren nur im Fall x* € X abbrechen. In diesem Fall
gilt aber

F(x*) = F(x*) + onemt(x*) < f(x) + ouer(x) = f(x)
fir alle x € X, d. h. x* ist globaler Minimierer von f in X

Andernfalls sei x € R™ ein Haufungspunkt von {x*} cyy und {x*}x ck eine gegen x konvergente
Teilfolge. Da mit g und h (und t — (t)") auch 7t(x) stetig ist, folgt aus Lemma 12.2 (iv)
n(x) = lim w(x*) = 0.

k—o00

Nach Definition von 7t impliziert dies X € X. Fiir alle x € X und k € K gilt wegen 7t(x) > 0
daher

F(x*) < F(x*) + ouem(x*) < f(x) + auer(x) = f(x).

Durch Grenziibergang k — oo auf beiden Seiten folgt daraus f(x) < f(x) fiir alle x € X, d. h.
X ist globaler Minimierer von f in X. [

Um die in Schritt 3 bendtigte Lésung von (12.1) zu berechnen, mdchten wir Verfahren aus
Teil II einsetzen, fiir die P, zumindest stetig differenzierbar sein muss. Problematisch ist
dabei nur die Penalisierung der Ungleichungsnebenbedingungen. Durch Fallunterscheidung
t > 0,t < 0und t = 0 in der Definition der reellen Ableitung vergewissert man sich aber
schnell, dass gilt

d
= ()P ="

Aus der Summen- und Kettenregel folgt daher
m P

(12.2) VP4 (x) = VF(x) + ocZ(gi(x))+Vgi(x) + ocZ h; (x)Vhy(x).
i=1 j=1

Vergleicht man dies mit (11.7), so erhélt man
VP4 (x) = V,L(x,u,A) fur p:=oa(g(x))", A:=oah(x).

Tatsdchlich kann man (unter einer Regularititsbedingung) zeigen, dass die zu {x*}xcn ge-
horenden Folgen {1} en, {A*}en gegen die entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren des
restringierten Problems konvergieren.
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Satz 12.4. Seien f : R™ — R, g : R® - R™ und h : R™ — RP stetig differenzierbar.
Konvergiert die durch Algorithmus 12.1 erzeugte Folge {x*}cn gegen einen Punkt x € X, der
die LICQ erfiillt, so konvergieren auch

W o=oa(gxX )T =1, A= och(xF) = A,

und (X, i1, A) erfiillt die KKT-Bedingungen (11.6).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Konvergenz von {u*}icy und {A\*}cn. Wir unterscheiden
wieder aktive und inaktive Nebenbedingungen: Fir i ¢ Ax(x) gilt gi(x) < 0. Aus der
Stetigkeit von g; folgt dann g; (x*) < 0 und damit auch (g;(x*))* = 0 fiir k € N grof§ genug.
Also gilt

(12.3) w = o (g(x*)Nt = 0= fiir allei ¢ A(x).

Fiir die restlichen Komponenten verwenden wir die LICQ. Wir bezeichnen mit A, diejenige
Matrix, die aus den Spalten Vg;(x*), i € Ax(%), und Vh;(x*), 1 <j < p, gebildet wird. Da
nach Voraussetzung g und h stetig differenzierbar sind, konvergiert die Folge dieser Matrizen
gegen die Matrix A, die entsprechend aus den Spalten Vg;(x) und Vh;(x) gebildet wird.
Weiterhin hat A aufgrund der LICQ vollen Spaltenrang, und damit ist ATA invertierbar.
Nach Lemma 7.4 ist damit auch A A, fir k € N hinreichend grof3 invertierbar, und es gilt
(ATAL)T — (ATA) .
Nun ist x* ein unrestringierter Minimierer von P, , erfiillt also die notwendige Optimalitits-
bedingung VP, (x*) = 0. Fiir k € N mit g; (x*) < 0 folgt daraus (vergleiche (12.2))
K
0 = Ay VPq (x*) = AL VF(X¥) + A A <‘;{j> ,

wobei 1% den Vektor bezeichnet, der aus den Komponenten p¥,i € Ax (%), besteht. Aufgrund
der Stetigkeit von Vf und der Konvergenz A, — A erhalten wir damit

Th _ (ATa \-1aT " CATAV-13 v [ Ba
(Ak>— (AfAK) TALVE(xF) = —(ATA)TAVA(x) _.<7\>.

Damit ist die Konvergenz der Folgen {u*}y ey und (A"} e gezeigt.

Fiir die KKT-Bedingungen folgt aus der Optimalitét der x*, der Definition der u* und A*
sowie der Stetigkeit von Vf, Vg und Vh
Vo L(%, i, A) = lim V,L(x5, 1k, A%) = lim VP (x¥) = 0
k—o00 k—o00

und damit die erste Relation von (11.6). Aus Satz 12.3 folgt insbesondere X € X und damit
h;(x) = 0flir 1 <j < p,d.h. die zweite Relation. Ebenso gilt g; (%) < 0 sowie nach Definition

= klim o (gi(x )T =0

fir alle 1 < i < m. Schliefilich folgt aus (12.3) auch die Komplementarititsbedingung
igi(x) =0 fur alle 1 <1 < m und damit die dritte Relation. O
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Ein Nachteil der quadratischen Penalisierung ist, dass in der Regel x, ¢ X gilt. Aus (12.2)
folgt namlich VP, (x) = Vf(x) fiir alle x € X. Wire also x, € X ein Minimierer von Py, so
wiirde aus der notwendigen Optimalitdtsbedingung folgen

0 = VPq(xa) = VF(x«),

was nur moglich ist, wenn x, stationdrer Punkt von f im Inneren von X ist. Man muf3
also tatsdchlich « — oo streben lassen; erschwerend kommt hinzu, dass in der Regel die
Minimierung von P, mit wachsendem & zunehmend schwieriger wird (z. B. durch wachsende
Konditionszahl der Newton-Systeme).

EXAKTE STRAFVERFAHREN

Dieser Nachteil kann durch eine unterschiedliche Wahl der Straffunktion vermieden werden.
Eine Straffunktion 7t : R™ — R heif$t exakt in einem Minimierer x € X, wenn ein endliches
& > 0 existiert, so dass X auch ein unrestringierter Minimierer von f + ar fiir alle o« > &
ist.

Eine Variante besteht darin, anstelle der Quadrate den Absolutbetrag der Nebenbedingungen
zu penalisieren. Man betrachtet also die Straffunktion

m p

m(x) =) (i)™ + ) Il = [[(gb)) ™ lh + [[R(x)]|1-
j=1

i=1

Fiir konvexe Probleme kann man zeigen, dass 7t; fiir « grof8 genug in der Tat exakt ist.

Satz 12.5. Seien f : R™ — R und g; : R™ — R, 1 < 1 < m, stetig differenzierbar und konvex,
und seihj : R™ — R, 1 <j < p, affin-linear. Es sei weiter die Slater-Bedingung (11.5) erfiillt.
Dann ist 7y exakt in jedem Minimierer X € X.

Beweis. Unter den Annahmen an die Nebenbedingung sind alle Punkte x € X regulir; jeder
Minimierer X € X von f erfiillt also die KKT-Bedingungen (11.6). Insbesondere existieren
Lagrange-Multiplikatoren 1 € R™ und A € RP. Wegen fi > 0 und der Konvexitit aller
Funktionen ist auch die Abbildung x ~— L(x, ft,A) konvex. Aus Satz 1.4 und der ersten
Relation in (11.6) folgt daher fiir alle x € R™

L(x, i, A) = L(%, i, A) 4+ Vi L(%, i, A) T (x — %) = L(&, 1, A).

Weiterhin folgt aus der Definition der Straffunktion sowie den restlichen KKT-Bedingungen

m P
(%) + am (%) = F(%) = f(X) + D igi(%) + D> Ajhy(%) = L(%, i, A).
i=1 j=1
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Wir wahlen nun

(12-4) &= maX{l:Lh---) i, |7\1|))|}\p|}

Dann gilt fiir alle o« > & und x € R™ wegen f1; > 0

Also ist x globaler Minimierer von f + «r;. H

Allerdings gibt es nichts geschenkt; da der Betrag (bzw. die Funktion t — (t)*) nicht diffe-
renzierbar ist, ist auch f + a7y nicht differenzierbar. Die fiir das Strafverfahren benétigten
Minimierer konnen also nicht mit den Methoden aus Teil II berechnet werden. Tatsachlich
sind exakte Straffunktionen notwendig nicht differenzierbar (aufler in Minimierern, die im
Inneren von X liegen).

Satz 12.6. Sei f : R™ — R stetig differenzierbar und sei x € X ein Minimierer mit V{(x) # 0.
Ist t: R™ — R eine differenzierbare Straffunktion, so ist sie nicht exakt in X.

Beweis. Angenommen, 71 : R™ — R wire eine differenzierbare, exakte Straffunktion. Dann
existiert ein & > 0, so dass X ein unrestringierter Minimierer von f + 7t fiir alle « > & ist. Da
f + art nach Annahme differenzierbar ist, folgt aus der notwendigen Optimalititsbedingung

(12.5) Vf(x) + aVm(x) = 0.
Fiir beliebige o, otz > & mit oy # «; gilt daher
Vi(x) + o Vr(x) = 0 = VI(x) + aa V7r(x),
was durch Umformen
(7 — o) Vm(x) =0

ergibt. Daraus folgt V7t(x) = 0 und damit wegen (12.5) auch V(%) = 0, im Widerspruch zur
Annahme. O
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BARRIEREVERFAHREN

Strafverfahren sind ungeeignet, wenn die Zielfunktion f fiir x ¢ X gar nicht definiert ist. In
Barriereverfahren wird dagegen der Minimierer X € X durch eine Folge von inneren Punkten
angendhert. (Man spricht daher auch von innere-Punkte-Verfahren.) Da fiir Gleichungsne-
benbedingungen der zulédssige Bereich keine inneren Punkte besitzt, betrachten wir hier nur
reine Ungleichungsnebenbedingungen

X={xeR":gi(x) <0, T<i<m}

fir g; : R™ — R stetig differenzierbar. (Zusatzliche Gleichungsnebenbedingungen werden
entweder durch eine Straffunktion oder den im folgenden Kapitel vorgestellten Ansatz behan-
delt.) Anstelle einer Straffunktion, die erst auerhalb von X zu wirken beginnt, verwendet man
nun eine Barrierefunktion, die bereits bei Anndherung an den Rand von X gegen unendlich
strebt; verbreitet ist dabei die logarithmische Barrierefunktion x — —In(—gi(x)). Anstelle
von f minimiert man daher fiir x > 0 die Funktion

m
Ba(x) :=f(x) — ) In(—gi(x)) =: f(x) + aB(x).
i=1
Ist diese Funktion nicht definiert wegen g;(x) > 0 fiir ein 1 < 1 < m, so setzen wir B, (x) :=
co. Damit also eine Lésung von

(12.6) min B, (x)
xERM

existiert, muss es einen strikt zuldssigen Punkt mit g (x) < O fir alle 1 <1 < m geben - dies
ist genau die Slater-Bedingung (11.6).

Satz 12.7. Sei f : X — R stetig, X C R™, beschrinkt, nichtleer und abgeschlossen. Gilt die
Slater-Bedingung (11.6), dann existiert fiir alle & > 0 eine Losung xo € X von (12.6).

Beweis. Die Slater-Bedingung garantiert die Existenz eines strikt zuldssigen Punktes X € X,
fir den

M =B, (%) < 00
gilt. Wir betrachten nun die Menge
Xm i={x € X:By(x) < M}.

Offensichtlich muss ein Minimierer von B (falls existent) in X liegen, d. h. auch Losung
sein von

(12.7) min B, (x).
xeEXM
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Es gentigt also zu zeigen, dass dieses Problem eine Losung hat.

Wir zeigen zuerst, dass X, kompakt ist. Mit X ist auch Xy C X beschrinkt. Fiir die Abge-
schlossenheit sei {x*}.cny C Xm eine konvergente Folge mit Grenzwert x € X. Wegen der
Stetigkeit von f, g;, 1 < i < m, sowie t — In(t) ist B stetig auf X, (beachte, dass gi(x) < 0
fiir alle x € X gelten muss). Durch Grenziibergang folgt daher auch B, (%) < M, d.h.
X € Xm. Also ist Xy kompakt, und aus der Stetigkeit von B, folgt mit Satz 2.2 die Existenz
einer Losung von (12.7). O

Man kann nun hoffen, dass fiir x — 0 die Folge {x4}«~0 der entsprechenden Minimierer von
(12.6) gegen einen Minimierer X € X von f konvergiert. Entsprechend hat das Barriereverfah-
ren nun die Form von

Algorithmus 12.2 : Barriereverfahren

Input: oo > 0, x° € X strikt zuldssig
Setze k =0
fork =0,... do
Berechne x**! als globalen Minimierer von (12.6) mit & = ;. (und Startwert x*)
L Wahle K1 < Ky

Wieder wird man in Schritt 3 Verfahren aus Teil IT anwenden, wobei man diesmal (etwa bei
der Schrittweitensuche) aufpassen muss, dass nur strikt zulédssige Iterierte erzeugt werden.

Auch hier kann man Monotonieeigenschaften der so erzeugten Folge zeigen.

Lemma 12.8. Angenommen, Algorithmus 12.2 erzeugt fiir eine streng monoton fallende Nullfolge
{0 ken C (0, 00) eine unendliche Folge {x*}xen C X. Dann gilt

1. {B(x¥)}ken ist monoton wachsend;
2. {f(x*)}xen ist monoton fallend.
Beweis. Zu (i): Wir verwenden wieder die globale Optimalitit zusammen mit der strikten

Zulassigkeit aller x*. Aus B, (x*) < By, (x*™ ) und By, ., (x*™") < Bg, ,, (x*) folgt durch
Addition und Umformen

(ot — ouer) (BXS) — B(x*1)) < 0.

Aus o > oy folgt nun B(x*) < B(xFT).

Zu (ii): Aus der Optimalitét folgt zusammen mit (i)

0 < Bay,y (x) = Bo,, (X*F1) = £(x*) — F(x**1) + o1 (B(XF) — B(x))
< F(xF) — f(x**). O
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12 STRAF- UND BARRIEREVERFAHREN

Um die Konvergenz von Algorithmus 12.2 zeigen zu konnen, bedarf es einer Art Regularitats-
bedingung. Dafiir definieren wir das strikte Innere
XC={xeR":gi(x) <0, 1 <i<m}

der zuldssigen Menge. Beachte, dass dies im Allgemeinen nur eine Teilmenge des topolo-
gischen Inneren sein muss! (Das strikte Innere hdngt ja, im Gegensatz zum topologischen
Innerern, von der konkreten Beschreibung von X durch die g; ab.)

Satz 12.9. Seienf: X — Rund g; : R™ — R, 1 < 1 < m, stetig. Es gelte X° # () sowie X° = X.
Erzeugt Algorithmus 12.2 fiir eine streng monoton fallende Nullfolge {0t }xen C (0, 00) eine
unendliche Folge {x*}xen C X, so ist jeder Haufungspunkt ein globaler Minimierer von f in X.

Beweis. Sei {x*}cx C X° eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert %, der wegen X° = X in
X liegt. Angenommen, X wére kein globaler Minimierer von f in X. Dann existiert ein x € X
mit f(x) < f(x). Wegen X° = X und der Stetigkeit von f existiert daher ein * € X° nahe
genug an x, so dass ebenfalls f(X) < f(x) gilt.
Aus Lemma 12.8 (i) und der Optimalitit von x* folgt nun

F(x*) + oucB(x°) < F(x*) + o B(x*) < F(R) + o B(R)
tiir alle k > 0. Stetigkeit von f und o, — 0 ergibt nun

f0) = lim ) <R+ lim o (BR) — B(x°) = F(R),

im Widerspruch zu f(X) < f(x). Also ist X € X ein globaler Minimierer. l
Fiir stetig differenzierbare g; folgt aus & In(t) = { mit der Summen- und Kettenregel
- Vgi(x)
VB4«(x) = VFf(x) — .
(¥ = V1l o)A
Vergleicht man dies wieder mit (11.7), so erhélt man
VBalx) = Vil(x, ) fiir = ——,
g(x)

und in der Tat kann man zeigen, dass fiir x* — % die entsprechenden p* gegen den Lagrange-
Multiplikator {1 konvergieren. Dies wird im primal-dualen innere-Punkte-Verfahren ausge-
nutzt. Dafiir schreibt man die notwendige Optimalititsbedingung VB4 (x«) = 0 um in

VXL(X(X? p'oc) = O’
_(uoc)igi(xcx) = &, 1 <i< m,

(vergleiche die KKT-Bedingungen (11.6) — die Komplementaritdtsbedingungen fi;gi (%) = 1
werden hier “von innen” angenidhert). Auf dieses System wird nun ein Newton-Verfahren
angewendet, wobei nach jedem Newton-Schritt der Penalty-Parameter « geeignet reduziert
wird; eine Schrittweitenregel sorgt dabei dafiir, dass die neuen Iterierten sich nicht zu weit
von (X, L) entfernen. Fiir konvexe Optimierungsprobleme haben sich diese Verfahren als
sehr leistungsfahig erwiesen; siehe z. B. [Boyd und Vandenberghe 2004, Kapitel 11.7].
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SQP-VERFAHREN

Eine der leistungsfahigsten und flexibelsten Klassen von Verfahren fiir Optimierungspro-
bleme mit Nebenbedingungen sind die sogenannten sequential quadratic programming-
Verfahren,kurz SQP-Verfahren. Dabei handelt es sich um die Erweiterung von (Quasi-)Newton-
Verfahren fiir unrestringierte Probleme auf Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen.
Wir fithren diese zuerst fiir den Fall reiner Gleichungsnebenbedingungen ein, und gehen
dann kurz auf den Fall von gemischten Nebenbedingungen ein.

LAGRANGE-NEWTON-VERFAHREN FUR GLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN

Wir betrachten das Problem

min f(x) mit h(x) =0

xER™
fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f : R™ — R und h : R™ — RP. Gilt eine
Regularitatsbedingung, so erfiillt ein lokaler Minimierer X € R™ zusammen mit einem
Lagrange-Multiplikator A € RP die KKT-Bedingungen

0,
0.

V(%) + ATVh(x)
h(x)

Dies sind n + p nichtlineare Gleichungen fiir die n + p unbekannten Komponenten von
(%, A), die wir mit Hilfe der Lagrange-Funktion

L:R" x RP — R, (x,A) = f(x) + ATh(x),

schreiben konnen als
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13 SQP-VERFAHREN

Auf diese Gleichung wenden wir nun das Newton-Verfahren an: Fiir gegebene (x*, A*) be-
rechnen wir s* € R™"P als Losung von

V2L(x5,AF)s = —VL(x*,A9),
und setzen (nach Zerlegung von s* € R™? in s € R™ und sk € RP)
X = xR sk A= AR sk,

Fiir die lokale superlineare Konvergenz miissen wir zundchst nachweisen, dass die Hesse-
Matrix V2L in einem KKT-Punkt (%, A) invertierbar ist. Da die Lagrange-Funktion linear ist
in A, hat diese stets die Form

V2 L(x,\) Vi)\L(x,A)> B (viXL(x,A) Vh(x)>

2 _
V“"’”‘(V%XL(X,M vhLoN)) T\ VheT 0

Diese Struktur konnen wir ausnutzen, um hinreichende Bedingungen fiir die Invertierbarkeit
anzugeben.

Lemma 13.1. Seien f : R — R und h : R™ — RP zweimal stetig differenzierbar. Gilt in
(x,A) € R™ x RP:

(i) Vh(x) € R™*P hat vollen Spaltenrang p;
(i) ATV L(x,\)d >0 fiiralled € R™\ {0} mit Vh(x)Td = 0,

so ist V2L(x,A) € R(M+P)x(n+p) jnyertierbar.

Beweis. Da VZL(x, ) quadratisch ist, geniigt es zu zeigen, dass V2L (x, A) injektiv ist. Seien

daher (s, s)) mit
V2 L(x,A) Vh(x) sx) (O
Coeir T57) (5) =)

Aus der zweiten Zeile folgt sofort Vh(x)"s, = 0. Multiplizieren der ersten Zeile von links
mit s! ergibt dann

0=5sIVZ L(x,A)sx + 5] Vh(x)sx = sTVZ L(x,A)sy.

Wegen Annahme (ii) und Vh(x)"s, = 0 ist dies aber nur moglich, falls s, = 0 gilt. Damit
reduziert sich die erste Zeile zu Vh(x)s, = 0, was aber nach Annahme (i) nur fiir s, = 0 gilt.
Also ist V2L(x, A) injektiv und deshalb invertierbar. l

Fiir einen KKT-Punkt (%, A) entspricht Annahme (i) genau der LICQ, wihrend Annahme
(ii) die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung ist. Analog zu Lemma 7.5 mit L an Stelle
von f folgt daraus, dass VZL(x, A) fiir (x,A) in einer hinreichend kleinen Umgebung eines
solchen KKT-Punktes ebenfalls invertierbar ist. Ebenso folgt daraus wie in Satz 8.1 die lokal
superlineare Konvergenz des Lagrange-Newton-Verfahrens.
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13 SQP-VERFAHREN

Satz13.2. Seien f: R™ — Rund h: R™ — RP zweimal stetig differenzierbar, und sei (x, A) ein
KKT-Punkt, in dem die LICQ und die hinreichende Optimalititsbedingung zweiter Ordnung
gilt. Dann existiert ein & > 0 so, dass fiir alle Startwerte (x°,A°) mit

Ix® =%+ A° = Al < 8

das Lagrange-Newton-Verfahren Folgen {x*}en und {A\*}hcn erzeugt, die superlinear gegen x
bzw. A konvergieren. Ist V*L lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenz sogar quadratisch.

Wie im unrestringierten Fall hat dieses Verfahren den Nachteil der lokalen Konvergenz (die
dariiberhinaus auch einen Maximierer als Grenzwert haben kann), den man mit einer Globa-
lisierung in den Griff bekommen mochte. Die Frage ist auch, wie man dieses Verfahren auf
Ungleichungen anwenden kann. Dafiir ist eine eine alternative Sichtweise auf das Verfahren
niitzlich.

SQP-VERFAHREN FUR GEMISCHTE NEBENBEDINGUNGEN

Wir erinnern uns aus der Herleitung der Trust-Region-Verfahren fiir unrestringierte Ver-
fahren, dass der Newton-Schritt dquivalent als Minimierer einer geeigneten quadratischen
Funktion charakterisiert werden kann. Analog kann man fiir Gleichungsnebenbedingungen
die Losung (s¥, sk) des Lagrange-Newton-Schritts

(13.) V2, L(x*A%) Vh(x*)\ [sx) _ [—V<L(x5A¥)

> Vh(x*)T 0 sn) L —hixk) )¢

tiber ein quadratisches Minimierungsproblem mit linearen Beschrankungen charakterisieren.
Wir betrachten fiir (x*,A*) € R™ x RP das Problem

min VF(x*)Ts + %STViXL(Xk, AR)s
(13.2) seRn

mit h(x*) + Vh(x*)Ts = 0.
Da die Linearitdt der Nebenbedingungen eine Regularititsbedingung darstellt (Satz 11.10),
existiert fiir jeden Minimierer § ein Lagrange-Multiplikator A;, € RP, so dass die KKT-
Bedingungen
VH(xF) + V2, L%, A5 + Vh(x) Ay = 0,
h(x*) + Vh(x*)T5 =0,
erfiillt sind. Setzen wir s¥ := 5 und sk := Aj;,—A* und bringen alle Terme, die kein s* enthalten,
auf die rechte Seite, so erhalten wir genau (13.1). Umgekehrt ist fiir einen Lagrange-Newton-

Schritt (sX, s¥) das Paar (s¥,A* + s&) ein KKT-Punkt von (13.2). Anstelle eines Updates
berechnet man hier also direkt die neue Néherung fiir den Lagrange-Multiplikator.
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13 SQP-VERFAHREN

Fiir Ungleichungsnebenbedingungen betrachtet man analog fiir (x*, u*, A*) € R™ x R™ x RP
das Problem

min VFf(x*)"s + 1sTVZ L(x*, p*A*)s
seR™
(13.3) mit g(x*) + Vg(x*)Ts <0,

h(x*) + Vh(x*)Ts =0,
berechnet einen KKT-Punkt (8, fuin, Aiin ), und setzt dann
XkJr] = Xk + 5) HkJr] = lllin) }\k+1 = 7\lin~

Der Beweis der lokalen Konvergenz ist deutlich komplizierter als im Fall reiner Gleichungsbe-
schrankungen; wir beschrianken uns hier auf die grobe Idee. Angenommen, zusétzlich zur Re-
gularititsbedingung gilt im KKT-Punkt (%, {1, A) des nichtlinearen Problems die strikte Kom-
plementaritdt, d. h. {i; = 0 genau dann, wenn g; (%) < 0. Dann sind die KKT-Bedingungen
dquivalent zum Gleichungssystem

ViL(%, i, A) =0,
hj(x) =0, 1<j<p,
gi(x) =0, i€ Ax(x),
i =0, i Ax(x).

Auf dieses System wird nun das Newton-Verfahren angesetzt. Da die g; stetig differenzierbar
sind, ist Ax (x*) = Ax(x) fiir x* nahe genug an x; ebenso gilt g; (x*) + Vg (x*) T (x* —%) < 0
fur alle i € Ax(x) fir x* nahe genug an %. In diesem Fall kann man wieder zeigen, dass
der Newton-Schritt genau den KKT-Bedingungen fiir (13.3) entspricht. Schliefllich zeigt
man noch, dass die Newton-Matrix in (X, f1, A) invertierbar ist. Startet man also in einer
hinreichend kleinen Umgebung an %, kann man die lokal superlineare Konvergenz des SQP-
Verfahrens aus der des Newton-Verfahrens (fiir eine feste aktive Menge Ax (x) anstelle der
aktiven Menge in x* fiir die linearisierten Ungleichungen!) folgern; siehe [Geiger und Kanzow
2002, Satz 5.31].

Ahnlich knapp gehen wir auf weitere praktische Details ein:

 Analog zum unrestringierten Newton-Verfahren kann man das SQP-Verfahren durch
eine Schrittweitensuche globalisieren. Dabei ist es nicht ausreichend, nur die Zielfunk-
tion f zu betrachten; es miissen auch die Nebenbedingungen berticksichtigt werden.
Dies kann durch Verwendung der exakten Straffunktion

f(x) + oy (x)

fiir « hinreichend grof$ geschehen; dabei wird in der Praxis « = oy wahrend des
Verfahrens angepasst (etwa mit Hilfe von (12.4) fiir u*, A* anstelle von fi, A). Obwohl
7 nicht differenzierbar ist, kann man eine Armijo-Bedingung mit Hilfe von Richtungs-
ableitungen formulieren; siehe [Geiger und Kanzow 2002, Kapitel 5.5.4].
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13 SQP-VERFAHREN

Um trotzdem lokal superlineare Konvergenz zu erhalten, muss irgendwann stets die
Schrittweite o = 1 akzeptiert werden. Fiir Probleme mit Gleichungsnebenbedingung
kann es aber sein, dass das nie der Fall ist. Dies ist als Maratos-Effekt bekannt, und
kann durch einen zusétzlichen Korrektur-Schritt behandelt werden; siehe [Geiger und
Kanzow 2002, Kapitel 5.5.6].

Eine Alternative stellen Trust-Region-SQP-Verfahren dar, die in letzter Zeit vermehrt
untersucht werden.

Fiir die Losung der SQP-Teilprobleme (13.3) kann man analog zum Konvergenzbeweis
die KKT-Bedingung als Gleichungssystem schreiben. Da die linearisierte aktive Menge
Af(s) = {11 gi(x¥) + Vg (x*)Ts* = 0}
nicht bekannt ist, geht man iterativ vor: Man wihlt eine Startschitzung A° C Ak (3),
16st das entsprechende Gleichungssystem mit A° anstelle von A (), und wihlt (falls
man nicht bereits einen KKT-Punkt zu (13.3) gefunden hat) eine geeignete neue Nahe-
rung A'. Dies wird als aktive-Mengen-Strategie bezeichnet; siehe [Geiger und Kanzow

2002, Kapitel 5.1.2].

Schlieflich kann auch in (13.3) anstelle der exakten Hesse-Matrix V2, L(x*, £k, A¥)
eine Quasi-Newton-Nédherung Hy verwendet werden. Bei der Wahl des Updates sind
dabei einige Schwierigkeiten zu beachten, um die positive Definitheit zu gewahrleisten;
siehe [Geiger und Kanzow 2002, Kapitel 5.5.5].
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Teil IV

ABLEITUNGSFREIE VERFAHREN



DAS NELDER-MEAD-SIMPLEX-VERFAHREN

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf Verfahren ein, die keine Kenntnis der Ableitung der
zu minimierenden Funktion voraussetzen, d. h. ausschlieSlich Funktionswerte in vorgegebe-
nen oder geeignet gewihlten Punkten verwenden. Solche Verfahren sind insbesondere in
Anwendungen relevant, in denen ein komplexes System optimiert werden soll, fiir das kein
hinreichend analysierbares mathematisches Modell existiert; insbesondere wenn es geniigt,
lediglich einen besseren Funktionswert als vorher bekannt zu finden.

Dabei unterscheidet man

» modellbasierte Verfahren, in denen die Funktionswerte benutzt werden, um - etwa
durch Interpolation - ein lokales Modell zu erstellen, das dann mit Methoden aus
Teil IT oder Teil III minimiert wird, und

o direkte Suchverfahren, in denen die zuldssige Menge mehr oder weniger systematisch
durchprobiert und jeweils der beste Funktionswert gespeichert wird.

Letztere unterscheidet man weiter in

o stochastische Suchverfahren, bei denen die Auswahl der zu probierenden Kandidaten
(zum Teil) auf Zufall beruht, und

o deterministische Suchverfahren, bei denen dies nicht der Fall ist.

Die Verfahren der ersten Klasse lehnen sich oft an physikalische oder biologische Prozesse an
und haben klingende Namen wie simulated annealing, genetische Algorithmen, particle swarm-
oder firefly-Verfahren. Eine Konvergenztheorie dafiir existiert in der Regel nicht, abgesehen
von Aussagen in der Form “Wenn man lange genug wartet, wird irgendwann einmal jeder
Punkt durchprobiert” (Entsprechend spricht man auch von heuristischen Verfahren.) Fiir
deterministische (und modellbasierte) Verfahren sind stirkere Aussagen moglich, wenn man
annimmt, dass Ableitungen existieren (auch wenn sie nicht zur Verfiigung stehen).

Wir betrachten hier beispielhaft das bekannteste deterministische Suchverfahren, das Nelder-
Mead-Simplex-Verfahren.' Die Idee dabei ist, eine Funktion f : R™ — R in n + 1 Punkten

'nicht zu verwechseln mit dem Simplex-Verfahren der linearen Optimierung
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14 DAS NELDER-MEAD-SIMPLEX-VERFAHREN

X1y.--yXn+1 € R™ auszuwerten, die einen Simplex

n+1 n+1
S = {XER“:X:Z(XiXi)(Xi2032“121}
i=1

i=1

bilden (daher der Name). Der Punkt mit dem grofiten Funktionswert wird nun durch einen
neuen Punkt ausgetauscht, und zwar so, dass der dadurch entstehende neue Simplex (hot-
fentlich) in Richtung eines Minimierers wandert und sich um ihn zusammenzieht. Um den
Schritt konkret zu beschreiben, nehmen wir an, dass die Punkte des aktuellen Simplex nach
aufsteigendem Funktionswert angeordnet sind:

flx1) < f(x2) < - < f(xng1),

d. h. x; ist der aktuell beste Kandidat fiir einen Minimierer, und x,,,; ist der Punkt, der
ausgetauscht werden soll. Fiir den Ersatzpunkt machen wir dabei den Ansatz

] n
x(t) i =X + t(xpp1 — %) mit X:—inteR und teR,
n

i=1

d. h. einen Punkt auf der Verbindungsgerade zwischen dem entfernten Punkt x,, ;; und dem
Schwerpunkt der restlichen Punkte. Konkret probieren wir folgende Punkte durch:

Algorithmus 14.1 : Nelder—-Mead-Simplex-Schritt
Berechne f(x(—1))

if f(x7) < f(x(—1)) < f(x,) then // neuer Punkt weder bester noch schlechtester

‘ Ersetze x,,.11 durch x(—1), return // Reflektionsschritt

else if f(x(—1)) < f(x;) then // neuer Punkt bester

Berechne f(x(—2)) // versuche Richtung weiter

if f(x(—2)) < f(x(—1)) then // neuer Punkt noch besser

‘ Ersetze x,,11 durch x(—2), return // Expansionsschritt

else // neuer Punkt wieder schlechter

L Ersetze x,, 1 durch x(—1), return // Reflektionsschritt

elseif f(x(—1)) > f(x,,) then // neuer Punkt schlechtester

if f(x,,) < f(x(—1)) < f(xn,1) then // neuer Punkt zumindest besser als alter

Berechne f(x(—1/2)) // versuche Richtung nicht so weit

if f(x(—1/2)) < f(x(—1)) then // neuer Punkt noch besser

L Ersetze x,, 1 durch x(—1/2), return // 3uBerer Kontraktionsschritt

else // neuer Punkt noch schlechter als alter
Berechne f(x(1/2))

if f(x(1/2)) < f(xny1) then // neuer Punkt nicht mehr schlechter

L Ersetze x,, 1 durch x(1/2), return // innerer Kontraktionsschritt

Ersetze x; durch %(M +xi), 2<i<n+1 // keine Verbesserung, Schrumpfschritt
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14 DAS NELDER-MEAD-SIMPLEX-VERFAHREN

Das Nelder-Mead-Simplex-Verfahren kann man als eine Art Finite-Differenzen-Version des
Gradientenverfahrens auffassen. Dazu bedarf es etwas Notation. Fiir einen durch die (wieder

nach aufsteigendem Funktionswert angeordneten) Punkte x4, ...,x, 1 € R™ aufgespannten
Simplex S sei Agx € R™ ™ diejenige Matrix, deren Spalten durch die Richtungen x, —
X1y..+yXnt1 — X1 € R™ gegeben sind. Dann gilt fiir die Linge von S
= i— < .
o(8) = max_[x—xi] < Asx]
Wir nennen S singuldr, falls Agx singulér ist. Andernfalls bezeichne k(S) = «(Agsx) die

Kondition von S. Wir definieren weiter
Asf = (F(x2) = F(x1)y ooy F(Xnp1) — f(x1)) " € R™
Der Simplex-Gradient ist dann gegeben durch
Vsf = (Asx) TAsf € R™.

Fiir Lipschitz-stetig differenzierbare Funktionen ist der Simplex-Gradient eine Ndherung an
den Gradienten, die umso besser ist, je kleiner der Simplex ist.

Lemma 14.1. Sei f : R™ — R Lipschitz-stetig differenzierbar mit Lipschitz-Konstante L und sei
S ein nicht-singulirer Simplex. Dann existiert eine Konstante C > 0 unabhdngig von S mit

[Vsf—Vf(xi)| < Ck(S)o(S).

Beweis. Aus der Lipschitz-Stetigkeit von Vf folgt dhnlich wie im Beweis von (7.5) aus Satz 1.3
furalle2 <ig<n+1

o(S)2.

N

L
f(xi) — f(x1) — VF(x1) (xi —x1)] < >l —x 12 <

Quadrieren, Summieren iiber alle i und Wurzelziehen ergibt dann

L
|Ast — (Asx)TVF(xq)| < ﬁzo(S)z.
Daraus folgt
1(Asx) T Asf = VE(x1)|| < [[(Asx) T [[Asf — (Asx)TV(x1) |
L
<A TRz o(s)?
< T‘LI—_K(S)G(S)
2
wegen 0(S) < [[Asx|| und [[ATT[JA]l = [ATY[IA] = «(A) fir A € R™™. Aus der
Definition von Vsf folgt nun die Aussage fiir C := \/n=. [
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14 DAS NELDER-MEAD-SIMPLEX-VERFAHREN

Sei nun {(x¥,...,x5 ;}xen eine durch Algorithmus 14.1 erzeugte Folge von Punkten und
{S*}xen die Folge der entsprechenden Simplices. Zwar verbessert Algorithmus 14.1 in der
Regel nicht in jedem Schritt den zur Zeit kleinsten Funktionswert f(x¥); da jedoch in jeder
Iteration — aufSer im Fall eines Schrumpfschrittes - einer der n 4- 1 Funktionswerte verringert
wird, gilt dies zumindest fiir den durchschnittlichen Funktionswert

1 n+1
. 1 K
o= ;f(xl).
Ist der Abstieg hinreichend grof3, und bleibt die Kondition der Simplices beschrankt, so

konvergiert das Nelder-Mead-Simplex-Verfahren.

Satz 14.2. Sei f : R™ — R Lipschitz-stetig differenzierbar und nach unten beschrdinkt. Gilt fiir
die durch Algorithmus 14.1 erzeugten Folgen

(i) S* ist nicht-singulir fiir alle k € N,
(ii) klim o(S*)k(S*) =0,
(iii) " —f* < —«||Vsef||?  fiir ein o« > O und alle bis auf endlich viele k € N,

so ist jeder Haufungspunkt von {x§hcn ein stationdrer Punkt von f.

Beweis. Mit f ist auch {f*}; <y nach unten beschrinkt und — wegen der Abstiegsbedingung
(iii) - strikt monoton fallend. Also konvergiert diese Folge, und aus (iii) folgt weiter

IVt < ot (7 — F1) 0.

Aus Lemma 14.1 folgt nun zusammen mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und der
Beschranktheitsbedingung (ii)

(14.1) [VE(x5)|| < Ck(S¥)o(S*) + || Vgef]| — 0.

Sei nun {x}}xck eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert X;. Dann folgt aus (14.1) und der
Stetigkeit von Vf

- _ . k _
[V = Jim V)] =0,
was zu zeigen war. O

Keine der Annahmen kann in der Praxis garantiert werden. Man wird daher bei (vermuteter)
Verletzung einer der Bedingungen das Nelder—-Mead-Verfahren mit einer geeigneten Wahl
von Punkten (%7,%2,...,%,) mit X; = x¥ neu starten; siehe z. B. [Kelley 1999, Kapitel 8.1.4].
Dafiir bleibt die Aussage von Satz 14.2 auch dann noch giiltig, wenn die Funktionswerte f(x;)
nur bis auf (kleine) Fehler bekannt sind; siehe z. B. [Kelley 1999, Satz 8.1.2].

113



LITERATUR

W. Alt (2011). Nichtlineare Optimierung. Eine Einfiihrung in Theorie, Verfahren und Anwen-
dungen. 2. Aufl. Vieweg+Teubner, Wiesbaden.

S. Boyd und L. Vandenberghe (2004). Convex optimization. Cambridge University Press,
Cambridge. DOT: 10.1017/CB09780511804441.

C. Clason (2014). ,Optimierung I“. Vorlesungsskript, Fakultat fiir Mathematik, Universitat
Duisburg-Essen. URL: https://www.uni-due.de/~adf@40p/skripte/OptimiSkript14.pdf.

J. Dennis und R. Schnabel (1996). Numerical methods for unconstrained optimization and
nonlinear equations. Bd. 16. Classics in Applied Mathematics. Society for Industrial und
Applied Mathematics. DO1: 10.1137/1.9781611971200.

C. Geiger und C. Kanzow (1999). Numerische Verfahren zur Losung unrestringierter Optimie-
rungsaufgaben. Springer, Berlin. DO1: 10.1007/978-3-642-58582-1.

C. Geiger und C. Kanzow (2002). Theorie und Numerik restringierter Optimierungsaufgaben.
Springer, Berlin. DO1: 10.1007/978-3-642-56004-0.

M. Hanke-Bourgeois (2009). Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissenschaft-
lichen Rechnens. Vieweg+Teubner, Wiesbaden. DO1: 10.1007/978-3-8348-9309-3.

C. T.Kelley (1999). Iterative methods for optimization. Bd. 18. Frontiers in Applied Mathematics.
Society for Industrial und Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, PA. po1: 10.1137/
1.9781611970920.

P. Spellucci (1993). Numerische Verfahren der nichtlinearen Optimierung. Birkhauser Verlag,
Basel. DO1: 10.1007/978-3-0348-7214-0.

M. Ulbrich und S. Ulbrich (2012). Nichtlineare Optimierung. Birkhauser, Basel. Do1: 10.1007/
978-3-0346-0654-7.

114


http://dx.doi.org/10.1017/CBO9780511804441
https://www.uni-due.de/~adf040p/skripte/Optim1Skript14.pdf
http://dx.doi.org/10.1137/1.9781611971200
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-58582-1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-56004-0
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-9309-3
http://dx.doi.org/10.1137/1.9781611970920
http://dx.doi.org/10.1137/1.9781611970920
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-0348-7214-0
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-0346-0654-7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-0346-0654-7

	I Grundlagen
	Grundlagen der Linearen Algebra und Analysis
	Grundlegende Begriffe und Existenz

	II Optimierung ohne Nebenbedingungen
	Optimalitätsbedingungen
	Abstiegsverfahren
	Schrittweitenregeln
	Armijo-Regel
	Powell–Wolfe-Regel

	Das Gradientenverfahren
	Newton-artige Verfahren
	Newton-Verfahren
	Lokales Newton-Verfahren
	Globalisiertes Newton-Verfahren
	Inexakte Newton-Verfahren

	Quasi-Newton-Verfahren
	Quasi-Newton-Updates
	Lokale Konvergenz
	Globale Konvergenz

	Trust-Region-Verfahren
	Das Trust-Region-Newton-Verfahren
	Zur Berechnung des Trust-Region-Schrittes


	III Optimierung mit Nebenbedingungen
	Optimalitätsbedingungen
	Tangentialkegel
	Regularitätsbedingungen
	Die KKT-Bedingungen
	Hinreichende Bedingungen

	Straf- und Barriereverfahren
	Quadratische Strafverfahren
	Exakte Strafverfahren
	Barriereverfahren

	SQP-Verfahren
	Lagrange–Newton-Verfahren für Gleichungsnebenbedingungen
	SQP-Verfahren für gemischte Nebenbedingungen


	IV Ableitungsfreie Verfahren
	Das Nelder–Mead-Simplex-Verfahren


