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UBERBLICK

Die Optimierung beschiftigt sich mit Minimierungsproblemen der Form

in F
e P

fiir eine Funktion F : U — R. Konkret fragt man sich:

(i) Hat dieses Problem eine Losung, d. h. existiert ein X € U mit

F(x) < F(x) fur alle x € U?

(ii) Gibt es eine intrinsische Charakterisierung von x, d.h. ohne Vergleich mit allen
anderen x € U?

(iii) Wie kann dieses x (effizient) berechnet werden?
Fir U c R" lasst sich das Vorgehen wie folgt skizzieren:

(i) IstU kompakt und ist F stetig, so nimmt die Funktion F nach dem Satz von Weierstrafl
ihr Minimum in X € U an.

(ii) Ist F differenzierbar, so gilt das Fermat-Prinzip
0 = F'(x).
(iii) Ist F stetig differenzierbar und U offen, so kann man Gradientenverfahren verwenden:
Wihle x° und setze furk = 1,...
X =k P (xR
mit geeigneter Schrittweite ti, dann gilt x — % fiir k — oo.

Ist F sogar zweimal stetig differenzierbar, kann man das Newton-Verfahren fiir die
Nullstelle von F’ anwenden: Wihle x° geeignet und setze fiir k = 1,...

xk+l — xk _ F”(xk)_lF/(Xk).
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Nun gibt es zahlreiche praktisch relevante Funktionen, die nicht differenzierbar sind, wie
etwa die Betrags- oder die Maximumsfunktion. In der nichtglatten Analysis sucht man
daher nach verallgemeinerten Ableitungsbegriffen, die auch fiir solche Funktionen das obige
Vorgehen erlauben und gleichzeitig genug Rechenregeln zulassen, um fiir eine grofie Klasse
von Funktionen explizit angegeben werden konnen. In dieser Vorlesung konzentrieren wir
uns auf die beiden Klassen

(i) der konvexen Funktionen und
(ii) der lokal Lipschitz-stetigen Funktionen,

die zusammen ein breites Spektrum an Anwendungen abdecken. Insbesondere bieten erste-
re eine Grundlage fiir verallgemeinerte Gradientenverfahren, letztere fiir verallgemeinerte
Newton-Verfahren. Ziel ist dabei insbesondere, Funktionen zu behandeln von der Form

1 o
min —||S(x) — z||f + = ||x||Z
min 115(x) = 2] + -l

fur eine konvexe Menge C C X, eine (eventuell nichtlineare aber differenzierbare) Ab-
bildung S : X — Y, a > 0 und p,q € [1,00) (insbesondere p = 1 und oder g = 1).
Solche Funktionen treten haufig auf als Regularisierung inverser und schlecht gestellter
Probleme, in der mathematischen Bildverarbeitung, und in der optimalen Steuerung von
Differentialgleichungen. Als weiterer Schwerpunkt betrachten wir die Optimierung daher
in unendlichdimensionalen Funktionenraumen; die gesuchten Minimierer sind also Funk-
tionen. Dadurch sind die vorgestellten Verfahren diskretisierungsunabhdngig, konnen also
auf jede (verniinftige) endlichdimensionale Approximation angewendet werden, ohne dass
die Feinheit der Diskretisierung eine Rolle spielt.

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:

[1] H.H. BAuscHKE & P.L. COMBETTES (2017), Convex Analysis and Monotone Operator
Theory in Hilbert Spaces, 2. Aufl., CMS Books in Mathematics/Ouvrages de Mathéma-
tiques de la SMC, Springer, New York, pol: 10.1007/978-3-319-48311-5

[2] M. BROKATE (2014), Konvexe Analysis und Evolutionsprobleme, Vorlesungsskript,
Zentrum Mathematik, TU Miinchen, URL: http://www-mé6.ma.tum.de/~brokate/cev_ssi4.
pdf

[3] F. CLARKE (2013), Functional Analysis, Calculus of Variations and Optimal Control,
Springer, London, DoOI: 10.1007/978-1-4471-4820-3

[4] A.ScHIELA (2008), A simplified approach to semismooth Newton methods in function
space, SIAM . Opt. 19(3), 1417-1432, DOI: 10.1137/060674375

[5] W. ScHIrROTZEK (2007), Nonsmooth Analysis, Universitext, Springer, Berlin, poi: 10.
1007/978-3-540-71333-3


https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-48311-5
http://www-m6.ma.tum.de/~brokate/cev_ss14.pdf
http://www-m6.ma.tum.de/~brokate/cev_ss14.pdf
https://dx.doi.org/10.1007/978-1-4471-4820-3
https://dx.doi.org/10.1137/060674375
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-71333-3
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-71333-3
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[6] M. ULBRICH (2011), Semismooth Newton Methods for Variational Inequalities and Cons-
trained Optimization Problems in Function Spaces, Bd. 11, MOS-SIAM Series on Opti-
mization, SIAM, Philadelphia, PA, poi: 10.1137/1.9781611970692
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1T GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

In diesem Kapitel stellen wir die fiir diese Vorlesung wesentlichen Begriffe, Notationen
und Resultate zusammen. Fiir Beweise wird auf die Standardliteratur verwiesen, z. B. auf
[Werner 2011], sowie auf [Clason 2019].

1.1 NORMIERTE RAUME

Im Folgenden bezeichne X einen Vektorraum tiber dem Kérper K, wobei wir uns hier stets
auf den Fall K = R beschréinken. Eine Abbildung || - || : X — R* := [0, o0) heifst Norm (auf
X)), falls fiir alle x € X gilt

(1) ||Ax|| = |All]x]|| fur alle A € K,
(i) [lx+ yll < llx[[ + [ly]l fir alle y € X,

(iii) ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0 € X.

Beispiel 1.1. (i) Auf X = RN werden Normen definiert durch

N 1p
lIxllp = (Z Ixilp) 1<p<oo,
i=1

(ii) Auf X = ¢P (dem Raum der reellen Folgen, auf dem folgende Ausdriicke endlich sind)
sind Normen definiert durch

oo 1/p
llx|l, = (Z Ixilp) 1<p <o,

i=1

[x[lo = sup |x;].

i=l,...,00
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(iii) AufX = LP(Q) (dem Raum der messbaren reellen Funktionen auf dem Gebiet Q ¢ R”,
auf dem folgende Ausdriicke endlich sind) sind Normen definiert durch

1/p
lully = ( /Q |u(x>|P) 1<p<o,

llullo = ess sup |u(x)|.
x€Q

(iv) Auf X = C(Q) (dem Raum der stetigen Funktionen auf Q) ist eine Norm definiert
durch

l[ulle = sup [u(x)].
xeQ
Eine analoge Norm ist auf X = Cy(Q2) (dem Raum der stetigen Funktionen auf Q mit
kompaktem Tréager) definiert, wenn das Supremum nur iiber x € Q genommen wird.

Ist || - || eine Norm auf X, so bezeichnet man das Paar (X, || - ||) als normierten Raum, und
schreibt in diesem Fall oft || - ||x. Ist die Norm kanonisch (etwa in Beispiel 1.1 (ii)-(iv)), so
wird sie oft weggelassen.

Zwei Normen || - ||3, || - ||z heilen dquivalent auf X, falls ¢;, c; > 0 existieren mit
cillxllz < llxll < callxl2 fiir alle x € X.

Ist X endlichdimensional, so sind alle Normen auf X dquivalent. Die Konstanten cy, c; hdn-
gen dann jedoch von der Dimension N von X ab; die Vermeidung solcher dimensionsabhan-
giger Konstanten ist einer der Griinde, warum wir Optimierung in unendlichdimensionalen
Funktionenraumen betreiben wollen.

Sind (X, || - |lx) und (Y, || - |ly) normierte Raume mit X C Y, so heiflt X stetig eingebettet in
Y, geschrieben X — Y, falls ein C > 0 existiert mit

llx|ly < Cllx|lx fiir alle x € X.

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Raumen. Seien im Folgenden stets
(X, ] - [lx) und (Y, || - |ly) normierte Rdume, U C X, und F : U — Y eine Abbildung. Wir
bezeichnen mit

« dom F := U den Definitionsbereich (englisch ,domain®) von F;

o ker F:={x € U : F(x) = 0} den Kern (englisch ,kernel” oder ,null space”) von F;
« ranF := {F(x) € Y : x € U} das Bild (englisch ,range”) von F;

o graph F := {(x,y) e XX Y :y=F(x)} den Graph von F.



1 GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

Wir sagen, F ist

o stetigin x € U, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert mit

|IF(x) — F(2)|ly < ¢ fur alle z € U mit ||x — z||x < §;

o Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert (genannt Lipschitz-Konstante) mit

IIF(x1) = F(x2)lly < Lllx; — x2lx far alle x;, x, € U.

o lokal Lipschitz-stetig in x € U, wenn ein § > 0 und ein L = L(x, §) > 0 existiert mit

(1.1) |IF(x) — F(z)|ly < L||x — z||x fur alle z € U mit ||x — z||x < 9.

Ist T : X — Y linear, so ist die Stetigkeit 4quivalent zu der Bedingung, dass eine Konstante
C > 0 existiert mit
ITx|ly < Cllx|lx fiir alle x € X.

Stetige lineare Abbildungen nennt man daher auch beschrdnkt; man spricht auch von einem
beschrankten linearen Operator. Der Raum L(X, Y) der beschrankten linearen Operatoren
ist ein normierter Raum versehen mit der Operatornorm

ITx|ly
ITllLx,y) = sup = sup ||[Tx|ly = sup |[Tx|ly
xexv(oy Ixllx =t lxlix<1

(die gleich der kleinstmdglichen Konstante C in der Definition der Stetigkeit ist). Ist T €
L(X,Y) bijektiv, dann ist die Inverse T™! : Y — X stetig genau dann, wenn ein ¢ > 0
existiert mit

cllxllx < ||Tx|ly fur alle x € X.

In diesem Fall ist || T7!||(y.x) = ¢~ fiir die grofftmégliche Wahl von c.

1.2 STARKE UND SCHWACHE KONVERGENZ

Eine Norm vermittelt auf direkte Weise einen Konvergenzbegriff, die sogenannte starke
Konvergenz: Eine Folge {x,},en C X konvergiert (stark in X) gegen ein x € X, geschrieben
X, — x, wenn gilt

Tim [Jx, = ¥l = .

Eine Teilmenge U C X nennen wir

« abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge {x,},en € U auch der Grenzwert
x € U liegt;
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+ kompakt, falls jede Folge {x,}nen C U eine konvergente Teilfolge {xy, }xen besitzt,
deren Grenzwert x € U liegt.

Eine Abbildung F : X — Y ist genau dann stetig, wenn aus x, — x auch F(x,) — F(x)
folgt, und abgeschlossen, wenn fir x, — x und F(x,) — y folgt, dass F(x) = y ist (also
graph F eine abgeschlossene Menge ist).

Weiterhin definieren wir fiir spateren Gebrauch fiir x € X und r > 0
« die offene Kugel O,(x) :={z € X : ||x —z||x < r} und
« die abgeschlossene Kugel K,(x) :={z € X : ||x — z|[x < r}.

Die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 1 bezeichnet man auch als Einheitskugel Bx
(englisch ,unit ball“). Eine Menge U C X heif3t

« offen, falls fiir alle x € U ein r > 0 existiert mit O,(x) c U (d.h. alle x € U innere
Punkte von U sind, deren Menge wir als Inneres U° bezeichnen);

« beschrdnkt, falls sie in einer abgeschlossenen Kugel K, (0) fiir ein r > 0 enthalten ist;
« konvex, falls fir x, y € U auch Ax + (1—- A1)y € U fur alle A € [0,1] gilt.

In normierten Rdumen gilt, dass das Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist
und umgekehrt (d. h. die abgeschlossenen Mengen im Sinne der Topologie sind genau die
(Folgen-)abgeschlossenen Mengen im Sinne unserer Definition). Sowohl offene als auch
abgeschlossene Kugeln sind wegen der Norm-Axiome konvex.

Ein normierter Raum X heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert; man
nennt X dann auch Banachraum. Alle Raume in Beispiel 1.1 sind Banachraume. Ebenso ist
L(X,Y), versehen mit der Operatornorm, ein Banachraum, wenn Y ein Banachraum ist.
Fiir konvexe Teilmengen von Banachraumen gilt folgende niitzliche Eigenschaft, die auf
dem Satz von Baire beruht.

Lemma 1.2. Sei X ein Banachraum und U C X abgeschlossen und konvex. Dann gilt

U°={x € U: firalleh € X existiert § > 0 mit x + th € U furallet € [0,5]}.

Die Menge auf der rechten Seite wird auch als algebraisches Inneres oder englisch ,,core”
bezeichnet, weshalb Lemma 1.2 auch manchmal ,,core-int-Lemma“ genannt wird.

Von wesentlicher Bedeutung wird fiir uns der Spezialfall Y = R sein, das heifft der Raum
L(X, R) der linearen stetigen Funktionale auf X. In diesem Fall bezeichnet man X™* := L(X, R)
als Dualraum von X. Ist x* € X*, so schreibt man auch

(x*, x)x = x"(x) € R.
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Diese duale Paarung soll andeuten, dass man auch x auf x* wirkend auffassen kann, was
spater wichtig sein wird. Aus der Definition der Operatornorm folgt sofort, dass

(1.2) (", x)x < |l IxeH1xllx fir alle x € X, x™ € X*.

X

In vielen Fillen kann der Dualraum eines Banachraums mit einem bekannten Banachraum
identifiziert werden.

Beispiel 1.3. (i) (RM, || |l,)* = (RN, ]| ]l;) mit p~"+g ! =1, wobei 07! = cound co™ = 0
gesetzt wird. Die duale Paarung ist gegeben durch

N
(x*,x)p = Zx;‘xi.
i=1
(i) (£7)* = (£9) fur 1 < p < 0. Die duale Paarung ist gegeben durch

* _ = *
(X%, x)p = inxi.
i=1

Dariiber hinaus ist (£!)* = ¢, aber (¢£*)* ist selber kein Folgenraum.

(iii) Ebenso ist LP(Q)* = L9(Q) fiir 1 < p < oo. Die duale Paarung ist gegeben durch

(u*,u)p:/Qu*(x)u(x) dx.

Es gilt auch L}(Q)* = L®(Q), aber L(Q)* ist selber kein Funktionenraum.

(iv) Co(Q)* = M(Q),dem Raum der Radon-Maf3e; er enthélt unter anderem das Lebesgue-
Maf3, aber auch Dirac-Maf3e 6, fur x € Q, definiert durch 6, (u) = u(x) firu € Co(Q).
Die duale Paarung ist gegeben durch

(u*,u)cz/Qu(x) du”.

Ein zentrales Resultat iber Dualraume ist der Satz von Hahn-Banach, auf dem viele der
folgenden Aussagen beruhen. Es gibt von ihm eine algebraische und eine geometrische
Version.

Satz 1.4 (Hahn-Banach, algebraisch). Sei X ein normierter Raum. Zu jedem x € X existiert
ein x* € X* mit
x+ =1 und (x%0)x = [Ixllx.

[
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Satz 1.5 (Hahn-Banach, geometrisch). Seien X ein normierter Raum und A, B C X konvex,
nichtleer und disjunkt.

(i) Ist A offen, dann existiert ein x* € X* und ein A € R mit

(1.3) (x*, x)x <A < {x", x2)x fiir alle x; € A, x, € B.

(ii) Ist A abgeschlossen und B kompakt, dann existiert ein x* € X* und ein A € R mit

(1.4) (x*, x1)x <A < {(x",x2)x furallex; € A, x; € B.

Insbesondere die geometrische Version — auch als Trennungssatz bekannt - ist von zentraler
Bedeutung fiir die konvexe Analysis; wir werden sie in der folgenden Variante benétigen,
die als Satz von Eidelheit bekannt ist.

Folgerung 1.6. Seien X ein normierter Raum und A, B C X konvex und nichtleer. Ist die Menge
A° der inneren Punkte von A nichtleer und disjunkt zu B, dann existiert ein x* € X* \ {0}
und ein A € R mit

(1.5) (x*, x)x <A < A{x", x9)x fiir alle x; € A, x; € B.

Beweis. Satz 1.5 (i) liefert die Existenz von x™ und A, so dass die Aussage gilt fiir alle x; € A°
(sogar mit strikter Ungleichung, woraus auch x* # 0 folgt). Es bleibt also zu zeigen, dass
(x*,x)x < Aauch fir x € A\ A° gilt. Da A° nichtleer ist, existiert ein xo € A° d.h. es
existiert r > 0 mit O,(xg) C A. Aus der Konvexitit von A folgt dann, dass fir alle t € [0,1]
und ¥ € O,(xp) auch tx + (1 — t)x € A ist. Damit ist

(1.6) 1O, (x0) + (1 —t)x = Oy (txg + (1 = t)x) C A,
und insbesondere gilt x(¢) := txy + (1—t)x € A° fur alle ¢t € (0,1).

Wir finden also eine Folge {x,},en € A° (zum Beispiel x, = x(n™!)) mit x, — x. Aus der
Stetigkeit von x* € X = L(X, R) folgt mit Grenziibergang dann

(x*, x)x = lim (x*, x,)x < A. m|
n—0oo
Ein normierter Raum wird also in gewisser Weise durch seinen Dualraum charakterisiert.

Als direkte Folgerung von Satz 1.4 erhalten wir, dass die Norm in einem Banachraum als
Operatornorm dargestellt werden kann.

Folgerung 1.7. Sei X ein Banachraum. Dann gilt fiir alle x € X

llxllx = sup [x", x)x],
el <1

und das Supremum wird angenommen.

10
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Ein x € X konnen wir also auch als lineares und wegen (1.2) stetiges Funktional auf X*
auffassen, also als Element im Bidualraum X** := (X*)*. Die Einbettung X — X** wird
dabei vermittelt durch die kanonische Injektion

J: X — X, Jx, x*yx = (x",x)x furalle x* € X™.

Offensichtlich ist J linear; aus Satz 1.4 folgt weiterhin || Jx||x+ = ||x||x. Ist die kanonische
Injektion surjektiv — konnen wir also X™* mit X identifizieren — so nennt man X reflexiv.
Endlichdimensionale Rdume sind reflexiv, sowie Beispiel 1.1(ii) und (iii) fiir 1 < p < oo,
nicht aber ¢, £*, und L'(Q), L®(Q) sowie C(Q).

Durch die duale Paarung werden weitere Konvergenzbegriffe erzeugt: die schwache Kon-
vergenz auf X sowie die schwach-+ Konvergenz auf X*.

(i) Eine Folge {x,}nen € X konvergiert schwach (in X) gegen x € X, geschrieben
x, — x, falls
(x™, xn)x — (X", x)x fur alle x* € X*.

(ii) Eine Folge {x,}nen € X™ konvergiert schwach-+ (in X*) gegen x* € X*, geschrieben
x, =" x*, falls
(30, x)x — (x", x)x fiir alle x € X.

Die schwache Konvergenz verallgemeinert den Begriff der komponentenweisen Konver-
genz in R", der — wie aus dem Beweis des Satzes von Heine-Borel ersichtlich ist — im
Kontext der Kompaktheit der wesentliche ist. Aus starker Konvergenz folgt schwache Kon-
vergenz; ebenso folgt aus Konvergenz in der Operatornorm (auch punktweise Konvergenz
genannt) die schwach-* Konvergenz. Ist X reflexiv, so stimmen schwache und schwach-x
Konvergenz (beide in X = X**!) iberein. In endlichdimensionalen Raumen stimmen alle
Konvergenzbegriffe iberein.

Konvergiert x, — x und x;, —=* x* oder x, — x und x;, — x*, so gilt (x},, x,)x — (x*, x)x.
Die duale Paarung aus schwach(-*) konvergenten Folgen konvergiert aber in der Regel
nicht!

Analog zur starken Konvergenz definiert man nun schwache(-) Stetigkeit und Abgeschlos-
senheit von Abbildungen sowie schwache(-*) Abgeschlossenheit und Kompaktheit von
Mengen. Letztere Eigenschaft wird fiir uns wesentlich sein; ihre Charakterisierung ist
daher ein zentrales Resultat dieses Kapitels.

Satz 1.8 (Eberlein-Smulyan). Sei X ein normierter Raum. Dann ist By schwach kompakt
genau dann, wenn X reflexiv ist.

11
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In einem reflexiven Raum enthalten also insbesondere alle beschréankten Folgen eine
schwach (aber im allgemeinen nicht stark) konvergente Teilfolge. Beachten Sie, dass schwa-
che Abgeschlossenheit eine stdrkere Forderung ist als Abgeschlossenheit. Fiir konvexe
Mengen stimmen die Begriffe aber iiberein.

Lemma 1.9. Eine konvexe Menge U C X ist genau dann abgeschlossen, wenn sie schwach
abgeschlossen ist.

Beweis. Da eine konvergente Folge stets auch schwach konvergiert, ist jede schwach
abgeschlossene Menge auch abgeschlossen. Sei daher U C X konvex, abgeschlossen, und
nichtleer (sonst ist nichts zu zeigen), und betrachte eine Folge {x, }pen € U mitx, — x € X.
Angenommen, x € X \ U. Dann erfiillen die Mengen U und {x} die Bedingungen von
Satz 1.5 (ii); wir finden daher ein x* € X* und ein A € R mit

(1.7) (x*,xp)x < A <{(x",x)x firalleneN.
Grenziibergang n — oo in der ersten Ungleichung ergibt dann aber den Widerspruch

(x*, x)x < {(x*, x)x. O

Ist X nicht reflexiv (wie z. B. L*(Q)), so miissen wir auf die schwach-* Konvergenz aus-
weichen.

Satz 1.10 (Banach-Alaoglu). Ist der normierte Raum X separabel (d. h. es gibt eine abzihlbare
dichte Teilmenge), so ist Bx+ schwach-+ kompakt.

Nach dem WeierstraBschen Approximationssatz sind C(Q) und LP(Q) fir1 < p < o
separabel; auch ¢7 ist separabel fiir 1 < p < oo. Also sind beschriankte und schwach-x
abgeschlossene Kugeln in £, L*(Q) und M(Q) schwach-* kompakt; diese Rdume sind
aber selber nicht separabel. Beachten Sie aber, dass abgeschlossene konvexe Mengen in
nichtreflexiven Raumen nicht schwach-* abgeschlossen sein miissen.

Schlieflich werden wir noch den folgenden “schwach-*"-Trennungssatz benotigen; der
Beweis lauft analog zum Beweis von Satz 1.5 unter Verwendung der Tatsache, dass die
linearen schwach-* stetigen Funktionale genau die Form x* — (x*,x)x fiir ein x € X
haben; siehe auch [Werner 2011, Satz VIII.2.11, Korollar VIIL.3.4].

Satz 1.11. Sei A C X* eine nichtleere, konvexe und schwach-+ abgeschlossene Teilmenge und
sei x* € X* \ A. Dann existieren ein x € X und ein A € R mit

(", x)x < A < {(x",x)x fiir alle z* € A.

12
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Beachten Sie aber, dass abgeschlossene konvexe Mengen in nichtreflexiven Rédumen nicht
schwach-* abgeschlossen sein miissen.

Da ein Dualraum den urspriinglichen Raum charakterisiert, ist dies auch der Fall fiir lineare
Operatoren auf diesem Raum. Fir T € L(X, Y) ist durch T* : Y* — X,

(T*y*, x)x = (¥, Tx)y firallex € X,y € Y*

der adjungierte Operator T* € L(Y*,X") definiert. Es gilt stets ||T*||L(y<x+) = IT|lLcx.v)-
Auflerdem folgt aus der Stetigkeit von T, dass T* schwach-x stetig (und T natiirlich schwach
stetig) ist.

1.3 HILBERTRAUME

Besonders weitgehende Dualitdts-Aussagen gelten in Hilbertraumen. Eine Abbildung
(-, ) : X X X — R auf dem Vektorraum X tiber R heifSt Skalarprodukt, falls gilt

(i) (ax+By,z)=a(x,z)+p(y,z) furallex,y,z€ Xund o, f € R;
(ii) (x,y) = (y,x) furallex,y € X;
(i) (x,x) > 0 fir alle x € X mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0.

Ein Banachraum mit Skalarprodukt (X, (-, -)x) wird Hilbertraum genannt; ist das Skalar-
produkt kanonisch, lasst man es weg. Durch das Skalarprodukt wird eine Norm

lIxllx = v(xx)x
induziert, die der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gehorcht:

(x, ¥)x < lixlxllyllx-

Beispiel 1.3 (i-iii) fiir p = 2(= q) ist jeweils ein Hilbertraum, wobei das Skalarprodukt der
dualen Paarung entspricht und die kanonischen Normen induziert.

Der fur uns wesentliche Punkt ist, dass der Dualraum eines Hilbertraums X mit X identifi-
ziert werden kann.

Satz 1.12 (Fréchet—Riesz). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem x* € X* genau ein
zyr € X mit [|x*|lx+ = [|zx+|lx und

(", x)x = (x, 24 ) x furallex € X.

13



1 GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

Man bezeichnet z,+ als Riesz-Reprdsentant von x*. Die (lineare) Abbildung Jx : X* — X,
x* > z,+ wird Riesz-Isomorphismus genannt. Mit ihrer Hilfe zeigt man zum Beispiel, dass
jeder Hilbertraum reflexiv ist.

Satz 1.12 erlaubt, anstelle der dualen Paarung das Skalarprodukt zu verwenden. So konver-
giert {x, }nen schwach gegen x genau dann, wenn gilt

(1.8) (xn,2)x — (x,2)x fur alle z € X.

Ahnliches gilt fiir lineare Operatoren auf Hilbertraumen. Fiir Hilbertraume X, Y wird zu
T € L(X,Y) der Hilbertraum-adjungierte Operator T* € L(Y, X) definiert durch

(T*y, x)X =(Tx,y)y firallex e X,y €Y.

Ist T* = T, so nennt man T selbstadjungiert. Zwischen den beiden Definitionen einer
Adjungierten besteht die Beziehung T* = JxT*J,'. Ist der Kontext klar, werden wir nicht
in der Notation unterscheiden.

14



2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Wir betrachten zuerst die Frage nach der Existenz von Minimierern eines (nichtlinearen)
Funktionals F : U — R fiir eine Teilmenge U eines Banachraums X. Mit solchen Problemen
beschaftigt sich die Variationsrechnung.

2.1 DIREKTE METHODE DER VARIATIONSRECHNUNG

Es ist hilfreich, die Beschrankung x € U in das Funktional aufzunehmen, indem wir F auf
X erweitern, dafiir aber den Wert oo zulassen. Wir betrachten also

F:X—)@iZRU{OO}’ F(x):{oo XEX\U.

Dabei wird R mit der iiblichen Arithmetik versehen, d. h. t < co und t + 0o = oo fiir alle
t € R; Subtraktion und Multiplikation von negativen Zahlen mit co und insbesondere
F(x) = —oo sind nicht zugelassen. Existiert iiberhaupt ein x € U, so kann ein Minimierer X
also nur in U liegen.

Wir betrachten also in Folge Funktionale F : X — R. Die Menge, auf der F endlich ist,
bezeichnet man als (effektiven) Definitionsbereich

domF :={x € X : F(x) < co}.
Ist dom F # 0, so nennt man F eigentlich (englisch: ,proper®).

Wir verallgemeinern nun den Satz von Weierstrafl (jede reellwertige stetige Funktion
auf kompakten Mengen nimmt ihr Minimum und Maximum an) auf Banachrdume und
insbesondere auf Funktionen der Form F. Da wir nur an Minima interessiert sind, reicht
dafiir eine ,einseitige” Stetigkeit: Man nennt F unterhalbstetig in x € X (englisch: ,Jower
semicontinuous®), falls gilt

F(x) < liminf F(x,) fir alle Folgen {x,}n,en € X mit x, — x.
n—>oo
Analog definiert man schwach(-+) unterhalbstetige Funktionen iiber schwach(-x) konver-

gente Folgen. Gilt schliellich fiir jede Folge {x, }nen € X mit ||x,|[x — oo auch F(x,) — oo,
so heif3t F koerziv.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Damit haben wir alle Begriffe zur Hand, um das zentrale Resultat der Variationsrechnung
zu beweisen.'

Satz 2.1. Sei X ein reflexiver Banachraum und F : X — R eigentlich, koerziv und schwach
unterhalbstetig. Dann hat das Minimierungsproblem

in F
T P

eine Losung x € dom F.

Beweis. Der Beweis kann in drei Schritte aufgeteilt werden.,Die Existenz eines Minimierers
folgt aus Standard-Argumenten.”

(i)

(i)

(i)

Zeige, dass eine Minimalfolge existiert.

Da F eigentlich ist, ist M := infyex F(x) < oo (wobei M = —oo noch nicht ausge-
schlossen ist). Wir konnen also eine Folge {y,}nen € ranF \ {oo} C R finden mit
¥n — M, d.h. es existiert eine Folge {x,},en € X mit

F(x,) —» M = inf F(x).
xeX

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachten Sie, dass wir aus der Kon-
vergenz von {F(x,)}sen (noch) nicht auf die Konvergenz von {x,}nen schlieffen
konnen.

Zeige, dass die Minimalfolge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Wir zeigen zuerst, dass {x, }nen beschrankt ist. Angenommen, das ist nicht der Fall,
d.h. ||x,||x — oo fiir n — oco. Aus der Koerzivitat von F folgt dann auch F(x,) — oo,
im Widerspruch zu F(x,) — M < co nach Definition der Minimalfolge. Also ist
{xn }nen beschrankt und enthilt daher nach dem Satz von Eberlein—gmulyan eine
schwach konvergente Teilfolge {x,, }ren mit Grenzwert x € X. Dieser Grenzwert ist
Kandidat fiir einen Minimierer.

Zeige, dass dieser Grenzwert ein Minimierer ist.

Aus der Definition der Minimalfolge folgt, dass auch fiir die Teilfolge F(x,, ) — M
gilt. Mit der schwachen Unterhalbstetigkeit von F und der Definition des Infimums
erhalten wir daher

;rel)f(F(x) < F(x) < h;?l,l;lfF(x”k) =M= ;rel)f(F(x) < oo.

'Diese Beweis-Strategie, bekannt unter dem Namen direkte Methode der Variationsrechnung, wird so haufig
angewendet, dass in Forschungsarbeiten tiblicherweise nur geschrieben wird: Das Grundprinzip geht auf

Hilbert zuriick; die hier verwendete Formulierung fiir unterhalbstetige Funktionen stammt von Leonida
Tonelli (1885-1946), der damit die moderne Variationsrechnung nachhaltig gepragt hat.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Daraus folgt x € dom F sowie infyex F(x) = F(X) > —oo (da F eigentlich ist).
Das Infimum wird also in ¥ € dom F angenommen, und damit ist X der gesuchte
Minimierer. o

Ist X nicht reflexiv, aber Dualraum eines separablen Banachraums, so zeigt man analog
die Existenz von Minimierern schwach-* unterhalbstetiger Funktionale mit dem Satz von
Banach-Alaoglu.

Beachten Sie, wie im Beweis die zu verwendende Topologie auf X durch Schritt (ii) und
(iii) eingeschrénkt wird: Schritt (ii) profitiert von einer groben Topologie (in der mehr
Folgen konvergieren), Schritt (iii) von einer feinen (je weniger Folgen konvergieren, desto
einfacher ist die lim inf-Bedingung zu erfiillen). Da wir in unseren Fallen nicht mehr als
die Beschranktheit einer Minimalfolge erwarten konnen, konnen wir keine feinere als
die schwache Topologie verwenden. Es bleibt daher die Frage, ob gentigend (interessante)
Funktionale schwach unterhalbstetig sind.

Ein erstes Beispiel sind beschrankte lineare Funktionale: Ist x* € X*, so ist
F:X_)R, xl—)(X*,x>X,

schwach stetig (nach Definition der schwachen Konvergenz) und damit insbesondere
schwach unterhalbstetig. Ein weiterer Vorzug der (schwachen) Unterhalbstetigkeit ist, dass
sie unter bestimmten Operationen erhalten bleibt.

Lemma 2.2. Seien X, Y Banachrdume und sei F : X — R schwach unterhalbstetig. Dann sind
schwach unterhalbstetig

(i) «F firallea > 0;
(ii) F+G fiir G : X — R schwach unterhalbstetig;
(iii) ¢ o F fiir ¢ : R — R unterhalbstetig und monoton steigend;
(iv) Fo @ fiir®d : Y — X schwach stetig, d. h. aus y, — y folgt ®(y,) — ®(y);
(v) x > sup,.; Fi(x) mit F; : X — R schwach unterhalbstetig fiir eine beliebige Menge I.

Beachte, dass Aussage (v) fur stetige Funktionen nicht gilt!

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen direkt aus den Rechenregeln fiir den lim inf.

Aussage (iii) folgt aus der Monotonie und der schwachen Unterhalbstetigkeit von ¢, denn
fur x, — x gilt
¢(F(x)) < ¢(lim ian F(x,)) < lim ian o (F(xp)).
ne ne
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Aussage (iv) folgt direkt aus der schwachen Stetigkeit von ®: Gilt y, — y, so gilt auch
Xn = ®(y,) — ®(y) =: x, und aus der Unterhalbstetigkeit von F folgt

F(®(y)) < liminf F(®(yy)).

Sei schliellich {x,},en eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert x € X. Dann gilt
nach Definition des Supremums

(2.1) Fj(x) < liminf Fj(x,) < liminf sup F;(x,) fur alle j € I.
n—oo n—oo iel

Nehmen wir auf beiden Seiten das Supremum tiber alle j € I, so folgt die Aussage (v). O

Folgerung 2.3. Sei X ein Banachraum. Dann ist || - ||x eigentlich, koerziv und schwach
unterhalbstetig.

Beweis. Koerzivitatund dom [|-||x = X folgen direkt aus der Definition; schwache Unterhalb-
stetigkeit folgt aus Lemma 2.2 (v) und Folgerung 1.7, denn

(2:2) llxllx = sup  [x", x)x]. o
el <1

Ein weiteres haufig auftretendes Funktional ist die Indikator-Funktion® einer Menge U C X,
definiert als
0 xeU,
du(x) =
o xeX\U.

Der Zweck dieser Definition ist natiirlich, die Minimierung eines Funktionals F : X — R
unter der Nebenbedingung x € U auf die unbeschrinkte Minimierung von F := F + §y
zuriickfithren. Fir die Existenz von Minimierern ist daher das folgende Resultat wichtig.

Lemma 2.4. Sei X ein Banachraum und U C X. Dann ist 8y : X — R
(i) eigentlich, wenn U nichtleer ist;
(ii) schwach unterhalbstetig, wenn U konvex und abgeschlossen ist;

(iii) koerziv, wenn U beschrdnkt ist.

’nicht zu verwechseln mit der charakteristischen Funktion 1y mit 1y (x) =1 fiir x € U und 0 sonst!
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Aussage (i) ist klar. Fiir (ii) betrachte eine schwach konvergente Folge {x,},en € X
mit Grenzwert x € X. Ist x € U, dann ist wegen dy > 0 natiirlich

du(x) =0 < liminf 6y (x,).

Seinun x ¢ U. Da U konvex und abgeschlossen und daher nach Lemma 1.9 auch schwach
abgeschlossen ist, muss ein N € N existieren mit x,, ¢ U fur alle n > N (sonst konnten
wir — durch Ubergang zu einer Teilfolge — eine Folge mit x, — x € U konstruieren, im
Widerspruch zur Annahme). Also gilt dy(x,) = oo fir alle n > N und damit

5U(X) = oo = liminf 5U(xn)-

Fur (iii) sei U beschrinkt, d. h. es gebe ein M > 0 mit U C Kjy;(0). Gilt ||x,||x — oo, so
existiert ein N € N mit ||x,|[x > M fir alle n > N, und damit x, ¢ Ky;(0) D> U fir alle
n > N. Also gilt auch y (x,) — oo. O

2.2 DIFFERENZIERBARKEIT IN BANACHRAUMEN

Auch im Banachraum mdchte man Minimierer intrinsisch mit Hilfe des Fermatschen
Prinzip charakterisieren. Dafiir Gibertragen wir den klassischen Ableitungsbegriff in den
Banachraum. Dies geschieht in mehreren Schritten.

Seien X, Y Banachrdume, F : X — Y eine Abbildung, und x, h € X.

« Existiert der einseitige Grenzwert

F(x;h) = lim Flc+ tht) “F) y
t—0+

3

so nennen wir diesen Richtungsableitung in x in Richtung h.

« Falls F/(x; h) fur alle h € X existiert und durch
DF(x) : X — Y,h+ F'(x;h)

ein linearer beschrankter(!) Operator definiert wird, so heifit F Gateaux-differenzierbar
(in x) und DF € L(X,Y) Gateaux-Ableitung.

« Gilt zusitzlich
IF(x +h) — F(x) — DF(0)hlly _
Iallx—0 [1hllx ’
so heift F Fréchet-differenzierbar (in x) und F’(x) := DF(x) € L(X,Y) Fréchet-
Ableitung.

« Ist die Abbildung x +— F’(x) stetig, so heif3t F stetig differenzierbar.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Der Unterschied zwischen Gateaux- und Fréchet-Differenzierbarkeit liegt also im Appro-
ximationsfehler von F in der Ndhe von x durch F(x) + DF(x)h: Wahrend fur Gateaux-
differenzierbare Funktionen dieser nur beschriankt durch ||h||x — also linear in ||h||x — sein
muss, ist er fir Fréchet-differenzierbare Funktionen sogar superlinear in || h||x. (Fir eine
feste Richtung h ist dies natiirlich auch fiir Gateaux-differenzierbare Funktionen der Fall; fiir
Fréchet-differenzierbare Funktionen ist zusatzlich also Gleichmafigkeit in h gefordert.)

Ist F Gateaux-differenzierbar, kann man die Gateaux-Ableitung berechnen via

DF(x)h = (%F(x + th))

t=0

Offensichtlich sind lineare beschrankte Operatoren F € L(X, Y) tiberall Fréchet-differenzier-
bar mit Ableitung F’(x) = F € L(X,Y) fir alle x € X. Weitere Ableitungen erhélt man
durch die iblichen Rechenregeln, die genau wie in R" gezeigt werden. Beispielhaft sei die
folgende Kettenregel angegeben.

Satz 2.5. Seien X, Y, Z Banachrdume und F : X — Y Fréchet-differenzierbar in x € X und
G : Y — Z Fréchet-differenzierbar in y := F(x) € Y. Dann ist G o F Fréchet-differenzierbar
in x und

(G o F)'(x) = G'(F(x)) o F'(x).
Eine analoge Regel fiir Gateaux-Ableitungen gilt dagegen nicht!

Wir brauchen noch die folgende Variante des Mittelwertsatzes. Sei [a,b] C R ein be-

schrianktes Intervallund f : [a, b] — X stetig. Dann ist das Bochner-Integral fa ’ ft)dteX
wohldefiniert und erfiillt nach Konstruktion

b b
(2.3) <x*, / () dt> = / (x*, f(t))x dt fir alle x* € X*
a X a

sowie

(2-4)

/abf(t) dt

siehe z. B. [Ruzicka 2004, Folgerung 2.1.14].

b
< [ IIf®lixdt,
<

Satz 2.6. Sei F : U — Y Fréchet-differenzierbar, und seien x € U undh € X sodassx+th € U
fiir allet € [0,1] gilt. Dann ist

1
(2.5) F(x +h) — F(x) = /0 F'(x + th)hdt.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Betrachte fiir beliebiges y* € Y* die Funktion
(2.6) f:00,1] - R, t - (y",F(x +th))y.
Nach Satz 2.5 ist f (als Verkettung von Abbildungen im Banachraum) differenzierbar mit

(2.7) () = (5 F(x +th)h)y,

und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in R ergibt

1 1
(2.8) (y",F(x+h)—F(x))y=f(Q1) - f(0) :‘/0 f(t)dt = <y*,/0 F'(x+ th)hdt> ,

Y

wobei die letzte Gleichung aus (2.3) folgt. Da y* € Y* beliebig war, folgt daraus mit
Folgerung 1.7 die gewtinschte Gleichung. m]

Wir betrachten nun die Charakterisierung von Minimierern eines differenzierbaren Funk-
tionals F : X — R.3 In diesem Fall ist die Gateaux-Ableitung (falls sie existiert) DF(x) €
L(X;R) = X*; wir schreiben daher auch F’(x; h) = (DF(x), h)x fur die Richtungsableitung
in x in Richtung h € X.

Satz 2.7 (Fermat-Prinzip). Sei F : X — R Gateaux-differenzierbar und x € X ein lokaler
Minimierer von F. Dann gilt DF(x) =0 € X*, d. h.

(DF(x),h)x = F'(x;h) =0 fiir alle h € X.

Beweis. Sei h € X beliebig. Da x ein lokaler Minimierer ist, existiert nach Lemma 1.2 ein
€ > 0 mit F(x) < F(x + th) fir alle t € (0, ¢) und damit

o < FErih) ~F(®)

t — F'(%;h) = (DF(%),h)x firt — 0,

wobei wir die Gateaux- und damit Richtungsdifferenzierbarkeit von F verwendet haben.
Da die rechte Seite linear in h ist, konnen wir analog fiir —h argumentieren und erhalten
(DF(x), h)x < 0 und damit die Behauptung. O

Beachten Sie, dass Gateaux-Ableitungen eines Funktionals F : X — R Elemente des
Dualraums X* = L(X, R) sind und daher nicht zu Vektoren in X addiert werden kénnen.
In Hilbertraumen (und insbesondere R") kann man aber DF(x) € X* mit Hilfe des Satz
von Fréchet-Riesz kanonisch mit einem Element VF(x) € X, genannt Gradient von F,
identifizieren iiber

(DF(x),h)x = (VF(x),h)yx fur alle h € X.

3In der indirekten Methode der Variationsrechnung zeigt man dariiber auch die Existenz von Minimierern,
etwa als Losung einer partiellen Differentialgleichung.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Als Beispiel betrachten wir fiir die durch das Skalarprodukt induzierte Norm in einem
Hilbertraum das Funktional F(x) = %||x|| )2< Dann gilt fir alle x,h € X

%(x+ th,x + th)y — % (x,x)x

e = o t

= (X, h)X = <DF(x)’h>X:

da das Skalarprodukt fiir festes x linear in h ist. Die quadrierte Norm ist also Gateaux-
differenzierbar in x mit Ableitung DF(x) = h — (x, h)x € X" und Gradient VF(x) = x € X
wegen

o xRl - ix)E - (x, h)x] 1
lim = lim —|h|llx=0
|IAllx—0 |lhllx l|Allx—0 2

ist sie sogar Fréchet-differenzierbar. Fasst man nun dieselbe Abbildungsvorschrift auf als
definiert auf einem kleineren Hilbertraum X’ < X (zum Beispiel X = L2(Q), X’ = H}(Q)),
so ist DF(x) € (X’)* immer noch gegeben durch (DF(x), h)x» = (x, h)x (nur noch fir alle
h € X’), aber VF(x) € X’ ist nun charakterisiert durch

(DF(x), b)x = (VF(x),h)y,  firalle h € X',

Unterschiedliche Skalarprodukte fithren daher zu unterschiedlichen Gradienten.

2.3 SUPERPOSITIONSOPERATOREN

Eine besondere Klasse von Operatoren auf Funktionenrdumen sind solche, die durch
punktweise Anwendung einer reellen Funktion definiert sind wie etwa u(x) +— sin(u(x)).
Wir betrachten daher fiir f : Q X R — R mit Q c R”" offen und beschriankt sowie
1 < p,q < oo den zugehdrigen Superpositions- oder Nemytskii-Operator

(2.9) F:LP(Q) — LI(Q), [F(u)](x) = f(x,u(x)) fir fastalle x € Q.

Damit dieser Operator wohldefiniert ist, muss f bestimmte Anforderungen erfillen. Wir
nennen f Carathéodory-Funktion, falls

(i) fur alle z € R die Abbildung x — f(x, z) messbar ist, und
(ii) fur fast alle x € Q die Abbildung z — f(x, z) stetig ist.

Wir fordern zusétzlich die folgende Wachstumsbedingung: Fiir gegebenes 1 < p,q < oo
existieren a € LI(Q) und b € L*(Q) mit

(2.10) If (x,2)| < a(x) +b(x)|z[P/4.

Unter diesen Bedingungen ist F wohldefiniert und sogar stetig.

Satz 2.8. Erfiillt f : Q X R — R die Wachstumsbedingung (2.10) fiir1 < p,q < oo, so ist der
durch (2.9) definierte Superpositionsoperator F : LP (Q) — L1(Q) stetig.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Wir skizzieren die wesentlichen Schritte; einen ausfithrlichen Beweis findet man
in [Ruzicka 2004, Lemma 1.19]. Zunéchst zeigt man fiir gegebenes u € L?(Q) mit Hilfe der
Carathéodory-Eigenschaften die Messbarkeit von F(u). Aus (2.10) und der Dreiecksunglei-
chung folgt daher

/
IF(@)llze < Nlallza + 1Bllzll1ul?’9llza = llallia + 1blls [[ullfy? < oo,

d.h. F(u) € LI(Q).

Fir die Stetigkeit betrachten wir eine Folge {u, }yen € LP(Q) mit u, — u € LP(Q). Dann
existiert eine Teilfolge, die wir wieder mit {u, },en bezeichnen, die punktweise fast iiberall
in Q konvergiert, sowie ein v € L?(Q) mit |u,(x)| < |o(x)| + |u1(x)| =: g(x) fur alle n € N
und fast alle x € Q (siehe z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 4.25 sowie den Beweis von Satz
4.17]). Aus der Stetigkeit von z — f(x, z) folgt dann F(u,) — F(u) punktweise fast tiberall
sowie

I[F(un)] ()| < a(x) + b(x)|un(x) P77 < a(x) + b(x)|g(x)|p/q fur fast alle x € Q.

Da wegen g € LP(Q) die rechte Seite in L9(Q) liegt, konnen wir den Satz von Lebesgue
anwenden, und erhalten F(u,) — F(u) in LI(Q). Da wir dieses Argument auf jede beliebige
Teilfolge anwenden konnen, muss die gesamte Folge gegen F(u) konvergieren, woraus die
Stetigkeit folgt. m]

Tatsachlich ist die Wachstumsbedingung (2.10) sogar notwendig fiir die Stetigkeit, siehe
[Appell & Zabreiko 1990, Satz 3.2]. Auflerdem zeigt man recht leicht, dass fir p = g = oo
aus (2.10) (in diesem Fall mit p/q := 0) folgt, dass F sogar lokal Lipschitz-stetig ist.

Nun hétte man gerne, dass fiir differenzierbare f auch F differenzierbar ist, am besten
mit punktweiser Ableitung [F'(u)h](x) = f’(u(x))h(x). Dies ist aber nicht unbedingt
der Fall; z.B. ist der durch f(x,z) = sin(z) definierte Superpositionsoperator fiir 1 <
p = q < o in u = 0 nicht differenzierbar. Dies liegt daran, dass fiir einen Fréchet-
differenzierbaren Superpositionsoperator F : L?(Q) — L(Q) und eine Richtung h €
LP(Q) das punktweise(!) Produkt F'(u)h € L1(Q) erfilllen muss. Dies stellt zusatzliche
Anforderungen an den durch f” definierten Superpositionsoperator F’, und ist als zwei-
Norm-Diskrepanz bekannt.

Satz 2.9. Sei f : QXR — R eine Carathéodory-Funktion, die die Wachstumsbedingung (2.10)
firl < q < p < oo erfiillt. Ist die partielle Ableitung f, ebenfalls eine Carathéodory-Funktion
und erfiillt (2.10) fiir p’ = p — q, so ist der Superpositionsoperator F : LP(Q) — LI1(Q) stetig
Fréchet-differenzierbar, und die Ableitung inu € LP(Q) in Richtung h € LP(Q) ist gegeben
durch

[F'(u)h](x) = f; (x,u(x))h(x) fiir fast alle x € Q.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Nach Satz 2.8 ist fir r := fqu (d.h. ;f = %) der Superpositionsoperator
G:LP(Q) - L' (Q), [G(w)](x) = f/(x,u(x)) fur fastalle x € Q,

wohldefiniert und stetig. Aus der Holderschen Ungleichung folgt weiter fiir beliebige
uelP(Q)
IGWhlls < IG@)ll-llRllr  fiir alle h € LP(Q),

d.h. durch h +— G(u)h wird ein linearer beschrankter Operator DF(u) : LP(Q) — L1(Q)
definiert.

Sei nun h € L?(Q) beliebig. Da z — f(x, z) nach Annahme stetig differenzierbar ist, folgt
aus dem klassischen Mittelwertsatz zusammen mit (2.4) und (2.3) nun

IF(u+h) = F(u) = DF(u)hl|La

1

= (/Q |f G, u(x) + h(x)) = f(x, u(x)) —J?(x,u(X))h(X)lqu)q

-/ |

/ () + th()() b — £, u(x)h(o)| dx)”
0
/1 G(u+th)hdt — G(u)h

0

q q
dx)

La

1
< / |[(G(u+th) — G(u))h||Lq dt
) 1
< / 16 (u + th) — Gl dt [[hllr-
0

Wegen der Stetigkeit von G : LP(Q) — L"(Q) geht das Integral fiir ||h|[.» — 0 gegen Null,
und damit ist F nach Definition Fréchet-differenzierbar mit Ableitung F’(u) = DF(u) (die
wie bereits gezeigt stetig ist). ]
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Teil 11

KONVEXE ANALYSIS
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Die klassischen Ableitungsbegriffe des letzten Kapitels sind fiir unsere Zwecke nicht
ausreichend, denn viele interessante Funktionale sind in diesem Sinne nicht differenzierbar;
auch Funktionale mit Werten in R kénnen damit nicht behandelt werden. Wir brauchen
einen Ableitungsbegriff, der allgemeiner als Gateaux- und Fréchet-Ableitungen ist, aber
immer noch ein Fermatsches Prinzip und praktische Rechenregeln erlaubt.

Wir betrachten zuerst die Klasse der Funktionale, die solch eine verallgemeinerte Ableitung
zulassen. Ein eigentliches Funktional F : X — R heif3t konvex, wenn fiir alle x, y € X und

e [0,1] gilt
(3.2) F(Ax+ (1-21)y) < AF(x) + (1—A)F(y)

(dabei ist der Funktionswert co auf beiden Seiten zugelassen). Gilt fiir x # y und A € (0, 1)
sogar
F(Ax+(1-A)y) < AF(x) + (1 - A)F(y),

so heif3t F strikt konvex.
Eine alternative Charakterisierung der Konvexitit eines Funktionals F : X — R basiert
auf ihrem Epigraph
epiF := {(x,t) e XX R : F(x) < t}.
Lemma 3.1. Fiir F: X — R ist epiF
(i) nichtleer genau dann, wenn F eigentlich ist;
(ii) konvex genau dann, wenn F konvex ist;

(iii) (schwach) abgeschlossen genau dann, wenn F (schwach) unterhalbstetig ist.

Beweis. Aussage (i) folgt direkt aus der Definition: F ist eigentlich genau dann, wenn ein
x € X und ein t € R existiert mit F(x) <t < oo, d.h. (x,t) € epiF.

Fir (ii) sei F konvex und seien (x,r), (y,s) € epi F gegeben. Fiir beliebige A € [0,1] folgt
dann aus (3.1), dass gilt

FOAx + (1= 2)y) < AF(x) + (1= )F(y) < Ar + (1= A)s,
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

d.h. esist
A, r) +(1=A)(y,8) = (Ax+ (1 =A)y,Ar+ (1—A)s) € epi F

und damit epi F konvex. Sei umgekehrt epi F konvex und x, y € X beliebig, wobei wir
F(x) < oo und F(y) < co annehmen konnen (ansonsten ist (3.1) trivialerweise erfiillt).
Offensichtlich sind (x, F(x)), (y, F(y)) € epiF. Aus der Konvexitat von epi F folgt dann,
dass fir alle A € [0,1] gilt

(Ax + (1= Dy, AF(x) + (1 = VF(y)) = A(x, F(x)) + (1 = 1) (., F(y)) € epiF
und damit nach Definition von epi F auch (3.1).

Nun zu (iii): Sei zuerst F unterhalbstetig und {(xy,, ;) }nen C epi F eine beliebige Folge mit
(xp, tn) — (x,t) € X X R. Dann gilt

F(x) < liminf F(x,) < limsupt, =t,
n—oo

n—00

d.h (x,t) € epi F. Sei umgekehrt epi F abgeschlossen und angenommen, F ist eigentlich
(sonst ist die Aussage trivial) und nicht unterhalbstetig. Dann existiert eine Folge {x, }nen C
X mit x, —» x € X und

F(x) > liminf F(x,) =: M € [—00, 00).

Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

a) x € dom F: Dann kénnen wir eine Teilfolge auswahlen, die wir wieder mit {x;, }nen
bezeichnen, so dass ein ¢ > 0 existiert mit F(x,) < F(x)—¢und damit (x,, F(x)—¢) €
epi F fiir alle n € N. Wegen x, — x folgt aus Abgeschlossenheit von epi F auch
(x, F(x) — ¢€) € epi F und damit F(x) < F(x) — ¢, im Widerspruch zu ¢ > 0.

b) x ¢ dom F: In diesem Fall argumentiert man analog mit F(x,) < M + ¢ fir M > —co
bzw. F(x,) < € fir M = —oo, um einen Widerspruch zu F(x) = oo zu erhalten.

Genauso zeigt man die Aquivalenz von schwacher Unterhalbstetigkeit und schwacher
Abgeschlossenheit. m]

Zusammen mit Lemma 1.9 erhalten wir daraus sofort

Folgerung 3.2. Sei F : X — R konvex. Dann ist F schwach unterhalbstetig genau dann, wenn
F unterhalbstetig ist.

Ebenfalls niitzlich fiir die Betrachtung eines Funktionals F : X — R sind die zugehérigen
Subniveaumengen
Fi:={xe€e X :F(x) <t}, teR,

fir die man analog zu Lemma 3.1 die folgenden Eigenschaften zeigt.
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Lemma 3.3. FirF: X — @gilt:
(i) Ist F konvex, so ist F; konvex fiir allet € R (die Umkehrung gilt aber nicht);

(ii) F ist (schwach) unterhalbstetig genau dann, wenn F; (schwach) abgeschlossen ist fiir
allet € R.

Direkt aus der Definition folgt die Konvexitat
(i) stetig affiner Funktionale, d. h. der Form x — (x*,x)x — a fir x* € X" und @ € R;
(ii) der Norm || - ||x in einem normierten Raum X;
(iii) der Indikatorfunktion J¢ fiir eine konvexe Menge C.

Ist X ein Hilbertraum, so ist F(x) = ||x||)2( sogar strikt konvex: Fiir x, y € X mit x # y und
t € (0,1) beliebig gilt

2 + (1= Dyl = Qo+ (1= Dy Ax+ (1= D)y
=22 (5,005 +20(1- 1) (6, ) + (1= D (3 V)
= A G+ (=2 (= 39y + (=2 (3, 9)x )
+A=D(ACex)x+2 (= 3+ (1=2) 1)y )
= (4 (1= ) (A Cox)x + (1= 1) (1 Y)x ) =40 = 1) (x = y.x = y)x

= Mlxll2 + A= DIyl = A1 = Dlx - yl2
< Allx|% + (1= ) [|yllZ.

Eine in der Variationsrechnung besonders niitzliche Klasse von konvexen Funktionen
entsteht durch Integralfunktionale mit konvexen Integranden, die durch Superpositions-
operatoren definiert sind.

Lemma 3.4. Sei f : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Sei f zusdtzlich nicht-
negativ. Ist Q C R" beschrdnkt und1 < p < oo, dann ist auch

F:IP(Q) > R,
sonst,

1
uH{@f@@D@ffoueLG&
(0e)
eigentlich, konvex, und unterhalbstetig.

Beweis. Da f eigentlich ist, existiert ein t; € dom f. Also ist die konstante Funktion
u=tyedomF, da f(u) = f(t) € L(Q) C L(Q) wegen der Beschrinktheit von Q.
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Fiir u,0 € dom F (sonst ist (3.1) trivialerweise erfillt) und A € [0, 1] folgt aus der Konvexitét
von f, dass

0 < f(Au(x)+(1-MNo(x)) < Af(u(x)) +(1—-2A)f(v(x)) fir fastalle x € Q.

Da L'(Q) ein Vektorraum ist, gilt wegen u, v € dom F auch Af(u) + (1— 1) f(v) € L}(Q);
damit ist der mittlere Ausdruck ebenfalls in L'(Q), und durch Integration der Ungleichung
iiber Q folgt die Konvexitat von F.

Fir die Unterhalbstetigkeit verwenden wir Lemma 3.1. Sei dafiir {(up, t,) }nen C epi F mit
up, = uinL?(Q) und t, — t in R. Dann existiert eine Teilfolge {up, }ren mit up, (x) — u(x)
fast iiberall. Wegen der Unterhalbstetigkeit und Nichtnegativitit von f folgt mit dem Lemma
von Fatou

F(u):/Qf(u(x))de/s;li]{ri)iorolff(unk(x))dxSlilzri)iorolf/Qf(unk(x))dx

= liminf F(up, ) < limsupt, =t

k—co k—o0
d.h. (u,t) € epiF. Also ist epi F abgeschlossen und damit F unterhalbstetig nach Lem-
ma 3.1 (iii). O

Weitere Beispiele lassen sich analog zu Lemma 2.2 durch folgende Operationen erzeugen.

Lemma 3.5. Seien X, Y normierte Riume und sei F : X — R konvex. Dann sind konvex
(i) «F fiir allea > 0;
(i) F+G fiir G : X — R konvex (ist F oder G strikt konvex, so auch F + G);
(iii) ¢ o F fiir ¢ : R — R konvex und monoton steigend;
(iv) Fo A fir A:Y — X linear;
(v) x > sup,.; F;(x) mit F; : X — R konvex fiir eine beliebige Menge I.
Nach Lemma 3.5 (v) ist also das punktweise Supremum von affinen Funktionalen stets

konvex. Tatsichlich ldsst sich sogar jedes konvexe Funktional so darstellen. Dafiir definieren
wir fiir ein eigentliches Funktional F : X — R die konvexe Hiille

F': X 5 R, x > sup {a(x) : a stetig affin mit a(x) < F(x) fur alle x € X}.

Lemma 3.6. Sei F : X — R eigentlich. Dann ist F genau dann konvex und unterhalbstetig,
wenn gilt F = F',
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Beweis. Da stetig affine Funktionale konvex und stetig sind, ist F = F' nach Lemma 3.5 (v)
und Lemma 2.2 (v) immer konvex und unterhalbstetig.

Fiir die andere Richtung sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Aus der
Definition von F! als Supremum ist offensichtlich, dass stets F* < F punktweise gilt.
Angenommen, F'' < F. Dann existiert ein Punkt x, € X und ein 1 € R mit

FF(X()) <A< F(X()).

Wir konstruieren nun mit Hilfe des Hahn-Banach-Trennungssatzes ein stetig affines
Funktional a € X* mit a < F aber a(xy) > A > F'(x,), was zusammen mit der Definition
von F' zum Widerspruch fiihrt. Da F eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist, ist epi F
nach Lemma 3.1 nichtleer, konvex und abgeschlossen. Weiter ist {(xo, A1)} kompakt und
wegen A < F(x) disjunkt zu epi F. Satz 1.5 (ii) liefert also die Existenz eines z* € (X X R)*
und eines o € R mit

(Z%, (3, 1) )xxr < a < (Z", (x0, 1)) xxR fur alle (x,t) € epiF.

Wir definieren nun ein x* € X* durch (x*, x)x = (z*, (x, 0))xxgr fiir alle x € X und setzen
s :=(z",(0,1))xxr € R.Dann gilt (z*% (x,1))xxr = (x*, x)x + st und damit

(3.2) (x", x)x + st < a < (x",x0)x + sA fir alle (x,t) € epiF.

Nun ist fiir (x,t) € epi F auch (x,t’) € epiF fir alle ¢’ > ¢, und aus der ersten Ungleichung
in (3.2) folgt fur alle t’ > 0 grof3 genug
a—(x*,x)x

Sﬁf—)() fir t’ — oo.

Also ist s < 0. Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

(i) s < 0: Wir setzen
a—{x* x
a: X —- R, X B M
s

Dann ist a affin und stetig. Fur x € dom F ist auflerdem (x, F(x)) € epiF, und aus
der produktiven Null und der ersten Ungleichung von (3.2) folgt (beachte s < 0!)

a(x) = % (a — (x",x)x —sF(x)) + F(x) < F(x).

(Fur x ¢ dom F ist die Aussage klar.) Aus der zweiten Ungleichung von (3.2) folgt
aber

a(xo) = (& = (x", x0)x) > A.
(if) s = 0: Dann folgt (x*, x)x < a < (x", x¢)x fir alle x € dom F, weshalb xy ¢ dom F

gelten muss. Allerdings ist F eigentlich, so dass ein y, € dom F existiert, fiir das wir
analog zu Fall (i) durch Trennung von epi F und ( yy, p) fiir p klein genug ein stetiges
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

affines Funktional gy : X — R mit ay < F punktweise konstruieren kénnen. Wir
setzen nun fir p > 0

a,: X = R, x> ap(x)+p (x5, x)x —a).

Dann ist auch a, affin und stetig, und wegen (x*, x)x < a gilt a,(x) < ao(x) < F(x)
fur alle x € dom F und p > 0 beliebig. Wegen (x*, xo)x > « existiert aber ein p > 0
mit a,(xp) > A.

In beiden Fillen muss nach Definition von F' als Supremum also auch FF (xy) > A gelten,
im Widerspruch zur Annahme FT (x,) < A. ]

Nach all der Vorarbeit konnen wir nun schnell das Hauptresultat iiber die Existenz von
Losungen konvexer Minimierungsaufgaben beweisen.
Satz 3.7. Sei X ein reflexiver Banachraum und seien
(i) U C X nichtleer, abgeschlossen, und konvex,
(ii) F: U — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig mit dom F N U # 0,
(iii) U beschrinkt oder F koerziv.
Dann hat das Problem

in F
mip F(x)

eine Losung x € U Ndom F. Ist F strikt konvex, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Wir betrachten das Funktional F = F + §y. Aus Voraussetzung (i) folgt mit Lem-
ma 2.2, dass dy eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist. Wegen (ii) existiert ein Punkt
xo € U mit F(xy) < oo, daher ist auch F eigentlich, konvex und unterhalbstetig und damit
nach Folgerung 3.2 sogar schwach unterhalbstetig. Aus (iii) folgt schlieflich die Koer-
zivitit von F (da die Summe koerziv ist, sobald es einer dieser Summanden ist). Da X
reflexiv ist, konnen wir nun Satz 2.1 anwenden und erhalten die Existenz eines Minimierers
% € dom F = U N dom F von F mit

F(x) = F(%) < F(x) = F(x) fiir alle x € U,
d.h. x die gesuchte Losung.

Sei nun F strikt konvex, und seien ¥, x’ € U zwei verschiedene Minimierer, d. h. F(x) =
F(x") = minyey F(x). Dann ist fir alle A € (0,1) wegen der Konvexitat von U auch

X =Ax+(1-)x" €U,
aber wegen der strikten Konvexitit von F gilt
F(x)) < AF(x) + (1= A)F(x') = F(x),
im Widerspruch zu F(x) < F(x) fir alle x € U. O
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Zum Abschluf} dieses Kapitels zeigen wir, das folgende erstaunliche Resultat: jede (lokal)
beschrinkte konvexe Funktion ist (lokal) Lipschitzstetig. Neben seinem Nutzen in spateren
Kapiteln demonstriert dieses Resultat die Eleganz der konvexen Analysis: eine algebraische,
globale Eigenschaft (Konvexitat) verkniipft zwei topologische, lokale Eigenschaften (Um-
gebungen und Stetigkeit). Hier verwenden wir die starke Topologie in einem normierten
Vektorraum.

Satz 3.8. Sei X ein normierter Vektorraum und F : X — R konvex. Existiert fiirx € X ein
p > 0 so, dass F aufOp(x) nach oben beschrdnkt ist, so ist F in x lokal Lipschitz-stetig.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein M € R mit F(y) < M fiir alle y € O,(x). Wir
zeigen zunichst, dass F dann ebenfalls lokal nach unten beschrankt ist. Sei dafiir y € O, (x)
beliebig. Dann ist wegen [|x — y|lx < pauchz:=2x -y =x - (y —x) € O,(x), und aus
der Konvexitat von F folgt F(x) = F (%y + %z) <1F(y)+ %F(z) und damit

—F(y) < F(z) — 2F(x) £ M - 2F(x) = m,

d.h.—m < F(y) < Mfiralle y € O,(x).

Wir zeigen nun, dass daraus die Lipschitz-Stetigkeit auf Og (x) folgt. Seien yy, y, € Og (x)

mit y; # y, und setze

z:=y+ P n-x . O,(x)

2 |ly1 = y2llx

wegen ||z — x||x < ||y — x||x + g < p. Nach Konstruktion ist nun

o =l

€ (0,1),
Iy — yallx + %)

Y= Az + (1 - A)yz fur

so dass wegen der Konvexitat von F gilt F(y;) < AF(z) + (1 — A)F(y3). Daraus folgt
zusammen mit der Definition von A sowie F(z) < M und —F(y;) < m = M — 2F(x) die
Abschétzung

F(y1) = F(y2) < A(F(2) = F(y2)) < A(2M - 2F (x))

2(M - F(x))

= p||J/1—)/2||x
lyi = »2llx + 5

< Z(M—F(x))|| i

= p/2 Y1 = Ya2lix-

Durch Vertauschung von y; und y; in der Konstruktion von z erhalten wir damit

2(M - F(x))
p/2

und damit die lokale Lipschitz-Stetigkeit mit Konstante L(x, p/2) := 4(M — F(x))/p. O

[F(y1) = F(y2)] < v = y2llx  fiir alle yi, y» € Or (x)
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Wir folgern daraus die gewiinschte Aussage zunéchst fiir skalare Funktionen.
Folgerung 3.9. Sei f : R — R konvex. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig auf (dom f)°.

Beweis. Sei x € (dom f)°. Dann existieren a,b € R mit x € (a,b) € dom f. Sei nun
z € (a,b). Da Intervalle konvex sind, existiert ein A € (0,1) mit z = Aa + (1 — A)b. Aus der
Konvexitat folgt daher

f(z) <Af(a) + (1= 1) f(b) < max{f(a), f(b)} < co.
Also ist f in x lokal nach oben beschrénkt, und die Behauptung folgt aus Satz 3.8. m]
Mit etwas mehr Aufwand zeigt man, dass die Aussage auch fir F : R" — R,neN beliebig,
gilt; siehe z. B. [Brokate 2014, Satz 2.18].
Um daraus den allgemeinen Fall zu erhalten, sind weitere Annahmen an X und F nétig.

Satz 3.10. Sei X ein Banachraum und F : X — R konvex und unterhalbstetig. Dann ist F auf
(dom F)° lokal Lipschitz-stetig.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zuerst fiir den Fall x = 0 € (dom F)°. Dann ist insbesondere
M := |F(0)| < oo. Betrachte nun fiir h € X beliebig die Abbildung

f:[R—)@, t — F(th).

Man vergewissert sich leicht, das f ebenfalls konvex und unterhalbstetig ist mit 0 €
(dom f)°. Nach Folgerung 3.9 ist f daher lokal Lipschitz-stetig in 0, d. h. |f(¢) — f(0)| <
Lt < 1fir t > 0 klein genug. Aus der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir also
ein § > 0 mit

F(0+th) < |[F(0+th)| = [f(t)| < |f(0)|+1=M+1 furallet e [0,5],

und damit liegt 0 im algebraischen Inneren der Subniveaumenge F4;, die nach Lemma 3.3
konvex und abgeschlossen ist. Aus Lemma 1.2 folgt nun 0 € (Fp;41)°, es gibt daher ein
p > 0mit F(z) < M +1fiir alle z € 0,(0). Also ist F in 0 lokal nach oben beschrankt und
daher nach Satz 3.8 lokal Lipschitz-stetig.

Fiir den allgemeinen Fall x € (dom F)? betrachte
F:X >R, y— F(y —x).

Wieder vergewissert man sich leicht, dass F ebenfalls konvex und unterhalbstetig ist mit
0 € (dom F)°. Also ist wie eben bewiesen F lokal Lipschitz-stetig in einer Umgebung O, (0),
woraus folgt

IF(y1) = F(y2)| = [F(n +x) = F(y2 +%)| < Lliys = y2llx  fiir alle y1, y, € O, (x)
und damit die behauptete lokale Lipschitz-Stetigkeit von F. ]
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Wir wenden uns nun der Charakterisierung von Minimierern konvexer Funktionen durch
ein Fermatsches Prinzip zu. Ein erster Kandidat fiir den notigen Ableitungsbegriff ist die
Richtungsableitung, denn diese existiert (zumindest in den erweiterten reellen Zahlen) fiir
jede konvexe Funktion.

Lemma 4.1. Sei F : X — R konvex und seien x € dom F und h € X gegeben. Dann gilt:

(i) Die Funktion
(p:(O,oo)—>@, t|—>F(x+tht)_F(x),

ist monoton steigend.
(ii) Der Grenzwert F'(x; h) = lim;_,¢+ ¢(t) € [—00, o] existiert und erfiillt
(4.1) F'(x;h) < F(x+h) — F(x).
Beweis. Zu (i): Durch Einsetzen und Umformen sieht man, dass fiir alle 0 < s < t die
Bedingung ¢(s) < ¢(t) aquivalent ist zu
F(x +sh) < ;F(x +th) + (1 - ;) F(x).
Dies folgt aber wegen x +sh = (1 — })x + 3(x + th) aus der Konvexitat von F.

Aussage (ii) folgt sofort nun aus (i) wegen

F(x:h) = lim p(1) = inf p(t) < (1) = F(x + h) = F(x). 0

Leider liefert dieser Begriff noch nicht das Gewiinschte, denn die konvexe Funktion f :
R — R, f(t) = |t| hat ein Minimum in ¢t = 0, dort aber nur die Richtungsableitung
f'(0;h) = |h| > 0 fur h € R\ {0}. Es gilt also nicht f/(0; h) = 0 fiir irgendein h # 0 — aber
es gilt zumindest 0 < f7(0; h) fur alle h € R. Diese Bedingung wollen wir auf allgemeine
normierte Riume verallgemeinern. Dafiir betrachten wir fiir F : X — R konvex und
x € dom F die Menge

(4.2) {x* € X" : (x",h)x < F'(x;h) firallehe X}.

Diese Menge (die auch leer sein kann!) ist mit Hilfe von Lemma 4.1 auch ohne Richtungs-
ableitung charakterisierbar.
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Lemma 4.2. Seien F : X — R konvex und x € dom F. Dann sind fiir x* € X* dquivalent
(i) (x*,h)x < F'(x;h) fiir alle h € X;
(ii) (x*,h)x < F(x+h) — F(x) firalleh € X.

Beweis. Gilt (i), so folgt direkt aus Lemma 4.1 (ii), dass fiir alle h € X gilt
(x*,h)x < F'(x;h) < F(x+h) — F(x).

Gilt (ii) fur alle h € X, so auch fur th fir alle h € X und ¢t > 0. Division durch ¢ und
Grenziibergang liefert dann

F(x +th) — F(x)

(x*,h)x < lim = F'(x; h). m|
0
t—0*

Fiithren wir X = x + h € X ein, so fiihrt die zweite Bedingung auf die folgende Definition.
Fir F: X — R und x € dom F definieren wir das (konvexe) Subdifferential als

(4.3) OF(x) ={x" e X" : (x",x —x)x < F(x) — F(x) furallex e X}.

(Beachten Sie, dass x ¢ dom F zugelassen ist, da dann die Ungleichung trivialerweise erfiillt
ist.) Fir x ¢ dom F setzen wir dF (x) = (. Direkt aus der Definition folgt, dass dF (x) konvex
und schwach-* abgeschlossen ist. Ein Element ¢ € dF (x) heifst Subgradient.

Diese Definition liefert nun das Gewunschte.

Satz 4.3. Seien F : X — R und X € dom F. Dann sind dquivalent:
(i) 0 € OF(x);
(ii) F(x) = min F(x).
x€X

Beweis. Dies folgt direkt aus den Definitionen: Es ist 0 € dF(x) genau dann, wenn gilt
0=(0,x —x)x < F(x) — F(x) fur alle x € X,

d.h. F(x) < F(x) fur alle x € X. O

Dies entspricht auch der geometrischen Anschauung: Fiir X = R = X* beschreibt y :=

f(x) = f(x) + &(x — x) mit & € df (x) eine Tangente an y = f(x) mit Steigung ¢; die
Bedingung ¢ = 0 € 9f(x) bedeutet also, dass f in X eine waagerechte Tangente hat.!

'Beachten Sie, dass in Satz 4.3 nirgendwo die Konvexitit von F eingeht! Tatséchlich charakterisiert 0 € dF(x)
die globalen Minimierer jeder Funktion. Nichtkonvexe Funktionen kénnen aber auch lokale Minimierer
haben, fiir die die Subdifferentialinklusion nicht erfilllt ist. Tatsachlich sind (konvexe) Subdifferentiale
nichtkonvexer Funktionen in der Regel leer. Dies fithrt insbesondere fiir den Beweis einiger Rechenregeln
zu Problemen, fiir die wir in der Tat Konvexitat voraussetzen miissen.
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Wir betrachten einige Beispiele. Zunéchst ist aus der Konstruktion ersichtlich, dass das
Subdifferential die Gateaux-Ableitung verallgemeinert.

Satz 4.4. Sei F : X — R konvex und Gateaux-differenzierbar in x. Dann ist 0F (x) = {DF(x)}.

Beweis. Nach Definition der Gateaux-Ableitung gilt
(DF(x),h)x = DF(x)h = F'(x;h) fiir alle h € X.
Aus Lemma 4.2 folgt nun mit X := x + h sofort DF(x) € JF(x).
Umgekehrt folgt aus & € 9F (x) wieder mit Lemma 4.2 fiir h := x — x € X, dass gilt
(€, h)x < F'(x;h) = (DF(x), h)x.

Da x € X beliebig war, gilt dies fiir alle h € X. Supremum iiber alle A mit ||A||x < 1liefert
dann ||& — DF(x)||x+ < 0,d.h. £ = DF(x). m|

Natiirlich mochten wir auch Subdifferentiale von Funktionen haben, die nicht differenzier-
bar sind. Das kanonische Beispiel ist die Norm ||x||x in einem normierten Raum, die ja in
x = 0 nicht differenzierbar ist.

Satz 4.5. Fiirx € X ist

{x* e X*: (x", x)x = ||x|lx und ||x*|lx- =1} fallsx # 0,

(4-4) a(” : ”X)(x) = {BX* fallsx =0.

Beweis. Fiir x = 0 ist nach Definition & € 9(]| - ||x) (x) genau dann, wenn gilt
(&, x)x < ||xllx fur alle x € X \ {0}

(fiir x = 0 ist die Ungleichung trivial). Dies ist aber wegen der Definition der Operatornorm
aquivalent mit ||€||x- < 1.

Sei nun x # 0 und betrachte & € (]| - ||x)(x). Indem wir nacheinander X = 0 und X = 2x
in die Definition (4.3) einsetzen, erhalten wir

Ixllx < €& x)x = (£ 2x — x) < [12x|lx = |Ix[lx = |lx]lx,
d.h. (&, x)x = ||x||x. Analog haben wir fiir alle x € X, dass gilt

(&.%)x = (& (X +x) —x)x < [IX +xllx = [lx[lx < [I%]]x,
woraus wie im Fall x = 0 folgt ||&

(& %)x = lIxlIx (& x)x = lIxllx Ixllx = 1.

x+ < 1. Fur x = x/||x||x gilt nun
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Also ist tatsdchlich ||&]|x- = 1.

Es sei umgekehrt x* € X* mit (x*, x)x = ||x|[x und ||x*||x+ = 1. Dann gilt mit (1.2) fiir alle
x € X die Relation

(x*, % = x)x = (x", X)x — (x%, )x < ||xllx = |*]lx,

und daher nach Definition x* € 9(|| - ||x)(x) O

Fiir den Fall X = R erhalten wir daraus das Subdifferential der Betragsfunktion als

{1} falls t > 0,
(4-5) (] - )(t) =sign(t) :={{-1} fallst <0,
[-1,1] fallst=0.

Schliefllich haben wir auch eine einfache Darstellung fiir das Subdifferential der Indikator-
funktion einer konvexen Menge C C X. Fiir x € C = dom ¢ gilt namlich

x* € 3bc(x) & (x",x —x)x < 6c(x) firallex € X
S (x",x—x)x <0 furallex € C,
da die Ungleichung fiir alle x ¢ C trivialerweise erfullt ist. Die Menge 9dd¢(x) nennt
man auch Normalenkegel an C in x. Wieder ist das Beispiel X = R erhellend: Betrachte

C =[-L1] undt € C. Dann ist £ € 98_;1)(¢) genau dann, wenn &(f — ¢) < 0 fiir alle
t € [-1,1] gilt. Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

(i) t =1. Dannist f — t € [—2, 0] und damit gilt die Bedingung genau dann, wenn ¢ > 0
ist.

(ii) t = —1. Dannist f — t € [0, 2] und damit gilt die Bedingung genau dann, wenn & < 0
ist.

(iii) ¢ € (=1,1). Dann kann t — t sowohl positive als auch negative Werte annehmen, und
damit muss & = 0 sein.

Also ist

[0,00) fallst =1,

(—00,0] fallst= -1,

{0} fallst € (-1,1),

0 fallst € R\ [-1,1].

9111 (t) =

Dies entspricht den aus der linearen Optimierung bekannten Komplementaritditsbedingun-
gen fiir Lagrange-Multiplikatoren zu den Ungleichungen -1 <t < 1.

Fiir konvexe Integralfunktionale ldsst sich das Subdifferential punktweise charakterisieren.
Im Folgenden sei stets Q C R" beschriankt und p~' + ¢! = 1,d.h. LY(Q) = LP(Q)* fiir
1 < p < o0, angenommen.
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Lemma 4.6. Sei f : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig und F : LP(Q) — R mit
1 < p < oo wie in Lemma 3.4. Dann ist fiir alleu € dom F fiir q = 1%
OF(u) = {u" € LY(Q) : u"(x) € of (u(x)) fur fast allex € Q} .

Beweis. Seiu € domF, d.h. f ou € LY(Q). Gilt fiir u* € LY(Q) nun u*(x) € df (u(x)) fast
tiberall, so folgt daraus sofort fiir alle & € LP(Q) durch Integration

F(di) - F(u) = / FG() - flu(x) dx 2 / u* () () — u(x)) dx = (u' i — ).
Q Q
Sei umgekehrt u* € dF (u). Dann gilt nach Definition

/ u*(x)(it(x) —u(x))dx < /f(ﬁ(x)) — f(u(x))dx fiir alle 2 € LP(Q).
Q Q

Seinun t € R beliebig und sei A C Q eine beliebige messbare Menge. Fiir die Wahl

. t falls x € A,
u(x) ==
u(x) fallsx ¢ A,

folgt wegen u € LP(Q) aus der obigen Ungleichung

Jwee=uenx < [ 10 - o)
Da A beliebig war, muss gelten
u*(x)(t —u(x)) < f(t) = f(u(x)) fur fast alle x € Q.
Dat € R beliebig war, folgt daraus u*(x) € du(x) fir fast alle x € Q. O
Analog zeigt man fir F : RN — R mit F(x) = SN filx)und fi : R — R konvex, dass fiir

x € dom F gilt
IF(x) ={£ e RN : & €afi(x)), 1<i<N}.

Zusammen mit den obigen Beispielen erhélt man daraus die Subdifferentiale der Norm
|| - |l; sowie der Indikatorfunktion der Einheitskugel beziiglich der Supremumsnorm in R,

Subdifferentiale weiterer Funktionale erhélt man durch Rechenregeln. Es ist naheliegend,
dass diese umso aufwéndiger zu beweisen sind, je schwiacher der Differenzierbarkeitsbegriff
ist (d. h. je mehr Funktionen in diesem Sinne differenzierbar sind). Die ersten beiden Regeln
folgen noch direkt aus der Definition.
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Lemma 4.7. Fiir F : X — R konvex und x € dom F gilt
(i) d(AF)(x) = A(9F(x)) := {AE : £ € OF (x)} fiir A > 0;
(ii) IF (- + x¢)(x) = 9F (x + x¢) fiir xo € X mit x + xo € dom F.

Schon die Summenregel ist deutlich aufwéndiger.

Satz 4.8 (Summenregel). Seien F,G : X — R konvex. Dann gilt fiir alle x € dom F N dom G
JOF (x) + 0G(x) C I(F + G)(x).

Existiert ein xy € (dom F)° N dom G, so gilt Gleichheit.

Beweis. Die Inklusion folgt direkt aus der Definition des Subdifferentials durch Addition.
Seien daher x € dom F N'dom G und & € 9(F + G)(x), erfiillen also

(4.6) (&, x —x)x < (F(x) +G(x)) — (F(x) + G(x)) furallex € X.

Unser Ziel ist nun, dhnlich wie im Beweis von Lemma 3.6 mit Hilfe der Charakterisie-
rung konvexer Funktionale durch ihren Epigraphen und des Trennungssatzes ein lineares
Funktional { € 0G(x) € X* zu finden mit ¢ — { € dF(x), d. h.

F(x) —F(x) — (&, x —x)x > ({,x —x)x fiurallex € domF,
G(x) - G(x) < ({,x—x)x furallex € domG.

Wir definieren dafiir die Mengen

(4.7) G ={x1t-(F(x) - (& x)x)) : F(x) - (§,x)x < t},
(4.8) Cy :={(x,G(x) —t) : G(x) < t},
d.h.

Cr=epi(F—&) - (0,F(x) = (&x)x),  Co=—(epiG - (0,G(x))).
Da es sich um verschobene (und, fiir C,, gespiegelte) Epigraphen eigentlicher konvexer
Funktionen (lineare Funktionale sind konvex) handelt, sind C; und C; nichtleer und konvex.
Weiter ist x ein innerer Punkt von dom F = dom(F — ¢) und damit (xo, @) fiir  grofy genug

ein innerer Punkt von C;. Das Innere (C;)° von C; ist also nichtleer. Bleibt zu zeigen, dass
(C1)° und C; disjunkt sind. Dafiir sei (X, a) € (C;)° N Cy, fiir das nach Definition gilt

F(x) = F(x) = (£, X = x)x < a < G(x) = G(x),

im Widerspruch zu (4.6). Folgerung 1.6 liefert also ein (x*,s) € (X X R)* \ {(0,0)} und ein
A € R mit

(49) (" E)x+s(t—(F(x) —(£x)x)) <A X edomF,t > F(x) — (£ X)x.
(4.10) (", X)x +s(G(x) —t) = A, x e€domG,t > G(%).
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Wir zeigen nun, dass s < 0 ist. Fir s = 0 folgt mit x = xy € dom F N dom G sofort der
Widerspruch
(%, xo)x <A < {x7, x0)x;

da (xo, @) fir a grof3 genug innerer Punkt von C; ist und daher nach Satz 1.5 die Trennung
sogar mit strikter Ungleichung erfiillt ist. Gilt s > 0, so ist fur t > F(x) — (£ x)x die
Klammer in (4.9) positiv, und t — co mit x fest fithrt zum Widerspruch zur Beschrinktheit

durch A.
Also ist s < 0, und aus (4.9) mit t = F(x) — (& x)x und aus (4.10) mit t = G(x) folgt

(4.12) F(X) = F(x) + (£, — x)x > s ' (A = {(x*,X)x), fiiralle ¥ € domF,
(4.12) G(x) = G(X) < s7' (A = (x*,%)x), fiiralle ¥ € domG.

Setzen wir X = x € dom F N dom G in beiden Ungleichungen, so folgt sofort A = (x™, x)x.
Damit ist { = s™!x* das gewiinschte Funktional mit (¢ — {) € dF(x) und { € dG(x), d. h.
& € dF(x) + 0G(x). O

Daraus erhalt man per Induktion Summenregeln fiir beliebig viele Summanden (wobei x
im Inneren aller bis auf eines effektiven Definitionsbereichs liegen muss). Analog beweist
man eine Kettenregel fiir lineare Operatoren.

Satz 4.9 (Kettenregel). Seien X,Y normierte Riume, A € L(X,Y), und F : Y — R konvex
und unterhalbstetig. Dann gilt fiir alle x € dom(F o A)

a(F 0 A)(x) D A*9F (Ax) := {A*y" : y* € 9F(Ax)} .

Existiert ein xo € X mit Axy € (dom F)°, so gilt Gleichheit.

Beweis. Die Inklusion folgt wieder direkt aus der Definition: Fir n € dF(Ax) C Y* gilt
insbesondere fiir alle y = Ax € Y mit x € X, dass gilt

F(AX) — F(Ax) > (n,Ax — Ax)y = (A", X — x)x,

dh é&:=A"ned(FoA) cX".
Seinun x € dom(F o A) und & € 9(F o A)(x), d.h.

(4.13) F(Ax) + (¢, x —x)x < F(Ax) firalle x € X.

Analog zur Summenregel konnten wir nun ein 1 € dF (Ax) mit &£ = A*yy durch Trennung
von Cj := epi F und

Cy = {(A%, F(Ax) + (£ % — x)x) : % € X}
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konstruieren. Der Abwechslung halber (und weil die verwendte Technik des ,Liftens”
breiteren Nutzen hat) wenden wir stattdessen die Summenregel an auf

H:XXY >R, H(x,y) == F(y) + Sgraph a(x, ¥).

Da A linear ist, ist graph A und damit §gyapn 4 konvex. Weiter ist nach Annahme Ax € dom F
und damit (x, Ax) € dom H.

Zuerst zeigen wir, dass & € d(F o A)(x) genau dann gilt, wenn (&, 0) € dH(x, Ax) ist. Sei
dafiir (£,0) € 0H(x, Ax). Dann gilt firallex € X,y € Y

<§’3~C - x)X + <O5 37 _Ax>Y < F(JN/) - F(Ax) + 5graphA(7z’ 5}) - (sgraphA(stx)-

Insbesondere gilt dies fiir alle y € ran(A) = {Ax : X € X}. Also ist wegen Jgraph A (X, AX) =
0
(§,x —x)x < F(Ax) — F(Ax) furallex € X,

d.h. £ € 9(F o A)(x). Sei umgekehrt ¢ € d(F o A)(x). Dann ist fir allex € Xund y € Y
wegen Sgraph A (X, Ax) = 0 und Sgraph 4 (X, ) = 0

(&X —x)x +(0,y — Ax)y = (£, X — x)x
< F(AR) = F(AX) + Syaph 4 (%: 7) — Sqzaph (x. AX)

= F(j)) - F(Ax) + (sgraphA(st 5/) - 5graphA(x, Ax),
da fiir y # Ax beide Seiten der letzten Gleichung unendlich sind. Also ist (&, 0) € 0H (x, Ax).

Da Axg € (dom F)?, ist (xo, Axp) € (graph A)° = (dom Sgraph 4)°. Wir konnen daher Satz 4.8
anwenden und erhalten

(£,0) € 0H(x, Ax) = OF (Ax) + 38graph (X, Ax).

Also ist (£0) = (x*, y*) + (w*, z") fur ein (x*, y*) € dF(Ax) (mit F wieder aufgefasst als
(x,y) = F(y)) und ein (w*, z*) € d8graph a(x, AX).

Nun ist (x%, y*) € dF(Ax) genau dann, wenn gilt
(X" X —x)x+(y",y—Ax)y <F(y) —F(Ax) furallexe X,jeY.

Festhalten von x = x bzw. y = Ax liefert y* € dF(Ax) (wobei nun wieder F als Abbildung
auf Y aufgefasst wird) und x* = 0. Weiter ist (w*, z") € d8graph 4 (X, Ax) genau dann, wenn

(WX —x)x+(z", 7 —Ax)y < 0 firalle (%, y) € graph A,
d.h. fiir alle x € X und y = Ax. Also ist
(W'+AZ,x—x)x <0 furallex € X
und damit w* = —A*z*. Zusammen erhalten wir
(£,0) =(0,y") +(-A"Z",2"),

woraus y* = —z" und daher £ = —A*z" = A*y" mit y* € dF(Ax) folgt, was zu zeigen
war. O
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Damit erhalten wir eine Charakterisierung von Minimierern konvexer Funktionen unter
(konvexen) Nebenbedingungen.

Folgerung 4.10. Sei U C X nichtleer, konvex und abgeschlossen, und sei F : X — R eigentlich,
konvex und unterhalbstetig. Existiert ein xo € U’ Ndom F, so ist x € U Lésung von

in F
i

genau dann, wenn ein £ € X* existiert mit

{—'56 oF (x),

(4.14) (£, x—x) <0 firallex € U.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen an F und U konnen wir Satz 4.3 auf J := F + dy
anwenden; und da xy € U° = (dom dy)° ist, konnen wir auch die Summenregel anwenden.
Also hat F in X ein Minimum genau dann, wenn gilt

0 € 9J(%) = IF(X) + 3y ().

Zusammen mit der Charakterisierung des Subdifferentials der Indikatorfunktion als Nor-
malenkegel erhélt man damit (4.14). O

Fiir eine Gateaux-differenzierbare (und damit stetige) Funktion F : X — R ergibt (4.14) die
klassischen Karush—-Kuhn—Tucker-Bedingungen; die Existenz des inneren Punktes x, € U°
entspricht dabei genau der Slater-Bedingung.
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Ein Grund fur die Nutzlichkeit des konvexen Subdifferentials ist, wie wir sehen werden,
seine Verbindung mit der Fenchel-Legendre-Transformation. Sei X ein normierter Raum
und F : X — R eigentlich. Dann ist die Fenchel-Konjugierte zu F definiert als

F': X* 5> R, F*(x*) = sup (x*, x)x — F(x).
xeX

(Da dom F # 0 angenommen ist, gilt F*(x*) > —oco fiir alle x* € X", also ist die Definition
sinnvoll.) Aus Lemma 3.5(v) und Lemma 2.2 (v) folgt sofort, dass F* fir eigentliche F
stets konvex und schwach-* unterhalbstetig ist. Ist F nach unten durch ein affin-lineares
Funktional beschrankt (was nach Lemma 3.6 fiir konvexe und unterhalbstetige Funktionen
immer der Fall ist), so ist auch F* eigentlich. Die Definition liefert auflerdem sofort die
Fenchel-Young-Ungleichung

(5.1) (x*, x)x < F(x) + F*(x") fir alle x € X, x* € X*.

Anschaulich ist F*(x*) der (negative) affine Anteil der Tangente an F (im Punkt x, in
dem das Supremum angenommen wird) mit der Steigung x*. Analog definieren wir fiir
F : X* — R die Fenchel-Prikonjugierte als

F.: X - R, Fi(x) = sup (x*,x)x — F(x").

x*eX*

Durch diese Konvention ist die Bikonjugierte F** := (F*), selbst fiir nicht-reflexive Raume
wieder auf X definiert (anstatt auf X**). Anschaulich ist F** die untere konvexe Hiille von
F, die fur konvexe Funktionen nach Lemma 3.6 ja mit F tibereinstimmt.

Satz 5.1 (Fenchel-Moreau-Rockafellar). Sei F : X — R eigentlich. Dann gilt
(i) F** < F;
(ii) F** = F';

(iii) F** = F genau dann, wenn F konvex und unterhalbstetig ist.
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Beweis. Fir Aussage (i) nehmen wir in der Fenchel-Young-Ungleichung (5.1) das Supremum
tiber alle x* € X* und erhalten

F(x) > sup (x",x)x — F*(x") = F*"(x).

x*eX*

Fir (ii) stellen wir zuerst fest, dass F** nach Definition der Fenchel-Konjugierten konvex
und unterhalbstetig und wegen (i) auch eigentlich ist. Also gilt nach Lemma 3.6

F*(x) = (F*) ' (x) = sup {a(x) : a : X — R stetig affin mit a < F**} .

Wir zeigen nun, dass wir auf der rechten Seite F** durch F ersetzen konnen. Sei dafiir
a(x) = (x*, x)x —a firx* € X" und a € R beliebig. Gilt a < F**, so folgt aus (i) soforta < F.
Gilt umgekehrt a < F, so ist (x*, x)x — F(x) < « fir alle x € X, und durch Supremum iiber
alle x € X erhalten wir « > F*(x*). Daraus folgt nun nach Definition von F**

a(x) = (x", x)x —a < (x",x)x —F(x*) < F*(x) firallex €X,

d.h.a < F*.

Aussage (iii) folgt nun sofort aus (ii) und Lemma 3.6. O
Wir betrachten wieder relevante Beispiele.

Beispiel 5.2.

(i) Sei X ein Hilbertraum und F(x) = %||x||)2(. Wir identifizieren X iiber den Satz von
Fréchet-Riesz mit seinem Dualraum X*, so dass die duale Paarung durch das Ska-
larprodukt ausgedriickt werden kann. Da F Fréchet-differenzierbar ist mit Gradient
VF(x) = x, muss die Losung x von

sup (x", )y — } (5. 2)
xeX
das Fermat-Prinzip erfiillen, d. h. x* = x. Einsetzen und vereinfachen liefert die
Konjugierte
FiX =R, F(x) =3l

(if) Sei Bx die Einheitskugel im normierten Raum X und setze F = g, . Dann ist fiir
x* e X*

(8By) " (x*) = sup (x*, x)x — Ip, (x) = sup (x",x)x = [|x|
xeX [lxllx <1

X*-

Analog zeigt man unter Verwendung der Definition der Prakonjugierten und Folge-
rung 1.7, dass (8, )« (x) = ||x||x ist.
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(iii) Sei X ein normierter Raum und setze F(x) = ||x||x. Fur x* € X* unterscheiden wir
nun zwei Falle:

a) ||x*|lx» < 1. Dann gilt mit (1.2) fiir alle x € X dass (x*, x)x — ||x|[x < 0 ist.
Weiterhin ist (x*, 0) = 0 = ||0]|x. Also gilt

F*(x*) = sup{x", x)x — [Ix|lx = 0.
xeX

b) ||x*|[x+ > 1. Nach Definition der Norm im Dualraum existiert dann ein xy, € X
mit (x*, x0)x > ||x0||x. Lassen wir daher t — oo gehen in

0 < £({x", xo)x — lIxollx) = (x7, tx0)x = |l£x0llx < F*(x7),
so erhalten wir F*(x*) = oo.

Zusammen ergibt dies F* = §p,.. Wie oben zeigt man analog, dass (|| - |
ist.

X*)* = 5BX

Analog zu Lemma 4.6 zeigt man, dass sich auch die Fenchel-Konjugierte punktweise
berechnen lasst; siehe z. B. [Ekeland & Témam 1999, Proposition IV.1.2].

Lemma 5.3. Sei f : R — R eigentlich und unterhalbstetig, und sei F : LP(Q) — R mit
1< p < oo wie in Lemma 3.4. Dann ist fiir q = pL_l

F*:LY(Q) — R, F*(u*) = / F*(u*(x)) dx.
Q
Wir notieren noch einige niitzliche Rechenregeln.

Lemma 5.4. Sei F : X — R eigentlich. Dann ist

(i) (aF)* = aF* o (a™'1d) fiira > 0;

(ii) (F(-+x0) + (x5, )x)* = F*(- — x3) — (- — x3, x0)x fiir allexy € X, x; € X*;
(iii) (Fo A)* = F* o A™ fiir A € L(Y, X) stetig invertierbar und A™* := (A™1)*,

Beweis. Die Regeln folgen direkt aus den Eigenschaften des Supremums.

Aussage (i) gilt wegen « > 0 und

(aF)*(x*) = sup (a{a~'x*, x)x — aF(x)) = asup ((a~'x*, x)x — F(x)) = aF*(a"'x*).
x€X x€X
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5 FENCHEL-DUALITAT

Aussage (ii) gilt wegen {x + xp : x € X} = X und

(F(- +x0) + (x50, )x)" (x7) = ot (x*, x)x = F(x" +x0) — {xg, x)x

= sup ({(x* = x5, x + x0)x — F(x + x0)) — (x* — xg, X0)x
xeX

= sup ((x"— x5, %)x — F(%)) — (x" = x3, x0)x
X=x+x0,x€X

=F'(x" — x3) — (x* — x5, X0)x.

Aussage (iii) gilt wegen X = ran A und

(Fo A)*(y") = sup (y*,AT'Ay)y — F(Ay)
ye

= sup (A7y%x)x —F(x)=F"(A™"y"). O
x=Ay,yeY

Die Definition der Fenchel-Konjugierten ist auf besondere Weise vertraglich mit der des
Subdifferentials.

Lemma 5.5. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann sind dquivalent fiir
x € X undx* € X*:

(i) (x*,x)x = F(x) + F*(x");
(ii)) x* € oF(x);
(iii) x € OF*(x").
Beweis. Gilt (i), so folgt aus der Definition von F* als Supremum
(5.2) (x*,x)x — F(x) = F*(x") > (x", %)x — F(X) fiir alle x € X,

was nach Definition dquivalent ist zu x* € dF(x). Umgekehrt ergibt Supremum tiber alle
x € X auf beiden Seiten von (5.2)

(x*, x)x > F(x) + F*(x"),

und zusammen mit der Fenchel-Young-Ungleichung (5.1) folgt (i).

Analog erhalt man aus (i) zusammen mit Satz 5.1 fiir alle x* € X* die Ungleichung
(x*,x)x — F*(x") = F(x) = F"(x) > (x",x) — F*(x"),

woraus wie oben die Aquivalenz von (i) und (iii) folgt. O
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5 FENCHEL-DUALITAT

Bemerkung. Ist X nicht reflexiv, so ist dabei x € dF*(x*) C X** iber die kanonische Injektion
aufzufassen, d. h. via

J(x), % —x")x = (& —x", x)x < F*(x*) - F*(x*) furalle ¥* € X.

Gleichheit in der Fenchel-Young-Ungleichung (oder dquivalent die Subdifferentialinklusion (ii))
garantiert also in (iii) die Existenz eines Subgradienten in X ¢ X™* und nicht nur in X**; umgekehrt
ist in (iii) die Existenz eines Subgradienten in X € X™* notwendig fiir die Gleichheit (und damit
(ii)). (Analoges gilt fur F : X* — RundF, : X — R))

Lemma 5.5 spielt die Rolle des ,Satzes von der konvexen Umkehrfunktion®. Damit kann
man insbesondere das Subdifferential einer komplizierten Norm durch das (einfachere) der
konjugierten Indikatorfunktion ersetzen. Hat man zum Beispiel ein Problem der Form

(P) 1r€1)f( F(x) + G(Ax)

firF:X >RundG:Y > R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig sowie A € L(X,Y),
so konnen wir G mit Hilfe von Satz 5.1 ersetzen durch die Definition von G** und erhalten

(53) inf sup F(x) +(y", Ax)y = G"(y").
xeX Y*eY*
Diirften wir nun inf und sup vertauschen, so konnten wir schreiben (mitinf F = — sup(—F))

inf sup F(x) + (¥", Ax)y — G*(¥") = sup inf F(x) + (y", Ax)y — G*(y")
xeX y*ey* y*EY* xeX

sup — sup —F(x) + (-A"y", x)x | = G*(y").
yrey* xeX

Einsetzen der Definition von F* ergibt dann das duale Problem

(D) sup —F*(=A"y") —= G*(y").
y*eY*

Als Nebeneffekt haben wir den Operator A zwischen den Funktionalen verschoben.

Der folgende Satz nutzt auf elegante Weise das Fermat-Prinzip, Summen- und Kettenregel
sowie die Fenchel-Young-Gleichung, um hinreichende Bedingungen fiir die Vertauschbar-
keit zu geben.

Satz 5.6 (Fenchel-Rockafellar). Seien X,Y normierte Riume, F : X — RundG:Y -> R
eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und A € L(X,Y). Gelte weiterhin:

(i) das primale Problem (P) hat eine Losung x € X;

(ii) es existiert ein xo € dom F N dom(G o A) mit Axy € (domG)°.
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5 FENCHEL-DUALITAT

Dann hat das duale Problem (D) eine Losung y* € Y* und es gilt
(5.4) min F(x) + G(Ax) = max —F*(-A"y") - G*(y").
xeX yrey*

Weiterhin sind X und y* Losungen von (P) bzw. (D) genau dann, wenn die Fenchel-Extremalitats-
bedingungen

—A"j" € 9F (%),
(E) - _
y" € 0G(Ax),
erfiillt sind.

Beweis. Sei zuerst x € X eine Losung von (P). Wegen Voraussetzung (ii) sind Satz 4.8 und
Satz 4.9 anwendbar; aus Satz 4.3 folgt daher

0€d(F+GoA)(x) =dF(x)+A"dG(Ax)
und damit die Existenz eines y* € dG(Ax) mit —A*y* € dF(x), d. h. (E) sind erfiillt.

Es gelten umgekehrt (E) fir x € X und y* € Y*. Dann ist wiederum aufgrund der Sitze 4.3,
4.8 und 4.9 x Losung von (P). Weiter folgt aus (E) mit Lemma 5.5 die Gleichheit in den
Fenchel-Youngschen Ungleichungen fiir F und G, d. h.

(55) {<—A*y*,a‘c>x = F(x) + F(-A"3"),
5.5 (7*, Ax)y = G(A%) + G* (7).

Durch Summieren beider Gleichungen erhalten wir
(5.6) F(x) + G(AR) = —F"(-A"3") - G* (7).
Es bleibt zu zeigen, dass y* Losung von (D) ist. Setze dafiir
L:XxY" >R, L(x, y*) = F(x) + (y", Ax)y — G*(y").
Dann gilt fiir alle x € X und y* € Y” stets

sup L(X,y") > L(x,y") = 1nfL(x 7).

y*ey*
und damit (Infimum iiber alle x in der ersten und Supremum tiber alle y* in der zweiten
Ungleichung)

1nf sup L(x,y") > sup inf L(x y).

X yrey* yrey* X€X
Also ist
(5.7) F(x) + G(Ax) = 1nf sup F(x) + (y", Ax)y - G"(y")
X y+ey+
> sup 1an(x) +(y", Ax)y — G*(y")
yrey* x€X
= sup —F"(-A"y") = G"(y").
y*eY*
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Zusammen mit der Gleichung (5.6) erhalten wir damit

—F'(-A"y") - G(7") = F(%) + G(A%) 2 Sup —F'(-A"y") =G (¥"),
ey

d.h. y* ist Losung von (D), woraus insbesondere die behauptete Existenz einer Losung
folgt.

Da alle Losungen von (D) nach Definition den selben (maximalen) Funktionalwert haben,
folgt aus (5.6) auch (5.4).

Sind schlief8lich ¥ € X und y* € Y* Losungen von (P) bzw. (D), so folgt aus der gerade
gezeigten starken Dualitét die Gleichung (5.6). Zusammen mit der produktiven Null erhalten
wir daraus

0=[F(x)+F (-A"y") - (A", %)x] + [G(AX) + G*(¥") — (¥, Ax)y].

Da beide Klammern wegen der Fenchel-Young-Ungleichung nicht-negativ sind, miissen
sie einzeln verschwinden. Also gilt (5.5), und aus Lemma 5.5 folgt (E). O

Mit Hilfe von Lemma 5.5 kénnen wir aus den Fenchel-Extremalitatsbedingungen weitere
aquivalente Optimalitdtsbedingungen erzeugen, indem wir eine oder beide Subdifferen-
tialinklusionen invertieren. Dies werden wir spéter nutzen, um praktisch durchfiithrbare
Algorithmen fiir die Losung von Optimierungsproblemen dieser Form herzuleiten. Der
Satz erlaubt auch, den Subgradienten j* aus der Kettenregel als Minimierer eines konve-
xen Funktionals zu charakterisieren. Ist zum Beispiel F* oder G* strikt konvex, so ist y*
eindeutig; unter dieser Voraussetzung sind oft starkere Aussagen tiber die Stabilitat von
Minimierern von (P) oder die Konvergenz von Verfahren zu deren Berechnung méglich.
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Ist ¥ € X ein Minimierer der konvexen Funktion F : X — R, so gilt nach Satz 4.3 das
Fermat-Prinzip 0 € dF(x). Um daraus Informationen tiber (und spater konkrete Verfahren
zur Berechnung von) x zu erhalten, miissen wir daher die (mengenwertige!) Abbildung
x +— 0F(x) untersuchen. Um technischen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen — und
da wir die folgenden Resultate primir fiir numerische Algorithmen, d.h. in X = RV,
benotigen — beschranken wir uns in diesem und dem nachsten Kapitel auf den Fall, dass X
ein Hilbertraum ist. Dies erlaubt, X* mit X identifizieren; insbesondere identifizieren wir
0F(x) c X* mit der Menge der entsprechenden Riesz-Représentanten in X.

6.1 MONOTONE OPERATOREN

Fir zwei normierte Rdume X, Y betrachten wir eine mengenwertige Abbildung A : X —
P(Y), geschrieben auch A : X =3 Y, und definieren

« den Definitionsbereich dom A = {x € X : Ax # 0};
« das Bild ran A = U,ex Ax;
o der Graph graph A = {(x,y) e X XY : y € Ax};

« die Inverse A™' : Y =3 X durch A™}(y) = {x € X : y € Ax} fiir alle y € Y. (Beachten
Sie, dass A™!(y) = 0 méglich ist; fiir mengenwertige Abbildungen fallen also Inverse
und Urbild - das ja stets existiert — zusammen.)

FirAB: X=3Y,C:Y 3 Z,und A € R definieren wir weiter
¢« MA: X 3 Y durch (AA)(x) = {Ay: y € Ax};
e« A+B: X 3Ydurch (A+B)(x) ={y+2z:ye€ Ax,z € Bx};
¢« CoA:X 3Zdurch (CoA)(x) ={z:esgibt y € Ax mit z € Cy}.
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6 MONOTONE OPERATOREN UND PROXIMALPUNKTE

Eine mengenwertige Abbildung A : X =3 X heifit monoton, falls gilt graph A # 0 (um den
trivialen Fall auszuschliessen) und

(xik — X5, X1 — x2)x >0 furalle (xy, x7), (x2,x,) € graph A.

Klarerweis_e ist die Identitiat Id : X =2 X, x + {x}, monoton. Fiir eine konvexe Funktion
F:X — Rist 9F : X 3 X, x — 9F(x) monoton: Sind x;,x, € X und x;" € dF(x;) und
x, € dF(x3), so gilt nach Definition

(6.1) (x], % —x1) < F(x) = F(x1) fiir alle X € X,
(6.2) (x5, % — x2) < F(X) — F(x2) fiir alle x € X,
woraus nach Addition der ersten Ungleichung mit X = x; und der zweiten Ungleichung mit
X = x1 durch Umformen die Monotonie folgt. Ebenso sind fiir A, B monoton und A > 0 auch
AA und A + B monoton. Wir werden aber noch eine starkere Eigenschaft benotigen, die

zusitzlich die Abgeschlossenheit von A garantiert: Wir nennen einen monotonen Operator
A : X 3 X maximal monoton, wenn fiir beliebige x € X und x* € X die Bedingung

(6.3) (x" =% x—-%X)x =0 fir alle (x,x") € graph A

impliziert, dass x* € Ax ist. (In anderen Worten, (6.3) gilt dann und nur dann, wenn
(x,x*) € graph A.) Fur feste x € X und x* € X besagt die Bedingung gerade, dass mit A
auch die Erweiterung

Ax U {x*} fallsx =x,

A: X3 X, P i
Ax falls x # x,

monoton ist. Die Behauptung ist dann genau, dass dies keine echte Erweiterung darstellt.
Beispielsweise ist
{1}  fallst > 0,
A:R3R, t— {0} fallst=0,
{-1} fallst <0,

monoton aber nicht maximal monoton, da A eine echte Teilmenge des durch At = sign(t) =
d(] - |)(t) definierten monotonen Operators ist.

Aus der Definition folgen sofort einige niitzliche Aussagen.
Lemma 6.1. Ist A : X =3 X maximal monoton, dann ist es auch AA fiir alle A > 0.

Beweis. Seien x, x* € X und gelte

0<(x" - x—-%)x=A(A"x" =278, x - J?)X fir alle (x,x") € graph AA.

Da fiir x* € AAx gilt A7'x* € Ax und A maximal monoton ist, folgt daraus A7 lx* € Ax, d. h.
x* € (AA)x. Damit ist AA maximal monoton. O
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Lemma 6.2. Ist A : X =3 X maximal monoton, dann ist A schwach—stark abgeschlossen, d. h.
aus x, — x und Ax, 3 x, — x* folgt x* € Ax.

Beweis. Fiur x € X und x* € Ax beliebig gilt wegen der Monotonie von A
0< (xp =% %, — %)y = (x" = %", x - %)y,

da x, schwach und x}, stark in X konvergieren. Da A maximal monoton ist, folgt daraus
x* € Ax. O

Von zentraler Bedeutung fiir die Theorie der monotonen Operatoren ist der Satz von Minty,
der besagt, dass ein monotoner Operator A genau dann maximal ist, wenn Id +A surjektiv
ist. Als Vorbereitung beweisen wir eine wichtige Teilaussage.

Lemma 6.3. Fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist 1d +9F surjektiv.

Beweis. Fiir gegebenes z € X betrachten wir das Funktional J : X — R,

J) = e = 2l + Fo).

Mit F ist auch J eigentlich, (strikt) konvex und unterhalbstetig. Weiterhin ist J koerziv,
da F als konvexe Funktion wegen Lemma 3.6 nach unten durch eine affine Funktion
beschrinkt ist, so dass fiir ||x|[x — oo die quadrierte Norm garantiert ,gewinnt®. (Man
nennt sie daher auch superkoerziv.) Nach Satz 3.7 existiert also ein (eindeutiges) X € X mit
J(X) = minyex J(x), fir welches nach Satz 4.3, Satz 4.8 und Satz 4.4 gilt

0 € 9J(%) = {x — z} + OF (%),

d.h.z € {x} + 0F(x) = (Id +9F) (x). O
Nun zum allgemeinen Fall.

Satz 6.4 (Minty). Sei A : X =3 X monoton. Dann ist A maximal monoton genau dann, wenn
Id +A surjektiv ist.

Beweis. Sei zuerst Id +A surjektiv, und seien x € X und x* € X mit
(6.4) (x"=xx-X)x =0 fir alle (x,x) € graph A.
Nach Annahme existiert nun fir x + x* € X ein z € X und ein z* € Az mit

(6.5) x+x"=z+z € (Id+A)z.
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Einsetzen von (X, x*) = (z, z") in (6.4) ergibt dann
0<(x*—2x—2)y=(z-xx-2)x=—|lx—z|[} <0,

d.h. x = z. Aus (6.5) folgt dann auch x* = z* € Az = Ax, und damit ist A maximal monoton.

Die umgekehrte Richtung ist deutlich aufwandiger. Den Spezialfall A = JF fiir ein konvexes
Funktional F haben wir bereits in Lemma 6.3 gezeigt. Fiir den allgemeinen Fall gehen wir
ahnlich vor, indem wir ein Funktional F4 konstruieren, das fiir A die selbe Rolle spielt wie
F fir 9F. Fur A : X =3 X maximal monoton definieren wir dazu die Fitzpatrick-Funktion

(6.6) Fa:X XX — [—o0,00], (x,y) — sup ((z, Py + xw)y —(z w)X) )
(z,w)egraph A

Durch Umformen erhilt man die dquivalente Darstellung

(6.7) Fax,y) = (e y)x = inf  (x—2zy-w)y.
(z,w)egraph A

Daraus folgen sofort einige niitzliche Eigenschaften.

(i) Wegen der maximalen Monotonie von A gilt nach Definition (x —z,y —w)x > 0
fur alle (z,w) € graph A genau dann, wenn (x, y) € graph A; insbesondere ist fir
(x,y) ¢ graph A stets (x —z, y — w)x < 0. Aus (6.7) folgt also Fa(x,y) > (x,y)x
mit Gleichheit genau dann, wenn (x, y) € graph A (denn in diesem Fall wird das
Infimum in (z, w) = (x, y) angenommen). Insbesondere ist F4 eigentlich.

(i) Aus (6.6) erhalt man
Fa = (Ga)* fiir Ga(w, z) = (W, 2)x + Sgraph a1 (W, 2)
(denn mit (z,w) € graph A ist (w,z) € graph A™!). Wegen der Monotonie von A

ist ebenfalls nach Definition graph A # 0; also ist F4 die Fenchel-Konjugierte eines
eigentlichen Funktionals und damit konvex und unterhalbstetig.

Als ersten Schritt zeigen wir nun 0 € ran(Id +A) und fithren den allgemeinen Fall z # 0
darauf zurtick. Wir setzen dafiir in Folge Z := X X X sowie & := (x, y) und betrachten

i Z R e Ea® I

Zunachst halten wir fest, dass wegen (i) fiir alle ¢ € Z gilt

(69) Ja(®) = Ea(®) + S IEIE = FaCo ) + Sl + Sl

1 1
> (x )y + 5 Il + 5 Il

> 0.
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Weiter ist J4 eigentlich, (strikt) konvex und unterhalbstetig sowie koerziv, denn Fy4 ist
nach (6.6) nach unten durch eine affine Funktion beschréankt und die quadrierte Norm
superkoerziv. Nach Satz 3.7 existiert also wieder ein (eindeutiges) & := (%, ) € Z mit
]A(f) = mingez J4 (&), fiir welches nach Satz 4.3, Satz 4.8 und Satz 4.4 gilt

0 € aJa(E) = (£} + aFa(d),
d.h. =€ € 9F(&). Nach Definition gilt also fiir alle & € Z
FAD) 2 FaD + (-E - 8), = Ja® + -8+ (£ 9),
> I8+ (£,

wobei wir im letzten Schritt (6.8) verwendet haben. Der Ubersichtlichkeit halber ersetzen
wir in Folge & — —¢; zusammen mit Eigenschaft (i) folgt dann fiir alle (x, y) € graph A

%

1 1
(6.9) (x. ¥)x = Fa(x, y) Ellfllf( + (% x)x + 5||)7||;2( + (3 ¥)x

\%

= (X P)x+ (% x)x+ (7, ¥)x

und damit (y — x,x — y)y > 0. Wegen der maximalen Monotonie von A ist daher x € Ay,
d.h. (j,x) € graph A. Einsetzen in die erste Ungleichung von (6.9) ergibt dann

1 1 1
(20 2 S+ E ) + 11+ (5005 = S5+ 31+ (.00 = (.00

und damit ||[¥ + y|[x =0,d.h. 0 = y+x € (Id+A) ().

Sei nun z € X beliebig und definiere B : X =3 X, x — {-z} + Ax. Man vergewissert
sich leicht anhand der Definition, dass mit A auch B maximal monoton ist. Nach dem
soeben Bewiesenen existiert also ein y € X mit 0 € (Id+B)(y) = {y} + {-z} + Ay, d. h.
z € (Id+A)(y). Also ist Id +A surjektiv. m]

Zusammen mit Lemma 6.3 erhalten wir daraus die maximale Monotonie von konvexen
Subdifferentialen.

Folgerung 6.5. Fir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist 9F : X =3 X
maximal monoton.

6.2 RESOLVENTEN UND PROXIMALPUNKTE

Nach Lemma 6.3 ist Id +0F surjektiv; da die quadrierte Norm im Hilbertraum und damit J
strikt konvex ist, ist der Minimierer von J und damit das Urbild sogar eindeutig. Also ist
(Id +oF) ! einwertig, auch wenn JF dies nicht ist. Es besteht daher die Hoffnung, dieses
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Objekt anstelle des Subdifferentials — oder allgemeiner, eines monotonen Operators — fiir
Algorithmen nutzen zu kénnen.

Wir definieren daher fur A : X = X maximal monoton die Resolvente
Ra: XX, RA(X) = (Id+A)_lX,

und fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig die Proximalpunktabbildung

.1 2
proxy : X — X, proxy(x) = arg min Ellz—x||X+F(z).
zeX

Daw € Ryr(x) die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass w der eindeutige
Minimierer (man sagt auch Proximalpunkt) dieser strikt konvexen Funktion ist, gilt

proxp = (Id+9F) ™" = Ryr.

Wir miissen noch zeigen, dass auch die Resolvente von beliebigen maximal monotonen
Operators einwertig ist.

Lemma 6.6. Sei A : X =3 X maximal monoton. Dann ist Ry auf ganz X definiert und
einwertig.

Beweis. Da A maximal monoton ist, ist Id +A surjektiv, woraus dom R4 = X folgt. Seien
nun x3, X, € X beliebig und z; € Ra(x1) und z, € Ra(xz), d.h. es gilt x; € {z;} + Az; und
xy € {z2} + Az,. Aus x; — z; € Az; und x; — z; € Az; folgt mit der Monotonie von A, dass

gilt
2
(6.10) llz1 — 22||X < (X1 = X2,21 = 22)x -
Ist nun x; = x3, so muss daher auch z; = z; sein. Also ist R4 einwertig. O

Aus dem Beweis folgen sogar noch stiarkere Eigenschaften.

Lemma 6.7. Sei A : X = X maximal monoton. Dann gilt:
(i) R ist nichtexpansiv, d. h. Lipschitzstetig mit Konstante 1;

(ii) R ist stark nichtexpansiv, d. h.

|[Rax1 — RszH)z( < (Raxy — Raxe, x1 — x2)x fiir alle x1, x; € X;

(iii) |Rax1 = Raxz|lZ + [[(1d =Ra)x1 = (Id =Ra)x2 I3 < llx1 = 2|l fiir alle x1,x; € X.

55



6 MONOTONE OPERATOREN UND PROXIMALPUNKTE

Beweis. Die Aussage (ii) haben wir bereits mit (6.10) gezeigt, und Aussage (i) folgt daraus
sofort mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Ebenso folgt (iii) aus (ii) zusammen
mit dem Satz von Pythagoras, denn

|(Id=Ra)xi — (Id —Ra)x2 |5 = [lx1 — x2|I% + [[Raxs — Raxz||%
— 2 (1 — x2, Raxy — Raxz) x

< |lxy = x2||>2( — [[Rax; — ﬂAx:z”;Z(- i

Folgerung 6.8. Fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist proxy : X — X
Lipschitz-stetig mit Konstante L = 1.

Tatsachlich lassen sich Minimierer konvexer Funktionen auch als Proximalpunkte charak-
terisieren, indem man den folgende niitzlichen Zusammenhang verwendet.

Lemma6.9. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und seien x,x* € X. Dann
ist fiir beliebige y > 0

x"€dF(x) & x= prox,p(x + yx®).

Beweis. Aus den Rechenregeln fiir mengenwertige Abbildungen folgt dann

x* € 9F(x) © x +yx" € (Id+ydF)(x)
& x € (Id+yoF) H(x + yx®)
© x = prox,p(x + yx").

Im letzten Schritt haben wir dabei yoF = d(yF) nach Lemma 4.7 (ii) und damit prox,p = Ryor
verwendet. ]

Wendet man diese Umformulierung auf das Fermat-Prinzip 0 € dF(x) an, erhalt man sofort
das folgende Resultat.

Folgerung 6.10. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig und y > 0 beliebig.
Dann ist x € dom F ein Minimierer von F genau dann, wenn gilt

X = prox,p (%).

Damit liefert uns die Proximalpunkt-Abbildung eine Moglichkeit, Minimierer konvexer
Funktionen statt durch (explizite) Mengeninklusion durch eine (implizite) Gleichung zu
charakterisieren (und durch eine Fixpunktiteration zu berechnen).

Weiter erhilt man daraus eine Verallgemeinerung der orthogonalen Zerlegung von Vektor-
raumen.

56



6 MONOTONE OPERATOREN UND PROXIMALPUNKTE

Satz 6.1 (Moreau-Zerlegung). Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann
gilt firallex € X
X = proxp(x) + proxz. (x).

Beweis. Setze w = proxy(x). Aus Lemma 6.9 und Lemma 5.5 folgt dann

w = proxp(x) = proxp(w+ (x —w)) © x —w € 9F(w)
S weIFF (x—w)

© x —w = proxp ((x —w) + w) = proxp.(x). O
Folgende Rechenregeln werden niitzlich sein.

Lemma 6.12. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig.
(i) Fir A # 0 und z € X gilt mit H(x) = F(Ax + z)
proxy (x) = A7 (prox,.p(Ax + z) — 2).
(ii) Fiiry > 0 gilt
Prox,p.(x) = X — y prox, (7 'x).

(iii) Fir G : Y — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig gilt mit H : X x Y — R,
H(x, y) = F(x) + G(y),

prox, r(x) ) .

TroX X, =
p yH( Y) (prOXyG (y)

Beweis. Zu (i): Nach Definition ist
1 2 _
proxy (x) = argmin —||lw — x|[[5 + F(Aw + z) =: w.
weX 2

Mit der Substitution v = Aw + z folgt wegen min,,cx J(w) = minyex J(v) fir alle J

1
o = argmin - |[A7(0 — z) — x||§< + F(v)
veX

1
argmin —|lo — (Ax + z)||)2< + F(v)
veX 21

1
arg min —|lo — (Ax + z)||§( + A*F(v)
veX 2

prox.p(Ax + z).

Also ist w = 171(& — z) der gesuchte Minimierer.
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Zu (ii): Aus der Moreau-Zerlegung, Lemma 5.4 (i), und (i) fiir A = y™ und z = 0, folgt

prox},F(x) = X = ProX,p- (x)
= X = PrOX,peo(y-11d) (X)
=x - yprox},(},_zF*)(y_lx).
Anwenden auf F* unter Verwendung von F** = F liefert nun die Aussage.
Zu (iii): Nach Definition der Norm auf X x Y gilt

1
prox,y(x, y) = argmin —|l(u,v) = (x, y)||)2(xy +yH(u,v)
(u,0)EXXY

. (1 1
= argmin | —|ju — xll)z( + yF(u)) + (—ll'o - y||12, +yG(v)].
ueX,veY 2 2

Da keine gemischten Terme in u und v auftreten, konnen die Klammern separat minimiert
werden. Also ist proxyH(x, y) = (4, 0) mit

_ .1 2
@ =argmin —||lu — x|y + yF(u) = PIOX, 5 (x);
ueX
_ .1 2
0 = arg min EHU - ylly +yG(ov) = PIOX, G (x)- O

veY

Das Ausrechnen von Proximalpunkten ist in der Regel schwierig, denn die Auswertung
von prox; enthilt ja bereits die Minimierung von F. In manchen Fillen kann man aber
eine geschlossene Formel angeben.

Beispiel 6.13. Wir betrachten zuerst skalare f : R — R.

i f@) = %ltlz. Da f differenzierbar ist, konnen wir die Ableitung von %(s —1)%+ gsz
gleich Null setzen und nach s auflésen und erhalten prox, f(t) =(1+y) 't

(i) f(¢) = |t]. Nach (4.5) gilt of (t) = sign(¢); also ist s := prox},f(t) = (Id +y sign)~!(t)
genau dann, wenn ¢ € {s} + y sign(s) ist. Angenommen, fiir gegebenes ¢ gelte diese
Inklusion fiir ein §. Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

a) § > 0. Dies impliziert t =5+ y,d.h.§ =t — y und damit t > y.
b) § < 0. Dies impliziertt =5 —y,d.h. 5§ =t + y und damit t < —y.

c) § = 0. Dies impliziert t € y[-1,1] = [—},y].
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6 MONOTONE OPERATOREN UND PROXIMALPUNKTE

Da die so erhaltenen Bedingungen an ¢ disjunkt und vollstindig sind, erhalten wir

t—y fallst >y,
prox, () = {0 falls t € [—y, ],
t+y fallst <-y.

Diese Abbildung wird auch als soft-shrinkage-Operator bezeichnet.

(iii) f(t) = 6[-11)(t). Nach Beispiel 5.2 (iii) gilt f*(¢) = |¢|, und daraus erhalten wir mit
Lemma 6.12 (ii)

prox, (t) =t — y prox 1. (y't)
t—y(yit—yY fallsy 't >y

={t—-0 falls y ™'t € [-y 7L y7!],
t—y(yt+y™)  fallsyTt < -y

1 fallst > 1,
=1 t fallste[-11],
-1 fallst < -1.

Die Proximalpunktabbildung ist also - fiir alle y — die Projektion von t auf [-1,1].

Beispiel 6.14. Beispiel 6.13 kann auf X = RN (versehen mit dem Euklidischen Skalarprodukt)
verallgemeinert werden, indem man N mal Lemma 6.12 (iii) anwendet. Man erhélt dann

komponentenweise
(i) fir F(x) = 1[lx[)? = =N, 1x%

1

[proxyF(x)]i = (m) xi, 1<1i<N;

(i) fiir F(x) = [|x[ly = Y, |xil:
[prox, s (x)]; = (|xi| - y)"sign(x;), 1<i<N;

(iii) fiir F(x) = g, (x) = ZN, 8111 (x:):

x.
=x— (=1 = (+1) = ————— 1<i<N;
[prOXyF(x)]l xl (xl ) (xl ) max{l, |xi|} l

mit der Schreibweise (¢)* := max{t,0} und (¢)” := min{t, 0}.
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Viele weitere Beispiele findet man in [Parikh & Boyd 2014, § 6.5].

Da fiir konvexe Integralfunktionale nach Lemma 4.6 das Subdifferential punktweise aus-

gewertet werden kann, gilt dasselbe auch fiir die Definition (6.2) der Proximalpunkt-
abbildung.

Folgerung 6.15. Sei f : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig und F : L*(Q) — R
wie in Lemma 3.4. Dann ist fiir alley > 0 und u € L*(Q)

[proxyF(u)] (x) = proxyf(u(x)) fiir fast alle x € Q.
Beispiel 6.16. Durch Fallunterscheidung analog zu Beispiel 6.13 zeigt man fiir allgemeine
Hilbertraume X:
(i) Ist F = ]| - I = 5 (-, -)x. so ist

1

prox,p(x) = (m) X

(ii) Ist F = || - |Ix, so zeigt man analog mit Fallunterscheidung wie in Satz 4.5

+
4
rox,p(x) = (1 — —) X.
P lxlix

(iii) Ist F = §¢ fiir C C X nichtleer, konvex und abgeschlossen, so ist nach Definition

proxyF(x) = projo(x) := arg rgin Iz — x||x
zE

die Projektion von x auf C; die Proximalpunktabbildung verallgemeinert also die
metrische Projektion auf (konvexe) Mengen. Projektionsformeln bzw. -verfahren fiir
verschiedene Klassen von Mengen sind in [Cegielski 2012, Kapitel 4.1] aufgefiihrt.

6.3 MOREAU-YOSIDA-REGULARISIERUNG

Bevor wir zu Algorithmen fiir die Minimierung konvexer Funktionen kommen, betrachten
wir noch eine weitere Moglichkeit, Optimalitidtsbedingungen mit Hilfe von Proximalpunkt-
abbildungen umzuformulieren. Dies ist zwar keine dquivalente Umformung mehr, bildet
aber die Briicke zu den Newton-artigen Verfahren im letzten Kapitel.

Sei A : X =3 X ein maximal monotoner Operator und y > 0. Dann ist die Yosida-
Approximation von A definiert durch

1
A)/ = }—/ (Id _R)/A) .
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6 MONOTONE OPERATOREN UND PROXIMALPUNKTE

Insbesondere gilt fiir das Subdifferential einer eigentlichen, konvexen und unterhalbstetigen
Funktion F: X — R

(9F), = )1/ (Id —proxyF) .

Nach Folgerung 6.8 ist die Yosida-Approximation also stets Lipschitz-stetig mit Konstante
L=y

Eine andere Sichtweise erlaubt die folg_ende Definition. Fiir eine eigentliche, konvexe und
unterhalbstetige Funktion F : X — R und y > 0 ist die Moreau-Hiille' von F definiert
durch

1
F,: X >R inf — ||z — x||2 + F(2).
y X =R, xH;gxzyllz x|y + F(z)

Vergleich mit der Definition (6.2) der Proximalpunktabbildung liefert

(6.11) F,(x) = %Hprox},F(x) - xll)z( + F(proxyF(x)).

(Beachte, dass sich der Minimierer nicht andert, wenn das Funktional mit y > 0 multipliziert
wird.) Also ist Fy in der Tat wohldefiniert und einwertig. Zudem ist mit F auch F, konvex.

Lemma 6.17. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann ist fiir alley > 0
auch F, konvex.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass fiir G : X — R konvex die Abbildung
H:XxX >R, (x,2) > F(z) + G(z — x)

ebenfalls konvex ist. Seien dafiir (xq, z1), (x2,22) € X XX und A € [0,1]. Aus der Konvexitat
von F und G folgt dann
H(A(x,z1) + (1= A)(x2,22)) = F (Az1 + (1 = V)z2) + G (A(z1 — x1) + (1= D) (22 — x2))
< A(F(z1) + G(z1 — x1)) + (1= ) (F(22) + G(z2 — x2))
= A’H(xlﬁ Zl) + (1 - )L)H(XZ’ ZZ)'

Seien nun x;,x; € X und A € [0,1]. Wegen F,(x) = inf,cx H(x, 2) fiir G(y) = %Hy”)z(

existieren dann zwei Minimalfolgen {z!},en, {2z2}nen € X mit
H(x1,2,) = F(x1),  H(xz2h) = Fy(x2).

Aus der Definition des Infimums zusammen mit der Konvexitat von H folgt daher fiir alle

neN
Fy(Axy + (1= D)xp) < HA(x1, 2,) + (1= D) (x2,25))

< AH(x1, 21) + (1= ) H(x, 22),

und Grenziibergang n — oo auf beiden Seiten ergibt die behauptete Konvexitat. O

nicht zu verwechseln mit der konvexen Hiille F!
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Der nichste Satz stellt den Zusammenhang zwischen den beiden Definitionen her und
rechtfertigt damit den Begrift Moreau—Yosida-Regularisierung.

Satz 6.18. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann ist F, fiiralley > 0
Fréchet-differenzierbar, und es gilt

V(F,) = (9F),.

Beweis. Seien x,y € X beliebig und x* = prox,z(x) sowie y* = prox,p(y). Wir zeigen
zunéchst, dass gilt

(6.12) )1/ (¥ —x",x —x")x < F(y") — F(x").

(Beachte, dass fiir F eigentlich aus der Definition von Proximalpunkten als Minimierer
notwendigerweise x*, y* € dom F folgt.) Dafiir betrachten wir fiir t € (0,1) den Punkt
x{ :==ty" + (1 - t)x". Aus der Definition des Proximalpunktes x* als Minimierer und der
Konvexitat von F folgt durch quadratisches Ergénzen

* * 1 * 2 1 * 2
F(x7) < F(xt)+ﬁllxt —xllx - Ellx - x|lx
2

StF(y)+(1—t)F(x)—)—/(x—x,y —x)X+E||x -y ||)2(.

Umstellen, Division durch ¢t > 0 und Grenziibergang t — 0 ergibt dann die gewiinschte
Ungleichung (6.12). Zusammen mit (6.11) folgt daraus

£ * 1 * *
F,(y) — F,(x) = F(y*) - F(x )+§(Ily—y I1Z - flx - x*|I2)
1 % % 5 % *
> Z—Y(Z(y —x"x = x )y + ly = yllx = llx = x*13)

1 , . .
ZE(Z()/—X’X—X)XHU/—Y —x+x7|%)
1

v

(y—xx—x")y.
Analog zeigt man durch Vertauschen der Rollen von x* und y* in (6.12), dass gilt

Fy(y) - Fy(x) < %(y —xy— )y,
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6 MONOTONE OPERATOREN UND PROXIMALPUNKTE

Kombination dieser beiden Ungleichungen liefert dann

OS@UO‘HU?‘%W—xm—xﬂX

1 , .
<L O-n -y - G-y
1 .
S}_/(”y_x”)z(_ Iy = x*1%)
1
< )—/Ily—xllf(,

wobei wir im vorletzten Schritt die starke Nichtexpansivitat der Proximalpunktabbildung
(Lemma 6.7 (ii)) verwendet haben.

Setzen wir nun y = x + h fir h € X beliebig, so folgt daraus

0 < Fy(x+h) = F,(x) = (y 1(x — x*), h)X
- lIAllx

d. h. F, ist Fréchet-differenzierbar, und der Gradient ist genau )l/(x - x*) = (9F),. m|

1
< —|lh|lx — 0 firh — 0,
Y

Da F, nach Lemma 6.17 konvex ist, folgt daraus zusammen mit Satz 4.4 die eingingige
Gleichung 9(F,) = (9F),.
Beispiel 6.19. Wir betrachten wieder X = RV,
(i) F(x) = ||x|lz- Nach Beispiel 6.14 (ii) ist die Proximalpunktabbildung der komponen-
tenweise soft-shrinkage-Operator, und damit ist komponentenweise
%(Xi —(xi—y)=1 x>y,
(@Il - ), ()], = { 1x, xi € -1y,
}l,(xi —(xi+y)=-1 x <y.
Im Vergleich zum entsprechenden Subdifferential (4.5) ist also der mengenwertige

Fall in x; = 0 durch eine lineare Funktion auf einem kleinen Intervall ersetzt worden.

Analog erhalt man durch Einsetzen in (6.11)
slt=(=-pP+lt—yl=t-5 t>y,

N
Fx) =D fiba) fir f(1) = it te vyl
i=1

glt= (P +lt+yl=-t+§ t<-y.

Der Betrag wird also fiir kleine Argumente durch eine quadratische Funktion ersetzt
(wodurch die Nichtdifferenzierbarkeit im Ursprung verschwindet). Diese Modifikati-
on ist seit langem als Huber-Norm bekannt.

63
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(ii) F(x) = dp_(x). Nach Beispiel 6.14 (iii) ist die Proximalpunktabbildung gegeben durch
die komponentenweise Projektion auf [—1,1], und damit ist

(@800, =~ (s = (=" = (x+17)) =~ = )"+ )

Analog folgt durch Einsetzen wegen Prox,p (x) € Bound ((x+ 1), (x—=1)7)x =0

(8., )y (x) = ziyll(x ~ Dz + %II(X +1)7 113,

was genau der aus der nichtlinearen Optimierung bekannten Penalty-Funktion fiir
die Ungleichungsnebenbedingungen x —1 < 0 und x + 1 > 0 entspricht.

Ein weiterer Zusammenhang besteht zwischen der Moreau-Hiille F, und der Fenchel-
Konjugierten F*.

Satz 6.20. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann gilt fiir alley > 0
und x* € X y
(F)*(x") = F(x") + Ellx*lli-

Beweis. Die Definition der Fenchel-Konjugierten im Hilbertraum und der Moreau-Hiille

ergibt direkt
kK * o 1 _ 2
(F)" (") = sup | " 00y = inf (1 z||x+F<z>))

= sup [ (x*, %)y + sup (—z—ly||x —z||¥ - F(z)))
x€eX zeX

=sup | (x*,2)y — F(2) +sup ((x*,x - 2)x — z—ly||x - zll)z())
zeX xeX

=)+ (B B) @)

da unabhingig von der Wahl von z € X im inneren Supremum x — z stets den ganzen
Raum abdeckt. Aus Beispiel 5.2 (i) und Lemma 5.4 (i) folgt nun die Aussage. O

Wir skizzieren kurz die Relevanz fir die Optimierung. Ist F : X — R konvex, so erfiillt
jeder Minimierer das Fermat-Prinzip 0 € dF(x), welches wir d4quivalent schreiben konnen

als X € oF*(0). Ersetzen wir oF" durch die Yosida-Approximation (9F*),, so erhalten wir
eine regularisierte Bedingung

xy, = (0F"),(0) = —)l/proxyF*(O).
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Dies ist nun eine explizite und sogar Lipschitz-stetige Relation. Zwar ist x, selber kein Mi-
nimierer von F, wegen der Konvexitat von Fy ist x, € (9F"),(0) = d(F;)(0) aber dquivalent
mit
0 € a(Fy)"(xy) = 3 (F™" + LIl IIF) () = 9 (F+ 51l - II%) (xp),

d.h. x, ist der (wegen der strikten Konvexitit der quadrierten Norm) einzige Minimierer
von F + gll | )2< Durch die Regularisierung von dF* wurde das zu minimierende Funktional
also nicht geglattet, sondern lediglich stirker konvexifiziert. Aus der Aquivalenz folgt
auch (dhnlich wie im Beweis von Satz 2.1) x, — X fiir y — 0. In der Praxis scheitert
dieses Vorgehen an der Berechnung von F*, weshalb man es mit dem im nachsten Kapitel
vorgestellten Splitting-Ansatz kombiniert.
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Wir beschiftigen uns jetzt mit Verfahren zur numerischen Berechnung von Minimierern
von Funktionalen J : X — R der Form

J(x) := F(x) + G(x)

fir F, G konvex aber nicht differenzierbar. Die Schwierigkeit dabei ist, dass im Gegensatz
zu differenzierbaren Funktionen das Aquivalent zum Gradientenabstieg, die Iteration

e xk — oy (xb),

nicht praktikabel ist, da ein beliebiges Element aus dem Subdifferential keine Abstiegsrich-
tung sein muss; dies kann man nur fiir den Subgradienten minimaler Norm garantieren —
und fiir J erhélt man diesen auch nicht aus den entsprechenden Subgradienten von F und
G. Wir andern daher unseren Blickwinkel und suchen eine Nullstelle der mengenwertigen
Abbildung x - dJ(x) ¢ X* = X.

7.1 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Wir haben in Folgerung 6.10 gesehen, dass eine Nullstelle X von oF : X =3 X charakterisiert
werden kann als Fixpunkt von prox,p fir beliebiges y > 0. Dies legt nahe, diese durch

eine Fixpunktiteration zu berechnen: Wihle x° € X und setze fiir eine geeignete Folge
{¥}ken

(7.1) Xk = prox,, (xF).

Wie bei der klassischen Fixpunktiteration miissen wir nun nachweisen, dass die Fixpunkt-
abbildung in einem passenden Sinne kontrahierend wirkt. Es zeigt sich, dass die starke
Nichtexpansivitit ausreicht, was nach Folgerung 6.8 fiir Resolventen maximal monotoner
Operatoren stets der Fall ist. Fiir den spateren Gebrauch betrachten wir gleich die allgemeine
Version fiir beliebige maximal monotone Operatoren.

Satz 7.1. Sei A : X = X maximal monoton und habe eine Nullstelle x* € X, und sei
{¥Viteen € (0, 00) mit 377 y,f = oo. Erfiillt {x*}ren C X die Rekursion
xk+1 — ﬂykAxka

dann konvergiert x* — % mit 0 € Ax.
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Beweis. Aus der Rekursion x**! = Ry Axk = (Id +y,A) " 'x* folgt

Wk = yk—l(xk _ xk+l) c Axk+1

und damit auch x**! — x¥*2 =y, ., wk*1 (Der Vektor w* spielt die Rolle des Residuums in

der verallgemeinerten Gleichung 0 € Ax.) Da A monoton ist, gilt fiir yx; > 0
0< YI;l-l (Wk Lk xk+2)
_ (wk kL wk+1)
X

— (Wk, Wk+l) _ ||Wk+1||§(
X

k k k
< Al (Il = I i)

X

Also ist die nicht-negative Folge {||w*||x }xen € R monoton fallend und daher konvergent
(zumindest solange w**! # 0 gilt, aber andernfalls ist wegen w**! € Ax**2 bereits x**? die
gesuchte Nullstelle.)

Sei nun x* € X eine Nullstelle von A, d. h. 0 € Ax™, die nach Voraussetzung existiert. Dann
folgt wie im Beweis von Folgerung 6.10 x* = Ry ax" fiir alle y > 0. Aus Lemma 6.7 (iii) folgt
dann mit (Id =Ry, )x* = x¥ — xk*1 = pwk

(7-2) I = X1 = Ry ax® = Ryax’|I
< I = x*% = 10 =Ry )x* = (1d =Ry, a)x" |15

k 2 291, k(12
= lIx" = x7llx = yellwtllx-

Also ist {||x* — x*||x }xen fiir jede Nullstelle x* monoton fallend (man nennt solche Folgen
Féjer-monoton) und damit beschrankt. Also ist auch {x*};eny © X beschrankt und hat daher
eine schwach konvergente Teilfolge x* — x.

Rekursives Anwenden von (7.2) ergibt auflerdem

k

k 2 0 2 2|14 112
(7-3) 0 < [Ix"* = x"|IF < % = x7lI% = Do vFlw g
Jj=0

Die (monoton wachsende) Partialsummenfolge auf der rechten Seite ist also beschrankt, und
deshalb konvergiert 3% yZ||w*||%. Da die Folge {y?}ren nach Annahme nicht summierbar
ist, muss lim infj_,c ||W¥|| )2( = 0 gelten. Zusammen mit der Konvergenz von {||w*||x }ren
folgt daraus w* — 0. Insbesondere gilt Ax**' 5 wki — 0 fiir x**' — %, und aus der
Abgeschlossenheit von maximal monotonen Operatoren (Lemma 6.2) folgt dann 0 € Ax,

d. h. jeder schwache Haufungspunkt von {x*};cy ist eine Nullstelle von A.

Wir zeigen schliellich, dass die gesamte Folge {x*}ren schwach konvergiert. (Dieser Be-
weisschritt ist auch unabhéngig als Opial-Lemma bekannt.) Seien x und x schwache Héu-
fungspunkte und damit Nullstellen von A. Dann sind wegen der Féjer-Monotonie von
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{x*}ren sowohl {||x* — %||x }xen als auch {||x* — %||x }xen monoton fallend und beschrankt
und daher konvergent. Also konvergiert auch

1
k - & kK an2 kK p2 -2 A2
(52 =2) = (Il = 21% - I - 1% + 1912 - 1213) — c € R,

Da x schwacher Haufungspunkt ist, existiert eine Teilfolge {xk” Fnen mit xkn — %; ebenso
existiert eine Teilfolge {xkm}, e mit xkm — %. Also ist
k

. . ko - A PN
",x—x) =c= lim (x '",x—x) =(X,x—X)x,

(%, —X)x = lim (x
n—oo X m—oo X

und damit
s A= o NP
Oz(x_x,x_x)X:”x_x”X’

d.h. x = x. Jede Teilfolge hat daher den selben Grenzwert, und deshalb konvergiert die
gesamte Folge {x*};cn gegen diesen. O

7.2 EXPLIZITES SPLITTING

Fir Funktionale der Form J(x) = F(x) + G(x) ist das Proximalpunkt-Verfahren in der
Regel nicht praktikabel, da die Auswertung von prox; nicht wesentlich einfacher ist als
das urspriingliche Problem - selbst wenn prox; und proxg eine geschlossene Darstellung
haben. Anstatt die Proximalpunkt-Formulierung auf 0 € 9J(x) anzuwenden, verwendet
man daher zuerst die Summenregel und erhalt dadurch ein p € X mit

{ p € 9F (%),

-4) —p € 3G ().

Man kann nun eine oder beide der Subdifferentialinklusionen durch eine Proximalpunkt-
abbildung ersetzen.

In expliziten Splitting-Verfahren - auch forward-backward splitting genannt — wendet man
Lemma 6.9 nur auf die zweite Inklusion in (7.4) an und erhalt

{ﬁ € 9F (%),

79 X = prox,g(x = yp)-

Die zugehorige Fixpunkt-Iteration ist dann

(i) Wihle p* € oF (x*) (mit minimaler Norm).

k+

(ii) Setze x**! = proxYkG(xk — yep").
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

Dies ist im Allgemeinen kein praktikables Verfahren, da die Bestimmung eines Subgra-
dienten minimaler Norm aufwandig ist. Eine Ausnahme ist jedoch, wenn F zusatzlich
differenzierbar ist: Dann gilt (im Hilbertraum) oF (x) = {VF(x)}. In diesem Fall erhalten
wir das Proximal-Gradientenverfahren

(7.6) Xk = prox),kG(xk — v VF(x%))

(im Spezialfall G = §¢ — d. h. Prox,q (x) = proj.(x) — auch projiziertes Gradientenverfahren
genannt).

Um nun analog zum Proximalpunkt-Verfahren Konvergenz zu zeigen, miissen wir die
Lipschitz-Stetigkeit des Gradienten voraussetzen (da wir fiir F ja keine Resolvente verwen-
den, die automatisch stark nichtexpansiv und damit Lipschitz-stetig ist).

Lemma 7.2. Sei F : X — R Gateaux-differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten. Dann
gilt
L
F(y) <F(x)+(VF(x),y —x)x + E||x - yl% firallex,y € X.

Beweis. Aus der Gateaux-Differenzierbarkeit von F folgt

d "

EF(X +t(y—x)) = (VF(x+t(y—x)),y—x)x firallex,y e X.
Integration iiber t auf [0, 1] liefert damit

1
/O (VEGx+ £y =),y - x)y dt = F(3) - F(x).

Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir dann unter Verwendung der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung und Lipschitz-Stetigkeit

F(y) = F(x) + (VF(x), y = x)x + /01 (VE(x+t(y —x)) = VF(x),y —x)yx dt
< P+ (VFG),y =2+ [ G+ Hy - 20) - VRGO el - vl de
< P+ (VFGO),y =2+ [ Ltlle — I de
= F(x) + (V). y = 0 + e =yl .

Fiir geniigend kleine Schrittweiten kann man damit die Konvergenz des Proximal-Gradienten-
verfahrens zeigen.
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

Satz 7.3. Seien F : X - R und G : X — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig. Sei
zusdtzlich F Gateaux-differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten. Gilt 0 < ypmin < ¥k <
L7, dann konvergiert die durch (7.6) erzeugte Folge x* — % mit 0 € 9J(%).

Beweis. Wir argumentieren dhnlich wie im Beweis von Satz 7.1, wobei wir die Monotonie
der Folge der Residuumsnormen w* € Ax**! durch die der Funktionswerte J(x*) ersetzen.
Wir definieren dafiir

T,: X - X, x -y N x - proxyG(x - yYVFE(x))),
womit wir die Iteration (7.6) umschreiben konnen als
Xkt = proxYkG(xk - kaF(xk)) =xk - YiTy, (x5).
Nach Lemma 6.9 gilt daher
T (xF) = VF(x") € 9G(x* = yi Ty, (),
d.h. fur alle z € X gilt
(77)  G(2) = G(* = Ty () = (T (x5) = VF(x), 2 = = Ty, () .
Analog folgt aus VF(x*) € oF (x*)

(7.8) F(z) — F(x*) > (VF(xk), z— xk)x

Aus Lemma 7.2 folgt weiter mit x = x¥, y = x*1 = x* — T, (x¥), und y < L™

el
(o) FO = pT () < F) =y (VFG. T, 09+ =0T, (91
< FGH) =y (VPO T (69 + DT, (91
Zusammen erhalten wir aus (7.9), (7.7), und (7.8), dass fiir alle z € X gilt
(7.00)  J(™) = F(x* = yi T, (5) + G(2* = 1Ty (29)
< FG*) =y (VFGHL T, () + 0T, (9
+G(z) + (T}/k (xk) - VF(xk),xk - viTy, (xk) - z)X
< F(z)+ (VF(xk),xk - z)X - Yk (VF(xk), T, (xk))X + %HTM (xk)||)2(
+G(z) + (TYk (xF) = VF(x*), xk =z — T, (xk))X

= J(@) + (B —2) = BT, ()
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

Fiir z = x* folgt daraus
(719 7+ < 56 = BT, (1

d.h. {J(x*)}xen ist monoton fallend. (Das Proximal-Gradientenverfahren ist also ein Ab-
stiegsverfahren.) Fur z = x* mit J(x*) = minyex J(x) folgt weiter durch quadratisches
Erganzen

(1) 0 <IN =) < (T, (6 - x) = BT I
1 * *
= 5 (I =2 = e =2 = T R
1 %k %k
= 5y (I = I = 1 I

Insbesondere ist {||x* — x*||x }xen monoton fallend und damit {x*};cy Féjer-monoton und
beschrinkt. Es existiert also eine schwach konvergente Teilfolge {x'};cn mit xK — x.

Summieren tber k = 0,...,n — 1 liefert nun
z k 1< k 2 k 2
* -1 * *
0< UGN =) £ —— 3 (I =1 - llx - 21
k=1 2Ymin =1
1
= [l = x*[I% = [Ix" = x*||3
2o ( X %)
Sl — x|
B 2}/min X

Da {J(x*)}xen monoton fallend ist, folgt

1

[l — x|
2n}’min X

713  0SJEN)-J) < SN - I <
k=1

und damit J(x") — J(x™) fiir n — oo. Also gilt auch wegen der schwachen Unterhalbste-
tigkeit von F und G, dass

J(®) < liminf J(xM) = J(x¥).

Wie im Beweis von Satz 7.1 folgt nun aus der Féjer-Monotonie von {x*}.en, dass x* — &

fur die gesamte Folge gilt. O
Aus (7.13) folgt insbesondere J(x*) = J(x*) + O(k™). Um J(x*) < J(x*) + ¢ zu erreichen,

sind also O(e™!) Iterationen notwendig. Durch eine geschickte Extrapolation ldsst sich dies
auf O(¢7'/?) reduzieren, was beweisbar optimal ist; siehe [Nesterov 1983], [Nesterov 2004,
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

Theorem 2.1.7]. (Dafiir ist die Folge der Funktionswerte allerdings nicht mehr monoton
fallend.) Die Iterationsvorschrift dafiir ist
X = Prox,, g (x% — yVF(z)),

(7.14) 1-1 1-1
P (1 _ k) k4 kxk
Tk+1 Tk+1

b

fir die (schwer zu motivierende) Folge

2
1+ J1+472_

TO:L Tk:f(aoo),

siehe [Beck & Teboulle 2009, § 4].

Ein Nachteil des expliziten Splittings ist die Notwendigkeit, fiir die Wahl einer zuldssigen
Schrittweite y; die Lipschitzkonstante L von VF zu kennen. Im Beweis von Satz 7.3 erkennt
man, dass dies lediglich dazu dient, die Abschétzung (7.9) zu garantieren. Ist die Lipschitz-
konstante nicht bekannt, kann man versuchen, die Giiltigkeit von (7.9) durch Liniensuche
zu erfiillen: Man startet mit y° > 0 und verkleinert y; (etwa durch Halbieren) so lange,
bis

F(x* = 1T (2) < FGF) =y (VPOR), T (69))+ 2T, (91

erfiillt ist (was spitestens fiir y; < L™! der Fallist). Dafiir ist in jedem Schritt der Liniensuche
jeweils eine Auswertung von F und prox,, ; erforderlich (wobei Letzteres durch Vertauschen
von Proximal- und Gradientenschritt — backward—forward splitting — vermieden werden
kann).

7.3 PRIMAL-DUALES SPLITTING

Dieses Verfahren wurden speziell fiir Probleme der Form

min F(x) + G(Ax)
xeX

fur F, G eigentlich, konvex und unterhalbstetig und A € L(X,Y) entwickelt. Aus Satz 5.6
und Lemma 5.5 erhalt man dafiir die Fenchel-Extremalitatsbedingungen

—A*y € 9F (%), —-A"y € 9F(x),
(7.15) { {

y € 0G(Ax), Ax € IG™ (7).
Die zugehorige Proximalpunktformulierung nach Lemma 6.9 ist

X = prox,p(x — 7A*y),
y = prox, - (y + 0Ax),
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

fiir beliebige o, 7 > 0. Daraus lasst sich direkt eine Fixpunktiteration gewinnen:

{kar1 = prox,p(x* — 7A* %),

k k+1)

(7.16)
y**1 = prox ;. (y* + cAx

(der Einfachheit halber halten wir hier die Schrittweiten konstant). Um zu zeigen, dass
diese Iteration konvergiert, versuchen wir sie in die Form eines Proximalpunktverfahrens
zu bringen. Dazu formen wir (7.16) so um, dass (x*, y*) und (x**', y**1) auf jeweils einer
Seite stehen. Verwenden von prox.; = (Id +79F) ! ergibt fiir die erste Gleichung:

M = prox_ (xF — 7A*y*) & x* — A" YK € ("1} + roF (x*)
& %k — Ak e (eI 4 oF (kK.
Analog haben wir fiir die zweite Gleichung
YR = prOXag*(yk 1oAY & o7lyk € {oTyk — AxkH) 4 aGH (YR,
Setzenwir Z =X XY,z = (x, y),
1 « x
=7 ) =% )
so ist (7.16) dquivalent zu
(7.17) MZF e (M +T)z"! = 2 e (M +T)'MZ-,

Wire M invertierbar, so wiirde M = (M)~ und damit (M + T)"'Mz* = (Id +M~1T) "2k
gelten; es handelt sich dann also in der Tat um ein Proximalpunkt-Verfahren fiir den
Operator M~'T. Ein Vergleich mit (7.15) zeigt auflerdem 0 € T(2) fiir z = (%, ¥).

Leider ist die Invertierbarkeit von M in dieser Form fraglich; wir modifizieren M daher,
um einen selbstadjungierten Operator zu erhalten, fiir den es dann ausreicht, positive
Definitheit nachzuweisen. Wir betrachten also stattdessen

r'Id -A*
M= ( -A U‘lld)’

fir das umgekehrt
O_—lyk _ Axk c {o_—lyk+1 _ 2Axk+1} + aG*(ka) PEN yk+1 — prOXGG*(yk + aA(2xk+1 _ xk))
gilt und damit (7.17) geschrieben werden kann als (immer noch explizites) primal-duales

Extragradienten-Verfahren'

x** = prox_ (xF — 7A* "),

(7.18) .‘)Z'k+1 — 2xk+l _ Xk,

k+

Y1 = prox ;. (y* + cAxFH).

'Eingefiihrt wurde das Verfahren in [Chambolle & Pock 2011], weshalb es in der Literatur auch oft als
Chambolle—Pock-Verfahren bezeichnet wird; der Zusammenhang mit Proximalpunkt-Verfahren wurde in
[He & Yuan 2012] beschrieben.
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

Wir zeigen nun, dass — unter Voraussetzungen an o,7 — der modifizierte Operator M
selbstadjungiert und positiv definit ist beziiglich des Skalarproduktes

(z1,22) 7 = (x1,x2)x + (31, )/Z)Y fir alle z; = (x4, y1) € Z, 22 = (x2,2) € Z.

Lemma 7.4. Der lineare Operator M : Z — Z ist beschrdnkt und selbstadjungiert. Gilt

O'T||A||E(X,Y) < 1, so ist M positiv definit.

Beweis. Direkt aus der Definition von M folgt die Beschréinktheit (da A € L(X,Y) be-
schrankt ist) und Selbstadjungiertheit. Sei nun z = (x, y) € Z beliebig. Dann ist

(Mz,2); = (t7'x = Ay, x) + (67'y — Ax, y)y
=7 xllg =2 (e A"y)x + o lylly
o IxlI% = 2l Al Ixlxllylly + o7yl
tHIxllg = Al Vor (e Hixl + o7 Ivlig) + o lIylly
(1= Al x.n Vo) (x5 + o7 Iyl
> C(llxll% + 11y II7)

vV v

fir C := (1 - ||AllLx,y)Vor) min{r™!, o'} > 0. Also ist (Mz,z), > C||z||; fir alle z € Z
und damit M positiv definit. ]

Der Operator M induziert also ein Skalarprodukt (zi, z2) s := (Mzy, z2) , und dadurch eine
Norm ||z||3; = (z, z) . fiir die gilt

allzllz < llzllm < ezllzllz fir alle z € Z.

Folgerung 7.5. Gilt ot||Al| < 1, so ist M stetig invertierbar, d. h. es gilt M™ € L(Z, Z).

2
L(X.Y)

Beweis. Wegen (7.3) ist fiir beliebige z € Z die Abbildung v — (z,v), ein (beziglich
|| - []») beschranktes Funktional. Nach dem Satz von Fréchet-Riesz, angewendet auf den
Hilbertraum (Z, (-, -) ), existiert also ein eindeutiges z* € Z mit

(Mz*,0), = (2",0) = (z,0), fir alle v € Z,
und die Abbildung M : z — z* ist linear. Damit gilt
cillzll7 < 112"l = (M2",2%) 7 = (2,2%)z < llzllzll2"lz,

und nach Division durch ¢?||z*||; folgt die behauptete Beschréinktheit von M. O

Also ist M~'T wohldefiniert, d. h. graph M~'T # 0. Wir zeigen nun, dass M~'T maximal
monoton ist beziiglich des Skalarproduktes (-, -) ;-
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

Lemma 7.6. Gilt o1||A|| <1, so ist M™'T maximal monoton in (Z, (,-) ).

2
L(X.Y)

Beweis. Wir zeigen zunichst die Monotonie. Sei z € Z und z* € M™'Tz, d.h. Mz* € T=z.
Nach Definition von T existieren daher fiir z = (x, y) ein £ € dF(x) und ein € dG*(y) mit
Mz"* = (£+ A"y, n — Ax). Analog kdnnen wir fiir z = (X, y) € Zund z* € M™1Tz schreiben
Mz* = (£+ A%y, 7 — AX) fir &€ € 0F(x) und 7 € dG*(y). Dann gilt
(2" -z22-2)y = (MZ" =Mz 2-2), = (E+A"y) — (E+A%y),x - x)y
+((7—AX) - (n - Ax), 7= ¥y
= (- &x—x)y + (A" (7 - y). % —x)x
—(AFx=x),y=y)y+ (=19 =Yy
=(E-&x—x)y+(M-ny-Y)y20

wegen der Monotonie der Subdifferentiale.

Fir die maximale Monotonie seien nun z*, Z € Z und es gelte
(7.19) (Mz* -=Mz*,Z2-2), = (2 —2",2—2),, > 0 fiir alle (z,z%) € graph M 'T,

d.h.firalle z € Zund Mz" € Tz. Wie oben istnun Mz* = ({+A"y, n—Ax) firein £ € 9F (x)
und ein n € dG*(y). Setze nun & := x* — A"y und 7j == y* + Ax fir Mz"* = (%", y*) und
Z = (X, y). Dann ist Mz* = (¢ + A*y, ) — AX), und aus (7.19) folgt daher fiir alle (x, y) € Z,
dass gilt

0 < ((E+A") = (§+A"Y), % —x)y +((7 =A%) = (7 = Ax), 7 = )y
=(E-Ex-x)x+(T=n.Y =)y
Setzen wir speziell Paare der Form (x, y) fiir x € X beliebig und (%, y) fir y € Y beliebig
ein, erhalten wir, dass beide Skalarprodukte auf der rechtefl Seiten nichtnegativ sind. Aus
der maximalen Monotonie von Subdifferentialen folgt nun ¢ € 9F(x) und 7 € dG*(¥). Also
ist
Mz = (E+ A"y, — AX) € Tz

und damit z* € M~!Tz. Dies zeigt die maximale Monotonie von M™!T. O

Das primal-duale Extragradienten-Verfahren (7.18) ist also dquivalent mit der Proximal-
punktiteration z5*! = Ry;172* fiir M~'T maximal monoton, so dass aus Satz 7.1 zusammen
mit der Invertierbarkeit von M die schwache Konvergenz folgt.

Satz 7.7. Erfiillen F,G, A die Voraussetzungen von Satz 5.6 und gilt GT||A||§(X yy < Lso
konvergiert {(x*, y*)}ren schwach in Z gegen eine Lésung (%, ) von (7.15).
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

Beweis. Aus Satz 5.6 folgt zunédchst die Existenz eines Paares z := (X, y), welches die
Fenchel-Extremalitatsbedingungen (7.15) erfiillt. Nach Definition von T ist dies 4quivalent
zu 0 € Tz, was wegen der Invertierbarkeit von M aus Folgerung 7.5 genau dann gilt, falls
0 € M~'Tz. Also hat M~'T eine Nullstelle. Nach Lemma 7.6 ist M~'T weiterhin maximal
monoton (beziiglich (-, -),,), so dass wir Satz 7.1 anwenden kénnen. Daraus folgt

(zk,Mw)Z = (zk, W)y = (Z,w)y = (2, Mw), furallew e Z

fiir ein z € Z mit 0 € M™'Tz und damit auch 0 € Tz. Da M invertierbar und damit
insbesondere surjektiv ist, erhalten wir (zx, w), — (zZ,w), fir alle w :== Mw € Z und
damit die behauptete schwache Konvergenz. ]

Beachten Sie, dass das Verfahren durch die Proximalpunktformulierung der Fenchel-
Extremalitatsbedingungen zwar implizit in F und G, nicht jedoch in A ist; es ist also nicht
verwunderlich, dass dadurch eine Schrittweitenrestriktion an 7 und o durch A entsteht.?

7-4 STARKE KONVERGENZ UND RATEN

Der Kern der bisherigen Konvergenzresultate war, aus der Iterationsvorschrift und der
Monotonie der Operatoren, deren Nullstelle x gesucht war, die Beschranktheit des Fehlers
||x* — %||x und damit die schwache Konvergenz (zunéchst einer Teilfolge) zu erhalten. Fiir
starke Konvergenz brauchen wir zusitzliche Eigenschaften, die eine direktere Verkniipfung
der Vorschrift mit dem Fehler liefern. Eine Moglichkeit ist, starke Monotonie zu fordern:
Eine mengenwertige Abbildung H : X =3 X heif3t stark monoton, falls ein y > 0 existiert
mit

(7.20) (2] = x5, 00 = x2) y =yl — x||%  fiir alle (x, x7), (x2, x;) € graph H.

Zum Beispiel ist H = JF fir F(x) = %||x||)2( offensichtlich stark monoton mit y = 1;
allgemeiner ist JF stark monoton, wenn F — ’2—/||x|| )2( immer noch konvex ist.

Unter dieser Voraussetzung zeigen wir beispielhaft die starke Konvergenz des Proximal-
punktverfahrens.

Satz 7.8. Sei H : X =3 X stark monoton mity > 0 und x € X mit 0 € H(xX). Sei weiterhin

x° € X beliebig und {1} }xen C (0, 00). Dann gilt fiir die durch das Proximalpunktverfahren

x* = Ry (x*) erzeugte Folge:

*Die Proximalpunktabbildung zu G o A wiirde zu einem voll impliziten Verfahren fithren, dafiir aber aufgrund
der Rechenregeln die Anwendung von A~! benétigen. Es ist gerade Sinn und Zweck des primal-dualen
Extragradientenverfahrens, die Invertierung von A — was in der Praxis oft schlecht konditioniert oder
sogar unmoglich ist — zu vermeiden.
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

k+1

[lx™ —%lx

(i) Ist 7y = © konstant, so konvergiert x* = x linear, d. h. limy o0 e = H <1
—ANX
N . . . llcEH %l
(ii) Gilt 1 — oo, so konvergiert x* — x superlinear, d. h. limy_, o, e

Beweis. Nach Definition der Resolvente ist die Proximalpunktiteration dquivalent zu

1
__(xk+1 _ xk) c H(Xk+l).
Tk

Zusammen mit 0 € H(x) folgt daher aus (7.20)
k+1

— (xk+l _ xk’ xk+1 _ X_) > Tk}/”x _ X_”)Z(
X

Wir wenden nun auf die linke Seite die leicht zu verifizierende Pythagoras-Identitdt
1 s 1 s 1 9 .
(x=—yx—2)y = Ellx -yllx - Elly -z|ly + 5||x —z|ly firallex,y,z€ X

an und erhalten nach Umsortieren

1+ 27 1 1
e L R P [ P 19
2 2 2
Insbesondere folgt daraus
I — x1% 1

lxk - x|} — 1+ 21y
Wir machen nun die Fallunterscheidung:

-1/2

(i) Fur rp = rist p:= (1+ 27y) < 1und damit konvergiert x* linear.

-1/2

(if) Fir 7 — oo gilt (1+ 27xy) — 0 und damit konvergiert x* superlinear.

O

Analog zeigt man mit etwas Aufwand die lineare Konvergenz des expliziten Splittings
fur F Lipschitz-stetig differenzierbar und G stark konvex (aber nicht die superlineare
Konvergenz, da 7y < L™ beschrénkt bleiben muss). Fiir das primal-duale Splitting ist
das (mit deutlich mehr Aufwand) ebenfalls moglich, wobei nun die Schrittweiten und
die gewiinschte Konvergenzrate mit Hilfe eines Test-Operators bereits in die Definition
der starken Monotonie (und der Pythagoras-Identitat) eingebracht werden miissen; siehe

[Valkonen 2018].
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Teil 111

LIPSCHITZ-ANALYSIS
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8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Wir suchen nun nach einem verallgemeinerten Ableitungskonzept, das sowohl die Fréchet-
Ableitung als auch das konvexe Subdifferential verallgemeinert. Dafiir brauchen wir zuerst
eine geeignete, grof3ere, Funktionenklasse. Dabei ist klar, dass wir irgendeine Form der
Stetigkeit voraussetzen miissen, denn ohne diese bestiinde kein Zusammenhang zwischen
Funktionalwerten an benachbarten Punkten und damit keine Hoffnung, aus punktweisen
Informationen auf (lokale) Optimalitit schlieffen zu konnen. In Teil II war dies die Unter-
halbstetigkeit, die zusammen mit der Konvexitat die ndtigen Eigenschaften garantiert hat.
Die letztere globale Forderung lassen wir nun fallen; dafiir benétigen wir starkere lokale
Stetigkeitsforderungen. Wir betrachten daher in diesem Kapitel lokal Lipschitz-stetige
Funktionen. Zur Erinnnerung: Eine Funktion F : X — R ist lokal Lipschitz-stetig in x € X,
falls ein 6 > 0 und ein L > 0 (womit wir im Folgenden stets die Lipschitz-Konstante
bezeichnen werden) existieren mit

|F(x1) = F(x2)| < L||x; — x2llx  fiir alle x1, x2 € Os(x).

Beachte, dass wir dafiir F als (lokal) endlich-wertig voraussetzen miissen.

Wir gehen analog zum konvexen Subdifferential vor und definieren zunéchst die verallge-
meinerte Richtungsableitung in x € X in Richtung h € X tiber

F th) — F
(8.1) F°(x; h) := lim sup o+ t) (y).
yox
t—0*

Beachte den Unterschied zur Richtungsableitung: Es wird nicht verlangt, dass irgendein
Grenzwert existiert, nur Haufungspunkte. Wir benétigen die folgenden Eigenschaften.

Lemma 8.1. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in x. Dann ist die Abbildung h — F°(x; h)
(i) Lipschitz-stetig mit Konstante L und erfiillt |[F°(x; h)| < L||h|lx < oo;
(ii) subadditiv, d. h. F°(x;h + g) < F°(x; h) + F°(x;g) firalleh,g € X;
(iii) positiv homogen, d. h. fiir alle & > 0 ist F°(x; ah) = (aF)°(x; h) fiir alle h € X;
(iv) reflektiv, d. h. F°(x;—h) = (=F)°(x; h) firalleh € X.
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8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Beweis. Zu (i): Seien h,g € X beliebig. Aus der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von F folgt
dann

F(y+th) - F(y) < F(y+tg) - F(y) +tL||h - gllx

fiir alle y hinreichend nahe an x und t klein genug. Division durch ¢ und Bilden des Limes
superior ergibt dann
F*(x;h) < F°(x;9) + LIk — gllx.

Vertauschen von h und g liefert dann die Lipschitz-Stetigkeit. Weiter folgt direkt aus der
Definition F°(x;g) = 0 fir g = 0 und damit auch die behauptete Beschrinktheit.

Zu (ii): Aus der Definition des Limes superior und der produktiven Null folgt sofort

F(y+th+tg) — F(y)

F°(x;h+ g) = limsup

y—x t
t—0*
. Fy+th+tg) —F(y+tg) .. F(y+tg9) - F(y)
< lim sup + lim sup
t—0* t—0*

= F°(x;h) + F°(x; 9),
da fir y — x und t — 0 auch y + tg — x konvergiert und umgekehrt.

Zu (iii): Direkt aus der Definition folgt wegen o > 0

F°(x; ah) = lim sup Fly - t(a?)) —F)
y—ox

t—0*
F —F
sy PO @O0~ F()

y—x ot
at—0*

= (aF)°(x; h).

Zu (iv): Ebenso folgt

F(y- - F
F°(x;—h) = lim sup 84 tht) )
y—oXx

t—0*

L —F(w + th) — (=F(w))
= lim sup

wox t
t—0*

= (=F)°(x; h),

dafiir y —» x und t — 0 auch w := y — th — x konvergiert und umgekehrt. m]

Aus Lemma 8.1 (i-iii) folgt insbesondere, dass h — F°(x; h) eigentlich, konvex und unter-
halbstetig ist.

Wir definieren nun fir F : X — R lokal Lipschitz-stetig das Clarke-Subdifferential in x € X
durch

(8.2) dcF(x) ={x" € X" : (x",h)x < F°(x;h) furalle e X}.
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8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Direkt aus der Definition und Lemma 8.1 (i) folgt, dass dcF(x) konvex, schwach-+ abge-
schlossen und beschrinkt (da ||&]|x+ < L fir alle ¢ € dcF(x) nach Definition der Norm im
Dualraum) ist. Auch hier gilt nach Konstruktion das Fermat-Prinzip.

Satz 8.2. Hat F : X — R ein lokales Minimum in X, so gilt 0 € dcF(x).

Beweis. Ist x € X ein lokaler Minimierer von F, so gilt insbesondere F(x) < F(x + th) fur
alle h € X und t > 0 hinreichend klein. Daraus folgt

Fe+th) ~F(x) _ sup F(% + th) — F(%)

(0,h)x =0 < liminf < F°(x; h)
t—0t t t—0* t
und damit 0 € dcF (%) nach Definition. O

Beachte, dass F nicht konvex und damit die Bedingung nicht mehr hinreichend sein muss!
(Betrachte z.B. f(t) = —[t].)"

Wir werden spater auch noch die folgende Abgeschlossenheitseigenschaft benétigen.

Lemma 8.3. Sei F : X — R und {x,},en eine Folge mit x, — x € X sowie x;, € dcF(xy) fiir
allen € N mit x;, =" x* in X*. Dann ist x* € cF(x).

Beweis. Sei h € X beliebig. Nach Annahme gilt dann (x;,, h)x < F°(x,;h) fir alle n € N.
Aus der schwach-* Konvergenz folgt dann

(x*, hyx = lim (x,, h)x < limsup F°(x,;h).
n—oo s 00
Wir sind also fertig, wenn wir zeigen konnen, dass lim sup,_,, F°(xn; h) < F°(x; h) gilt
(denn dann ist nach Definition x* € dcF(x)).

Nach Definition von F°(x,; h) existieren Folgen { yym}men und {t, m}men mit ypm — x4
und t, , — 0 fiir m — oo, die den Limes superior realisieren. Wir finden also fiir alle n € N
ein yp = Ynm(n) und ty := ty m(n) mit || yp —xullx +, < n~' (und damit insbesondere y, — x
und t, — 0) sowie
< F(,Vn + tnh) - F(_Vn)

tn

Fo(xn§h) - %

fur n hinreichend grof. Ubergang zum Limes superior fiir n — co auf beiden Seiten liefert
dann die gewiinschte Ungleichung. m]

!Ahnlich wie in Satz 4.3 musste auch hier die Lipschitz-Stetigkeit von F nicht vorausgesetzt werden — das
Fermat-Prinzip fir das Clarke-Subdifferential charakterisiert (unter anderem) jedes lokale Minimum. Will
man aber diese Charakterisierung verwenden, um nachzupriifen ob ein gegebenes X € X tatséchlich ein
(Kandidat fiir einen) Minimierer ist, benétigt man eine verniinftige Darstellung des Subdifferentials —
und das ist nur fiir (bestimmte) lokal Lipschitz-stetige Funktionale méglich.
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8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Wir zeigen nun, dass das Clarke-Subdifferential in der Tat eine Verallgemeinerung der
bereits bekannten Ableitungen darstellt.

Satz 8.4. Sei F : X — R stetig Fréchet-differenzierbar in einer Umgebung U um x € X. Dann
ist dcF(x) = {F'(x)}.

Beweis. Zunichst folgt aus der Annahme die lokale Lipschitz-Stetigkeit: Da F’ in U stetig
ist, gibt es ein § > 0 mit [[F'(z) — F'(x)|lx- < 1und damit ||[F'(2)[|lx- < 1+ [|F'(x)]|x~ fur
alle z € Ks(x) € U. Aus der Konvexitit von Kugeln folgt dann xy, x; € Ks5(x) beliebig auch
X2 + t(x1 — x3) € Ks(x) fur alle ¢t € [0,1] und damit aus Satz 2.6

1
|F(x1) — F(xz)| < / IF" (32 + t (51 = x2))|Ix=t |1 — x2|x dt
0

1+ [|F’(x) I
= fllxl - x2||X-

Wir zeigen nun F°(x;h) = F'(x)h (= F'(x; h)) fir alle h € X. Seien dafiir {y, },en und
{tn}nen Folgen mit y, — x und t, — 07, die den Limes superior realisieren. Dann folgt
wieder aus dem Mittelwertsatz und der Stetigkeit von F’ fiir h € X beliebig

F(yn +tnh) — F(yn)

F°(x;h) = lim
n—0oo

tn
|
= lim t—(F’(yn + t(t,h)), tyh)x dt
n—oo 0 n
= (F'(x), h)x,

da der Integrand gleichmaflig in t € [0,1] gegen (F'(x), h)x konvergiert. Also ist nach
Definition x* € dcF(x) genau dann, wenn (x*, h)x < (F'(x), h)x fur alle h € X gilt, was
nur fur x* = F’(x) moglich ist. O

Satz 8.5. Sei F : X — R konvex und unterhalbstetig. Dann ist dcF(x) = dF (x) fiir allex € X.
Beweis. Sei x € X beliebig. Da F endlichwertig ist, gilt (dom F)° = X, und damit ist F
nach Satz 3.10 lokal Lipschitz-stetig in x. Wir zeigen nun F°(x; h) = F’(x; h) fir alle h € X,

woraus mit der motivierenden Definition (4.2) des konvexen Subdifferentials (die nach
Lemma 4.2 mit Definition (4.3) d4quivalent ist) die Aussage folgt. Zunéchst gilt stets

= F°(x; h).

F(x +th) — F(x) ) F(y+th) — F(y)
. < lim sup "
y—x

t—0o*

F'(x;h) = tli>r(r)1+
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8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Fir die umgekehrte Richtung sei § > 0 beliebig. Da nach Lemma 4.1 (i) fiir konvexe
Funktionale der Differenzenquotient monoton wachsend ist, konnen wir abschétzen

F th) — F
F°(x;h) = lim  sup sup (y +th) = F(y)

20" ek, (x) 0<t<e t

F(y+eh) - F(y)

< lim sup

£207 yeKie(x) €
F(x+c¢h)-F
< lin(;l (x + ¢h) (x) +2L6
e—0*t £

= F'(x; h) + 2L$,

wobei wir im vorletzten Schritt zweimal die produktive Null zusammen mit der lokalen
Lipschitz-Stetigkeit in x verwendet haben. Da § > 0 beliebig war, muss also F°(x;h) <
F’(x; h) gelten. O

Ist F : X — R lokal Lipschitz-stetig und gilt F°(x;h) = F’(x;h) fur alle h € X, so
heif3t F reguldr in x. Wie wir gerade gezeigt haben, ist jedes stetig differenzierbare sowie
jedes konvexe und unterhalbstetige Funktional regular. Anschaulich sind Funktionen also

reguldr in Punkten, in denen sie entweder differenzierbar sind oder einen “konvexen Knick”
haben.

Wir kommen nun zu Rechenregeln. Die erste folgt wieder direkt aus der Definition.

Satz 8.6. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in x € X. Dann gilt fiir allea € R

ac(aF)(x) = adc(F)(x).

Beweis. Zunachst ist fiir « € R offensichtlich aF lokal Lipschitz-stetig. Fiir & = 0 steht
nach Satz 8.4 auf beiden Seiten {0}. Fur alle @ > 0 ist nach Definition stets (aF)°(x;h) =
aF°(x;h) fur alle h € X. Es gilt also

adcF(x) = {ax™ € X" : (x",h)x < F°(x;h) furalle h € X}

={ax" € X" : {ax*,h)x < aF°(x;h) furalle h € X}

={y" e X" : (y",h)x < (aF)°(x;h) furalle h € X}

= dc(aF)(x).
Fiir den allgemeinen Fall muss daher nur noch die Aussage fiir « = —1 gezeigt werden.
Dazu schreiben wir analog mit Lemma 8.1 (iv)

dc(=F)(x) ={x" € X" : (x",h)x < (=F)°(x;h) furalle h € X}

={x" € X" : (—x",—h)x < F°(x;—h) furalle h € X}

={-y" € X" : (y',9)x < F°(x;9) furallege X}

= —dc(F)(x). O
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8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Folgerung 8.7. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in x. Hat F ein lokales Maximum in X, so
gilt 0 € dcF(%).

Beweis. Hat F ein lokales Maximum in x, so hat —F ein lokales Minimum. Aus Satz 8.2
folgt dann
0 € 9c(—F)(%) = —acF(x),

d.h.0=-0 € 9cF(x). O

Die weiteren Regeln sind wieder aufwéndiger. Dazu miissen wir Mengen der Form (8.2)
vergleichen, wofiir wir wiederholt die folgenden Argumente anwenden.

Lemma 8.8. Sei F : X — R positiv homogen, subadditiv und unterhalbstetig, und sei
A={x"e X" : (x",x)x < F(x) furallex € X}.

Dann ist
F(x) = sup (x*, x)x fir alle x € X.

x*€A

Beweis. Nach Definition gilt fiir alle x* € A (und nur diese!) die Ungleichung (x*, x)x —
F(x) < 0 fiir alle x € X. Durch Fallunterscheidung analog zu Beispiel 5.2 (iii) folgt daraus
zusammen mit der positiven Homogenitét von F fiir x* € X* beliebig

0 e A,
F'(x") = sup (", x)x —F(x) = {
xeX (S8 X ¢ Aa

d.h. F* = §4. Nun ist F nach Voraussetzung zusitzlich subadditiv und damit konvex sowie
unterhalbstetig. Aus Satz 5.1 folgt daher fiir alle x € X

F(x) = F*(x) = (54)"(x) = sup (x", x)x. O

x*€A

Man nennt die Abbildung x - sup,..4 {(x*, x)x auch Trdgerfunktional von A. Die niachsten
Aussagen zeigen, dass man Mengen dquivalent durch ihre Tragerfunktionale charakterisie-
ren kann.

Lemma 8.9. Seien A, B C X™ nichtleer, konvex, und schwach-+ abgeschlossen. Dann ist A C B
genau dann, wenn gilt

(8.3) sup (x*,x)x < sup (x", x)x fur allex € X.

x*€A x*€B
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8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Beweis. Ist A C B, so ist die rechte Seite von (8.3) offensichtlich mindestens so grof3 wie die
linke. Fiir die andere Richtung sei angenommen, es existiert ein x* € A mit x* ¢ B. Wegen
der Voraussetzung an A und B existiert dann nach Satz 1.1 ein x € X und ein A € R mit

(%, x)x < A < {(x",x)x fiir alle z* € B.
Supremum iiber alle z* und Abschatzen von x* durch das Supremum ergibt dann

sup (z*, x)x < A < sup (x", x)x.
z*eB x*€eA

Damit ist (8.3) verletzt, und die Aussage folgt durch Kontraposition. m]

Folgerung 8.10. Seien A, B C X™ konvex und schwach-+ abgeschlossen. Dann ist A = B genau
dann, wenn gilt

(8.4) sup (x*, x)x = sup (x", x)x fur alle x € X.

x*€A x*eB

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Gilt umgekehrt (8.4), dann folgt daraus insbesondere
(8.3) und damit nach Lemma 8.9 auch A C B. Vertauschen der Rollen von A und B ergibt
die Aussage. m]

Damit kénnen wir zum Beispiel eine Summenregel beweisen.

Satz 8.11. Seien F,G : X — R lokal Lipschitz-stetig in x € X. Dann gilt
dc(F +G)(x) C dcF(x) + dcG(x).

Sind F und G reguldr in x, so auch F + G und es gilt Gleichheit.

Beweis. Man sieht sofort die lokale Lipschitz-Stetigkeit von F + G in x. Aus der Definition
des Limes superior folgt weiter fiir beliebiges h € X

(F+G)°(x;h) < F°(x;h) + G°(x; h).
Sind F und G regulér in x, so erhalten wir aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen
F°(x;h) + G°(x; h) = F'(x;h) + G'(x;h) = (F+ G) (x;h) < (F+G)°(x; h)

und damit (F + G)°(x; h) = (F + G)’(x; h) und damit die behauptete Regularitét.

Nach Definition sind wir also fertig, wenn wir gezeigt haben, dass gilt

OcF(x) +0cG(x) = {x* € X" : (x*,h)x < F°(x;h) + G°(x; h) fir alle h € X} =: A.

85



8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Dafiir verwenden wir, dass beide Mengen konvex und schwach-* abgeschlossen sind, sowie
dass verallgemeinerte Richtungsableitungen und damit auch ihre Summe nach Lemma 8.1
positiv homogen, subadditiv und unterhalbstetig sind. Nach Lemma 8.8 gilt daher

sup (x*h)yx = sup (x),h)x+ sup (x;,h)x

x*€dcF(x)+3cG(x) xj€acF(x) x,€3cG(x)
= F°(x; h) + G°(x; h) = sup(x", h)x
x*€A

fur alle h € X, woraus mit Folgerung 8.10 die behauptete Inklusion bzw. Gleichheit der
Subdifferentiale folgt. O

Beachten Sie den Unterschied zur konvexen Summenregel: Die Inklusion ist genau umge-
kehrt; auch miissen jetzt beide Summanden reguldr sein, und zwar in genau dem Punkt, in
dem die Summenregel angewendet wird. Wieder erhélt man per Induktion Summenregeln
fir mehr Summanden (wobei diesmal alle regulér sein miissen).

Fir die Kettenregel brauchen wir den folgenden ,nichtglatten® Mittelwertsatz.

Satz 8.12. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in x € X. Dann existieren fiir alle x € X
hinreichend nahe an x ein A € (0,1) und ein x* € dcF(x + A(X — x)) mit

F(x) — F(x) = {(x",x — x)x.

Beweis. Wir definieren ¢/, ¢ : [0,1] — R durch

YA =Fx+Mx=x)), @A) =9+ A(F(x) - F(x)).

Da F lokal Lipschitz-stetig und x nahe genug an x ist, sind sowohl ¢ als auch ¢ Lipschitz-
stetig. Wegen ¢(0) = F(x) = ¢(1) hat ¢ daher ein lokales Minimum oder Maximum in
einem Punkt A € (0,1). Nach Satz 8.2 oder Folgerung 8.7 zusammen mit der Summenregel
aus Satz 8.11 sowie Satz 8.4 ist daher

0 € dcp(d) € acy(A) +{F(x) - F(x)}.
Wir sind also fertig, wenn wir zeigen konnen, dass fiir xj := x + A(X — x) gilt
(8.5) () C {(x*,i —-x)x:x € 8CF(xZ)} = A.
Dafiir betrachten wir zunéchst fiir s € R beliebig die verallgemeinerte Richtungsableitung

Y(A+ts) —y(A)

3

°(4;s) = limsup
A—d

t—0*
F(x+(A+ts)(x —x)) — F(x + A(x — x))
t

= lim sup
A=

t—0*

< lim sup F(z+ts(x —x)) — F(z)

zZ—xj t
t—0*

= F°(xz;8(x — x)),
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da wir im letzten Limes superior beliebige Folgen z — xj (anstelle von Folgen der speziellen
Form z, = x + A1,(x — x)) betrachten. Nach Definition gilt daher

(8.6) dcy(A) C {t* €eR:t"s < F(xp;s(X —x)) furalles € [R} =: B.

Bleibt nur noch zu zeigen, dass die Mengen A und B in (8.5) bzw. (8.6) iibereinstimmen.
Dies folgt aber wieder aus Lemma 8.8 und Folgerung 8.10, denn fiir alle s € R gilt

sup t's = sup (x7,s(X —x))x = F°(xy;s(X —x)) = sup t’s. O
t*eA x*eacF(xZ) t*€B

Wir kommen nun zur Kettenregel, fiir die im Gegensatz zum konvexen Fall die innere
Abbildung nicht mehr linear sein muss; dies ist einer der wesentlichen Vorziige des Clarke-
Subdifferentials in unserem Kontext.

Satz 8.13. Sei Y separabel, sei F : X — Y stetig differenzierbarinx € X, undseiG : Y — R
lokal Lipschitz-stetig in F(x). Dann gilt

9c(G o F)(x) C F'(x)"0cG(F(x)) = {F'(x)"y" : y* € acG(F(x))}.

Ist G reguldr in F(x), so ist auch G o F reguldr in x, und es gilt Gleichheit.

Beweis. Die Lipschitz-Stetigkeit von G o F folgt sofort aus der von G und F (analog zu
Satz 8.4. Fur die Mengeninklusion bzw. Gleichheit argumentieren wir wie zuvor. Zuerst
zeigen wir, dass fiir jedes h € X ein y* € dcG(F(x)) existiert mit

(8.7) (Go F)(x;h) = (y", F'(x)h)y.

Dafiir betrachte zwei Folgen {x, }nen € X und {t, }nen C (0, 00) mit x, — x, t, — 0 und

(G ° F)O(x. h) - lim G(F(xn + tnh)) - G(F(xn)).

i
—00 tn

Nun ist F insbesondere stetig; wir konnen also ein ny € N finden, so dass fiir alle n > n,
sowohl x, nahe genug an x als auch t, klein genug ist, dass F(x,) und F(x, + t,h) nahe
genug an F(x) liegen, um Satz 8.12 anwenden zu koénnen. Es existiert also fiir alle n > ng
ein A, € (0,1) und ein y;, € dcG(yn) fur y, = F(x,) + A, (F(xn + thh) — F(x,)) mit

G(F(xn + tnh)) - G(F(xn)) — <y* F(xn + tnh) B F(xn)>
Y

(8.8)

ty " t,

Wegen x, — x, t, — 0, und A, € (0,1) sowie der Stetigkeit von F gilt nun y, — F(x); fur
n € N grof§ genug ist y, also ebenfalls nahe genug an F(x), so dass dort y;, € dcG(yy,) C
K1 (0) aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von G gilt. Also ist {y; },en € Y™ beschrankt und
hat daher nach dem Satz 1.10 von Banach-Alaoglu eine schwach-* konvergente Teilfolge,
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fur dessen Grenzwert nach Lemma 8.3 gilt y* € dcG(F(x)). Andererseits ist F stetig
differenzierbar in x, und deshalb konvergiert der Differenzenquotient auf der rechten Seite
stark gegen F’(x)h (was nicht ganz offensichtlich ist). Da das Produkt von schwach-* und
stark konvergenten Folgen konvergiert, erhalten wir durch Grenziibergang n — oo in
(8.8) die Gleichung (8.7) (zunéchst nur entlang der oben gewihlten Teilfolge; wegen der
Konvergenz der linken Seite und Eindeutigkeit des Grenzwerts aber dann auch fiir die
gesamte Folge). Fur y* € dcG(F(x)) gilt daher nach Definition des Clarke-Subdifferentials

(8.9) (G o F)*(x;h) = (y", F'(x)h)y < G°(F(x); F'(x)h).

Ist nun G regulir, so gilt G°(F(x); F'(x)h) = G'(F(x);F'(x)h) und damit wegen der
Lipschitz-Stetigkeit von G und der Fréchet-Differenzierbarkeit von F

G°(F(x); F'(x)h)
., GEG) +tF(0)h) - G(F(x))

=li
t—0* t

~ lim G(F(x) + tF'(x)h) — G(F(x + th)) + G(F(x + th)) — G(F(x))
t—0* t

< lim G(F(x+th)) — G(F(x)) + LAl |IF(x) + F'(x)th— F(x + th)|ly
t—0* t Ith]|x

= (Go FY(x;h) < (G o F)*(x; h).

(Da sowohl die Summe als auch der zweite Summand konvergieren, muss auch der erste
Summand konvergieren.) Zusammen mit (8.9) folgt daraus (G o F)’(x; h) = (G o F)°(x; h)
(d.h. G o F ist regulér) sowie (G o F)°(x; h) = G°(F(x); F'(x)h).

Aus Lemma 8.8 folgt nun wieder fiir alle h € X, dass gilt

sup (x“h)x = sup (¥ F(x)h)y =G (F(x); F'(x)h)
x*€F’(x)*dcG(F(x)) y*€dcG(F(x))

und damit nach Lemma 8.9

F'(x)*9cG(F(x)) = {x* € X* : {(x", h)x < G°(F(x);F (x)h) fiir alle h € X},
woraus die restlichen Behauptungen folgen. ]
Wieder ist die Inklusion umgekehrt zur konvexen Kettenregel. Ist G nicht reguléar aber

F’(x) surjektiv, so kann man auf dhnliche Weise zeigen, dass die Kettenregel mit Gleichheit
(aber nicht die Regularitat von G o F) gilt; siehe [Clarke 2013, Theorem 10.19].

Ist X endlich-dimensional, so ist eine explizitere Charakterisierung des Clarke-Subdifferen-
tials moglich. Die Grundlage ist der Satz von Rademacher, der nur in RY gilt; siehe z. B.
[DiBenedetto 2002, Theorem 23.2] oder [Heinonen 2005, Theorem 3.1].
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Satz 8.14 (Rademacher). SeiU ¢ RN offen und F : U — R Lipschitz-stetig. Dann ist F fast
iiberall Fréchet-differenzierbar.

Dies erlaubt, den Limes superior in der Definition des Clarke-Subdifferentials (das wir nun
als Teilmenge des RN auffassen, d. h. den Dualraum von RN mit RN identifizieren) durch
einen Grenzwert zu ersetzen.

Satz 8.15. Sei F : RN — R lokal Lipschitz-stetig in x € RN. Dann ist F Fréchet-differenzierbar
auf RN \ Er fiir eine Lebesgue-Nullmenge Er ¢ RN und es gilt

(8.10) dcF(x) = co { lim VF(x,) : x, = x, x,, ¢ EF} ,
n—oo
wobei co A die konvexe Hiille der Menge A C RN bezeichnet.

Beweis. Zunachst folgt aus dem Satz von Rademacher, dass so ein Er existiert und - ein-
geschrankt auf die Umgebung, in der F Lipschitz-stetig ist — eine Nullmenge ist. Also
existieren iiberhaupt Folgen {x,},en € RN\ Er mit x, — x. Weiter folgt aus der lokalen
Lipschitz-Stetigkeit von F fiir x, hinreichend nahe an x und h € R¥ beliebig

| (VE(x,), h) | = thm F(x, +th) — F(x,)

—0t t

< LAl

und damit ||VF(x,)|| < L. Also ist {VF(x;,) }nen beschrankt und enthilt daher eine konver-
gente Teilfolge. Damit ist die Menge auf der rechten Seite von (8.10) nichtleer.

Sei nun x* := lim,_,. VF(x,) fir eine beliebige zulassige Folge {xy},en C RN\ Er.Da F
nach Konstruktion in jedem x, ¢ Er differenzierbar ist, folgt

(VF(xyp),h) = F'(xp;h) < F°(xp;h) furallehe X

und damit VF(x,) € dcF(x,). Nach Lemma 8.3 ist daher auch x* € dcF(x). Wegen der
Konvexitat von dcF(x) ist daher auch jede Konvexkombination von solchen x* in dcF(x)
enthalten. Damit folgt die Inklusion “>” der beiden Mengen.

Fiir die andere Inklusion zeigen wir zunichst, dass fiir alle h € RY und ¢ > 0 gilt

(8.11) F°(x;h) — e < limsup (VF(y),h) = M(h).
Epdy—x

Nach Definition von M(h) und des Limes superior existiert nun fiir jedes € > 0 ein § > 0,

so dass gilt
(VF(y),h) < M(h) +¢ fir alle y € Os(x) \ Er.

Dabei kann 6 so klein gew#hlt werden, dass F Lipschitz-stetig auf Os(x) ist. Insbesondere
ist Er N Os(x) eine Nullmenge. Fiir fast alle y € Os/2(x) ist also F in y + th fiir fast alle
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t € (0, ﬁ) differenzierbar (dies folgt aus dem Satz von Fubini). Fiir diese y und ¢ gilt nach
dem klassischen Mittelwertsatz

(8.12) F(y+th) —F(y) = /Ot (VF(y +sh),h) ds < t(M(h) +¢),

denn y + sh € Os(x) fur alle s € (0,t) nach Wahl von ¢. Da F stetig ist, gilt die gesamte
Ungleichung in (8.12) sogar fiir alle y € Os/,(x) und alle t € (0, ﬁ). Division durch ¢ und

Ubergang zum Limes superior {iber alle y — x und t — 0" ergibt nun die gewiinschte
Ungleichung (8.11). Da £ > 0 beliebig war, folgt F°(x; h) < M(h) fiir alle h € RV,

Nun kann man wie in Lemma 8.1 zeigen, dass h — M (h) positiv homogen, subadditiv und
unterhalbstetig ist. Wir sind daher fertig, wenn wir zeigen konnen, dass wir die Menge auf
der rechten Seite von (8.10) — in Folge als co A bezeichnet — schreiben kénnen als

C0A = {x* e RN : (x*,h) < M(h) furalleh e [RN}.

Dafiir verwenden wir wieder Folgerung 8.10 (denn beide Mengen sind nichtleer, konvex,
und abgeschlossen). Zunichst gilt nach Definition der konvexen Hiille fiir alle h € RN

sup (x*,h) = sup Z t; (xl-*, h) = sup Z t; sup (xf, h) = sup (x", h),
x*€co A xf€A i i ti=L5>0 x;€A x*€A
>iti=Lt;>0

denn die Summe ist maximal genau dann, wenn jeder Summand maximal ist. Nun gilt

M(h) =limsup (VF(y),h) = sup (lim,—o VF(x,),h) = sup (x*, h),

Erpy—x Epdx,—x x*€A

woraus mit Lemma 8.8 die Aussage folgt. O

Schliefilich gilt, dass man dhnlich wie in Lemma 4.6 das Clarke-Subdifferential von Inte-
gralfunktionalen mit Lipschitz-stetigen Integranden punktweise darstellen kann; siehe z. B.
[Clarke 1990, Theorem 2.7.3, 2.7.5].

Satz 8.16. Sei f : R — R Lipschitz-stetig und F : LP(Q) — R mit1 < p < oo wie in
Lemma 3.4. Dann ist fiir alleu € LP(Q) mitq = 1 (q= o0 fiirp=1)

ocF(u) c {u" € LY(Q) : u"(x) € ocf(u(x)) fur fast allex € Q}.

Ist f reguldr in u(x) fiir fast alle x € Q, so ist F reguldr in u und es gilt Gleichheit.

Beweis. Zunichst folgt aus der Monotonie des Lebesgue-Integrals und der Lipschitz-Stetig-
keit von f, dass fur alle u,0 € LP(Q) gilt

|F(u) - F(o)| < /Q |f (u(x)) = f(o(x))] dx < L/Q |u(x) —o(x)| dx < LCpllu - ol|z,
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wobei L die Lipschitz-Konstante von f und die Konstante aus der stetigen Einbettung
LP(Q) — LY(Q) fiir 1 < p < ooist. Also ist F : L?(Q) — R Lipschitz-stetig und daher
insbesondere endlich-wertig.

Seien nun & € dcF(u) fest und h € LP(Q) beliebig. Nach Definition haben wir dann

(8.13) (& Wy < F°(us ) = lim sup 2% fht) - F(o)
t—0

< [ timagp LI+ — o)
Q

v—>u t
t—0

Uy + teh(x)) — f(oy
S‘/Qlimsupf( +th(x)) ~ f( )dx

x> u(x) tx
t—0

= [ ) d
Q

wobei wir in der ersten Ungleichung den limes superior und das Integral mit Hilfe des
umgekehrten Fatou-Lemmas vertauschen durften (denn der Integrand ist nach oben be-
schrankt durch die integrierbare Funktion h + L|h| wegen Lemma 8.1(i)); die zweite
Ungleichung entsteht durch punktweises Abschatzen der Folgen, die den limes superior in
LP(Q) realisiert, durch den punktweisen limes superior tiber alle zuldssigen Folgen.

Um (8.13) punktweise zu interpretieren, definieren wir fiir x € Q

g : R > R, gx(t) == f°(u(x);t).

Aus Lemma 8.1 (ii)—(iii) folgt dann, dass g, konvex ist; Lemma 8.1 (i) impliziert weiterhin,
dass die Funktion x — g, (h(x)) messbar ist fiir alle h € LP(Q). Wegen g, (0) = 0 folgt aus
(8.13), dass

(&, h = 0)pp S/ng(h(x))dx—/ggx(o)dx,

d.h. es gilt £ € 9G(0) fiir den Superpositionsoperator G(h) := /Q gx(h(x)) dx. Genau wie
im Beweis von Lemma 4.6 zeigt man nun, dass dann ¢ = u* € LI(Q) mit u*(x) € dg,(0)
fir fast alle x € Q gilt, d. h.

u' (x)h(x) = u"(x)(h(x) = 0) < gx(h(x)) = gx(0) = f*(u(x); h(x))
fiir fast alle x € Q. Da h € L(Q) beliebig war, folgt daraus u*(x) € dcf(u(x)) fast tiberall.

Es bleiben noch die restlichen Aussagen fiir reguldres f zu zeigen. In diesem Fall folgt aus
(8.13), dass fiir alle h € LP(Q) gilt

(8.14) PWMSLmemmM=AmeMWW

< lim F(u+th) — F(u)

= F'(u;h) < F°(u; h),
t—0 t

91



8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

wobei die erste Ungleichung aus (8.13) folgt und die zweite Ungleichung aus dem Lemma
von Fatou, diesmal mit Hilfe der integrierbaren unteren Schranke —L|h(x)|. Damit erhalten
wir, dass F/(u; h) = F°(u; h) and daher F regular ist. Weiterhin folgt fiir alle u* € L1(Q)
mit u*(x) € dcf(u(x)) fast iberall und alle h € LP(Q), dass

(u*, hyr = /Qu*(x)h(x) dx < /Qfo(u(x);h(x)) dx < F°(u, h),

wobei wir in der letzten Ungleichung (8.14) verwendet haben. Weil h € L?(Q) beliebig war,
folgt u™ € dcF(u). O
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Die Proximalpunkt- und Splitting-Verfahren aus Kapitel 7 stellen Verallgemeinerungen von
Gradientenverfahren dar und weisen im Allgemeinen auch nur deren lineare Konvergenz
auf. In diesem Kapitel suchen wir daher eine Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens,
fiir das (lokal) superlineare Konvergenz gilt.

Als Motivation betrachten wir zuerst die allgemeine Form eines Newton-artigen Verfahrens.
Sei F : X — Y fur zwei Banachraume X und Y, und gesucht sei ein ¥ € X mit F(x) = 0.
Ein Newton-artiges Verfahren hat dann die folgende Form:

1. wihle My := M(x*) € L(X,Y) invertierbar;
2. 1ose Misk = —F(x¥);

k+1 k k

3. setzex™" =x"+5s".

Wir kénnen uns nun fragen, unter welchen Bedingungen diese Iteration konvergiert, und
insbesondere, wann die Konvergenz superlinear ist, d. h. wann gilt
k+1 _ &
l" = x(lx
koo [lxk = x|lx

(9-1)

Dafiir setzen wir e* := x* — ¥ und verwenden den Newton-Schritt sowie F(X) = 0 um zu

schreiben
41 = 5l = Il = MO P -zl
= M5 [F) = F®) = MG (=9 lx
= M+ ) [ F(2+ €)= F(7) = M(3 + e | I
< MG+ ) v IF(F + €5) = FG) = M3+ €9)e .

Also gilt (9.1), falls erfillt sind

(i) eine Regularitdtsbedingung: es existiert ein C > 0 mit

|M(x + ek)_lllL(y,x) <C fiir alle k € N,
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(ii) eine Approximationsbedingung:

. |IF(x +€*) = F(x) - M(% + eF)e|ly
lim =

0.
k—o0 lle*llx

Dies motiviert die folgende Definition: Wir nennen F : X — Y Newton-differenzierbar in
x € X mit Newton-Ableitung DNF(x) € L(X,Y), falls gilt

||F(x +h) — F(x) — DNF(x + h)h|ly _

0.
lIAllx—0 R llx

Beachte die Unterschiede zur Fréchet-Ableitung: Zum einen wird die Newton-Ableitung
in x + h anstelle von x ausgewertet. Wichtiger ist aber, dass kein konkreter Zusammen-
hang von Dy F mit F gefordert wurde (im Gegensatz zur Fréchet-Ableitung, fiir die nur
die Gateaux-Ableitung als Kandidat in Frage kam); eine Funktion ist also nur Newton-
differenzierbar (oder nicht) in Bezug auf eine konkrete Wahl von Dy F. Insbesondere sind
Newton-Ableitungen nicht eindeutig!"

Ist F Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung DyF, so erhilt man das semiglatte
Newton-Verfahren
X1 = xk — DNF(x)7'F (6.

Direkt aus der Konstruktion folgt dann die lokal superlineare Konvergenz.
Satzg.1. Sei F : X — Y und x € X mit F(x) = 0. Ist F Newton-differenzierbar in x mit
Newton-Ableitung DNF (%), und existieren § > 0 und C > 0 mit ||[DyF(x) Hlpyvx) < C

fiir alle x € O5(%), so konvergiert fiir alle x° hinreichend nahe an x das semiglatte Newton-
Verfahren superlinear gegen x.

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zum Konvergenzbeweis fiir das klassische Newton-
Verfahren. Fiir x° € Os(%) gilt wie schon gezeigt

(9-2) lle'llx < CIIF(x +¢€°) = F(%) = DNF(x +€°)e’]ly.

Sei nun ¢ € (0,1) beliebig. Aufgrund der Newton-Differenzierbarkeit existiert dann ein
p > 0 mit

|F(% + h) — F(%¥) — DNF(% + h)hlly < gllhllx fiir alle ||k|lx < p.

"Wir folgen hier [Chen, Nashed & Qi 2000; Ito & Kunisch 2008; Schiela 2008] und betrachten nur einwertige
Newton-Ableitungen (in ersterer Arbeit als slanting function eingefiihrt). Alternativ kann man fiir jedes
x € X eine Menge dnF(x) festlegen, aus der M(x) zu wihlen ist. Gelten die Approximations- und
eine Beschréanktheitsbedingung gleichmdfig fiir alle M € oxF(x), so nennt man F semiglatt, was die
Namensgebung in diesem Kapitel erklért. Dieser Zugang wird z. B. in [Mifflin 1977; Kummer 1988; Ulbrich
2011] verfolgt.
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Wihlen wir also x° so, dass ||X — x°|[x < min{3, p} gilt, so folgt aus (9.2) die Abschitzung
Ix — x!|lx < €|l — x°|lx und damit durch Induktion ||% — x*||x < &*||x — x°||x — 0. Da
¢ beliebig war, kann man fiir jeden Schritt ein neues ¢ — 0 wihlen, und daher ist die
Konvergenz superlinear. ]

Der Rest des Kapitels ist nun der Konstruktion von Newton-Ableitungen gewidmet (wobei
nicht verschwiegen werden soll, dass in der Praxis der Nachweis der Regularititsbedin-
gung die deutlich aufwindigere Aufgabe ist). Wir beginnen mit dem offensichtlichen
Zusammenhang mit der Fréchet-Differenzierbarkeit.

Satz 9.2. Ist F : X — Y stetig differenzierbar in x € X, so ist F Newton-differenzierbar in x
mit Newton-Ableitung DNF(x) = F'(x).

Beweis. Fiir beliebige h € X gilt

IF(x+h) = F(x) = F'(x + h)hlly < |F(x +h) = F(x) = F'(x)hlly
+IF(x) = F'(x + W) [l Al

wobei beide Summanden o(]|h||x) sind: der erste nach Definition der Fréchet-Ableitung
und der zweite wegen der Stetigkeit von F’. O

Rechenregeln beweist man nun analog zu denen fiir Fréchet-Ableitungen. Die Summenregel
ist offensichtlich; wir beweisen beispielhaft die Kettenregel.

Satz 9.3. Seien X, Y, Z Banachrdume und F : X — Y Newton-differenzierbar in x € X mit
Newton-Ableitung DyF(x) und G : Y — Z Newton-differenzierbar in y := F(x) € Y mit
Newton-Ableitung DNG(y). Sind DNF und DG gleichmdfig beschrdnkt in einer Umgebung
von x bzw. y, so ist G o F Newton-differenzierbar in x mit Newton-Ableitung

Dn(G o F)(x) = DNG(F(x)) o DnF(x).
Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Satz 2.5 vor. Fir h € X und g := F(x + h) — F(x) ist
(GoF)(x+h) - (GoF)(x) =G(y+9g) - G(y).
Aus der Newton-Differenzierbarkeit von G folgt nun

(G o F)(x +h) = (G o F)(x) - DNG(y + 9)gllz = ri(llglly)

mit r(t)/t — 0 fiir t — 0. Aus der Newton-Differenzierbarkeit von F folgt weiter

llg = DNF(x + h)hlly = ra([[Rllx)
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mit ro(t)/t — 0 fur t — 0. Insbesondere ist

lglly < IDNF(x + h)llLx.y)lIRlly + r2([[Rllx)-

Wegen der gleichméfligen Beschranktheit von DyF gilt also ||g|ly — 0 fur ||k|x — 0.
Daher gilt

(G o F)(x +h) = (G o F)(x) = DNG(F(x + h))DNF(x + h)hllz

<[|G(y +g) — G(g9) - DNG(y +9)gllz
+||[DNG(y +9) [9 — DnF(x + h)h] ||z

< n(llglly) + IDNG(y + @) lle(v.zyr2(llAllx),

woraus wegen der gleichmafligen Beschranktheit von DyG die gewiinschte Aussage folgt.
O

Schliefilich folgt direkt aus der Definition der Produktnorm und der Newton-Differenzierbar-
keit, dass fiir vektorwertige Funktionen die Newton-Ableitung komponentenweise berech-
net werden kann.

Satz 9.4. Seim € N beliebig und seien F; : X — Y; Newton-differenzierbar mit Newton-
Ableitung DNF; fiir1 < i < m. Dann ist

F: X — (Y1 X---XYy,), x - (F(x),...,Fn()T
Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung

DNF(x) = (DNFi(x), ..., DNFn(x)".

Da die Definition keine konstruktive Vorschrift fiir die Newton-Ableitung enthalt, bleibt die
Frage, wie man dafiir Kandidaten erhalt, fiir die die Approximationsbedingung nachgepriift
werden kann. Fir zwei Klassen von Funktionen ist solch eine explizite Konstruktion
bekannt.

LOKAL LIPSCHITZ-STETIGE FUNKTIONEN AUF RN

Ist F : RN — R lokal Lipschitz-stetig, so liefert das Clarke-Subdifferential die gesuchten
Kandidaten, die wegen Satz 8.15 eine explizite Darstellung haben. Unter zusitzlichen
Annahmen sind diese Kandidaten auch tatséchlich Newton-Ableitungen.”

*Dies war die urspriingliche Herleitung der semiglatten Newton-Verfahren.
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Eine Funktion F : RN — R heifit stiickweise (stetig) differenzierbar oder PC!-Funktion, falls
F stetig ist und fiir alle x € RN eine Umgebung U, ¢ RN um x sowie eine endliche Menge
{Fi : Uy = R}ie, von stetig differenzierbaren Funktionen existiert mit

F(y) € {Fi(»)}ier,  furalle y € Us.
Wir nennen F dann eine stetige Auswahl der F; in U,. Die Menge
Li(x):={iel:F(x)=F(x)}

heiflt aktive Index-Menge. Aufgrund der Stetigkeit der F; gilt F(y) # F;(y) fiir alle j ¢ I,(x)
und y hinreichend nahe an x. Indizes, die nur auf einer Nullmenge aktiv sind, miissen wir
in Folge nicht bertiicksichtigen. Wir definieren daher die essentiell aktive Index-Menge

L(x) ={ieL:xecd({yeU: F(y) = Fi(y)}°)} ¢ L(x).

Zum Beispiel ist fur f(t) = max{0, t, %t} die Funktion f5(t) = %t nur in ¢ = 0 aktiv und
daher nicht essentiell aktiv.

PC!-Funktionen sind stets lokal Lipschitz-stetig; siehe [Scholtes 2012, Corollary 4.1.1].

Satz 9.5. Sei F : RN — R stiickweise differenzierbar. Dann ist F lokal Lipschitz-stetig mit
Konstante L = maxey,(x) L; fiir L; = SUP ey, |[VFE;(y)| bei x.

Aus Satz 8.15 erhalten wir daher die folgende Darstellung des Clarke-Subdifferentials.

Satz 9.6. Sei F : RN — R stiickweise differenzierbar. Dann gilt fiir alle x € RN

dcF(x) = co{VFi(x) :i € L(x)}.
Beweis. Sei x € RN beliebig. Nach Satz 8.15 geniigt zu zeigen, dass gilt

{)11220 VF(x,) : %y — %, %y & EF} = (VE(x):i€L(x)}.
Sei dafiir {x,}en eine Folge in RN mit x, — x, F differenzierbar in x, fiir alle n € N,
und VF(x,) — x* € RN. Da F differenzierbar ist in x,, muss F(y) = F; (y) fiir ein i, und
alle y hinreichend nahe an x, gelten, woraus VF(x,) = VF; (x,) folgt. Fir n € N grof§
genug konnen wir dariiberhinaus i, € I,(x) (eventuell durch Hinzunahme einer weiteren
Nullmenge zu Er) annehmen. Betrachten wir Teilfolgen {x,, }ren mit konstanten Indizes
in, =i € I(x) (solche existieren, da I.(x) endlich ist), so erhalten wir wegen der Stetigkeit
von VF;
x* = ]}Lngo VF(xp,) = kll_I)l;lo VFi(xp,) € {VFi(x) :i € L(x)}.

Umgekehrt existiert fiir VF;(x) mit i € I,(x) nach Definition der essentiell aktiven Indizes
eine Folge {x, }nen mit x, — x und F = F; in einer hinreichend kleinen Umgebung aller x;,
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fiir n grof3 genug. Wegen der stetigen Differenzierbarkeit der F; ist dann VF(x,) = VF;(x,)
fir alle n € N grof3 genug und damit

VF;(x) = lim VF;(x,) = lim VF(x,). O

Daraus folgt die Newton-Differenzierbarkeit von PC!'-Funktionen.

Satz 9.7. Sei F : RN — R stiickweise differenzierbar. Dann ist F Newton-differenzierbar fiir
alle x € RN, und jedes DNF(x) € dcF(x) ist eine Newton-Ableitung.

Beweis. Seix € RY beliebig und h € X mit x+h € Uy. Nach Satz 9.6 hat jedes Dy F(x+h) €
dcF(x + h) die Form

DnNF(x +h) = Z t;VF;(x + h) fur Z =1t > 0.

i€l, (x+h) i€l (x+h)

Da F stetig ist, gilt fiir alle - € RN mit ||| hinreichend klein I, (x + h) C I,(x + h) C I,(x).
Also ist sowohl F(x + h) = Fi(x+h) als auch F(x) = F;(x) fir alle i € I,(x + h). Damit folgt
aus Satz 9.2

|F(x+h) = F(x) =DNF(x + h)h| < > ti|Fi(x +h) = Fi(x) = VF(x + h)h| = o(||h])),
i€l (x+h)

da alle F; nach Annahme stetig differenzierbar sind. m]

Als Anwendung haben wir natiirlich die Proximalpunkt-Formulierung von Optimalititsbe-
dingungen fiir konvexe Probleme vor Augen.

Beispiel 9.8. Wir betrachten die Minimierung von F + G fiir F : RY — R zweimal stetig
differenzierbar und G = || - ||;. Analog zur Herleitung des expliziten Splitting-Verfahrens
(7.6) schreiben wir die notwendige Optimalitatsbedingung 0 € dc(F + G)(x) mit Hilfe der
Regularitat von F und G dquivalent um als

x — prox,(x — yVF(x)) =0

fir y > 0 beliebig. Nach Beispiel 6.14 (ii) ist die Proximalpunkt-Abbildung fiir G kompo-
nentenweise gegeben durch

xi—y fallsx; >y,

[proxYG(x)]i =140 falls x € [-y, 7],
xi+y fallsx; < -y,
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was offensichtlich eine stiickweise differenzierbare Funktion ist. Nach Satz 9.6 ist daher
(ebenfalls komponentenweise)

{1} falls |x;| >y,
oc [prox)/G (x)]i=1{0} falls |x;| <y,
[0,1] falls |x;| =y.

Nach Satz 9.7 zusammen mit Satz 9.4 ist daher eine mogliche Newton-Ableitung

h; falls |x;] >y,
D Bl = [Tiasnh]; =
[Dnprox, g (x)hli = [T{jxj>y1hli {o falls x| < 1.
(Welchem Fall wir die Gleichheit zuschlagen, ist dabei willkiirlich.) Nun sind D NPIOX, G (x)
und Dy(VF)(x) = V2F(x) (wegen der stetigen Differenzierbarkeit) lokal gleichmafig
beschrankt, und mit Hilfe der Kettenregel (Satz 9.3) erhalten wir nach etwas Umformen
den semiglatten Newton-Schritt

(ﬂﬂk + yﬂ]szF(xk)) sk = —xk 4 proxyG(xk - yVF(xk)),
wobei wir die aktive bzw. inaktive Menge definiert haben als
Ay = {i € {L...,N}: |xk = y[VF(xM) ;| < y}, Lo={L...,N}\ A,

Partitionieren wir auch s* sowie die rechte Seite in aktive und inaktive Komponenten,
setzen die Fallunterscheidung fiir prox,; ein, und sortieren das lineare Gleichungssystem
so um, dass aktive und inaktive Komponenten zu Blocken zusammengefasst sind, so erhalt
der Newton-Schritt die Form einer aktiven-Mengen-Strategie; siehe auch [Ito & Kunisch
2008, Kapitel 8.4].

SUPERPOSITIONSOPERATOREN AUF L?(Q)

In unendlichdimensionalen Funktionenraumen gilt der Satz von Rademacher nicht, so dass
das Clarke-Subdifferential keinen algorithmisch nutzbaren Kandidaten fiir eine Newton-
Ableitung mehr liefert. Eine Ausnahme bilden Superpositionsoperatoren, die durch Newton-
differenzierbare skalare Funktionen definiert sind; fiir diese kann die Newton-Ableitung
punktweise charakterisiert werden.

Wir betrachten wieder fiir ein offenes und beschranktes Gebiet Q ¢ RY eine Carathéodory-
Funktion f: Q X R — R (d. h. f ist messbar in x und stetig in z) sowie fiir 1 < p,q < oo
den zugehorigen Superpositionsoperator

F:IP(Q) — LY(Q), [F(w)](x) = f(x,u(x)) fiir fast alle x € Q.
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9 SEMIGLATTE NEWTON-VERFAHREN

Wir méchten nun die Newton-Ableitung Dy F von F ebenfalls als Superpositionsoperator
der Newton-Ableitung Dy f(x,z) von z +— f(x,z) darstellen. Dabei ist die Forderung,
Dy f sei ebenfalls Carathéodory-Funktion, zu einschriankend, denn wir wollen auch un-
stetige Ableitungen zulassen. Fiir unsere Zwecke gentigt eine schwichere Eigenschaft:
Eine Funktion heif$t Baire—Carathéodory-Funktion, wenn sie punktweiser Grenzwert von
Carathéodory-Funktionen ist.

Unter bestimmten Wachstumsbedingungen3 an f und Dy f konnen wir die Newton-Dif-
ferenzierbarkeit von f auf F tibertragen, wobei wir wieder eine zwei-Norm-Diskrepanz
beriicksichtigen miissen.

Satz 9.9. Sei f : Q X R — R eine Carathéodory-Funktion. Es gelte weiterhin

(i) z — f(x,z) ist gleichmdfig Lipschitz-stetig fiir fast alle x € Q und f(x,0) ist be-
schrankt;

(ii)) z — f(x,z) ist Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung z — Dy f(x, z) fiir fast
allex € Q;

(iii) DN ist eine gleichmdfSig beschrdnkte Baire—Carathéodory-Funktion.

Dann ist fiir alle1 < q < p < oo der zugehorige Superpositionsoperator F : LP (Q) — LI(Q)
Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung

DNF : IP(Q) — L(LP(Q), LY(Q)), [DNF(u)h](x) = Dnf (x, u(x))h(x),

fir alle h € LP(Q) und fast alle x € Q.

Beweis. Zunichst folgt aus der gleichméafiigen Lipschitz-Stetigkeit in z zusammen mit der
umgekehrten Dreiecksungleichung

If(x,2)| < |f(x,0)| +L|z| < C+L|z|?  fiirfastallex € Q,z € R,

und damit die Wachstumsbedingung (2.10) fiir alle 1 < g < co. Wegen der stetigen Einbet-
tung LP(Q) — LI(Q) furalle1 < g < p < coistalso F : LP(Q) — LI(Q) nach Satz 2.8
wohldefiniert und stetig.

Istnunu : Q — R messbar, so ist x — Dy f(x, u(x)) nach Annahme Grenzwert einer Folge
von messbaren Funktionen und damit selber messbar. Aus der gleichméfligen Beschrankt-
heit folgt nun insbesondere die Wachstumsbedingung fiir p’ = pund ¢’ = p—¢q > 0. Analog
zum Beweis von Satz 2.9 erhalt man daraus, dass der zugehdrige Superpositionsoperator
DNF : LP(Q) — L5(Q) fir s == 1% wohldefiniert und stetig ist, und deshalb fiir u € LP(Q)
durch h — DNF(u)h ein linearer und beschrankter Operator Dy F(u) : LP(Q) — L1(Q) de-
finiert wird. (Wir unterscheiden diesmal nicht in der Notation zwischen linearem Operator
und der Funktion, die durch punktweise Multiplikation diesen Operator definiert.)

3die deutlich abgeschwicht werden konnen; siehe [Schiela 2008, Proposition A.1]
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Um zu zeigen, dass Dy F(u) eine Newton-Ableitung von F in u € LP(Q) ist, betrachten wir
das punktweise Residuum

|f (x2)=f (xu(x) =D f (x,2) (z=u(x))|
r: QxR - R, r(x,z) = 2= (0| falls z # u(x),
0 falls z = u(x).

Da f Carathéodory- und Dy f Baire-Carathéodory-Funktion ist, ist fiir beliebiges @ : Q —
R messbar auch x +— r(x, @#(x)) =: [R(#)](x) messbar (Summe, Produkt und Quotient von
messbaren Funktionen ist messbar). Fir u € LP(Q) folgt aus der gleichméfligen Lipschitz-
Stetigkeit von f und der gleichmafligen Beschranktheit von Dy f fir fast alle x € Q mit
u(x) # u(x)

|f Ge, d(x)) = f(x, u(x)) — DN f(x, a(x)) (@(x) — u(x))|
|a(x) — u(x)|

und damit R(#) € L*(Q). Also ist der Superpositionsoperator R : L?(Q) — L*(Q) wohl-
definiert. Sei nun {u, }peny C LP(Q) eine Folge mit u, — u € LP(Q). Dann existiert eine
Teilfolge, die wir wieder mit {u, },en bezeichnen, mit u,(x) — u(x) fur fast alle x € Q. Da
z — f(x,z) Newton-differenzierbar ist, gilt nach Definition r(x, u,(x)) — 0 punktweise
fast tiberall. Zusammen mit der Beschranktheit (9.3) gilt daher nach dem Satz von Lebesgue
auch R(u,) — 0 in L*(Q) (wegen Eindeutigkeit des Grenzwertes fiir die gesamte Folge).*
Also folgt fur beliebige % € L (Q) wegen % + % = é aus der Holderschen Ungleichung

(9:3)  I[R@](x)]| = <L+C

|F(it) - F(u) = DNF(@) (i = w)|le = [[R(@) (& = w)l|za < [|R(@)||zs]1% = ullze.

Setzen wir nun @ := u+h fir h € LP(Q) mit ||h|[z» — 0, so ist dies wegen ||R(u+h)]||rs — 0
genau die Definition der Newton-Differenzierbarkeit von F in u. ]

Fir p = q € [1, 0o] ist die Aussage dagegen im Allgemeinen falsch, was durch Gegenbei-
spiele belegt werden kann. (Betrachte z.B. f(z) = max{0,z}, Q = (-1,1), u(x) = —|x|, und
hy(x) =1/n fir |x| < 1/n und 0 sonst.)

Aufgrund der zwei-Norm-Diskrepanz konnen wir das semiglatte Newton-Verfahren im
Funktionenraum in der Regel nicht direkt auf Proximalpunkt-Formulierungen anwenden,
weshalb wir auf die Moreau-Yosida-Regularisierung ausweichen miissen.

Beispiel 9.10. Wir betrachten analog zu Beispiel 9.8 die Minimierung von F + G fiir F :
L*(Q) — R zweimal stetig differenzierbar und G = || - ||1. Die Proximalpunktformulierung
der notwendigen Optimalitdtsbedingung 0 € 9(F + G)(a),

- proxYG(ﬁ -yVFE(a)) =0,

4Dieser Schritt scheitert fiir F : L*(Q) — L*(Q), denn punktweise Konvergenz impliziert nicht gleichma-
Bige Konvergenz fast iiberall.
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miissen wir nun als Gleichung in L2(Q) auffassen, aber prox, ist nicht Newton-differenzierbar
von L?(Q) nach L?(Q). Wir ersetzen daher in der Aquivalenten Optimalititsbedingung

—p = VF(a),
u € IG™(p),
das Subdifferential von G* durch die Moreau-Yosida-Regularisierung H, := (dG™),, welche
nach Folgerung 6.15 und Beispiel 6.19 punktweise gegeben ist durch [H, (p)](x) = hy(p(x))
fur
)l/(t —-1) fallst>1,
h,: R — R, t— 10 fallst € [-1,1],
%(t +1) fallst < -1.

Diese Funktion ist offensichtlich stiickweise stetig differenzierbar und damit Lipschitz-stetig.

Nach Satz 9.6 ist daher
{l} falls |¢] > 1,
Y
achy(t) = {{0} falls |t| < 1,

[o, 5] falls |¢] = 1,

und nach Satz 9.7 zusammen mit Satz 9.4 ist eine mogliche Newton-Ableitung

1p falls|t| > 1,

D h th: lﬂ h: Y
WAy (DR =y Tz {0 falls [¢] < 1.

Die Funktion Dyh, ist nun gleichméaflig beschriankt und kann, wie man leicht zeigt, punkt-
weise durch eine Folge von stetigen Funktionen approximiert werden. Also ist H, :
LP(Q) — L%(Q) Newton-differenzierbar fiir alle p > 2, und eine Newton-Ableitung ist
gegeben durch

[DNHy (p)h](x) = %ﬂ{|p|21}(x)h(x)-

Angenommen, fiir u € L?(Q) ist p = ~VF(u) € L?(Q) fiir ein p > 2. Dann ist nach Satz 9.2
und der Kettenregel (Satz 9.3) die regularisierte Optimalitatsbedingung

u, — H,(=VF(u,)) =0
Newton-differenzierbar, und wir erhalten den semiglatten Newton-Schritt
1
Id +)—/ﬂ {|VF(uk)|Zl}V2F(uk) Sk = —uk + H),(—VF(uk))
In der Praxis hangt der Konvergenzbereich des Newton-Verfahrens von y ab. Man 16st

daher oft eine Folge von Problemen mit abnehmendem y, wobei man die Losung des
vorhergehenden Problems als Startwert fiir das folgende nimmt.

102



10 NICHTKONVEXE SUBDIFFERENTIALE

Obwohl das Clarke-Subdifferential ein geeignetes Konzept sowohl fiir nichtglatte aber
konvexe als auch fiir nichtkonvexe aber glatte Funktionale ist, hat es Schwachpunkte fiir
nichtglatte und nichtkonvexe Funktionale: Wie in Folgerung 8.7 gezeigt wurde, kann sein
Fermat-Prinzip nicht zwischen Minimierern und Maximierern unterscheiden. Der Grund
dafiir ist, dass das Clarke-Subdifferential immer konvex ist; dies ist eine direkte Konsequenz
aus der Konstruktion (8.2) tiber Dualitit mit der verallgemeinerten Richtungsableitung. Um
scharfere Resultate zu erhalten, miissen wir nichtkonvexe Subdifferentiale direkt iiber einen
primalen Grenzwertprozess definieren. Allerdings gibt es nichts umsonst: Die Rechenregeln
fiir die bisherigen Subdifferentiale basierten in fundamentaler Weise auf dem Trennungssatz
von Hahn-Banach fiir konvexe Mengen; analoge Regeln fiir nichtkonvexe Subdifferentiale
sind daher deutlich schwieriger zu erhalten.

10.1 DAS BOULIGAND-SUBDIFFERENTIAL

Die erste Definition ist motiviert durch Satz 8.15: Wir definieren ein Subdifferential durch
geeignete Grenzwerte von klassischen Ableitungen (ohne eine konvexe Hiille). Fiir F :
X — R definierien wir zuerst die Menge von Gdateaux-Punkten

Gr = {x € X : F ist Gateaux-differenzierbar in x} C (dom F)°
und dann das Bouligand-Subdifferential von F in x als
(10.1) dpF(x) := {x" € X* : DF(x,) =" x* fiir Gr > x, — x}.

Ist F : RY — R lokal Lipschitz-stetig, dann folgt aus Satz 8.15 dass dcF(x) = co dgF(x)
ist. Ist X nicht endlich-dimensional, so ist jedoch a priori nicht klar, dass das Bouligand-
Subdifferential nichtleer ist selbst fiir x € dom F. Aulerdem erlaubt dieses Subdifferential
wenige niitzliche Rechenregeln; es gilt nicht mal ein Fermat-Prinzip.

Beispiel 10.1. Sei F : R — R, F(x) := |x|. Dann ist F differenzierbar in allen x # 0 mit
F’(x) = sign(x), und daher ist

0 ¢ {—1,1} = 95F(0).
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Dieser Ansatz braucht daher einen subtileren Grenzwertprozess. Im Rest dieses Kapitels
betrachten wir einen solchen Ansatz, wobei wir uns auf einen Uberblick und Nennung
relevanter Resultate aus [Mordukhovich 2006] beschrianken. Ein alternativer, axiomati-
scherer, Zugang zu verallgemeinerten Ableitungen fiir nichtkonvexe Funktionale findet
man in [Penot 2013; loffe 2017].

10.2 DAS FRECHET-SUBDIFFERENTIAL

Wir beginnen mit der folgenden Konstruktion, die die Charakterisierungen der Fréchet-
Ableitung und des konvexen Subdifferentials verbindet. Sei X ein Banachraum und F :
X — R. Das Fréchet-Subdifferential (auch reguldres Subdifferential oder Préisubdifferential
genannt) von F in x ist definiert als

F(y) - F(x) - (x*,y —
(10.2) orF(x) = {x* € X" : liminf () = Fx) = &y = o > 0}.
y—x Iy = xllx

Beachte, wie hier die Definition des konvexen Subdifferentials um x ,lokalisiert wird: Der
Zahler muss nicht nicht-negativ fiir alle y sein; es genligt, wenn dies fiir y nahe genug an
x gilt. Ein dhnliches Argument wie in Satz 4.3 ergibt daher ein Fermat-Prinzip fiir lokale
Minimierer.

Satz 10.2. Sei F : X — R eigentlich und * € domF ein lokaler Minimierer. Dann gilt
0e€ aFF(f).

Beweis. Sei x € dom F ein a lokaler Minimierer. Dann existiert ein ¢ > 0 so dass F(x) <
F(y) fir alle y € O.(x) gilt. Dies ist dquivalent zu

F(y) = F(x) = {0,y — X)x
ly — xllx

>0 furalle y € O.(x).

Gilt nun y, — %, so ist y, € Og(%) fiir n grofl genug. Ubergang zum liminf in der
Ungleichung ergibt daher 0 € 9p(x). m]

Fir konvexe Funktionale ist der Zahler nach Definition immer nicht-negativ, und das
Fréchet-Subdifferential stimmt mit dem konvexen Subdifferential uiberein.

Satz10.3. Sei F : X — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig, und sei x € dom F. Dann
gilt OpF (x) = JF (x).
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Beweis. Nach Definition des konvexen Subdifferentials gilt fiir alle x* € dF(x) dass
F(y)—F(x) —(x",y—x)x >0 furalle y € X.

Dividieren durch ||x — y|[x > 0 fiir y # x und Ubergang zum liminf fiir y — x ergibt

daher x* € 9pF(x).

Sei andererseits x* € dpF(x) und h € X \ {0} beliebig. Dann existiert ein ¢ > 0 mit
F(x+th) — F(x) — (x*, th)x

tl[hllx
Multiplizieren mit ||h|[x > 0 und Grenziibergang ¢t — 0 ergibt dann nach Lemma 4.1
F(x +th) — F(x)
t

>0 fuarallet € (0,¢).

(10.3) (", h)x < — F'(x; h),

was nach Lemma 4.2 dquivalent zu x* € oF(x) ist. O

Ahnliches gilt fiir Fréchet-differenzierbare Funktionale: Dort ist der Grenzwert in (10.2)
gleich Null fiir alle Folgen.

Satz 10.4. Sei F : X — R Fréchet-differenzierbar in x € X. Dann gilt opF (x) = {F'(x)}.

Beweis. Aus der Definition der Fréchet-Ableitung folgt sofort
_F(y) - F(x) - (F(x),y-x)x _ .. F(x+h) -F(x) - F(x)h _
lim = li =0
yox [l = ylix Illx—o0 [I2lx

und damit F’(x) € dpF(x).

Sei andererseits x* € dpF(x) und h € X \ {0} beliebig. Wie im Beweis von Satz 10.3 erhalten
wir dann, dass gilt

(10.4) (x*, h)x < F'(x;h) = (F'(x), h)x.
Das gleiche Argument fiir —h ergibt dann (x*, h)x = (F'(x),h)x fir alle h € X, d.h.

x* = F'(x). O

Fiir nichtglatte, nichtkonvexe Funktionale kann das Fréchet-Subdifferential aber strikt
kleiner als das Clarke-Subdifferential sein.

Beispiel 10.5. Betrachte F : R — R, F(x) := —|x|. Fur alle x # 0 folgt dann aus Satz 10.4
dass dpF (x) = {—signx}. Fir x = 0 ist aber fur beliebiges x* € R

i inf F(y) = F(0) — (x*,y — 0)
y—0 |y — 0]

= lim inf (-1 - x* - sign(y)) = -1- [x*| <0,
y—)

und daher gilt
drF(0) =0 ¢ [-1,1] = 9cF(0).
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Beachte, dass in diesem Beispiel 0 € dom F gilt. Obwohl das Fréchet-Subdifferential im
Gegensatz zum Clarke-Subdifferential den Maximierer nicht anzeigt, kann die Tatsache, dass
JrF(x) leer sein kann fiir x € dom F, zum Problem werden, Rechenregeln mit Gleichheit zu
erhalten. Beispiel 10.5 zeigt weiterhin, dass das Fréchet-Subdifferential nicht abgeschlossen
ist, was ebenfalls von Nachteil ist. Dies fithrt auf die folgende und letzte Definition.

10.3 DAS MORDUKHOVICH-SUBDIFFERENTIAL

Sei X ein reflexiver Banachraum und F : X — R. Das Mordukhovich-Subdifferential
(im Englischen auch basic subdifferential oder limiting subdifferential genannt) von F in
x € dom F ist definiert als der stark—schwach* Abschluss von drF(x), d. h. als

(10.5) omF(x) == {x* € X" :x; =" x" mit x, € dpF(x,) fur x, — x} .

Dies kann als Verallgemeinerung der Definition (10.1) des Bouligand-Subdifterentials in-
terpretiert werden. Beachte, dass hier im Gegensatz zu (10.1) die konstante Folge x;; = x*
auch in nichtdifferenzierbaren Punkten zugelassen ist. Daraus folgt insbesondere drF(x) C
omF(x), und aus Satz 10.2 folgt daher sofort ein Fermat-Prinzip.

Folgerung 10.6. Sei F : X — R eigentlich und % € dom F ein lokaler Minimierer. Dann gilt
0 € I F(x).

Analog zum Fréchet-Subdifferential erfiillen aber lokale Maximierer nicht das Fermat-
Prinzip.

Beispiel 10.7. Betrachte wieder F : R — R, F(x) := —|x|. Zusammen mit Beispiel 10.5 folgt
aus (10.5) sofort, dass gilt 9yF(0) = {—1,1} = dgF(0).

Auch das Mordukhovich-Subdifferential fallt mit dem konvexen Subdifferential zusam-
men.

Satz10.8. Sei X ein reflexiver Banachraum,F : X — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig,
und x € dom F. Dann gilt dy(F (x) = dF (x).

Beweis. Aus Satz 10.3 folgt o0F(x) = 9pF(x) C dpF(x). Sei daher x* € 9y F(x). Nach
Definition existiert dann eine Folge {x} },en C mit x; —* x* und x, € IpF(x,) = IF (x,)

fir x, — x. Wie im Beweis von Folgerung 6.5 folgt daraus x* € 9F (x). O

Ein analoges Resultat gilt fiir stetig differenzierbare Funktionale.
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Satz 10.9. Sei X ein reflexiver Banachraum und F : X — R stetig differenzierbar in x € X.
Dann gilt oy F(x) = {F'(x)}.

Beweis. Aus Satz 10.3 folgt {F'(x)} = dpF(x) C dpF(x). Sei daher x* € djF(x). Nach
Definition existiert dann eine Folge {x) },en C mit x;, —* x* und x;, € IpF(x,) = {F'(x,)}
fiir x, — x. Aus der Stetigkeit von F’ folgt sofort, dass F’(x,) — F(x).Da starke Grenzwerte
auch schwach-* Grenzwerte sind, erhalten wir x* = F/(x). O

Es gilt auch der folgende Zusammenhang mit dem Clarke-Subdifferential; vergleiche
Satz 8.15.

Satz 10.10 ([Mordukhovich 2006, Theorem 3.57]). Sei X ein reflexiver Banachraum und
F : X — R lokal Lipschitz-stetig um x € X. Dann gilt dcF(x) = cl” co dpF(x), wobei clI*A
den schwach-« Abschluss von A C X* bezeichnet.'

Das folgende Beispiel illustriert, dass das Mordukhovich-Subdifferential nichtkonvex sein
kann.

Beispiel 10.11. Betrachte F : R? — R, F(xy,x3) = |x1| — |x2|. Da F stetig differenzierbar ist
fur alle (x1, x3), x1, X2 # 0, mit
VF(x1,x0) € {(1,1), (-1,1), (1,-1), (-1, -1)},

erhalten wir aus (10.2), dass gilt

{(1,-1)} falls x; > 0,x, > 0,
{(-1,-1)} falls x; < 0,x3 > 0,
{(-1,1)} falls x; < 0,x2 < 0,
OrF(x1,x2) = 1{(-1,-1)} falls x; > 0,x, < 0,

{(t,-1) : t € [-1,1]} fallsx; =0,x; > 0,
{(t,1) :t e [-1,1]} fallsx; =0,x, <O,
0 falls x; = 0.

Insbesondere gilt drF(0,0) = 0. Aus (10.5) folgt jedoch, dass gilt

omF(0,0) = {(t,-1) : t € [-L1]} U {(t,1) : t € [-1,1]}.
Insbesondere gilt 0 ¢ d)(F(0, 0). Andererseits folgt aus Satz 10.10, dass gilt
(10.6) 9cF(0,0) = {(t,s) : t,s € [-1,1]} = [-1,1]?

und damit 0 € dcF(0,0). (Beachte, dass F weder ein Minimum noch ein Maximum in R?
hat, wiahrend (0, 0) ein nichtglatter Sattelpunkt ist.)

'In reflexiven Banach-Rdumen stimmt natiirlich der schwach-* Abschluss mit dem schwachen Abschluss
iberein. Die Aussage gilt aber allgemeiner in sogenannten Asplund-Rdumen, die auch nicht-reflexive
Banach-Raume umfassen.
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Im Gegensatz zum Bouligand-Subdifferential erfiillt das Mordukhovich-Subdifferential niitz-
liche Rechenregeln, obwohl die Annahmen dafiir nachvollziehbarerweise einschrankender
sind als im konvexen Fall. Die erste Regel folgt wie immer direkt aus der Definition.

Satz 10.12. Sei X ein reflexiver Banachraum und F : X — R. Dann gilt fiir alle A > 0 und
x € X, dass

oy (AF)(x) = AayF(x).

Weitere Rechenregeln halten im Unendlichdimensionalen mit Gleichheit nur in einge-
schrankten Situationen.

Satz 10.13 ([Mordukhovich 2006, Proposition 1.107]). Sei X ein reflexiver Banachraum,
F : X — R stetig differenzierbar, und G : X — R. Dann gilt fiir alle x € dom G, dass

om(F +G)(x) = {F'(x)} + duG(x).

Wahrend die letzten beiden Satze auch fiir das Fréchet-Subdifferential gelten, erfillt nur
das Mordukhovich-Subdifferential die folgende Kettenregel. Im Gegensatz zu Satz 8.13 darf
hier das auflere Funktional sogar erweitert-reellwertig sein.

Satz 10.14 ([Mordukhovich 2006, Proposition 1.112]). Sei X ein reflexiver Banachraum, F :
X — Y stetig differenzierbar, und G : Y — R. Dann gilt fiir alle x € X mit F(x) € domG
und F'(x) : X — Y surjektiv, dass

om(G o F)(x) = F'(x)"ouG(F(x)).

Allgemeinere Rechenregeln erfordern zusétzliche nicht-triviale Annahmen an F und G;
siehe z. B. [Mordukhovich 2006, Theorem 3.36 und Theorem 3.41].
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