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UBERBLICK

Die Optimierung beschaftigt sich mit der Charakterisierung und Berechnung von Losungen
von Minimierungsproblemen der Form

II}’IEILI} F(u)

fiir eine Funktion F : U — R. Konkret fragt man sich:

1. Hat dieses Problem eine Losung, d. h. existiert ein X € U mit
F(x) < F(x) fur alle x € U?
2. Gibt es eine intrinsische Charakterisierung von X, d. h. ohne Vergleich mit allen anderen
x € u?
3. Wie kann dieses % (effizient) berechnet werden?
Fiir U C R™ ldsst sich das Vorgehen wie folgt skizzieren:

1. Ist U kompakt und ist F stetig, so nimmt die Funktion F nach dem Satz von Weierstraf3
ihr Minimum in x € U an.

2. Sind F und G differenzierbar, so gilt das Fermat-Prinzip
0 =F'(x).
3. Ist F stetig differenzierbar und U offen, so kann man Gradientenverfahren verwenden:
Wibhle x° und setze firk = 1,...
X = x* — 4, F/(x9)
mit geeigneter Schrittweite ty, dann gilt x* — % fir k — oo.

Ist F sogar zweimal stetig differenzierbar, kann man das Newton-Verfahren fiir die
Nullstelle von F’ anwenden: Wihle x° geeignet und setze firk =1,...

Xk+1 — Xk o F//(Xk)_]F,(Xk).
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Nun gibt es zahlreiche praktisch relevante Funktionen, die nicht differenzierbar sind, wie
etwa die Betrags- oder die Maximumsfunktion. In der nichtglatten Analysis sucht man
daher nach verallgemeinerten Ableitungsbegriffen, die auch fiir solche Funktionen das obige
Vorgehen erlauben, und gleichzeitig genug Rechenregeln zulassen, um fiir eine grofle Klasse
von Funktionen explizit angegeben werden konnen. In dieser Vorlesung konzentrieren wir
uns auf die beiden Klassen

i) der konvexen Funktionen, und
ii) der lokal Lipschitz-stetigen Funktionen,

die zusammen ein breites Spektrum an Anwendungen abdecken. Insbesondere bieten erste-
re eine Grundlage fiir verallgemeinerte Gradientenverfahren, letztere fiir verallgemeinerte
Newton-Verfahren.

Als weiterer Schwerpunkt wird die Optimierung hier in unendlichdimensionalen Funktionen-
raumen betrachtet; die gesuchten Minimierer sind also Funktionen. Dadurch kénnen die
gewonnenen Resultate auf Probleme aus der Optimalsteuerung von Differentialgleichungen
und der mathematischen Bildverarbeitung angewendet werden; insbesondere sind die vorge-
stellten Verfahren diskretisierungsunabhdngig, konnen also auf jede (verniinftige) endlich-
dimensionale Approximation angewendet werden, ohne dass die Feinheit der Diskretisierung
eine Rolle spielt.

Dieses Skriptum basiert vor allem auf den folgenden Werken:
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London. DOI1: 10.1007/978-1-4471-4820-3
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GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

In diesem Kapitel stellen wir die fiir diese Vorlesung wesentlichen Begriffe, Notationen und
Resultate zusammen. Fiir Beweise wird auf die Standardliteratur verwiesen, z. B. auf [Werner
2011], sowie auf [Clason 2015].

1.1 NORMIERTE RAUME

Im Folgenden bezeichne X ein Vektorraum iiber dem Korper K, wobei wir uns hier stets auf
den Fall K = R beschranken. Eine Abbildung || - || : X — R* := [0, co) heif3t Norm (auf X),
falls fiir alle x € X gilt

(i) |Ax| = [Alx] fiir alle A € K,
(ii) flx +yll < [[x[| + [ly| firalley € X,

(iii) ||x|| = 0 genau dann, wennx =0 € X.

Beispiel 1.1. (i) Auf X = R werden Normen definiert durch
N 1/p
Ixllp = (Z |X1|p> 1<p<oo
i=1
IIX[[co = max [xil.
i=1,...,N

(ii) Auf X = (P (dem Raum der reellen Folgen, auf dem folgende Ausdriicke endlich sind)
sind Normen definiert durch

o 1/p
Ixllp = (Z |X1|p> 1<p<oo
i1

IX[[co = sup [xil.

i=1,...,00
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(iii) AufX = LP(Q) (dem Raum der messbaren reellen Funktionen auf dem Gebiet Q C R™,
auf dem folgende Ausdriicke endlich sind) sind Normen definiert durch

1/p
[ullp = <J Iu(X)Ip> 1<p < oo,
Q

| u]|oo = ess sup [u(x)].
xeQ

(iv) Auf X = C(Q) (dem Raum der stetigen Funktionen auf Q) ist eine Norm definiert
durch

[ullc = sup [u(x)l.
xeQ

Eine analoge Norm ist auf X = Co(Q) (dem Raum der stetigen Funktionen auf Q mit
kompaktem Triger) definiert, wenn das Supremum nur iiber x € () genommen wird.

Ist || - || eine Norm auf X, so bezeichnet man das Paar (X, || - ||) als normierten Raum, und
schreibt in diesem Fall oft || - ||x. Ist die Norm kanonisch (etwa in Beispiel 1.1 (ii)-(iv)), so
wird sie oft weggelassen.

Zwei Normen || - |1, || - ||2 heissen dquivalent auf X, falls ¢;,c, > 0 existieren mit
C1 HXHZ < HXH] < CzHXHz fur alle x € X.

Ist X endlichdimensional, so sind alle Normen auf X dquivalent. Die Konstanten c;, ¢, hdngen
dann jedoch von der Dimension N von X ab; die Vermeidung solcher dimensionsabhangi-
ger Konstanten ist einer der Griinde, warum wir Optimierung in unendlichdimensionalen
Funktionenrdumen betreiben wollen.

Sind (X, || - ||x) und (Y, || - ||v) normierte Raume mit X C Y, so heifSt X stetig eingebettet in Y,
geschrieben X — Y, falls ein C > 0 existiert mit

Ixlly < Cllxllx ~ firallex € X.

Wir betrachten nun Abbildungen zwischen normierten Raumen. Seien im Folgenden stets
(X || - [[x) und (Y, || - ||y) normierte Rdume, U C X,und F : U — Y eine Abbildung. Wir
bezeichnen mit

« domF := U den Definitionsbereich (englisch ,,domain®) von F;

o kerF:={x € U: F(x) =0} den Kern (englisch , kernel” oder ,,null space®) von F;
o ranF :={F(x) € Y : x € U} das Bild (englisch ,,range®) von F.

o graphF:={(x,y) € X x Y :y = F(x)} den Graph von F.
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Wir sagen, F ist

o stetigin x € U, wenn fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert mit

IIF(x) —F(z)|ly < ¢ fiir alle z € U mit ||x — z||x < &;

o Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 (genannt Lipschitz-Konstante) existiert mit

IIF(x1) — F(x2) ||y < L||x1 —x2]|x tiir alle x1,x, € U.

o lokal Lipschitz-stetig in x € U, wenn ein 6 > 0 und ein L = L(x,8) > 0 existiert mit

|IF(x) — F(z)|ly < L|jx —z||x fir alle z € U mit ||x — z||x < 0.

Ist T: X — Y linear, so ist die Stetigkeit 4quivalent zu der Bedingung, dass eine Konstante
C > 0 existiert mit

IITx|ly < Cl|x||x fiir alle x € X.

Stetige lineare Abbildungen nennt man daher auch beschréinkt; man spricht auch von einem
beschriankten linearen Operator. Der Raum L(X, Y) der beschrinkten linearen Operatoren
ist ein normierter Raum versehen mit der Operatornorm

Tx
Moo = sop WY g ey = sup [1Txlly
wexvioy IXlx et IxlIx<

(die gleich der kleinstmoglichen Konstante C in der Definition der Stetigkeit ist). Ist T &
L(X,Y) bijektiv, dann ist die Inverse T~! : Y — X stetig genau dann, wenn ein ¢ > 0 existiert
mit

cllxllx < [|Tx|ly fir alle x € X,

in diesem Fallist || T~"||L(v,x) = ¢! fiir die grofStmogliche Wahl von c.

1.2 STARKE UND SCHWACHE KONVERGENZ

Eine Norm vermittelt auf direkte Weise einen Konvergenzbegrift, die sogenannte starke
Konvergenz: Eine Folge {x, Jnen C X konvergiert (stark in X) gegen ein x € X, geschrieben
Xn — X, wenn gilt

lim [|x, —x||x =0.
n—oo

Eine Teilmenge U C X nennen wir
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o abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge {xn }nen C U auch der Grenzwert x € U
liegt;

o kompakt, falls jede Folge {xn,Jnen C U eine konvergente Teilfolge {x.,, Jxen besitzt,
deren Grenzwert x € U liegt.

Eine Abbildung F : X — Y ist genau dann stetig, wenn aus x,, — x auch F(x,,) — F(x) folgt,
und abgeschlossen, wenn fiir x,, — x und F(x,,) — y folgt, dass F(x) =y ist.

Weiterhin definieren wir fiir spateren Gebrauch fiir x € Xund r > 0
o die offene Kugel O.(x) :={z € X : [[x —z||x < r}und
o die abgeschlossene Kugel K, (x) :={z € X : |[|x —z|[|[x < r}.

Die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius 1 bezeichnet man auch als Einheitskugel Bx
(englisch ,,unit ball®). Eine Menge U C X heifst

o offen, falls fiir alle x € U ein r > 0 existiert mit O,(x) C U (d.h. alle x € U innere
Punkte von U sind, deren Menge wir als Inneres U° bezeichnen);

o beschrdnkt, falls sie in einer abgeschlossenen Kugel K..(0) fiir ein v > 0 enthalten ist;
o konvex, falls fir u,v € Uauch Au+ (1 —A)v € Ufiiralle A € [0, 1] gilt.

In normierten Rdumen gilt, dass das Komplement einer offenen Menge abgeschlossen ist
und umgekehrt (d. h. die abgeschlossenen Mengen im Sinne der Topologie sind genau die
(Folgen-)abgeschlossenen Mengen im Sinne unserer Definition). Sowohl offene als auch
abgeschlossene Kugeln sind wegen der Norm-Axiome konvex.

Ein normierter Raum X heif3t vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert; man
nennt X dann auch Banachraum. Alle Rdume in Beispiel 1.1 sind Banachrdume. Ebenso ist
L(X,Y), versehen mit der Operatornorm, ein Banachraum, wenn Y ein Banachraum ist. Von
wesentlicher Bedeutung wird fiir uns der Spezialfall Y = R sein, das heif$t der Raum L(X,R)
der linearen stetigen Funktionale auf X. In diesem Fall bezeichnet man X* := L(X,R) als
Dualraum von X. Ist x* € X*, so schreibt man auch

(x"yx)x =x"(x) € R.

Diese duale Paarung soll andeuten, dass man auch x auf x* wirkend auffassen kann, was
spater wichtig wird. Aus der Definition der Operatornorm folgt sofort, dass

(1.1) (x*,x)x < ||x|

x|[x || x fir alle x € X, x* € X*.

In vielen Fillen kann der Dualraum eines Banachraums mit einem bekannten Banachraum
identifiziert werden.
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Beispiel 1.2. (i) (RM,[|-[|,)* = (RN,]| - |q) mitp~' +q~ " =1, wobei 0~" = oo und
oo~ ! = 0 gesetzt wird. Die duale Paarung ist gegeben durch

N
(X x)p = ) xixi.
i=1
(ii) (€P)* = (£9) fur 1 < p < oo. Die duale Paarung ist gegeben durch

o0
(X", %x)p = Z XIXq.
i=1

Dariiber hinaus ist ({')* = €=, aber (£*)* ist selber kein Folgenraum.
(iii) Ebensoist LP(Q)* = L9(Q) fiir 1 < p < oo. Die duale Paarung ist gegeben durch
(u',u)p :J uw(x)u(x) dx.
o
Es giltauch L' (Q)* = L*(Q), aber L*(Q)* ist selber kein Funktionenraum.

(iv) Co(Q)* = M(Q), dem Raum der Radon-MafSe; er enthélt unter anderem das Lebesgue-
Maf3, aber auch Dirac-Mafle 6, fiir x € Q, definiert durch &, (u) = u(x) firu € Cy(Q).
Die duale Paarung ist gegeben durch

(U u)c = J;) u(x) du*.

Ein zentrales Resultat {iber Dualrdume ist der Satz von Hahn-Banach, auf dem viele der
folgenden Aussagen beruhen. Es gibt von ihm eine algebraische und eine geometrische
Version.

Satz 1.3 (Hahn-Banach, algebraisch). Sei X ein normierter Raum. Zu jedem x € X existiert
ein x* € X* mit

o =1 und (x*,x)x = [|x[|x-

x|

Satz 1.4 (Hahn-Banach, geometrisch). Seien X ein normierter Raum und A, B C X konvex,
nichtleer und disjunkt.

(i) Ist A offen, dann existiert ein x* € X* und ein A € R mit

(x"yx1)x <A< (X", x2)x fiir alle x; € A,x, € B.

(ii) Ist A abgeschlossen und B kompakt, dann existiert ein x* € X* und ein A € R mit

(x*yx1)x <A< (X", x2)x fiir allex; € A,x, € B.



1 GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

Insbesondere die geometrische Version — auch als Trennungssitze bekannt - ist von zentraler
Bedeutung fiir die konvexe Analysis; wir bendtigen sie auch in der folgenden Variante, die
als Satz von Eidelheit bekannt ist.

Folgerung 1.5. Seien X ein normierter Raum und A, B C X konvex und nichtleer. Ist die Menge
A° der inneren Punkte von A nichtleer und disjunkt zu B, dann existiert ein x* € X* \ {0} und
ein A € R mit

(x*yx1)x <A< (X", x2)x fiir allex;, € A,x; € B.

Beweis. Satz 1.4 (i) liefert die Existenz von x* und A, so dass die Aussage gilt fiir alle x; € A°
(sogar mit strikter Ungleichung, woraus auch x* # 0 folgt). Es bleibt also zu zeigen, dass
(x*,x)x < Aauch firx € A\ A° gilt. Da A° nichtleer ist, existiert ein x, € A°, d.h. es
existiert r > 0 mit O, (xo) C A. Aus der Konvexitdt von A folgt dann, dass fiir alle t € [0, 1]
und X € O,(xp) auch tx + (1 — t)x € A ist. Damit ist

tO,(x0) + (1 —t)x = O¢r(txo + (1 —t)x) C A,
und insbesondere gilt x(t) := txo + (1 —t)x € A° fiiralle t € (0, 1).

Wir finden also eine Folge {x,, }neny C A° (zum Beispiel x, = x(n~")) mit x,, — x. Aus der
Stetigkeit von x* € X = L(X, R) folgt mit Grenziibergang dann

(x*,x)x = lim (x";xn)x <A. ]
n—o00

Ein normierter Raum wird also in gewisser Weise durch seinen Dualraum charakterisiert.
Als direkte Folgerung von Satz 1.3 erhalten wir, dass die Norm in einem Banachraum als
Operatornorm dargestellt werden kann.

Folgerung 1.6. Sei X ein Banachraum. Dann gilt fiir alle x € X
HXHX = Ssup |<X*>X>X|a

[x*{lx= <1

und das Supremum wird angenommen.

Fin x € X konnen wir also auch als lineares Funktional auf X* auffassen, also als Element im
Bidualraum X** := (X*)*. Die Einbettung X C X** wird dabei vermittelt durch die kanonische
Injektion

J: X —= X, (Jx,x")x= :== (x",x)x furallex* € X*.

Offensichtlich ist ] linear; aus Satz 1.3 folgt weiterhin ||Jx||xs= = [|x||x. Ist die kanonische
Injektion surjektiv — kdnnen wir also X** mit X identifizieren — so nennt man X reflexiv.
Endlichdimensionale Raume sind reflexiv, sowie Beispiele 1.1 (ii) und (iii) fir 1 < p < oo,
nicht aber £' und L' (Q) sowie C(Q).

Durch die duale Paarung werden weitere Konvergenzbegriffe erzeugt: die schwache Konver-
genz auf X sowie die schwach-+ Konvergenz auf X*.
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(i) Eine Folge {xnnen C X konvergiert schwach (in X) gegen x € X, geschrieben x,, — x,
falls

(X", xn)x = (X", x)x fir alle x* € X*.

(ii) Eine Folge {x} }nen C X* konvergiert schwach-* (in X*) gegen x* € X*, geschrieben
x5 —* x*, falls

(X7, x)x = (X", %) x fiir alle x € X.

Die schwache Konvergenz verallgemeinert den Begriff der komponentenweisen Konvergenz
in R™, der — wie aus dem Beweis des Satzes von Heine-Borel ersichtlich ist — im Kontext
der Kompaktheit der wesentliche ist. Aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz;
ebenso folgt aus Konvergenz in der Operatornorm (auch punktweise Konvergenz genannt) die
schwach-* Konvergenz. Ist X reflexiv, so stimmen schwache und schwach-* Konvergenz (beide
in X = X**!) tiberein. In endlichdimensionalen Rdumen stimmen alle Konvergenzbegrifte
tiberein.

Konvergiert x,, — x und x}; —* x* oder x,, — x und x, — x*, so gilt (x},, Xn)x — (x*, %) x.
Das duale Produkt aus schwach(-*) konvergenten Folgen konvergiert in der Regel nicht!

Analog zur starken Konvergenz definiert man nun schwache(-x) Stetigkeit und Abgeschlossen-
heit von Abbildungen sowie schwache(-*) Abgeschlossenheit und Kompaktheit von Mengen.
Letztere Eigenschaft wird fiir uns wesentlich sein; ihre Charakterisierung ist daher ein zentra-
les Resultat dieses Kapitels.

Satz1.y (Eberlein—gmulyan). Sei X ein normierter Raum. Dann ist Bx schwach kompakt genau
dann, wenn X reflexiv ist.

In einem reflexiven Raum sind also insbesondere alle beschrankten und schwach abge-
schlossenen Mengen schwach kompakt. Beachten Sie, dass schwache Abgeschlossenheit eine
stirkere Forderung ist als Abgeschlossenheit. Fiir konvexe Mengen stimmen die Begriffe aber
tiberein.

Lemma 1.8. Eine konvexe Menge U C X ist genau dann abgeschlossen, wenn sie schwach
abgeschlossen ist.

Beweis. Da eine konvergente Folge stets auch schwach konvergiert, ist jede schwach abge-
schlossene Menge auch abgeschlossen. Sei daher U C X konvex, abgeschlossen, und nichtleer
(sonst ist nichts zu zeigen), und betrachte eine Folge {x }ney C U mit x,, — x € X. Ange-
nommen, x € X \ U. Dann erfiillen die Mengen U und {x} die Bedingungen von Satz 1.4 (ii);
wir finden daher ein x* € X* und ein A € R mit

(X" xn)x <A< (x",x)x firallen € N.
Grenziibergang n — oo in der ersten Ungleichung ergibt dann aber den Widerspruch

(X", x)x < (X", X)x. O

10
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Ist X nicht reflexiv (wie z. B. L*°(Q)), so miissen wir auf die schwach- Konvergenz auswei-
chen.

Satz 1.9 (Banach-Alaoglu). Ist der normierte Raum X separabel (d. h. es gibt eine abzihlbare
dichte Teilmenge), so ist Bx- schwach-x kompakt.

Nach dem Weierstrafischen Approximationssatz sind C(Q) und L?(Q) fir 1 < p < oo
separabel; auch (P ist separabel fir 1 < p < oo. Also sind beschriankte und schwach-x
abgeschlossene Kugeln in £, L*°(Q) und M(Q) schwach-* kompakt; diese Riume sind aber
selber nicht separabel. Allerdings sind abgeschlossene konvexe Mengen in nichtreflexiven
Réumen nicht unbedingt schwach-x abgeschlossen.

Da ein Dualraum den urspriinglichen Raum charakterisiert, ist dies auch der Fall fiir lineare
Operatoren auf diesem Raum. Fiir T € L(X,Y) ist durch T* : Y* — X*,
(T'y*,x)x = (y*, Tx)y firallex € X,y* € Y~

der adjungierte Operator T* € L(Y*,X*) definiert. Es gilt stets || T* ||t v+ x) = || T|lL(x,v)-
Ausserdem folgt aus der Stetigkeit von T, dass T* schwach-x stetig (und T natiirlich schwach
stetig) ist.

1.3 HILBERTRAUME

Besonders weitgehende Dualitits-Aussagen gelten in Hilbertrdumen. Eine Abbildung (-, -) :
X x X — R auf dem Vektorraum X tiber R heif3t Skalarprodukt, falls gilt

(1) (ox+ By,z) = x(x,z) + B (y,z) fur allex,y,z € Xund &, B € R;
(i) (x,y) = (y,x) furallex,y € X;
(iii) (x,x) > 0 fiir alle x € X mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0.

Ein Banachraum mit Skalarprodukt (X, (-, -)) wird Hilbertraum genannt; ist das Skalarpro-
dukt kanonisch, lasst man es weg. Durch das Skalarprodukt wird eine Norm

[Ixllx == 4/ (% X)x
induziert, die der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gehorcht:

06 y)x < lxlixllyllx-

Die Beispiele 1.2 (i-iii) fiir p = 2 (= q) sind Hilbertraume, wobei das Skalarprodukt der
dualen Paarung entspricht und die kanonischen Normen induziert.

Der fiir uns wesentliche Punkt ist, dass der Dualraum eines Hilbertraums X mit X identifiziert
werden kann.

11
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Satz 1.10 (Fréchet-Riesz). Sei X ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem x* € X* genau ein
Zy+ € X mit ||x*| x und

X* = Hzx*
(X", x)x = (X, 2+ ) x fiir alle x € X.
Man bezeichnet z,- als Riesz-Reprdisentant von x*. Die (lineare) Abbildung Jx : X* — X,

X* + z» wird Riesz-Isomorphismus genannt. Mit ihrer Hilfe zeigt man zum Beispiel, dass
jeder Hilbertraum reflexiv ist.

Satz 1.10 erlaubt, anstelle der dualen Paarung das Skalarprodukt zu verwenden. So konvergiert
{XnJnen schwach gegen x genau dann, wenn gilt

(Xny2z)x = (%,2) fur alle z € X.

Ahnliches gilt fiir lineare Operatoren auf Hilbertraumen. Fiir Hilbertrdume X, Y wird zu
T € L(X,Y) der Hilbertraum-adjungierte Operator T* € L(Y, X) definiert durch

(T*y,x)x = (Tx,y)y furallex € X,y €Y.

Ist T* = T, so nennt man T selbstadjungiert. Zwischen den beiden Definitionen einer Adjun-
gierten besteht die Beziehung T* = JxT*J5'. Ist der Kontext klar, werden wir nicht in der
Notation unterscheiden.
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GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Wir betrachten zuerst die Frage nach der Existenz von Minimierern eines (nichtlinearen)
Funktionals F : U — R fiir eine Teilmenge U eines Banachraums X. Mit solchen Problemen
beschiftigt sich die Variationsrechnung.

2.1 DIREKTE METHODE DER VARIATIONSRECHNUNG

Es ist hilfreich, die Beschrankung X € U in das Funktional aufzunehmen, indem wir F auf X
erweitern, dafiir aber den Wert co zulassen. Wir betrachten also

F:X5R=RU{oo), Fx)= {F(X) xell

00 x € X\ U
Dabei wird R mit der iiblichen Arithmetik versehen, d.h. t < co und t + oo = oo fiir alle
t € R. Existiert iiberhaupt ein x € U, so kann ein Minimierer % also nur in U liegen. (Beachten
Sie, dass Subtraktion und Multiplikation von negativen Zahlen mit co und damit F(x) = —oo
nicht zugelassen sind.)

Wir betrachten also in Folge Funktionen F : X — R. Die Menge, auf der F endlich ist,
bezeichnet man als (effektiven) Definitionsbereich

domF:={x € X: F(x) < oco}.

Ist dom F # (), so nennt man F eigentlich (englisch: ,proper®).

Wir wollen nun den Satz von Weierstrafl (jede reellwertige stetige Funktion auf kompakten
Mengen nimmt ihr Minimum und Maximum an) auf Banachraume und insbesondere auf
Funktionen der Form F erweitern. Da wir nur an Minima interessiert sind, reicht dafiir eine
~einseitige Stetigkeit: Man nennt F unterhalbstetig in x € X (englisch: ,lower semiconti-
nuous®), falls fiir alle konvergenten Folgen {xn }neny C X mit x,, — x gilt

F(x) < liminf F(x,).

n—oo

13



2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Analog definiert man schwach(-x) unterhalbstetige (bzw. oberhalbstetige) Funktionen tiber
schwach(-x) konvergente Folgen. Gilt schliefilich fiir jede Folge {xn }neny € X mit ||xy [|x — o0
auch F(x,,) — o0, so heifst F koerziv.

Damit haben wir alle Begriffe zur Hand, um das zentrale Resultat der Variationsrechnung zu
beweisen.'

Satz 2.1. Sei X ein reflexiver Banachraum und F : X — R eigentlich, koerziv und schwach
unterhalbstetig. Dann hat das Minimierungsproblem

mip FC)

eine Losung x € domF.

Beweis. Der Beweis kann in vier Schritte aufgeteilt werden.
(i) Zeige, dass F nach unten beschrinkt ist.

Angenommen, F ist nicht nach unten beschriankt. Dann existiert eine Folge {x, }nen C X
mit F(x,,) — —oo. Aus der Koerzivitit von F folgt dann, dass diese Folge beschrankt ist
(sonst miisste ja F(x,,) — oo gelten), d. h. esgibtein M > O mit||x,, || < Mfiirallen € N.
Insbesondere ist also {x, }neny € Km(0). Aus dem Satz von Eberlein—émulyan folgt
dann die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge {x,, }xen, fiir deren Grenzwert
% € X wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit gilt

F(x) < liin inf F(x,,, ) = —o0.

Dies ist aber ein Widerspruch zu ran F C (—o0, co].
(ii) Zeige, dass eine Minimalfolge existiert.

Da F eigentlich und nach unten beschrinkt ist, muss ein M := inf,cx F(x) € R existie-
ren. Aus der Definition des Infimums folgt dann, dass eine Folge {ynney C ranF C R
existiert mit y,, — M, d. h. es existiert eine Folge {x,, }nen C X mit

F(x.) — M = inf F(x).
xEX

Eine solche Folge wird Minimalfolge genannt. Beachten Sie, dass wir aus der Konvergenz
von {F(xn ) nen noch nicht auf die Konvergenz von {x,, }nen schlieflen konnen.

'Diese Beweis-Strategie, bekannt unter dem Namen direkte Methode der Variationsrechnung, wird so haufig
angewendet, dass in Forschungsarbeiten {iblicherweise nur geschrieben wird: ,,Die Existenz eines Mini-
mierers folgt aus Standard-Argumenten.“ Das Grundprinzip geht auf Hilbert zuriick; die hier verwendete
Formulierung fiir unterhalbstetige Funktionen stammt von Leonida Tonelli (1885-1946), der damit die
moderne Variationsrechnung nachhaltig geprigt hat.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

(iii) Zeige, dass die Minimalfolge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Aus der Koerzivitit von F folgt wieder, dass die Minimalfolge beschrinkt ist und daher
nach dem Satz von Eberlein-Smulyan eine schwach konvergente Teilfolge {x,,, hxen mit
Grenzwert X € X besitzt. Dieser Grenzwert ist Kandidat fiir einen Minimierer.

(iv) Zeige, dass dieser Grenzwert ein Minimierer ist.

Aus der Definition der Minimalfolge folgt, dass auch fiir die Teilfolge F(x,,, ) — M gilt.
Mit der schwachen Unterhalbstetigkeit von F und der Definition des Infimums erhalten
wir daher

inf F(x) < F(%) < liminf F(x,,,) = M = inf F(x) < oo.
xeX k—o0 x€X

Das Infimum wird also in X € dom F angenommen, d. h. X ist der gesuchte Minimierer.
O

Ist X nicht reflexiv, aber Dualraum eines separablen Banachraums, so zeigt man analog die
Existenz von Minimierern mit dem Satz von Banach-Alaoglu.

Beachten Sie, wie im Beweis die zu verwendende Topologie auf X durch Schritt (iii) und (iv)
eingeschrankt wird: Schritt (iii) profitiert von einer groben Topologie (in der mehr Folgen
konvergieren), Schritt (iv) von einer feinen (je weniger Folgen konvergieren, desto einfa-
cher ist die lim inf-Bedingung zu erfiillen). Da wir in unseren Fillen nicht mehr als die
Beschrinktheit einer Minimalfolge erwarten kdnnen, kdnnen wir keine feinere als die schwa-
che Topologie verwenden. Es bleibt daher die Frage, ob geniigend (interessante) Funktionale
schwach unterhalbstetig sind.

Ein erstes Beispiel sind beschriankte lineare Funktionale: Ist x* € X*, so ist
F: X =R, x = (X", X)x,

schwach stetig (nach Definition der schwachen Konvergenz) und damit insbesondere schwach
unterhalbstetig. Ein weiterer Vorzug der (schwachen) Unterhalbstetigkeit ist, dass sie unter
bestimmten Operationen erhalten bleibt.

Lemma 2.2. Seien X, Y Banachrdume und sei F : X — R schwach unterhalbstetig. Dann sind
schwach unterhalbstetig

(i) oF fiir alle « > 0;
(i) F+ G fiir G : X — R schwach unterhalbstetig;
(iii) @ oF fiir @ : R — R unterhalbstetig und monoton steigend;
(iv) Fo @ fiir ® : Y — X schwach stetig, d. h. y, — vy impliziert ®(y,) — ®(y);

(v) x — sup,.; Fi(x) fiir eine Indexmenge I und F; : X — R schwach unterhalbstetig.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beachte, dass Aussage (v) fiir stetige Funktionen nicht gilt!

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen direkt aus den Eigenschaften des lim inf.
Aussage (iii) folgt aus der Monotonie und schwachen Unterhalbstetigkeit von ¢, denn fiir

Xn — x gilt

¢(F(x)) < @(liminf F(x,)) < liminf @(F(xn)).
neN neN

Aussage (iv) folgt direkt aus der schwachen Stetigkeit von @: Gilt y, — vy, so gilt x,, :=
®(yn) — ®(y) =: x, und aus der Unterhalbstetigkeit von F folgt

F(®(yn)) < liminf F(®(y)).

n—oo

Sei schliefilich {x,, }n ey eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert x € X. Dann gilt nach
Definition des Supremums fiir alle j € I, dass

F;j(x) < liminf Fj(xn) < liminf sup Fi(x,,).

n—o0 n—oo icl

Nehmen wir auf beiden Seiten das Supremum iiber alle j € I, so folgt die Aussage (v). [

Folgerung 2.3. Sei X ein Banachraum. Dann ist || - || x eigentlich, koerziv und schwach unter-
halbstetig.

Beweis. Koerzivitit und dom || - ||x = X folgt direkt aus der Definition; schwache Unterhalb-
stetigkeit folgt aus Lemma 2.2 (v) und Folgerung 1.6, denn

IXlx = sup [(x",x)x|. O
I lx- <1

Ein weiteres héufig auftretendes Funktional ist die Indikator-Funktion® einer Menge U C X,
definiert als

5u(x) 0 xel,
X)) =
“ o xe X\ U

Lemma 2.4. Sei U C X. Dann ist oy
(i) eigentlich, wenn U nichtleer ist;
(ii) schwach unterhalbstetig, wenn U konvex und abgeschlossen ist;

(iii) koerziv, wenn U beschrdnkt ist.

*nicht zu verwechseln mit der charakteristischen Funktion xy mit xy (x) = 1 fiir x € U und 0 sonst!
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Aussage (i) ist klar. Fiir (ii) betrachte eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert
x € X. Istx € U, dann ist wegen oy, > 0 natiirlich
du(x) = 0 < liminf &y (xn, ).
n—oo
Sei nun x ¢ U. Da U konvex und abgeschlossen und daher nach Lemma 1.8 auch schwach

abgeschlossen ist, muss ein N € N existieren mitx,, ¢ U firallen > N. Also gilt 5y (x,,) = 00
fur allen > N und damit

5u(X) = oo = lim il’lf&u(Xn).
n—00

Fir (iii) sei U beschrdnkt, d. h. es gebe ein M > 0 mit U C Kp (0). Gilt ||x[[x — o0, so
existiert ein N € N mit ||x,||[x > M fiirallen > N, d. h. x,, € Kpm(0) D U fir allen > M.
Also gilt auch &y (x) — o0. O

2.2 DIFFERENZIERBARKEIT IN BANACHRAUMEN

Auch im Banachraum méchte man Minimierer intrinsisch mit Hilfe des Fermatschen Prinzip
charakterisieren. Dafiir iibertragen wir den klassischen Ableitungsbegriff in den Banachraum.
Dies geschieht in mehreren Schritten.

Seien X, Y Banachrdume, F: X — Y eine Abbildung und x, h € X.

o Existiert der einseitige Grenzwert

Flh) m lim TXE =Py

t—0+ t

so nennen wir diesen Richtungsableitung in x in Richtung h.
 Falls F/(x; h) fiir alle h € X existiert und durch
DF(x): X = Y,h— F'(x;h)
ein linearer beschrankter Operator definiert wird, so heiflt F Gateaux-differenzierbar
(in x) und DF € L(X,Y) Gdteaux-Ableitung.
« Gilt zusitzlich

[ IFGe+h) = F(x) = DF(0RYly

[h]|—0 Ihlx

=0,

so heif$t F Fréchet-differenzierbar (in x) und F'(x) := DF(x) € L(X,Y) Fréchet-Ableitung.
o Ist die Abbildung x — F’(x) stetig, so heift F stetig differenzierbar.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Der Unterschied zwischen Gateaux- und Fréchet-Differenzierbarkeit liegt also im Appro-
ximationsfehler von F in der Nihe von x durch F(x) + DF(x)h: Wihrend fir Gateaux-
differenzierbare Funktionen dieser nur beschriankt durch |h||x - also linear in ||h||x - sein
muss, ist er fiir Fréchet-differenzierbare Funktionen sogar superlinear in ||h||x. (Fiir eine
feste Richtung h ist dies natiirlich auch fiir Gateaux-differenzierbare Funktionen der Fall; fiir
Fréchet-differenzierbare Funktionen ist zusitzlich also Gleichmassigkeit in h gefordert.)

Ist F Gateaux-differenzierbar, kann man die Gateaux-Ableitung berechnen via

DF(x)h = (&F(x + th))

t=0"

Offensichtlich sind lineare beschrankte Operatoren F € L(X, Y) tiberall Fréchet-differenzierbar
mit Ableitung F/(x) = F € L(X,Y) fiir alle x € X. Weitere Ableitungen erhélt man durch die
tiblichen Rechenregeln, die genau wie in R™ gezeigt werden. Beispielhaft beweisen wir eine
Kettenregel.

Satz 2.5. Seien X,Y, Z Banachrdume und F : X — Y Fréchet-differenzierbar in x € X und
G : Y — Z Fréchet-differenzierbar iny := F(x) € Y. Dann ist G o F Fréchet-differenzierbar in
x und

(GoF)'(x) = G'(F(x)) o F/(x).
Beweis. Fiir h € X mit x + h € dom F gilt
(GoF)(x+h)—(GoF)(x) =G(F(x +h)) — G(F(x)) = Gy + g) — G(y)
fiir g := F(x +h) — F(x). Aus der Fréchet-Differenzierbarkeit von G folgt daher, dass
[(GoF)(x+h)—(GoF)(x)—G'(ygllz=71(llgllv)
gilt mit r;(t)/t — O fiir t — 0. Aus der Fréchet-Differenzierbarkeit von F folgt aber, dass
lg —F' (x)h[ly = 2([[h[|x)
gilt mit r,(t)/t — O fiir t — 0. Insbesondere ist
(2.1) lglly < [[F'()hly +r2([h]x).
Also gilt mit ¢ := ||G"(F(x))||(v,2)
(G oF)(x+h)—(GoF)(x) = G'(Fx)F (x)h[z < i (l[gllv) + cm2([[hIx).

Fiir [|h|| — O folgt aus (2.1) und F'(x) € L(X,Y) auch ||g||y — 0 und damit die gewiinschte
Aussage. ]
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Eine analoge Regel fiir Gateaux-Ableitungen gilt dagegen nicht!

Wir brauchen noch die folgende Variante des Mittelwertsatzes. Sei [a, b] C R ein beschranktes
Intervall und f : [a, b] — X stetig. Dann ist das Bochner-Integral fz f(t) dt € X wohldefiniert
und erfiillt nach Definition

b b
(2.2) <x*,J f(t) dt> = J (x*, f(t))x dt fir alle x* € X*,
a X a
sowie
b b
(2.3) J f(t) dt gJ [If(t)]]x dt,
a X a

siehe z. B. [Ruzicka 2004, Folgerung 1.14].

Satz 2.6. Sei F : U — X Fréchet-differenzierbar, und seien x € Uundh € Xsodassx+th € U
fiir alle t € [0, 1] gilt. Dann ist

1
F(x+h) —F(x) = J F/(x + th)h dt.
0

Beweis. Betrachte fiir beliebiges x* € X* die Funktion
f:[0,1] - R, t— (X", F(x + th))x.
Nach der Satz 2.5 ist f (als Verkettung von Abbildungen im Banachraum) differenzierbar mit
f'(t) = (x*, F'(x + th)h)x,

und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in R ergibt

1

1
f'(t)dt = <x*,J F’(x+th)hdt> ,
0 X

(x*,F(x +h) —F(x))x = f(1) — f(0) :J

0

wobei die letzte Gleichung aus (2.2) folgt. Dax* € X* beliebig war, folgt daraus die gewiinschte
Gleichung. [

Wir betrachten nun die Charakterisierung von Minimierern eines differenzierbaren Funktio-
nalsF: X — R

Satz 2.7 (Fermat-Prinzip). Sei F : X — R Gateaux-differenzierbar und x € X ein Minimierer
von F. Dann gilt DF(x) =0, d. h.

DF(x)h =F(x;h) =0 fiir alleh € X.

*In der indirekten Methode der Variationsreichnung zeigt man dariiber auch die Existenz von Minimierern,
etwa als Losung einer partiellen Differentialgleichung.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Beweis. Wenn x ein Minimierer von F ist, so muss insbesondere fiir alle h € X und ¢ > 0
klein genug die Funktion f : (—¢, ) — R, t — F(X + th), ein Minimum in t = 0 haben. Da
F Gateaux-differenzierbar ist, existiert die Ableitung f'(t) in t = 0 und damit muss gelten
f(t) — (0
0=1f'(0) = lim fly) — £(0) " ©

t—0+t

=TF'(x;h). O

Beachten Sie, dass Gateaux-Ableitungen eines Funktionals F : X — R Elemente des Dual-
raums X* = L(X,R) sind und daher nicht zu Vektoren in X addiert werden konnen. In
Hilbertraumen (und insbesondere R™) kann man aber DF(x) € X* mit Hilfe des Satz von
Fréchet-Riesz kanonisch mit einem Element VF(x) € X, genannt Gradient von F, identifizie-
ren tiber

DF(x)h = (VF(x),h)y fir alle h € X.

Als Beispiel betrachten wir fiir die durch das Skalarprodukt induzierte Norm in einem Hilbert-
raum das Funktional F(x) = 1||x||%. Dann gilt fiir alle x,h € X
1 thyx +th)y — %
Fx:h) = lim 2 (¢ + thyx + th)y — 3 (6 X)x (x, K] = DF(x)h,

t—0t t

da das Skalarprodukt fiir festes x linear in h ist. Die quadrierte Norm ist also Géateaux-
differenzierbar in x mit Ableitung DF(x) = (x,-)x € X* und Gradient VF(x) = x € X;
wegen

gl hlI% = gk = Ga x|

1
lim = lim =|hllx=0
Ihflx—0 [h|x ||h||x—>02H Ix

ist sie sogar Fréchet-differenzierbar. Fasst man nun dieselbe Abbildungsvorschrift auf als
definiert auf einem kleineren Hilbertraum X’ < X (zum Beispiel X = L?(Q), X’ = H'(Q)),
soist DF(x) € (X’)* immer noch gegeben durch DF(x)h = (x, h)y (nurnoch fiiralle h € X’),
aber VF € X’ ist nun charakterisiert durch

DF(x)h = (VF(x),h)y. fiiralleh € X'.

Unterschiedliche Skalarprodukte fithren daher zu unterschiedlichen Gradienten.

2.3 SUPERPOSITIONSOPERATOREN

Eine besondere Klasse von Operatoren auf Funktionenrdumen sind solche, die durch punkt-
weise Anwendung einer reellen Funktion definiert sind, etwa sin(u(x)). Wir betrachten daher
fir f: Q x R — R mit Q C R™ offen und beschrinkt sowie 1 < p, q < co den zugehorigen
Superpositions- oder Nemytskii-Operator

(2.4) F:LP(Q) = L9(Q), [F(w)](x) = f(x,u(x)) fir fastalle x € Q.

Damit dieser Operator wohldefiniert ist, muss f bestimmte Anforderungen erfiillen. Wir
nennen f Carathéodory-Funktion, falls
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(i) fir alle z € R die Abbildung x — f(x, z) messbar ist, und
(ii) fir fast alle x € Q die Abbildung z — f(x, z) stetig ist.

Wir fordern zusatzlich die folgende Wachstumsbedingung: Fiir gegebenes 1 < p,q < oo
existieren a € L9(Q) und b € L*(Q) mit

[f(x,2)| < a(x) + bx)lzlP/9.
Unter diesen Bedingungen ist F sogar stetig.

Satz 2.8. Erfiillt f : Q x R — R die Wachstumsbedingung fiir 1 < p, q < oo, so ist der durch
(2.4) definierte Superpositionsoperator F : LP (Q) — L9(Q) stetig.

Beweis. Wir skizzieren die wesentlichen Schritte; einen ausfithrlichen Beweis findet man
in [Razicka 2004, Lemma 1.19]. Zundchst zeigt man fiir gegebenes u € LP(Q) mit Hilfe der
Carathéodory-Eigenschaften die Messbarkeit von F(u). Aus der Wachstumsbedingung und
der Dreiecksungleichung folgt daher

IF@Wllee < llalles + bllee a9 llce = [lallca + bl Ju] P2? < oo,

d.h. F(u) € L9(Q).

Fiir die Stetigkeit betrachten wir eine Folge {u, Jneny C LP(Q) mitu,, — u € LP(Q). Dann
existiert eine Teilfolge, die wir wieder mit {u, }»,ey bezeichnen, die punktweise fast iiberall in
Q konvergiert, sowie ein v € L?(Q) mit [u,| < v| + [wy| = g € LP(Q) fiir allen € N (siehe
z. B. [Dobrowolski 2010, Satz 4.25 sowie den Beweis von Satz 4.17]). Aus der Stetigkeit von
z — f(x, z) folgt dann F(u,) — F(u) punktweise fast iiberall sowie

IF(u)](x)] < a(x) +b(x)hun (x)[P/9 < a(x) +b(x)|g(x)[P/9  fiir fast alle x € Q.

Da die rechte Seite in L9(Q) liegt, konnen wir den Satz von Lebesgue anwenden, und erhalten
F(un) — F(u) in L9(Q). Da wir dieses Argument auf jede beliebige Teilfolge anwenden
konnen, muss die gesamte Folge gegen F(u) konvergieren, woraus die Stetigkeit folgt. [

Tatsachlich ist die Wachstumsbedingung sogar notwendig fiir die Stetigkeit, siche [Appell
und Zabreiko 1990, Satz 3.2]. Auflerdem zeigt man recht leicht, dass fiir p = q = oo aus der
Wachstumsbedingung (in diesem Fall mit p/q := 0) folgt, dass F sogar lokal Lipschitz-stetig
ist.

Nun hitte man gerne, dass fiir differenzierbare f auch F differenzierbar ist, am besten mit
punktweiser Ableitung [F'(u)h](x) = f’(u(x))h(x). Dies ist aber nicht unbedingt der Fall;
z.B. ist der durch f(x,z) = sin(z) definierte Superpositionsoperator fiir 1 < p = q < oo
in uw = 0 nicht differenzierbar. Dies liegt daran, dass fiir einen Fréchet-differenzierbaren
Superpositionsoperator F : LP(Q) — L9(Q) und eine Richtung h € L?(Q) das punktweise(!)
Produkt F/(u)h € L9(Q) erfiillen muss. Dies stellt zusdtzliche Anforderungen an den durch
f’ definierten Superpositionsoperator F’, und ist als zwei-Norm-Diskrepanz bekannt.
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2 GRUNDLAGEN DER VARIATIONSRECHNUNG

Satz 2.9. Sei f: QO x R — R eine Carathéodory-Funktion, die die Wachstumsbedingung fiir
1 < q < p < oo erfiillt. Ist die partielle Ableitung . ebenfalls eine Carathéodory-Funktion und
erfiillt die Wachstumsbedingung fiir p’ = p — q, so ist der Superpositionsoperator F : LP (Q) —
L9(Q) stetig Fréchet-differenzierbar, und die Ableitung in u € LP(Q) in Richtungh € LP(Q)
ist gegeben durch

[F'(uw)hl(x) = fL(x,u(x))h(x) fiir fast alle x € Q.
Beweis. Nach Satz 2.8 ist fiir v := EijE (d.h. % = %) der durch
G:LP(Q) = L"(Q), [G(w)](x) = fL(x,u(x)) firfastallex € Q,

Superpositionsoperator wohldefiniert und stetig. Aus der Hélderschen Ungleichung folgt
weiter fiir beliebige u € LP(Q)

(2.5) IG(wWh|ra < [|G(wW)||rr|h[re fur alle h € LP(Q),

d.h. durch h — G(u)h wird ein linearer beschriankter Operator DF(u) : LP(Q) — L9(Q)
definiert.

Seinun h € LP(Q) beliebig. Da z — f(x, z) nach Annahme stetig differenzierbar ist, folgt
aus dem klassischen Mittelwertsatz zusammen mit (2.3) und (2.5) nun

[F(u+h) — F(u) — DF(u)hl|Lq

Il
VN

1
J G(u+th)hdt — G(wh

L4

J 1 (G(u+ th) — G(u))hl[ra dt
1

gJ 1G(w+ th) — G(w)rr dt [h|c.
0

Wegen der Stetigkeit von G : LP(Q) — L"(Q) geht das Integral fiir ||h||.» — O gegen Null,
und damit ist F nach Definition Fréchet-differenzierbar mit Ableitung F/(u) = DF(u) (die
wie bereits gezeigt stetig ist). ]
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KONVEXE ANALYSIS



KONVEXE FUNKTIONEN

Die klassischen Ableitungsbegriffe des letzten Kapitels sind fiir unsere Zwecke nicht ausrei-
chend, denn viele interessante Funktionale sind in diesem Sinne nicht differenzierbar; auch
Funktionale mit Werten in R konnen damit nicht behandelt werden. Wir brauchen einen
Ableitungsbegriff, der allgemeiner als Gateaux- und Fréchet-Ableitungen ist, aber immer
noch ein Fermatsches Prinzip und praktische Rechenregeln erlaubt.

Wir betrachten zuerst die Klasse der Funktionale, die solch eine verallgemeinerte Ableitung
zulassen. Ein eigentliches Funktional F : X — R heifit konvex, wenn fiir alle x,y € X und
A e [0,1] gilt

F(AX 4+ (1 —A)y) < AF(x) + (1 —A)F(y)

(dabei ist der Funktionswert oo auf beiden Seiten zugelassen). Gilt fiir x #y und A € (0, 1)
sogar

F(Ax + (1 —A)y) < AF(x) + (1 —A)F(y),

so heif3t F strikt konvex.

Eine alternative Charakterisierung der Konvexitit eines Funktionals F : X — R basiert auf
ihrem Epigraph

epiF :={(x,t) € X x R: F(x) < t}.
Lemma 3.1. Fiir F: X — RistepiF
(i) nichtleer genau dann, wenn F eigentlich ist;

(ii) konvex genau dann, wenn F konvex ist;

(iii) (schwach) abgeschlossen genau dann, wenn F (schwach) unterhalbstetig ist.
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Beweis. Aussagen (i) und (ii) folgen direkt aus der Definition. Sein nun F unterhalbstetig
und {(xn, tn)nen C epiF eine beliebige Folge mit (xn,tn) — (X,t) € X x R. Dann gilt

F(x) < liminf F(x,) <limsupt, =t,

n—oo n—oo

d..h (x,t) € epiF. Sei umgekehrt epi F abgeschlossen und angenommen, dass F nicht unter-
halbstetig ist. Dann existiert eine Folge {x, }n ey mit x,, — x € X und

F(x) > liminf F(x,,) = M € [—o0, c0).
n—o00
Wir machen nun eine Fallunterscheidung:

a) x € dom F: Dann kdnnen wir eine Teilfolge auswéhlen, die wir wieder mit {x,, },ew bezeich-
nen, so dass ein ¢ > 0 existiert mit F(x,) < F(x) — € und damit (x, F(x) — ¢) € epiF fiir
allen € N. Wegen x,, — x folgt aus Abgeschlossenheit von epi F auch (x, F(x) —¢) € epiF
und damit F(x) < F(x) — ¢, im Widerspruch zu ¢ > 0.

b) x & domF: Gilt M > —o0, so argumentiert man analog mit F(x,) < M+ ¢ fir M > —oco
bzw. F(xn) < € fiir M = —o0, um einen Widerspruch zu F(x) = oo zu erhalten.

Genauso folgt die Aquivalenz von schwacher Unterhalbstetigkeit und schwacher Abgeschlos-
senheit. O]
Aus Lemma 1.8 folgt dann sofort

Folgerung 3.2. Sei F : X — R konvex. Dann ist F schwach unterhalbstetig genau dann, wenn F
unterhalbstetig ist.

Direkt aus der Definition folgt die Konvexitat
o affiner Funktionale, d. h. der Form (x*, -)x — « fiir x* € X* und « € R;
o der Norm || - ||x in einem normierten Raum X;
o der Indikatorfunktion ¢ fiir eine konvexe Menge C.

Ist X ein Hilbertraum, so ist F(x) = ||x||% sogar strikt konvex: Fiir x,y € X mit x # y und
t € (0, 1) beliebig gilt

A + (T = Ayl = Ax + (1= Ay, Ax + (1= A)y)y
=N\ (X>X)X +2}\(1 _7\) (X)U)X + (] _7\)2 (U)y)x

=AM x)x+ (1 =2 (=g, y)y+ (1 =) (v )
+ (=M (A0 + A =y, Yl + (1 =2 (y,y)x )

= A+ (=M (A0 + (=N (W, y)x ) =M1 =A) (x =y, x —y)y
= A/l + (T =Nyl =A0 =A)lx —yllx
<MXIE + (0 =Myl
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Eine in der Variationsrechnung besonders niitzliche Klasse von konvexen Funktionen entsteht
durch Integralfunktionale mit konvexen Integranden, die durch Superpositionsoperatoren
definiert sind.

Lemma 3.3. Sei f : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Ist Q C R™ beschrinkt und
1 < p < oo, dann gilt dies auch fiir

dx fouel'(Q),

FiIP(Q) R, ue {fﬂ flulx)
00 sonst.

Beweis. Da f eigentlich ist, existiert ein ty € dom f. Also ist die konstante Funktion u = t, €
domF, da f(u) = f(to) € L*(Q) c L' (Q).

Fir u,v € dom F (sonst ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt) und A € (0, 1) folgt fiir fast
alle x € Q aus der Konvexitdt von f, dass

f(Au(x) + (1 = A)v(x)) < Af(u(x)) + (1 —=A)f(v(x)).

Dafiir f,g € L'(Q) und , B € Rauch af + g € L'(Q) gilt, ist also \u+ (1 —A)v € dom F,
und durch Integration der Ungleichung tiber Q folgt die Konvexitit von F.

Sei nun {uy }ney mit u,, — uwin LP(Q). Dann existiert eine Teilfolge {u, ey mit u,, (x) —
u(x) fast tiberall. Wegen der Unterhalbstetigkeit von f folgt mit dem Lemma von Fatou

F(u) = JQ f(u(x)) dx

< J liminf f(u,, (x)) dx
Q

k—o0

< lim infj f(un, (x)) dx = liminf F(u,, ).
Q

k—o0 k—o0

Da dieses Argument auf jede weitere Teilfolge angewandt werden kann, muss die Aussage
auch fiir die gesamte Folge gelten. O]
Weitere Beispiele lassen sich durch folgende Operationen erzeugen.
Lemma 3.4. Seien X, Y normierte Riume und sei F : X — R konvex. Dann sind konvex
(i) oF fiir alle « > 0;

(ii) F+ G fiir G : X — R konvex (ist F oder G strikt konvex, so auch F + G);

(iii) @ oF fiir @ : R — R konvex und monoton steigend;

(iv) Fo A fiir A € L(Y,X);

(v) x — sup;; Fi(x) fiir eine beliebige Indexmenge 1 und F; konvex fiir alle i € 1.
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

Nach Lemma 3.4 (v) ist also das punktweise Supremum von affinen Funktionalen stets konvex.
Tatsachlich lasst sich sogar jedes konvexe Funktional so darstellen. Dafiir definieren wir fiir
ein eigentliches Funktional F : X — R die konvexe Hiille

F: X = R, x — sup{a(x) : a € X* affin mit a < F}.
Lemma 3.5. Sei F : X — R eigentlich. Dann ist F genau dann konvex und unterhalbstetig, wenn
gilt F=F".
Beweis. Da affine Funktionale konvex und stetig sind, ist F" nach Lemma 3.4 (v) und Lemma
2.2 (v) immer konvex und unterhalbstetig, woraus die eine Richtung folgt.

Fiir die andere Richtung sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Aus der
Definition von F" ist offensichtlich, dass stets F* < F gilt. Angenommen, F' < F. Dann
existiert ein Punkt xo € X und ein A € R mit

F'(x0) < A < F(xo).

Wir konstruieren nun mit Hilfe des Hahn-Banach-Trennungssatzes ein affines Funktional
a € X* mita < Faber a(xg) > A, was zusammen mit der Definition von F" zum Widerspruch
tithrt. Da F eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist, ist epi F nach Lemma 3.1 nichtleer,
konvex und abgeschlossen. Weiter ist {(xo,A)} kompakt und wegen A < F(x,) disjunkt zu
epiF. Satz 1.4 (ii) liefert also die Existenz eines z* € (X x R)* und eines « € R mit

(", (%, 1)) xxr < & < (2", (X0, A))x xR fiir alle (x,t) € epiF.

Wir definieren nun ein x* € X* durch (x*,x)x = (z*, (x,0))xxr fir alle x € X und setzen
s = (z*,(0,1))xxr € R. Dann gilt (z*, (x, t))xxr = (x*,X)x + st und damit

(3.1) (X", x)x + st < o < (X", X0)x + SA tir alle (x,t) € epiF.
Nun ist fiir (x,t) € epiFauch (x,t’) € epiF fiir alle t’ > t, und aus (3.1) folgt

o — (X", x
s<¥—>0 firt — oo.

Also ist s < 0. Wir machen nun eine Fallunterscheidung.
(i) s < 0: Wir setzen

x— (X%, X)x
S .

a: X — R, X

Dann ist a affin und stetig. Fiir x € domF ist dann (x,F(x)) € epiF, und aus der
produktiven Null und der ersten Ungleichung von (3.1) folgt (beachte s < 0!)

a(x) = ¢ (o= (x*,x)x — sF(x)) + F(x) < F(x).
(Fir x ¢ dom F ist die Aussage klar.) Aus der zweiten Ungleichung von (3.1) folgt aber

a(xe) = % (¢ — (x",x0)x) > A.
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

(ii) s = 0: Dann folgt (x*,x)x < & < (x*,x0)x fiir alle x € domF, weshalb xo ¢ domF
gelten muss. Allerdings ist F eigentlich, so dass ein yo € dom F existiert, fiir das wir
analog zu Fall (i) ein stetiges affines Funktional a, : X — R mit ay < F konstruieren
konnen. Wir setzen nun fiir p > 0

a, : X = R, x = ao(x) +p (X", x)x — o) .

Dann ist auch a, affin und stetig, und wegen (x*,x)x < a gilt a,(x) < ap(x) < F(x)
fiir alle x € dom F und p > 0 beliebig. Wegen (x*,x0)x > o existiert aber ein p > 0 mit
ap(xo) > A

In beiden Féllen muss nach Definition von F" also auch F'' (xo) > A gelten, im Widerspruch
zur Annahme F' (xq) < A. N

Nach all der Vorarbeit konnen wir nun schnell das Hauptresultat {iber die Existenz von
Losungen konvexer Minimierungsaufgaben beweisen.

Satz 3.6. Sei X ein reflexiver Banachraum und seien

(i) U C X nichtleer, abgeschlossen, konvex,

(i) F:U — R eigentlich, konvex, unterhalbstetig mit dom F N U # (),
(iii) U beschrinkt oder F koerziv.

Dann hat das Problem

{(Iéllril F(x)

eine Losung x € U N domF. Ist F strikt konvex, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Wir betrachten das Funktional F = F+8y,. Aus Voraussetzung (i) folgt mit Lemma 2.2,
dass &y eigentlich, konvex und schwach unterhalbstetig ist. Wegen (ii) existiert ein Punkt
Xo € U mit F(xo) < oo, daher ist auch T eigentlich, konvex und damit sogar unterhalbstetig.
Aus (iii) folgt schlieflich die Koerzivitit von F (da die Summe koerziv ist, sobald es einer
dieser Summanden ist). Da X reflexiv ist, konnen wir nun Theorem 2.1 anwenden und erhalten
die Existenz eines Minimierers X € dom F = U N dom F von F mit

F(x) = F(x) < F(x) = F(x) fir alle x € U,

d. h. x die gesuchte Losung.

Sei nun F strikt konvex, und seien x,x’ € U zwei verschiedene Minimierer, d. h. F(x) =
F(x’) = minycy F(x). Dann ist fiir alle A € (0, 1) wegen der Konvexitit von U auch

xx = Ax+ (1 —=A)x" e U,
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3 KONVEXE FUNKTIONEN

aber wegen der strikten Konvexitit von F gilt
F(xa) < AF(X) + (1 = A)F(X') = F(x),

im Widerspruch zu F(x) < F(x) fir alle x € U.

29



DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Wir wenden uns nun der Charakterisierung von Minimierern konvexer Funktionen durch
ein Fermatsches Prinzip zu. Ein erster Kandidat fiir den noétigen Ableitungsbegriff ist die
Richtungsableitung, denn diese existiert (zumindest in den erweiterten reellen Zahlen) fiir
jede konvexe Funktion.

Lemma 4.1. Sei F : X — R konvex und x € domF. Dann existiert F'(x;h) € [—o0, o0] fiir
jedesh € X, und es gilt

(4.1) F'(x;h) < F(x +h) — F(x).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass fiir x € dom F und h € X die Abbildung

0B\ R, ()= T

monoton steigend ist. Durch Einsetzen und Umformen sieht man, dass fiir alle 0 < s < t die
Bedingung ¢(s) < ¢(t) dquivalent ist zu

| »n

s
Fx+sh) < F(x+th) + (1 - {) F(x).
Dies folgt aber wegen x + sh = (1 — £)x + {(x + th) aus der Konvexitit von F. Daher gilt
F'(x;h) = lim ¢(t) = inf @(t) < @(1) = F(x +h) — F(x). O
t—0+ t>0

Leider liefert dieser Begriff noch nicht das Gewiinschte, denn die konvexe Funktion f : R — R,
f(t) = [t| hat ein Minimum in t = 0, dort aber nur die Richtungsableitung f'(0; h) = [h| > 0
fir h € R\ {0}. Es gilt also nicht f'(0;h) = O fiir irgendein h # 0, aber es gilt zumindest
0 < f’(0;h) fiir alle h € R. Diese Bedingung wollen wir auf allgemeine normierte Raume
verallgemeinern. Dafiir betrachten wir fiir F : X — R konvex und x € dom F die Menge

(4.2) {x* e X*: (x",h)x < F(x;h) furalleh € X}.

Diese Menge (die auch leer sein kann!) ist mit Hilfe von Lemma 4.1 auch ohne Richtungs-
ableitung charakterisierbar.
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Lemma 4.2. Seien F : X — R konvex und x € dom F. Dann sind fiir x* € X* dquivalent
(i) (x*,h)x < F'(x;h) fiiralleh € X;
(ii)) (x*,h)x < F(x+h)—F(x) firalleheX.
Beweis. Gilt (i), so folgt direkt aus (4.1), dass fiir alle h € X gilt
(x",h)x <F'(xh) < Flx +h) — F(x).

Gilt (ii) fur alle h € X, so auch fir th fir alle h € X und t > 0. Division durch t und
Grenziibergang liefert dann

(x* R < lim F(x + th) — F(x)

t—0+ t

=F'(x;h). o

Fithren wir X = x + h € X ein, so fithrt die zweite Bedingung auf die folgende Definition.
Fiir F: X — R konvex und x € dom F definieren wir das (konvexe) Subdifferential als

(4.3) OF(x) :={x" e X*: (x", % —x)x < F(X) —F(x) firallex € X}.

(Beachten Sie, dass X ¢ dom F zugelassen ist, da dann die Ungleichung trivialerweise erfiillt
ist.) Direkt aus der Definition folgt, dass 0F(x) konvex und schwach-x abgeschlossen ist. Ein
Element & € 0F(x) heifSt Subgradient.

Diese Definition liefert nun das Gewiinschte.

Satz 4.3. Seien F : X — R und x € dom F. Dann sind dquivalent:
(i) 0 € OF(x).

(ii) F(X) = min F(x);
xeX

Beweis. Dies folgt direkt aus den Definitionen: Es ist 0 € 0F(%) genau dann, wenn gilt
0= (0,x —%)x < F(x) —F(x) fiir alle x € X,

d.h. F(x) < F(x) fur alle x € X. [

Dies entspricht auch der geometrischen Anschauung: Fiir X = R = X* beschreibt {j := f(X) =
f(x) + &(X — x) eine Tangente an y = f(x) mit Steigung &; die Bedingung & = 0 € 9f(X)
bedeutet also, dass f in X eine waagerechte Tangente hat.

Wir betrachten einige Beispiele. Zunichst ist aus der Konstruktion ersichtlich, dass das
Subdifferential die Gateaux-Ableitung verallgemeinert.

Satz 4.4. Sei F: X — R konvex und Gateaux-differenzierbar in x. Dann ist 9F(x) = {DF(x)}.
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Beweis. Nach Definition der Gateaux-Ableitung gilt
(DF(x),h)x = DF(x)h = F/(x;h) firalleh € X.
Aus Lemma 4.2 folgt nun mit X := x + h sofort DF(x) € 0F(x).
Umgekehrt folgt aus & € 0F(x) mit h ;==X —x € X, dass
(£, )x < F/(x:h) = (DF(x), R)x.

Da % € X beliebig war, gilt dies fiir alle h € X. Supremum {iber alle h mit ||h|[x < 1 liefert
dann ||§ — DF(x)||x+ < 0,d.h. £ = DF(x). ]

Natiirlich mochten wir auch Subdifferentiale von Funktionen haben, die nicht differenzierbar
sind. Das kanonische Beispiel ist die Norm ||x||x in einem normierten Raum, diejain x =0
nicht differenzierbar ist.

Satz 4.5. Fiirx € X ist
{x* e X*: (x*x)x = ||x|]|x und ||x*||x- =1} fallsx #0
Bx- fallsx = 0.
Beweis. Fiir x = 0 ist nach Definition & € 0(]| - ||x)(x) genau dann, wenn gilt
(&, %)x < ||X[|x fir alle x € X.

Dies ist aber wegen der Definition der Operatornorm dquivalent mit ||&||x- < 1.

Sei nun x # 0 und betrachte & € 9(]| - ||x)(x). Indem wir nacheinander X = 0 und X = 2x in
die Definition (4.3) einsetzen, erhalten wir

IX[1x < (& x)x = (& 2x —x) < [12x[[x = [Ixllx = lIx[lx,
h. (§,x)x = ||x||. Analog haben wir fiir alle X € X, dass
(& X)x = (& (X +x) =x)x < 1%+ x[[x = [Ix[lx < [[%[lx,
woraus wie im Fall x = 0 folgt ||&||x- < 1. Fir x = x/|[|x||x gilt nun
(& %)x = IIxllx" (& x)x = [Ix[Ix" Ixllx = 1.
Also ist tatsachlich ||&||x- = T.

Es sei umgekehrt x* € X* mit (x*, x)x = ||x||x und ||x*||x» = 1. Dann gilt mit (1.1) fiir alle
X € X die Relation

(= x)x = (¢ X)x = (¢ x)x < R[] = il

und daher nach Definition x* € 9(]| - ||x)(x) O
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Fiir den Fall X = R erhalten wir daraus das Subdifferential der Betragsfunktion als

{1} falls t > 0,
(4.4) o(] - [)(t) = sign(t) := ¢ {1} falls t < 0,
[—1,1] fallst=0.

Durch komponentenweise Betrachtung erhilt man daraus die Charakterisierung des Subdif-
ferentials der Norm in (RN, || - ||1).

Schliefilich haben wir auch eine einfache Darstellung fiir das Subdifferential der Indikator-
funktion einer konvexen Menge C C X. Fiir x € C = dom é¢ gilt ndmlich

X" € 00c(x) & (X", % —x)x < dc(k) firallex € X

* o~

& (XX —x)x <0 firallex € C,

da die Ungleichung fiir alle X ¢ C trivialerweise gilt. Die Menge 95 (x) nennt man auch
Normalenkegel an C in x. Wieder ist das Beispiel X = R erhellend: Betrachte C = [—1, 1] und
t € C. Dannist & € 981 1)(t) genau dann, wenn &(t — t) < O fiir alle t € [—1, 1] gilt. Wir
machen nun eine Fallunterscheidung:

1. Fall: t =1.Dannistt—t € [—2,0] und damit gilt die Bedingung genau dann, wenn & > 0
ist.

2. Fall: t=—1.Dannistt—t € [0,2] und damit gilt die Bedingung genau dann, wenn & < 0
ist.

3. Fall: t € (—1,1). Dann kann t — t sowohl positive als auch negative Werte annehmen, und
damit muss & = 0 sein.

Also ist

[0, ) fallst =1,
) (=000 fallst=—T,
’ {0} fallst € (—1,1),
0 fallst e R\ [-1,1].

Dies entspricht den aus der linearen Optimierung bekannten Komplementarititsbedingungen
tiir die Ungleichungen —1 < t < 1. Analoges gilt fiir komponentenweise Schranken in
X =RMN.

Fiir konvexe Integralfunktionale lasst sich das Subdifferential punktweise charakterisieren.
Im Folgenden sei stets Q C R™ beschranktund p~' + q~' =1,d.h. L9(Q) = LP(Q)* fir
1 < p < oo, angenommen.

Lemma 4.6. Sei f : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig und F : L (Q) — R mit

1 < p < oo wie in Lemma 3.3. Dann ist fiir alleuw € dom F mit q = 53—1

OF(u) ={u* € LY(Q) : u*(x) € of(u(x)) fiir fast allex € Q}.
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Beweis. Seiu € domF,d.h. fou € L'(Q). Gilt fiir u* € L9(Q) dass u*(x) € of(u(x)) fast
tiberall, so folgt daraus durch Integration

F() — Flu) = JQ FE(x)) — Flu(x)) dx > L W () (E(x) — u(x)) dx = (u*, & — W)

furalleti € LP(Q).

Sei umgekehrt u* € 9F(u). Dann gilt nach Definition

J uw(x)(t(x) —u(x)) dx < J f(i(x)) — f(u(x))dx furallett € LP(Q).
o} o}

Seinun t € R beliebig und sei A C Q eine beliebige messbare Menge. Fiir die Wahl

) t fallsx € A,
X) =
u(x) fallsx ¢ A,

folgt wegen 1t € LP((Q)) aus der obigen Ungleichung

J u(x)(t—u(x)) dx < J f(t) — f(u(x)) dx.
A A

Da A beliebig war, muss gelten
wi(x)(t —u(x)) < f(t) — f(u(x)) fur fast alle x € Q.

Dat € R beliebig war, folgt daraus u*(x) € ou(x) fiir fast alle x € Q. O

Subdifferentiale weiterer Funktionale erhdlt man durch Rechenregeln. Es ist naheliegend,
dass diese umso aufwendiger zu beweisen sind, je schwécher der Differenzierbarkeitsbegriff
ist (d. h. je mehr Funktionen in diesem Sinne differenzierbar sind). Die ersten beiden Regeln
folgen noch direkt aus der Definition.

Lemma 4.7. Fiir F: X — R konvex und x € domF gilt
(i) O(AF)(x) = A(OF(x)) :={A& : & € OF(x)} fiir A > 0;
(ii)) OF(- 4+ x0)(x) = OF(x + xo) fiir xo € X mit x +xo € domF.

Schon die Summenregel ist deutlich aufwendiger.

Satz 4.8 (Summenregel). Seien F, G : X — R konvex. Dann gilt fiir alle x € domF N dom G
OF(x) +0G(x) C o(F+ G)(x).

Existiert ein xo € dom F N dom G mit F stetig in x, so gilt Gleichheit.
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Beweis. Die Inklusion folgt aus der Definition des Subdifferentials. Seien daher x € dom FNG
und ¢ € 0(F + G)(x), erfiillen also

(4.5) (&, % —x)x < (F(X) + G(%)) — (F(x) + G(x)) fiirallex € X.

Unser Ziel ist nun, ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.5 mit Hilfe der Charakterisierung kon-
vexer Funktionale durch ihren Epigraphen und des Trennungssatzes ein lineares Funktional
( € 0G(x) C X* zu finden mit £ — { € 0F(x), d.h.

F(X) — F(x) — (§, 8 —x)x = ({,x —%)x fiirallex € domF,
G(x) —G(X) < (¢, x —X)x furallex € domG.

Wir definieren dafiir die Mengen

Cy = {(%,t = (F(x) = (&x)x)) : F(X) — (& %)x <t}
C2={(%,G(x) —1) : G(X) < t},

d.h.
Ci =epi(F—&) — (Fx) = (&x)x),  Ca=—(epiG —G(x)).

Da es sich um verschobene (und, fiir C;, gespiegelte) Epigraphen eigentlicher konvexer
Funktionen (lineare Funktionale sind konvex) handelt, sind C; und C, nichtleer und konvex.
Weiter ist xo ein innerer Punkt von dom F = dom(F — &) (sonst wiére F nicht stetig in x,) und
damit (xo, &) fiir o grof$ genug ein innerer Punkt von C;. Das Innere (C;)° von C; ist also
nichtleer. Bleibt zu zeigen, dass (C;)° und C, disjunkt sind. Dafiir sei (%, ) € (C;)° N Cy,
fiir das nach Definition gilt

F(X) —F(x) — (§, x —x)x < o« < G(x) — G(%),
im Widerspruch zu (4.5). Folgerung 1.5 liefert also ein (x*,s) € (X x R)* \ {0} und ein A € R
mit

(4.6) (X", %)x +s(t— (F(x) = (&x)x))

A, xedomFt>F&) —(&%)x,
(4.7) (X", %)x +s(G(x) —t) = A

< >
>\, %e€domG,t> G(x).

Wir zeigen nun, dass s < 0 ist. Fiir s = 0 folgt mit X = xo € domF N dom G sofort der
Widerspruch

(x"yx0)x < A < (X", %0)x,

da (xo, o) fiir o grof? genug innerer Punkt von C; ist und daher nach Satz 1.4 die Trennung
sogar mit strikter Ungleichung erfiillt ist. Gilt s > 0, so ist fiir t > F(x) — (&, x)x die Klammer
in (4.6) positiv, und t — oo mit X fest fithrt zum Widerspruch zur Beschrinktheit durch A.
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Also ist s < 0, und aus (4.6) mit t = F(X) — (&, %) x und aus (4.7) mit t = G(%) folgt

F(%) —F(x) + (£, 8 —x)x > s "(A— (x*,%X)x), %€ domF,
<s 'A— (x*,%)x), %€ domG.

Setzen wir X = x € dom F N dom G in beiden Ungleichungen, so folgt sofort A = (x*,x)x.
Damit ist { = s~ 'x* das gewiinschte Funktional, fiir das gilt (§ — () € 9F und ¢ € 9G, d. h.
& € OF+ 0G. O

Daraus erhdlt man per Induktion Summenregeln fiir mehr Summanden (wobei alle bis auf
ein Summand stetig in x, sein miissen). Analog beweist man eine Kettenregel fiir lineare
Operatoren.

Satz 4.9 (Kettenregel). Seien X,Y normierte Riume, A € L(X,Y), und F : Y — R konvex.
Dann gilt fiir alle x € dom(Fo A)

0(FoA)(x) D A"0F(Ax) :={A"y* : y* € 0F(Ax)}.

Existiert ein xo € X so, dass F stetig in Ax, ist, so gilt Gleichheit.

Beweis. Die Inklusion folgt wieder direkt aus der Definition: Fiirn € 9F(Ax) C Y* gilt
insbesondere fiir alle AXx € Y, % € X, dass

F(AX) — F(Ax) > (N, AXx — Ax)y = (A", X — X)x,
d.h.&:=A"neod(FoA)C X*.
Seinun x € dom(Fo A)und & € 0(Fo A)(x), d. h.

F(Ax) + (£, X —x)x < F(AX) firallex € X.

Analog zur Summenregel kénnten wir nun einn € 9F(Ax) mit £ = A*n durch Trennung
von epi F und

graph A = {(x,Ax):x € X} C X xY

konstruieren. Der Abwechslung halber wenden wir stattdessen die Summenregel an auf
H:XxY =R,

H(X)y) = F(U) + 6graphA(X)y)'

Da A linear ist, ist graph A und damit dg4.pn A konvex. Weiter ist Ax € domF und damit
(x, Ax) € dom H.

Zuerst zeigen wir, dass & € 0(F o A)(x) genau dann gilt, wenn (&,0) € 0H(x, Ax) ist. Sei
dafiir (&,0) € 0H(x,Ax). Dann gilt fiirallex € X, €Y

<£)7~< - X>X + <0>Q - AX>Y < F(Q) - F(AX) + 6graph/\(i)i:‘,) - 6graphA(X) AX)
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Insbesondere gilt dies fiir alle §j € ran(A) = {A% : X € X}. Also ist wegen dgraph A (X, AX) =0
(£, —x)x < F(AX) —F(Ax) firallex € X,

d.h. & € 9(F o A)(x). Sei umgekehrt & € 9(F o A)(x). Dann ist firallex € Xund§ € Y
wegen dgraph A (X, AX) = 0 und dgraph a (X, ) = 0

(&% —x)x
F( ) (AX) =+ 6graphA(~)g) - 6graphA(X) AX)
F( ) (AX) + 6graphA(7~()g) - 6graphA(X) AX)

(& X =x)x +(0,§ — Ax)y

da fiir j # AX beide Seiten der letzten Gleichung unendlich sind. Also ist (&,0) € 9H(x, Ax).

Da F stetig ist in Axo, ist (x,y) — F(y) stetig in (xo, Axo) € graph A = dom dgraph A Aus der
Summenregel folgt nun

(£,0) € OH(x, Ax) = OF(AX) + 0dgraph A (X, AX).

Also ist (£,0) = (x*,y*) + (w*,z*) fiir ein (x*,y*) € OF(Ax) (mit F wieder aufgefasst als
(x,y) = F(y)) und ein (W*,z*) € 00graph A (X, AX).

Nun ist (x*,y*) € 0F(Ax) genau dann, wenn gilt
(x*, % —x)x + (y*,§ — Ax)y < F(J) — F(Ax) firallex e X,jeY

ist. Festhalten von X = x bzw. §j = Ax liefert y* € 0F(Ax) (wobei nun wieder F als Abbildung
auf Y aufgefasst wird) und x* = 0. Weiter ist (W*, z*) € 084raph A (X, Ax) genau dann, wenn

Wk —x)x + (2", —Ax)y <0 firalle (%,7) € graph A,
d.h. fiir alle X € X und §j = A%. Also ist
W+ A" 2" x—x)x <0 firallex € X
und damit w* = —A*z*. Zusammen erhalten wir

(&0) = (0,y7) + (=A"z", %),

woraus y* = —z* und daher { = —A*z* = A*y* mit y* € 0F(Ax) folgt, was zu zeigen
war. [l

Damit erhalten wir eine Charakterisierung von Minimierern konvexer Funktionen unter
(konvexen) Nebenbedingungen.
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4 DAS KONVEXE SUBDIFFERENTIAL

Folgerung 4.10. Sei U C X nichtleer, konvex und abgeschlossen, und sei F : X — R eigentlich,
konvex und unterhalbstetig. Existiert ein xo € U° NdomF, so ist X € U Losung von

min F(x)

genau dann, wenn ein & € X* existiert mit

— £ € OF(%),
(4.8) { £ € OF(x)

X
(§,x —x) <0 fiirallex € U.

Beweis. Da F und U konvex sind, konnen wir Satz 4.3 auf | := F + 6y anwenden; und da
du in xo € U° stetig ist, konnen wir auch die Summenregel anwenden. Also hat F in X ein
Minimum genau dann, wenn gilt

0 € 9J(%) = OF(X) + ddu (%)

Zusammen mit der Charakterisierung des Subdifferentials der Indikatorfunktion als Norma-
lenkegel erhélt man damit (4.8). O

Fiir eine Gateaux-differenzierbare (und damit stetige) Funktion F : X — R ergibt (4.8) die
klassischen Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen; die Existenz des inneren Punktes x, € U°
entspricht dabei genau der Slater-Bedingung.
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Ein Grund fiir die Nitzlichkeit des konvexen Subdifferentials ist, wie wir sehen werden, seine
Verbindung mit der Fenchel-Legendre-Transformation. Sei X ein normierter Raum und
F: X — R eigentlich. Dann ist die Fenchel-Konjugierte zu F definiert als

F: X* > R, F*(x*) = sup (x*,x)x — F(x).

xeX

(Da dom F # () angenommen ist, gilt F*(x*) > —oo fiir alle x* € X*, also ist die Definition
sinnvoll.) Aus Lemma 3.4 (v) und Lemma 2.2 (v) folgt sofort, dass F* fiir eigentliche F stets
konvex und unterhalbstetig ist. Ist F nach unten durch ein affin-lineares Funktional beschrinkt,
so ist F* eigentlich. Aus der Definition folgt auch sofort die Fenchel-Young-Ungleichung

(5.1) (x*,x)x < F(x) + F*(x") fir alle x € X, x* € X*.

Anschaulich ist F*(x*) der (negative) affine Anteil der Tangente an F (im Punkt x, in dem das
Supremum angenommen wird) mit der Steigung x*. Analog definieren wir fiir F : X* — R
die Fenchel-Konjugierte als

FF: X =R, F*(x) = sup (x*,x)x — F(x").
x*eX*

Durch diese Konvention ist die Bikonjugierte F** := (F*)* selbst fiir nicht-reflexive Rdume
wieder auf X definiert (anstatt auf X**). Anschaulich ist F** die untere konvexe Hille von F,
die fiir konvexe Funktionen nach Lemma 3.5 ja mit F iibereinstimmt.

Satz 5.1 (Fenchel-Moreau-Rockafellar). Sei F: X — R eigentlich. Dann gilt
(i) T <F;
(i) F* =F';

(iii) F** = F genau dann, wenn F konvex und unterhalbstetig ist.
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5 FENCHEL-DUALITAT

Beweis. Fiir Aussage (i) nehmen wir in der Fenchel-Young-Ungleichung (5.1) das Supremum
iber alle x* € X* und erhalten

F(x) = sup (x*,x)x — F*(x*) = F*(x).
x*eX*

Fiir (ii) stellen wir zuerst fest, dass F** nach Definition der Fenchel-Konjugierten konvex und
unterhalbstetig und wegen (i) auch eigentlich ist. Also gilt nach Lemma 3.5

F*(x) = (FF) " (x) = sup{a(x) : a: X — R affin mit a < F**}.

Wir zeigen nun, dass wir auf der rechten Seite F** durch F ersetzen konnen. Sei dafiir a(x) =
(x*,x)x — a fiir x* € X* und « € R beliebig. Gilt a < F**, so folgt aus (i) sofort a < F. Gilt
umgekehrt a < F, so ist (x*,x)x — F(x) < « fiir alle x € X, und durch Supremum iiber alle
x € X erhalten wir « > F*(x*). Daraus folgt nun

a(x) = (x";x)x —a < (x",x)x — F*(x") < F*(x) furallex € X,

d.h. a <.

Aussage (iii) folgt nun sofort aus (ii) und Lemma 3.5. O

Wir betrachten wieder relevante Beispiele.
Beispiel 5.2.

(i) SeiXein Hilbertraumund F(x) = % ||x||%- Wiridentifizieren X iiber den Satz von Fréchet-
Riesz mit seinem Dualraum X*, so dass die duale Paarung durch das Skalarprodukt
ausgedriickt werden kann. Da F Fréchet-differenzierbar ist mit Gradient VF(x) = x,
muss die Losung x von

sup  (x*, %)y — 3 (%, %)y
x€L2(Q)

das Fermat-Prinzip erfiillen, d. h. x* = k. Einsetzen und vereinfachen liefert die Konju-
gierte

FF: X >R, Fr(x*) = 1[Ix*[1%-

(ii) Sei Bx die Einheitskugel im normierten Raum X und setze F = 8, . Dann st fiir x* € X*

(8B, )" (x*) = sup (x",x)x — OBy (x) = sup (x",x)x = [|x"|
x€X [Ixllx<1

X*e

Analog zeigt man unter Verwendung der Definition der Konjugierten im Dualraum
und Folgerung 1.6, dass (0g,.)*(x) = ||x||x ist.
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(iii) Sei X ein normierter Raum und setze F(x) = ||x||x. Fiir x* € X* unterscheiden wir nun
zwei Fille:

1. Fall: |[x*||x- < 1. Dann gilt mit (1.1) fiir alle x € X dass (x*,x)x — ||x||x < O ist.
Weiterhin ist (x*,0) = 0 = ||0]|x. Also gilt

F*(x*) = sup(x*,x)x — ||x||]x = 0.
xeX

2. Fall: |[x*||x+ > 1. Nach Definition der Norm im Dualraum existiert dann ein xo € X
mit (x*,x0)x > ||Xol|x. Lassen wir daher t — oo gehen in

0 < t((x",x0)x — [[xol|x) = (X", txo)x — [[txol|x < F*(x"),
so erhalten wir F*(x*) = oo

Zusammen ergibt dies F* = 63,.. Wie oben zeigt man analog, dass (|| - [|x+)* = g, ist.

Wir notieren noch einige niitzliche Rechenregeln.
Lemma5.3. Sei F: X — R eigentlich. Dann ist

(i) (aF)* = oF* o (a '1d) fiir o« > 0;

(ii) (F(-+xo0) + (x&, - )x)* =F (- —x§) — (- —x§,x0)x fiir alle xo € X, x§ € X*;
(iii) (Fo A)* =F* o A~* fiir A € L(Y, X) stetig invertierbar und A=* := (A~1)*.

Beweis. Die Regeln folgen direkt aus den Eigenschaften des Supremums.
Aussage (i) gilt wegen o > 0 und

(oF)*(x*) = sup (o{o™"x", x)x — aF(x)) = acsup ({0~ %", X)x — F(x)) = aF* (o~ 'x").

xeX xeX

Aussage (ii) gilt wegen {x +x¢ : x € X} = X und

(F( 4+ x0) 4+ (x&, )x)*(x*) = sup (x*,x)x — F(x* + x0) — (X3, X0)x

xeX

= sup ((x* —x&,x +x0)x — F(x* +x0)) — (x* —x§, Xo)x
xeX

= sup  ((X" —x§%)x — F(X)) — (X" —x§, Xo0)x

X=x+x0,xEX

=F(x" —x§) — (x* —xg, X0) x-

Aussage (iii) gilt wegen X = ran A und
(Fo A)*(y*) = sup (y*,A~'Ay)y — F(Ay)

yey

= sup (A "y*,x)x —F(x) =F(A7"y"). O

x=AY,yey
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Analog zu Lemma 4.6 zeigt man, dass sich auch die Fenchel-Konjugierte punktweise berech-
nen lésst; siehe z. B. [Ekeland und Témam 1999, Proposition IV.1.2].

Lemma 5.4. Sei f : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und sei F : LP(Q) — R mit

1 < p < oo wie in Lemma 3.3. Dann ist fiir q = ;E

F:19Q) - R, F(u) :J f*(u"(x)) dx.

Q

Die Definition der Fenchel-Konjugierten ist auf besondere Weise vertraglich mit der des
Subdifferentials.

Lemmas.5. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann sind dquivalent fiir
x € Xund x* € X*:

(i) (x*yx)x =F(x) +F(x");

(ii) x* € OF(x);
(iii) x € OF*(x*).
Beweis. Gilt (i), so folgt aus der Definition von F* als Supremum, dass fiir alle X € X gilt
(5.2) (x*,x)x — F(x) = F*(x*) > (x*,X)x — F(X),

was nach Definition dquivalent ist zu x* € 9F(x). Umgekehrt ergibt Supremum iiber alle
% € X auf beiden Seiten von (5.2)

(%, x)x = F(x) + F*(x7),
und zusammen mit der Fenchel-Young-Ungleichung (5.1) folgt (i).
Analog erhélt man aus (i) zusammen mit Satz 5.1 fiir alle X* € X* die Ungleichung
(x*,x)x —F"(x*) = F(x) = F*(x) > (8", x) — F*(X"),
woraus wie oben die Aquivalenz von (i) und (iii) folgt. O

Bemerkung. Ist X nicht reflexiv, so ist dabei x € 9F*(x*) C X** iiber die kanonische Injektion
aufzufassen, d. h. via

(Jx), & —x")x» = (X" —=x",x)x < F(¥") —F*(x*) flrallex* € X.

Gleichheit in der Fenchel-Young-Ungleichung (oder dquivalent die Subdifferentialinklusion
(ii)) garantiert also in (iii) die Existenz eines Subgradienten in X C X** und nicht nur in
X**; umgekehrt ist in (iii) die Existenz eines Subgradienten in X C X** notwendig fiir die
Gleichheit (und damit (ii)). (Analoges gilt fiir F: X* — Rund F* : X — R.)
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Lemma 5.5 spielt die Rolle des ,,Satz von der konvexen Umkehrfunktion® Damit kann man
insbesondere das Subdifferential einer komplizierten Norm durch das (einfachere) der konju-
gierten Indikatorfunktion ersetzen. Hat man zum Beispiel ein Problem der Form

(5.3) inf F(x) + G(Ax),

xeX

so konnen wir G mit Hilfe von Satz 5.1 ersetzen durch die Definition von G** und erhalten

inf sup F(x)+ (y*, Ax)y — G*(y").
XEX yreys

Diirften wir nun inf und sup vertauschen, so konnten wir schreiben (mitinf F = — sup(—F))

inf sup F(x) + (y", Ax)y —G"(y") = sup inf F(x) + (y", Ax)y — G"(y")

Xexy*ey* y*EY* xeX
= sup — <sup —F(x) + (—A*y*,x>x> — G*(y").
y*ey* xeX

Einsetzen der Definition von F* ergibt dann das duale Problem

(5.4) sup —F*(—=A"y") — G"(y").

y *CY*
Als Nebeneftekt haben wir den Operator A zwischen den Funktionalen verschoben.

Der folgende Satz nutzt auf elegante Weise das Fermat-Prinzip, Summen- und Kettenregel
sowie die Fenchel-Young-Gleichung, um hinreichende Bedingungen fiir die Vertauschbarkeit
zu geben.

Satz 5.6 (Fenchel-Rockafellar). Seien X,Y normierte Riume, F : X — Rund G : Y - R
eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und A € L(X,Y). Gelte weiterhin:

(i) das primale Problem (5.3) hat eine Losung x € X;
(ii) es existiert ein xo € dom F N dom(G o A) so dass G stetig ist in Axo.

Dann hat das duale Problem (5.4) eine Losung §* € Y* und es gilt

(5.5) min F(x) + G(Ax) = max —F"'(—A*y"*) — G*(y").
xeX yrev*

Weiterhin sind X und §* Losungen von (5.3) bzw. (5.4) genau dann, wenn gilt

—A*j* € OF(%),
(56) { 7 € 0G(AR).
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Beweis. Nach Satz 4.3 ist X € X genau dann eine Lésung von (5.3), wenn 0 € 9(F+ G o A) (%)
gilt. Wegen Voraussetzung (ii) sind Satz 4.8 und Satz 4.9 anwendbar; wir erhalten also

0€d(F+GoA)(x) =0F(x) + A*0G(Ax)
und damit die Existenz eines §* € 0G(Ax) mit —A*g* € 0F(x), d. h. (5.6) ist erfiillt.

Aus (5.6) folgt nun mit Lemma 5.5 die Gleichheit in den Fenchel-Youngschen Ungleichungen
fir Fund G, d. h.

(57) (A5, %)x = F(%) + F'(=A"g"),
Durch Summieren beider Gleichungen erhalten wir

(5.8) F(x) + G(AX) = —F"(=A"§") — G"(9").

Es bleibt zu zeigen, dass §* Losung von (5.4) ist. Setze dafiir
L:XxY" =R, L(x,y*) = F(x) + (y*, Ax)y — G*(y").
Dann gilt fiir alle X € X und §* € Y* stets

sup L(%,y") > L(x,§") > inf L(x,77),
y*EY* xeX

und damit (Infimum iber alle X in der ersten und Supremum {iber alle §j* in der zweiten
Ungleichung)

inf L(x,y*) > inf L(x,y").
2 ooy > op (B )

Also ist
F(x) + G(Ax) = inf sup F(x)+ (y*,Ax)y — G*(y*)

xeX Y*eY*

> sup inf F(x) + (y*, Ax)y — G*(y")
Y*eY* xEX

= sup —F"(-A"y*) —G"(y").

Zusammen mit der Gleichung (5.8) erhalten wir damit

—F(=A"9") = G(y") = F(X) + G(AX) = sup —F*(=A"y") —G"(y"),

d.h. §* ist Losung von (5.4). Damit folgt aus (5.8) auch (5.5).

Sind schlieflich x € X und §* € Y* Losungen von (5.3) bzw. (5.4), so folgt aus (5.5) auch (5.8).
Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir daraus

0 =[F(X) +F(=A"g") = (=A"9" 0)x] + [G(AX) + G* (") — (§7, AX)v].

Da beide Klammern wegen der Fenchel-Young-Ungleichung nicht-negativ sind, miissen sie
einzeln verschwinden. Also gilt (5.7), und aus Lemma 5.5 folgt (5.6). O
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Man nennt (5.6) auch Fenchel-Extremalititsbedingungen; mit Hilfe von Lemma 5.5 kdnnen
wir aus ihnen weitere dquivalente Optimalititsbedingungen erzeugen, indem wir eine oder
beide Subdifferentialinklusionen invertieren. Dies werden wir spéter nutzen, um praktisch
durchfiihrbare Algorithmen fiir die Lésung von Optimierungsproblemen dieser Form herzu-
leiten.
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MONOTONE OPERATOREN UND
PROXIMALPUNKTE

Ist x € X ein Minimierer der konvexen Funktion F : X — R, so gilt nach Satz 4.3 das
Fermat-Prinzip 0 € 0F(1t). Um daraus Informationen tiber (und spéter konkrete Verfahren
zur Berechnung) von X zu erhalten, miissen wir daher die (mengenwertige!) Abbildung
x — OF(x) untersuchen. Um technischen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen - und da
wir die folgenden Resultate primar fiir numerische Algorithmen benétigen - beschranken
wir uns in diesem und dem néchsten Kapitel auf den Fall, dass X ein Hilbertraum ist. Dies
erlaubt, X* mit X identifizieren; insbesondere identifizieren wir 0F(x) C X* mit der Menge
der entsprechenden Riesz-Reprisentanten in X.

6.1 MONOTONE OPERATOREN

Fiir zwei normierte Rdume X, Y betrachten wir eine mengenwertige Abbildung A : X — P(Y),
geschrieben auch A : X =2 Y, und definieren

o den Definitionsbereich dom A = {x € X : Ax # (};
o dasBildran A =, .x AX;

o die Inverse A=' : Y = X durch A~ (y) = {x € X:y € Ax}fiiralley € Y. (Beachten
Sie, dass A~ (y) = 0 moglich ist; fiir mengenwertige Abbildungen fallen also Inverse
und Urbild - das ja stets existiert - zusammen.)

Fir A,B: X =Y, C:Y = Z,und A € R definieren wir weiter
¢ AN : X = Ydurch (AA)(x) ={Ay:y € Ax}
e A+B:X=Ydurch (A+B)(x) ={y+z:y € Ax,z € Bx}
e CoA:X=2Zdurch (CoA)(x) ={z:esgibty € Ax mitz € Cy}.
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Eine mengenwertige Abbildung A : X =2 X heif3t monoton, falls gilt
(x] —x3,x1 —X2)x = 0 fiiralle x;,x, € X,x7 € Axy,x; € Axa.
Gilt Gleichheit nur fiir x; = x;, so heifSt A streng monoton.

Klarerweise ist die Identitdat Id : X = X, x — {x}, monoton. Fiir eine konvexe Funktion
F: X — Rist OF : X = X, x +— 0F(x) monoton: Sind x1,x, € X und x} € 9F(x;) und
x5 € 0F(x2), so gilt nach Definition

(x7,% —x7) < F(X) —F(x1) fur alle x € X,
5y % —x2) < F(X) — F(x2) fir alle x € X,
woraus nach Addition der ersten Ungleichung mit X = x, und der zweiten Ungleichung
mit X = x; die Monotonie folgt. Ebenso sind fiir A, B monoton und A > 0 auch AA und
A + B monoton. Wir werden aber noch eine stirkere Eigenschaft bendtigen, die zusitzlich

die Abgeschlossenheit von A garantiert: Wir nennen einen monotonen Operator A : X = X
maximal monoton, wenn fiir x € X und x* € X die Bedingung

(x" =%, x—%)y =0 fiurallex € X, %" € Ax

impliziert, dass x* € Ax ist. Fiir feste x € X und x* € X besagt die Bedingung gerade, dass
mit A auch die Erweiterung

AX X, R AxU{x*} fallsk =x,

AX falls X # x,

monoton ist. Die Behauptung ist dann genau, dass dies keine echte Erweiterung darstellt.
Beispielsweise ist

{17 fallst >0,
A:R =R, t— <{0} fallst=0,
{=1} fallst <0,

monoton aber nicht maximal monoton, da A eine echte Teilmenge des durch At = sign(t) =
o(] - [)(t) definierten monotonen Operators ist.

Aus der Definition folgen sofort einige niitzliche Aussagen.

Lemma 6.1. Ist A : X =% X maximal monoton, dann ist es auch AA fiir alle A > 0.

Beweis. Seien x,x* € X und gelte

0< (X" =%, x— %)y =A (A 'x* =N '&* x — %), fiirallex € X,%* € Ax.

X

Da fiir x* € AAx gilt A~ '%* € Ax und A maximal monoton ist, folgt daraus A~ 'x* € Ax,
d.h. x* € AAX. Damit ist AA maximal monoton. ]
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Lemma 6.2. Ist A : X =% X maximal monoton, dann ist A schwach-stark abgeschlossen, d. h.
aus xn, — x und Axy 3 X}, — x* folgt x* € Ax.

Beweis. Fiir x € Xund ¥* € A% beliebig gilt wegen der Monotonie von A

0 < (X, —X"yxn —K)y = (X" — X", x —X)y

da x,, schwach und x7, stark in X konvergieren. Da A maximal monoton ist, folgt daraus
X" € Ax. [l

Von zentraler Bedeutung fiir die Theorie der monotonen Operatoren ist der Satz von Minty.

Satz 6.3 (Minty). Sei A : X == X monoton. Dann ist A maximal monoton genau dann, wenn
Id + A surjektiv ist.

Beweis. Wir zeigen nur, dass diese Bedingung hinreichend ist; der Beweis der Notwendig-
keit ist deutlich aufwendiger," weshalb hierfiir auf die Literatur verwiesen wird; siehe z. B.
[Bauschke und Combettes 2011, Theorem 21.1].

Sei Id + A surjektiv, und seien x € X und x* € X mit
(6.1) (x* =%, x—%) =0 fur alle x € X, X* € Ax.
Nach Annahme existiert nun fiir x + x* € X ein z € X und ein z* € Az mit
(6.2) x+x" ' =z+z"€ (Id+ A)z.
Einsetzen von (X, X*) = (z,z*) in (6.1) ergibt dann

0< (X" =z, x—2z)y = (z—x,x — 2)y = —|]x — z||x <0,

d.h. x = z. Aus (6.2) folgt dann auch x* = z* € Az = Ax, und damit ist A maximal
monoton. []

Damit lasst sich nun zeigen, dass Subdifferentiale maximal monoton sind.

Folgerung 6.4. Fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist OF : X = X maximal
monoton.

'Er verlduft analog zu dem Beweis von Folgerung 6.4 iber die Konstruktion eines Funktionals F5 - der
Fitzpatrick-Funktion — welches fiir A die selbe Rolle spielt wie F fiir oF.

48
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Beweis. Wir zeigen, dass Id + OF surjektiv ist. Fiir gegebenes z € X betrachten wir das
Funktional | : X — R,

169 = lx — 2% + Frx).

Da die quadrierte Norm als auch F eigentlich, konvex, unterhalbstetig und koerziv ist, ist auch
] eigentlich, konvex, unterhalbstetig und koerziv. (Beachte, dass F als konvexe Funktion wegen
Lemma 3.5 nach unten durch eine affine Funktion beschrénkt ist und damit die quadrierte
Norm fiir ||x|[x — oo garantiert ,,gewinnt“) Nach Satz 3.6 existiert also ein X € X mit
J(%) = minyex J(x), fir welches nach Satz 4.3 und Satz 4.8 gilt

0 € 9J(x) ={x — z} + OF(x),

d.h. z € {x} + oF(x). U

6.2 RESOLVENTEN UND PROXIMALPUNKTE

Wie wir im Beweis von Folgerung 6.4 gesehen haben, ist Id + OF surjektiv; da die quadrierte
Norm im Hilbertraum und damit | strikt konvex ist, ist der Minimierer und damit das Urbild
sogar eindeutig. Also ist (Id + OF) ' einwertig, auch wenn OF dies nicht ist. Es besteht daher
die Hoffnung, dieses Objekt anstelle des Subdifferentials — oder allgemeiner, eines monotonen
Operators - fiir Algorithmen nutzen zu kdnnen.

Wir definieren daher fiir A : X = X maximal monoton die Resolvente
Ra: X=X, Ra(x) = (Id+ A) 'x,

und fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig die Proximalpunktabbildung

:
(6.3) proxg : X =X, proxe(x) = argmin 5z — x||% + F(2).
zeX

Daw € Ror(x) die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass w der eindeutige
Minimierer (man sagt auch Proximalpunkt) dieser strikt konvexen Funktion ist, gilt

(6.4) prox; = (Id + 9F) ' = Ror.

Wir miissen noch zeigen, dass auch die Resolvente von beliebigen maximal monotonen
Operators einwertig ist, d. h. die Schreibweise R : X — X gerechtfertigt ist.

Lemma 6.5. Sei A : X =2 X maximal monoton. Dann ist R auf ganz X definiert und einwertig.
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Beweis. Da A maximal monoton ist, ist Id + A surjektiv, woraus dom Ry = X folgt. Seien
nun x,z € X beliebig und x* € Ra(x) und z* € Ra(z), d.h. es gilt x € x* + Ax* und
z € z¥+ Az". Aus x —x* € Ax* und z — z* € Az* folgt mit der Monotonie von A, dass

(6.5) x* —z"||% < (x —z,x* — z")y

gilt. Ist x = z, so muss daher auch x* = z* sein. Also ist R einwertig. O
Tatsichlich ist die Resolvente sogar Lipschitz-stetig mit Konstante L = 1; solche Abbildungen
nennt man auch nichtexpansiv (englisch: ,nonexpansive®). Wir kénnen sogar noch mehr

zeigen: Eine Abbildung T : X — X heif3t stark nichtexpansiv (englisch: ,,firmly nonexpansive®),
wenn gilt

|Tx — Tz||% < (Tx — Tz,x — 2)y fir alle x,z € X.

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt natiirlich sofort, dass stark nichtexpansive
Abbildungen stets auch nichtexpansiv sind.

Lemma 6.6. Sei A : X =2 X maximal monoton. Dann ist Ra : X — X stark nichtexpansiv,
und es gilt

|RAXx — IRAZ||§< + ||(Id — Ra)x — (Id — RA)sz< < x — z||§< fiir alle x,z € X.

Beweis. Die starke Nichtexpansivitit von R o haben wir bereits mit (6.5) gezeigt, woraus folgt
[(Id — Ra)x — (Id — Ra)zl|% = Ix — zl|% — 2 (x — 2, Rax — Raz)x + |Rax — Raz|%
<P = zll% = [Rax — Razllx. H

Folgerung 6.7. Fiir F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig ist prox; : X — X
Lipschitz-stetig mit Konstante L = 1.

Tatsachlich lassen sich Minimierer konvexer Funktionen auch als Proximalpunkte charakteri-
sieren, indem man den folgende niitzlichen Zusammenhang verwendet.

Lemma 6.8. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig, und seien x,x* € X. Dann
ist fiir beliebige y > 0

x" € 0F(x) <& x=prox, g(x+yx").

Beweis. Mit Hilfe der Rechenregeln fiir mengenwertige Abbildungen sieht man, dass gilt

x* € OF(x) & x +vyx" € (Id + yoF)(x)
s x e (Id+vyoF) T (x +vx*)
& x = prox ¢ (x +yx").

Im letzten Schritt haben wir dabei yOF = 0(yF) nach Lemma 4.7 (ii) und damit prox ; =
Ry or verwendet. O
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Wendet man diese Umformulierung auf das Fermat-Prinzip 0 € 0F(x) an, erhdlt man sofort
das folgende Resultat.

Folgerung 6.9. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig undy > 0 beliebig. Dann
ist X € dom F ein Minimierer von F genau dann, wenn gilt

X = prox, ¢ (%).
Damit liefert uns die Proximalpunkt-Abbildung eine Mdoglichkeit, Minimierer konvexer

Funktionen statt durch (explizite) Mengeninklusion durch eine (implizite) Gleichung zu
charakterisieren.

Weiter erhdlt man daraus eine Verallgemeinerung der orthogonalen Zerlegung von Vektor-
raumen.

Satz 6.10 (Moreau-Zerlegung). Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann
gilt fiir alle x € X

X = Proxg(x) + proxp.(x).
Beweis. Setze w = prox(x). Dann folgt aus Lemma 6.8 und Lemma 5.5, dass

W = prox;(x) & x —w € 0F(x)
S x e (x—w)
& X —W = Prox. (x). O

Folgende Rechenregeln werden niitzlich sein.

Lemma 6.11. Sei F: X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig.

(i) Fiir A # 0 und z € X gilt mit H(x) = F(Ax + z)
prox,, (x) = A~" (prox,.p(Ax +z) — z).
(ii) Fiiry > 0 gilt
Prox p.(x) =x — yproxy,1F(y’1x).
(iii) Fiir G : Y — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig gilt mit H(x,y) = F(x) + G(y)

prox., i (x) > .

prOXYH (X) U) = <prOXYG (y)
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Beweis. Zu (i): Nach Definition ist

1
prox,,(x) = argmin EHW —x|% + FAw + z) = W.
weX

Mit der Substitution v = Aw + z folgt wegen min,,cx G(w) = min,ex G(v) fiir alle G

1
v = argmin §||7\_1 (v—2z)— x||§< + F(v)
veX

1
= argmin >—||v — (Ax + z) || + F(v)

veX 2\
1
= argmin = |[v — (Ax + z)||% + A*F(v)
veX 2
= Prox,.p(Ax +z).

Also ist w = A~ '(v — z) der gesuchte Minimierer.

Zu (ii): Aus der Moreau-Zerlegung, Lemma 5.3 (i), und (i) fiir A =y~ ' und z = 0, folgt

prox, ;(x) = x — prox, . (x)
=X — PIOX, o (y-114) (X)

=X — Y Prox, ., 2p (v 'x).

Anwenden auf F* unter Verwendung von F** = F liefert die Aussage.

Zu (iii): Nach Definition der Norm auf X x Y gilt

.1
prox_,(x,y) = argmin >|/(u,v) — (%, Y) | %y + YH(u,v)
(u,v)EXXY

A 1
~ argamin (glhu— I3 +v7w) ) + (51—l +v60)).

ueX,vey

Da keine gemischten Terme in u und v auftreten, konnen die Klammern separat minimiert
werden. Also ist prox_;(x,y) = (1, V) mit

_ 1
L = argmin = |[u — x||% +yF(u) = PrOX, (1)

ueX 2

_ N

v = argmin 5 |[v —y[} + YG(v) = prox, g . =
veyY

Das Ausrechnen von Proximalpunkten ist in der Regel schwierig, denn die Auswertung von
prox; enthdlt ja bereits die Minimierung von F. In manchen Féllen kann man aber eine
geschlossene Formel angeben.
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Beispiel 6.12. Wir betrachten zuerst X = R.

(@)
(ii)

(iii)

F(t) = 3[tl% d.h. 9F(t) = {t} und damit ist prox_ (t) = (1 +vy)~'t.

F(t) = It|,d.h. 9F(t) = sign(t); siehe (4.4). Also ist s := prox_ (t) = (Id+vy sign) ' (t)
genau dann, wenn t € {s} + ysign(s) ist. Angenommen, fiir gegebenes t gelte diese
Inklusion fiir ein 5. Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

1. Fall § > 0. Dies impliziertt = §+v,d.h.§ =t —y und damit t > .

2. Fall § < 0. Dies impliziertt =5 —+vy,d.h. 5 =t+ vy und damit t < —y.

3. Fall § = 0. Dies impliziertt € y[—1,1] = [—y,y].

Da die so erhaltenen Bedingungen an t disjunkt und vollstindig sind, erhalten wir
t—vy fallst > vy,

prox g(t) =40 falls t € [—y,v],
t+v fallst <—y.

Diese Abbildung wird auch als soft-shrinkage-Operator bezeichnet.

F(t) = 8(_1,1(t). Nach Beispiel 5.2 (iii) gilt F*(t) = |t, und daraus erhalten wir mit
Lemma 6.11 (ii)

prox,; (t)=t—vy prox, ip. (v ')

t—y(y "t—y ") fallsy 't >y,
=<t—0 fallsy~ "t € [y ",y '],
t—y(y "t+y ") fallsy 't < —y!
1 fallst>1,
= t fallst e [-1,1],
—1 fallst < —1.

Die Proximalpunktabbildung ist also - unabhingig von y - die Projektion von t auf

Beispiel 6.13. Die Beispiele 6.12 konnen auf X = RN (versehen mit dem Euklidischen
Skalarprodukt) verallgemeinert werden, indem man N mal Lemma 6.11 (iii) anwendet. Man
erhalt dann komponentenweise

(®)

fiar F(x) = 3[|x|3:

1

[prox, ¢ (x)) = <1—

>Xi, 1<1<N,
+v
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(i) fur F(x) = [|x]}:

[prox ¢ (x)li = (Ixil —v) " sign(xi), 1<i<N;

(iii) fiir F(x) = 8p_ (x):

)

[prox, ;(x)i =xi — (xi = )" = (i +1)°
Xi

= 1T<i<N;
max(1, [x;|} '

mit der Schreibweise (t)™ = max{t, 0} und (t)~ := min{t, 0}.

Viele weitere Beispiele findet man in [Parikh und Boyd 2014, § 6.5].

Da fiir konvexe Integralfunktionale nach Lemma 4.6 das Subdifferential punktweise ausgewer-
tet werden kann, gilt dasselbe auch fiir die Definition (6.4) der Proximalpunktabbildung.

Folgerung 6.14. Sei f : R — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig und F : 1%(Q) — R wie
in Lemma 3.3. Dann ist fiir alley > 0 und u € L?(Q)

[prox, ¢ (1)](x) = prox, ¢ (u(x)) fiir fast alle x € Q.

Beispiel 6.15. Durch Fallunterscheidung analog zu Beispiel 6.12 zeigt man fiir allgemeine
Hilbertrdume X:

(@) IstF= 3| [% =73 () soist

1
pI'OXyF(X) = m X.

(ii) Ist F = || - ||x, so zeigt man analog mit Fallunterscheidung nach Satz 4.5
+
v
prox, (x) = <1 — W) X.

(iii) Ist F = d¢ fiir C C X nichtleer, konvex und abgeschlossen, so ist nach Definition

prox, (x) = proj.(x) := arg ngin |z — x| x
ze

die Projektion von x auf C; die Proximalpunktabbildung verallgemeinert also die me-
trische Projektion auf (konvexe) Mengen. Projektionsformeln bzw. -verfahren fiir ver-
schiedene Klassen von Mengen sind in [Cegielski 2012, Kapitel 4.1] aufgefiihrt.
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6.3 MOREAU-YOSIDA-REGULARISIERUNG

Bevor wir zu Algorithmen fiir die Minimierung konvexer Funktionen kommen, betrachten
wir noch eine weitere Moglichkeit, Optimalititsbedingungen mit Hilfe von Proximalpunkt-
abbildungen umzuformulieren. Dies ist zwar keine dquivalente Umformung mehr, bildet
aber die Briicke zu den Newton-artigen Verfahren im letzten Kapitel.

Sei A : X =% X ein maximal monotoner Operator undy > 0. Dann ist die Yosida-Approximation
von A definiert durch

1
AV = ; (Id - RYA) .

Insbesondere gilt fiir das Subdifferential einer eigentlichen, konvexen und unterhalbstetigen
Funktion F: X — R

1
(0F)y = Y (Id — prox_ ;) .
Nach Folgerung 6.7 ist die Yosida-Approximation also stets Lipschitz-stetig mit Konstante
L=vy".

Eine andere Sichtweise erlaubt die folgende Definition. Fiir eine eigentliche, konvexe und
unterhalbstetige Funktion F : X — R undy > 0 ist die Moreau-Hiille’ von F definiert durch

i o] 2
F, : X =R, xr—>;rel>f<ﬂ|\z—x||X+F(z).
Vergleich mit der Definition (6.3) der Proximalpunktabbildung liefert
1
(6.6) F,(x) = ZHproxyF(x) —x||% + F(prox, ¢ (x)).

(Beachte, dass sich der Minimierer nicht déndert, wenn das Funktional mity > 0 multipliziert
wird.) Also ist F,, in der Tat wohldefiniert und einwertig.

Der nichste Satz stellt den Zusammenhang zwischen den beiden Definitionen her und
rechtfertigt damit den Begrift Moreau-Yosida-Regularisierung.

Satz 6.16. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann ist F,, fiir alley > 0
Fréchet-differenzierbar, und es gilt

V(Fv) = (aF)v-

2nicht zu verwechseln mit der konvexen Hiille F''!
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Beweis. Seien x,y € X beliebig und x* = prox_(x) sowie y* = prox_;(y). Wir zeigen
zunichst, dass gilt

67) %(y* _xf, x—x) + F(x*) < Fly®).

Dafiir betrachten wir fir t € (0, 1) den Punkt x§ := ty* + (1 — t)x*. Aus der Definition des
Proximalpunktes x* als Minimierer und der Konvexitat von F folgt

F(x*) < F(x7) + Ellxt —x[% — ZHX —x|%

t t2
(y") + ( JF(x*) V(X x5y X)x+2YHX Y%

Umstellen, Division durch t > 0 und Grenziibergang t — 0 ergibt dann die gewiinschte
Ungleichung. Zusammen mit (6.6) folgt daraus

* * ] * *
F,(y) — Fy(x) = F(y*) — F(x )+E(||y—y 1% — [Ix —x*[1%)
1 * * * * *
25(2(9 —x"x = x ) + [y =y % — [Ix = x*[1%)
_ 1
=5

>l( — %X, x —x")
/YU ) X *

Analog zeigt man durch Vertauschen der Rollen von x* und y* in (6.7), dass gilt

2y—xx—x)x+ ly—y* —x+x*[|%)

1
RO -FRM < ZU=%y—=y)x.
Kombination dieser beiden Ungleichungen liefert dann

() = Fy () — ~ (y — %, x — x°)y

0<F
v

1 . X

< ;(U_X)(U_y )_(X_X ))X
1 * *

< = (lly =xlI%x =y =x*[1%)
Y
1

< ;HU_XHi)

wobei wir im vorletzten Schritt die starke Nichtexpansivitit der Proximalpunktabbildung
(Lemma 6.6) verwendet haben.

Setzen wir nun y = x + h fiir h € X beliebig, so folgt daraus

_ Fy(x+h) —Fy(x) — (v ' (x—x*),h)
h R x

d. h. F, ist Fréchet-differenzierbar, und der Gradient ist genau %(x —x*) = (0F),. [

1
X g;Hth%O firh — 0,
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Da F, zusitzlich konvex ist (siehe z. B. [Bauschke und Combettes 2011, Prop. 12.15]), gilt also
die eingéngige Gleichung d(F, ) = (oF),.

Beispiel 6.17. Wir betrachten wieder fiir X = R™ die Indikatorfunktion F := 8p_. Nach
Beispiel 6.13 (iii) ist die Proximalpunktabbildung gegeben durch die komponentenweise
Projektion auf [—1, 1], und damit ist

1

(@88, by (), =+ (1= (xi = bxi = )" = (0w 117)) = s = 1) 1)

Analog folgt durch Einsetzen wegen prox, ¢ (x) € B und ((x +1)",(x —=1)7)y =0

1 1
(88 )y(x) = En(x— "3+ ZH(H 713,

was genau der aus der nichtlinearen Optimierung bekannten Penalty-Funktion fiir die Un-
gleichungsnebenbedingungen x — 1 < 0 und x + 1 > 0 entspricht.
Ein weiterer Zusammenhang besteht zwischen der Moreau-Hiille und der Fenchel-Konjugierten.

Satz 6.18. Sei F : X — R eigentlich, konvex und unterhalbstetig. Dann gilt fiir alley > 0 und
x*eX

(F)) () = F () + S

Beweis. Die Definition der Fenchel-Konjugierten im Hilbertraum und der Moreau-Hiille
ergibt direkt

(Fy)" (") = sup <(x*>x)x —inf (L lx—zl + F(z)>>

xeX

= * —x —z||2 —
—SuP<(X>X)x+§‘€1£< 2y X —zlx F(z)))

xeX

_ * * 1 2

= sup (1, 2) = Flz) +sup (1, x = 2) = & Ix—21R) )
zeX xeX

=P+ (S1013) ),

da unabhingig von der Wahl von z € X das innere Supremum stets iiber den ganzen Raum
lauft. Aus Beispiel 5.2 (i) und Lemma 5.3 (i) folgt nun die Aussage. O

Wir skizzieren kurz die Relevanz fiir die Optimierung. Ist F : X — R konvex, so erfiillt jeder
Minimierer das Fermat-Prinzip 0 € 0F(x), welches wir dquivalent schreiben konnen als
X € 0F*(0). Ersetzen wir 0F* durch die Yosida-Approximation (0F*),, so erhalten wir eine
regularisierte Bedingung

Xy = (0F"),(0) = —%prOXyF*(O).
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Dies ist nun eine explizite und sogar Lipschitz-stetige Relation. Zwar ist x,, selber kein Mini-
mierer von F, wegen der Konvexitat von F, ist x, € (0F*),(0) = 9(F})(0) aber dquivalent
mit

0€d(F) (xy) = 0(F* + Xl - %) (xy) = 0(F+ %[ - %) (xy),

d.h. x, ist der (wegen der strikten Konvexitiat der quadrierten Norm) einzige Minimierer
von F 4 X|| - ||. Daraus folgt auch (dhnlich wie im Beweis von Satz 2.1) x,, — % fiiry — 0.
In der Praxis scheitert dieses Vorgehen an der Berechnung von F*, weshalb man es mit dem
im ndchsten Kapitel vorgestellten Splitting-Ansatz kombiniert.
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PROXIMALPUNKT- UND
SPLITTING-VERFAHREN

Wir beschiftigen uns jetzt mit Verfahren zur numerischen Berechnung von Minimierern
von Funktionalen ] : X — R der Form

J(x) == F(x) + G(x)

tiir F, G konvex aber nicht differenzierbar. Die Schwierigkeit dabei ist, dass im Gegensatz zu
differenzierbaren Funktionen das Aquivalent zum Gradientenabstieg, die Iteration

X e xk — 1 9] (x*),

nicht praktikabel ist, da ein beliebiges Element im Subdifferential keine Abstiegsrichtung
sein muss; dies kann man nur fiir den Subgradienten minimaler Norm garantieren — und
tir ] erhélt man diesen auch nicht aus den entsprechenden Subgradienten von F und G. Wir
dndern daher unseren Blickwinkel und suchen eine Nullstelle der mengenwertigen Abbildung
x — 0J(x) C X* = X durch Fixpunktiteration.

71 PROXIMALPUNKT-VERFAHREN

Wir haben gesehen, dass eine Nullstelle X von 9F : X =2 X charakterisiert werden kann
als Fixpunkt von R,or = prox, . fiir beliebiges y > 0. Dies legt nahe, diese durch eine
Fixpunktiteration zu berechnen: Wihle x° € X und setze fiir eine geeignete Folge {yi }xen
(7.1) x**1 = prox,, 1 (x*)

Wie bei der klassischen Fixpunktiteration miissen wir nun nachweisen, dass die Fixpunkt-
abbildung in einem passenden Sinne kontrahierend wirkt — in unserem Fall, stark nichtex-
pansiv. Dies ist nach Lemma 6.7 fiir Resolventen maximal monotoner Operatoren stets der
Fall, woraus die Konvergenz der entsprechenden Fixpunktiteration und insbesondere des
Proximalpunkt-Verfahrens (7.1) folgt. Fiir den spéteren Gebrauch betrachten wir gleich die
allgemeine Version.
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7 PROXIMALPUNKT- UND SPLITTING-VERFAHREN

Satz 7.1. Sei A : X = X maximal monoton, und sei {y\ hxen mit > . ,v: = oo. Erfiillt
{x*len C R* die Rekursion

k+1 _ 3
X =Ry AXS,

dann konvergiert x* — x mit 0 € Ax.

Beweis. Aus der Rekursion x**! = R, ax* = (Id + vy A)~'x* folgt

Wk — YE] (Xk k+1) c AXkJr]

und damit auch x**1 — x**2 =y, ;w**1, (Der Vektor w* spielt die Rolle des Residuums

in der verallgemeinerten Gleichung 0 € Ax.) Da A monoton ist, gilt fiir y,.; > 0

0< ,ygjr] (Wk_wk+1)xk+1 _Xk+2)x
(W —w" ’WkH)X
( k+1) _ Hwk+1 ||§(
<|

k“H (Iw¥llx = W< lx) -

Also ist die (nicht-negative) Folge {||w*||x}xen monoton fallend und daher konvergent (zu-
mindest solange w**! £ 0 gilt, aber andernfalls ist wegen w**! € Ax*"2 bereits x**2 die
gesuchte Nullstelle.)

Sei nun x* € X eine Nullstelle von A, d.h. 0 € Ax*. Dann ist x* = R, ax* fiir alley > 0. Aus
Lemma 6.6 folgt mit (Id — R, 2 )x* = x* — x*1 =y wk

X% = [ Ryeaxt = Ry ax7 %

< =% 1% = [1(1d = Ry, A )x* = (Id = Ry A XI5

= [l = x[l% = vielw*[I%,

(7.2) IIx

Also ist {|[x* — x*|| : X}xen fiir jede Nullstelle x* monoton fallend (man nennt solche Folgen
Féjer-monoton) und damit beschrankt. Also ist auch {x*},cy beschriankt und hat daher eine
schwach konvergente Teilfolge x** — x.

Aus (7.2) folgt ausserdem

I = xR < X = X% - ZY] Wll%-

Die (monoton wachsende) Partialsummenfolge ist also beschrankt, und deshalb konver-
giert > 3, vi|w*|/%. Da die Folge {yZ}xen nach Annahme nicht summierbar ist, muss
liminfy_,. |[W*|% = O gelten. Aus der Konvergenz von {|[w*||x}xen folgt damit w* — 0.
Insbesondere gilt Ax**1 5 wk — 0 fiir x*'*! — %, und aus der Abgeschlossenheit von
maximal monotonen Operatoren (Folgerung 6.2) folgt dann 0 € Ax, d. h. jeder schwache
Haufungspunkt von {x*}.cy ist eine Nullstelle von A.
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Wir zeigen schliefilich, dass die gesamte Folge {x* }xcn konvergiert. Seien X und X schwache
Haufungspunkte und damit Nullstellen von A. Dann sind wegen der Féjer-Monotonie von
{x*}en sowohl {||x* — x||x}ken als auch {[|x* — K||x}xen monoton fallend und beschrinkt
und daher konvergent. Also konvergiert auch

_ 1 _ -
(5% =8)y = 5 (I = RlI% = X" =[x + X% — [IRl%) = ¢ € R.

kﬂ.

Da % schwacher Hiufungspunkt ist, existiert eine Teilfolge {x*"}, <y mit x*» — %; ebenso

existiert eine Teilfolge {x*™},cn mit x*m — R. Also ist

k“,)'c—v?)x =c= lim (x

und damit
0 =[x —%[%,

d.h. x = X. Jede Teilfolge hat daher den selben Grenzwert, und deshalb konvergiert die
gesamte Folge {x*}.cy gegen diesen. O

7.2 EXPLIZITES SPLITTING

Fir Funktionale der Form J(x) = F(x) + G(x) ist das Proximalpunkt-Verfahren in der
Regel nicht praktikabel, da die Auswertung von prox; nicht wesentlich einfacher ist als das
urspriingliche Problem - selbst wenn prox; und prox eine geschlossene Darstellung haben.
Anstatt die Proximalpunkt-Formulierung auf 0 € 9J(X) anzuwenden, verwendet man daher
zuerst die Summenregel und erhélt dadurch ein p € X mit

(73) P € OF(x)
73 —p € 3G(X).

Man kann nun eine oder beide der Subdifferentialinklusionen durch eine Proximalpunkt-
abbildung ersetzen.

In expliziten Splitting-Verfahren — auch forward-backward splitting genannt — wendet man
Lemma 6.8 nur auf die zweite Inklusion in (7.3) an:

p € OF(x),
X = prox g (X —vp).
Die zugehorige Fixpunkt-Iteration ist dann
1. Wihle p* € 0F(x*) (mit minimaler Norm).

2. Setze x*'! = prox,, ;(x* —yip¥).
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Dies ist im Allgemeinen kein praktikables Verfahren, da die Bestimmung eines Subgradienten
minimaler Norm aufwendig ist. Eine Ausnahme ist jedoch, wenn F zusitzlich differenzierbar
ist: Dann gilt (im Hilbertraum) 0F(x) = {VF(x)}. In diesem Fall erhalten wir das Proximal-
Gradientenverfahren

XM = prox,, o (x* — v VF(x*))
(im Spezialfall G = 8¢ - d.h. prox,;(x) = proj (x) - auch projiziertes Gradientenverfahren
genannt).

Um nun analog zum Proximalpunkt-Verfahren Konvergenz zu zeigen, miissen wir die Lipschitz-
Stetigkeit des Gradienten voraussetzen (da wir fiir F ja keine Resolvente verwenden, die
automatisch stark nichtexpansiv und damit Lipschitz-stetig ist).

Lemma 7.2. Sei F: X — R Gateaux-differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten. Dann
gilt

L
Fly) < F(x) + (VF(x),x —y)x + sz—yHi fiir alle x,y € X.

Beweis. Aus der Gateaux-Differenzierbarkeit von F folgt

%F(x—i—t(y —x)) = (VF(x+t(ly—x)),y —x)y firallex,y € X.

Integration tiber t auf [0, 1] liefert damit

1
L (VF(x + tly — x)),y — x)y dt = Fly) — F(x).

Zusammen mit der produktiven Null erhalten wir dann unter Verwendung der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung und Lipschitz-Stetigkeit

r1

F(y) = F(x) + (VF(x),y —x)x + , (VF(x +t(y —x)) — VF(x),y —x) dt
1

< F(x) + (VF(x),y — %)y + , |VF(x + t(y —x)) — VF(x)[|x]|x —y[|x dt

r1
< F(X) + (VF(x),y =x)x + | Ltfx —yll% dt
JOo

L
= F(x) + (VF(x),y = X)x + 5 [x =yl O

Fiir geniigend kleine Schrittweiten kann man damit die Konvergenz des Proximal-Gradienten-
verfahrens zeigen.
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Satz 7.3. Seien F : X — R und G : X — R eigentlich, konvex, und unterhalbstetig. Sei zusdtzlich
F Gateaux-differenzierbar mit Lipschitz-stetigem Gradienten. Gilt 0 < ymin < yx < L7, dann
konvergiert x* — x mit 0 € 0J(x) .

Beweis. Wir argumentieren dhnlich wie im Beweis von Satz 7.1, wobei wir die Monotonie der
Folge der Residuumsnormen w* € Ax**! durch die der Funktionswerte J(x*) ersetzen. Wir
definieren dafiir T, : X — X,

T, (x) = v~ (x — prox, ¢ (x — yVF(x))),
und erhalten dadurch
Xk = prox,, (x* =y VF(x")) = x* — v Ty, (x9)
sowie nach Lemma 6.8
(7.4) Ty, (x¥) = VF(x¥) € 9G(x* — vi Ty, (x¥)).

Aus Lemma 7.2 folgt weiter mit x = x*,y = x**1 =x* —y, T, (x*), und yy, <L

2
(5) FO* =Ty (65) < FO) — i (VFO), Ty, (69)), + V50T, 061
< FO) =y (VFO), Ty, (069) 5 T O e

Damit gilt auch fiir alle z € X unter Verwendung von (7.4) und VF(x) € 9F(x), dass

JXT) = F(x* — i Ty, (x9) + G(X* — i Ty, (x¥))
< () =y (VFO), Ty (69 + 5 T (64
+ G(z) 4 (Ty, (x*) = VF(x*),x* =y Ty, (x*) — 2)
< F(z) + (TR0, %5 = 2) = vic (V) Ty, (699 + 2Ty, (64 12
+ G(z) + (Ty, (x*) = VE(x*),x* — z = %, T, (x¥))
= J(2) + (Tyy %" = 2) = Bl )

X

Fiir z = x* folgt daraus

JOHT) < ) = ST, 0

d. h. {J(x*)}xen ist monoton fallend. (Das Proximal-Gradientenverfahren ist also ein Abstiegs-
verfahren.) Fiir z = x* mit J(x*) = minyex J(x) folgt weiter durch quadratisches Ergénzen

0 < IO = J(x) < (Ty (x5, x5 = x7) o = T Ty (xR

= I (" =% [I% = I = %" = yicTy, (X1
1

= (I =x[I% = X =x7[1%) -
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Insbesondere ist {||[x* — x*||x }xen monoton fallend und damit {x*}, <y Féjer-monoton und
beschrinkt. Es existiert also eine schwach konvergente Teilfolge {x*'};cy mit x*t — .

Summieren tiber k = 1,...,n liefert nun
n .I n
06 =60 < 7 - D (T =X = I = x7[1%)
min k=1

1
= 5o (I = x"[I% = IIx* = x"[I%)

k=1

Da {J (x*)}xeny monoton fallend ist, folgt

K J(x)) <€ o X0 — x|

h 2T1’Ymin

X

(6) I —Jx) < 3 (1

k=1

und damit J(x*) — J(x*). Also gilt auch wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit von F und
G, dass

J(%) < liminf J(x*1) = J(x*).
l—oo
Wie im Beweis von Satz 7.1 folgt nun aus der Féjer-Monotonie von {x*}y.cy, dass x* — x fiir
die gesamte Folge gilt. H

Aus (7.6) folgt insbesondere J(x*) = J(x*) + O(k~'). Um J(x*) < J(x*) + ¢ zu erreichen,
sind also O(¢ ") Iterationen notwendig. Durch eine geschickte Extrapolation ldsst sich dies
auf O(e~'/2) reduzieren, was beweisbar optimal ist; siche [Nesterov 1983], [Nesterov 2004,
Theorem 2.1.7]. (Datfiir ist die Folge der Funktionswerte allerdings nicht mehr monoton
fallend.) Die Iterationsvorschrift dafiir ist

XK1 = prox, g (x* — v VF(&9)),
(7.7) R = <] ] _Tk) XK 1 1 _Tkxk’
Tie+1 Tk+1
tiir die (schwer zu motivierende) Folge
14+ /1+41%_,
To = 1» Tk = (_> OO))

2
siehe [Beck und Teboulle 20009, § 4].

Ein Nachteil des expliziten Splittings ist die Notwendigkeit, fiir die Wahl einer zuldssigen
Schrittweite vy die Lipschitzkonstante L von VF zu kennen. Im Beweis von Satz 7.3 erkennt
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man, dass dies lediglich dazu dient, die Abschdtzung (7.5) zu garantieren. Ist die Lipschitz-
konstante nicht bekannt, kann man versuchen, die Giiltigkeit von (7.5) durch Liniensuche zu
erfiillen: Man startet mit y® > 0 und verkleinert vy (etwa durch Halbieren) so lange, bis

PO = 7Ty, (x5)) < FOC) =i (TFOE), Ty, (069)) o + 26Ty, (69

erfiillt ist (was spétestens fiiry, < L~ der Fall ist). Dafiir ist in jedem Schritt der Liniensuche
jeweils eine Auswertung von F und prox,,  erforderlich (wobei Letzteres durch Vertauschen
von Proximal- und Gradientenschritt — Backward-Forward-Splitting vermieden werden
kann).

7.3 IMPLIZITES SPLITTING

Auch mit Liniensuche bleiben die Anforderungen an die Schrittweite vy in expliziten Verfah-
ren unbefriedigend. Dies kann man mit einem impliziten Splitting umgehen. Hier wenden
wir die Proximalpunkt-Formulierung auf beide Subdifferential-Inklusionen in (7.3) an und
erhalten

Um p aus den Gleichungen zu eliminieren, setzen wir z := X + yp und W := X — yp. Dann
istz+w =2x,d.h.

Damit brauchen wir nur noch eine Rekursion fiir z; diese gewinnen wir aus der produktiven
Null

Z=124 (X —X).

Durch Fixpunktiteration auf diesen Gleichungen erhalten wir das Douglas-Rachford-Verfahren

Xk = proxyF(zk),
(7.8) Yt = prox g (2x*! — 25,
2T gk R kT

Diese Iteration kann man durch Einfithren von geeigneten Operatoren als Proximalpunkt-
Verfahren schreiben, woraus mit etwas Aufwand (nach Nachweisen der maximalen Monotonie
des entsprechenden Operators) die Konvergenz mit Satz 7.1 folgt; siehe etwa [Eckstein und
Bertsekas 1992]. Wir betrachten hier gleich eine allgemeinere Variante, die sich vor allem in
der mathematischen Bildverarbeitung als sehr erfolgreich erwiesen hat.
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7.4 PRIMAL-DUALE VERFAHREN

Diese Verfahren wurden speziell fiir Probleme der Form

min F(x) + G(Ax)
xeX

tir F, G eigentlich, konvex und unterhalbstetig und A € L(X,Y) entwickelt. Aus Satz 5.6 und
Lemma 5.5 erhdlt man dafiir die Fenchel-Extremalitdtsbedingungen

o) {—A*g € OF(x), - {—A*g € OF(x),

7§ € 0G(Ax), Ax € 0G*(y).
Die zugehoérige Proximalpunktformulierung nach Lemma 6.8 ist

X = prox_ ¢ (x — TA*g),
U = prox, . (g + cAx),

tiir beliebige o, T > 0. Daraus ldsst sich direkt eine Fixpunktiteration gewinnen. Es ist aber
sowohl aus praktischer als auch aus theoretischer Sicht hilfreich, einen Extrapolationsschritt
(vergleiche (7.7)) einzuschieben:

X = prox ¢ (x* — TA*y"),
(7.10) 7—(k+1 — 2Xk+1 —Xk,
y ! = prox, . (y* + cAXT).

Dieses primal-duale Extragradienten-Verfahren kann man nun als Proximalpunkt-Verfahren
auffassen.’ Dazu formen wir (7.10) so um, dass (x*,y*) und (x**1,y**") auf jeweils einer

Seite stehen. Verwenden von prox ; = (Id + tdF) ! ergibt fiir die erste Gleichung:
X = prox_;(x* — TA*Y*) & x* —tA*y* € x*T 4 1oF(x*)

o1 IxF— AfyR e v I 4 OF(xM ).
Analog haben wir fiir die zweite Gleichung (nach Elimination von x**1)
Yy = prox,q. (Y~ + oA (X —x9)) <
0_71yk o AXk c 0_71yk+1 + aG*(ykJr]) _ ZAXk+] .

Setzen wir Z = X x Y, z = (x,y),

—1 * *
'ld —A oF A
M - —1 ) T = * )
—A o 'Id —A 0G
'Eingefiihrt wurde das Verfahren in [Chambolle und Pock 2011]; der Zusammenhang mit Proximalpunkt-
Verfahren wurde in [He und Yuan 2012] beschrieben.
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so ist (7.10) dquivalent mit
Mz* € (M + T)zK! & 2 e (M +T) "Mzx.

Ist M invertierbar, so gilt M = (M~')~" und damit (M +T) " "Mz* = (Id+ M~ 'T) " "z5 es
handelt sich dann also in der Tat um ein Proximalpunkt-Verfahren fiir den Operator M~ 'T.
Dazu zeigen wir, dass — unter Voraussetzungen an o, T - M selbstadjungiert und positiv
definit ist beziiglich des Skalarproduktes

(z1,22); = (x1,%2)x + (Y1,Y2)y flrallez; = (x1,y1) € Z,z5 = (x2,Y2) € Z.

Lemma 7.4. Der Operator M ist beschrinkt und selbstadjungiert. Gilt O'THAH%( x,y) < 1, soist
M positiv definit.

Beweis. Direkt aus der Definition von M folgt die Beschrinktheit (da A € L(X,Y) beschrankt
ist) und Selbstadjungiertheit. Sei nun z = (x,y) € Z \ {0} beliebig. Dann ist

(Mz,z), = (v 'x = A"y,x), + (07 'y — Ax,y),,
=7 xlI% — 2 (6, A"y)x + 0yl
Tl = 20 Al [IXlIx iy + oyl
TN = Ao VoT(T Xl + o yllR) + o lyll3
(1= Al VOO (VT X% + Vo ull?)
> CIxIIZ + [[ylI3)

=
>

fir C:= (1 —||Al|L(x,v)v/0T) min{t', 07 '} > 0. Also ist (Mz,z), > C||z||2 fiir alle z # 0
und damit M positiv definit. O]

Der Operator M induziert also ein Skalarprodukt (z1,z,),, := (Mz1,2z,), und dadurch eine
Norm ||z||3, = (z,z), fiir die gilt

(7.11) cillzllz < llzllm < c2llzllz firallez € Z.

Folgerung 7.5. Gilt ot||A||} v, < 1, so ist M stetig invertierbar, d. h. es gilt M~ € L(Y, X).

Beweis. Wegen (7.11) ist fiir beliebige z € Z die Abbildung f : Z — R, f(v) = (z,v), ein
(beziiglich || - ||m) beschrianktes Funktional. Nach dem Satz von Fréchet-Riesz existiert also
ein eindeutiges z* € Z mit

(Mz*,v), = (z,Vv), fur allev € Z,
und die Abbildung M~ : z — z* ist linear. Damit gilt
ctllz* |2 < l2°1Ij = Mz*,2%); = (2,27); < ||zl 2]l2"]|,

und nach Division durch c%||z*||z folgt die behauptete Beschrinktheit von M ', ]
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Also ist M~ 'T wohldefiniert. Um die maximale Monotonie von M~ ' T zu beweisen, benétigen
wir auch noch, dass die Skalarprodukte (-,-),, und (-, -), 4quivalent sind.

Folgerung 7.6. Es existieren Cy,C, > 0, so dass gilt

Ci(z,2"), < (z,2')y < C2(2,2'), fiirallez,z' € Z.
Beweis. Aus der Parallelogrammgleichung und (7.11) folgt

(2,2 )m = 7 (lz+ 2[R — 2= 2'I)

Z 7 (cTllz+ 2|7 —c3llz—211%)
> min{ct,c3} (z,2)),

und damit die erste Abschdtzung mit Cy := max{c?, c3}. Die zweite Abschitzung zeigt man
analog. O

Lemma 7.7. Gilt oT||Al|f x vy < 1, 50 ist M™'T maximal monoton.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Monotonie. Seiz € Zund z* € M~ 'Tz, d.h. Mz* € Tz
Nach Definition von T existieren daher fiir z = (x,y) ein & € 9F(x) und einn € 9G*(y)
mit Mz* = (& + A*y,n — Ax). Analog kénnen wir fiir Z = (x,§) € Zund z* € M 'Tz
schreiben Mz* = (& + A*{j, 7 — Ax) fiir & € 9F(%) und /| € 9G*(). Dann gilt

(Mz" —Mz*z2—2z), = ((E+A"G) — (E+A%y), X —x),
+ (A —A%) — (n — Ax),§ —y)y
= (E—&x—%), + (A"(§—y),x —x)x
—(A(x=x),9—yly + (A —MY—yly
=(E—&x—%x) +(A—m5—y)y =0

wegen der Monotonie der Subdifferentiale. Aus Folgerung 7.6 erhalten wir dann
(2" —z2—2), > C;' (Mz* —Mz*z2—2), >0

und damit die Monotonie.

Fiir die maximale Monotonie seien nun z*,z € Z und es gelte
(z*—z",2—2z), >0 firalleze Z,z" € M~ 1Tz,

Wie oben ist nun Mz* = (& + A*y,n — Ax) fiir ein & € 0F(x) und einn € 0G*(y). Aus
Folgerung 7.6 erhalten wir auch

(7.12) (Mz* —Mz"2—2), > Cy (2" —2z",2—2), >0 firalleze Z,Mz" € Tz
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Setze nun & := x* — A*j und fj := §* + Ax fir Mz* = (x*,7§*) und z = (%, 7). Dann ist
Mz* = (£ + A*j,f — Ax), und aus (7.12) folgt daher fiir alle (x,y) € Z:
0< ((E+A™) — (E+A%Y),x—x), + (71— AX) — (n — Ax),§ —y)y
=(E—&x—%),+(A—19—Y)y.

Da der erste Term nur von x und der zweite nur von y abhéngt und x und y unabhéngig ge-
wahlt werden konnen, miissen beide Terme nichtnegativ sein. Aus der maximalen Monotonie
von Subdifferentialen folgt nun & € dF(x) und 1 € 9G* (). Also ist

Mz* = (§ 4+ A*g,7 —AX) € Tz
und damit z* € M~ 'Tz. Dies zeigt die maximale Monotonie von M~ 'T. O

Das primal-duale Extragradienten-Verfahren (7.10) ist also dquivalent mit der Proximalpunkt-
iteration z**! = Ry, 112" fiir M~ T maximal monoton, so dass aus Satz 7.1 die Konvergenz
folgt.

Satz 7.8. Erfiillen F, G, A die Voraussetzungen von Satz 5.6 und gilt ot||A[| v, < 1, s0
konvergiert {(x*,y*)}xen schwach in Z gegen eine Losung (%, ) von (7.9).

Setzt man A =Id, T = v, 0 =y~ und z*¥ = x* — yy* und wendet Lemma 6.11 (ii) an, so
erkennt man, dass die Iteration (7.10) dquivalent ist mit (7.8); die Konvergenz des Douglas—
Rachford-Verfahrens kann man aber wegen ot HAH%(X‘Y) = 1 nicht aus Satz 7.8 folgern.
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Teil 111

LIPSCHITZ-ANALYSIS



DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Wir suchen nun nach einem verallgemeinerten Ableitungskonzept, das sowohl die Fréchet-
Ableitung als auch das konvexe Subdifferential verallgemeinert. Dieses finden wir fiir lokal
Lipschitz-stetige Funktionen. Zur Erinnnerung: Eine Funktion F : X — R ist lokal Lipschitz-
stetig in x € X, falls ein & > 0 und ein L > 0 (womit wir im Folgenden stets die Lipschitz-
Konstante bezeichnen werden) existieren mit

[F(x1) — F(x2)| < L||x1 —x2]|x fir alle xq,x> € Os(x).

Beachte, dass dies im Gegensatz zur Konvexitdt eine rein lokale Bedingung ist, wir aber F als
(lokal) endlich-wertig voraussetzen miissen.

Wir gehen analog zum konvexen Subdifferential vor und definieren zunichst die verallgemei-
nerte Richtungsableitung in x € X in Richtung h € X iiber

F°(x;h) := lim sup Fly +th) = F(y).

y—x t
t—0t

Beachte den Unterschied zur Richtungsableitung: Es wird nicht verlangt, dass irgendein
Grenzwert existiert, nur Haufungspunkte. Wir benétigen die folgenden Eigenschaften.

Lemma 8.1. Sei F: X — R lokal Lipschitz-stetig in x. Dann ist die Abbildungh — F°(x;h)
(i) Lipschitz-stetig mit Konstante L und erfiillt [F°(x; h)| < L||/h||x;

(ii) subadditiv, d. h. F°(x;h + g) < F°(x;h) + F°(x; g) fiir alleh, g € X;

(iii) positiv homogen, d. h. fiir alle « > 0 ist F°(x; ah) = («F)°(x; h) fiir alle h € X;

(iv) reflektiv, d. h. F°(x; —h) = (—F)°(x; h) fiir alle h € X;

Beweis. Zu (i): Seien h, g € X beliebig. Aus der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von F folgt dann

F(y +th) — F(y) < F(y +tg) — F(y) + tL{|h — g]|x
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fiir alle y hinreichend nahe an x und t klein genug. Division durch t und Bilden des Limes
superior ergibt dann

Fo(xh) < F°(x; g) + Lilh — g]|x.

Vertauschen von h und g liefert dann die Lipschitz-Stetigkeit. Weiter folgt direkt aus der
Definition F°(x; g) = 0 fiir g = 0 und damit auch die behauptete Beschréinktheit.

Zu (ii): Aus der Definition des Limes superior und der produktiven Null folgt sofort

F°(x;h 4 g) = lim sup Fly+th+tg) — Fly)

y—x t
t—0"

< lim sup F(y +th+tg) — F(y + tg) + lim sup F(y +tg) — Fy)

y—x t y—x t
t—0* t—0*

=Fxh) +F(x9),

dafiiry — xund t — 0 auch y + tg — x konvergiert.

Zu (iii): Direkt aus der Definition folgt wegen o« > 0

(s ah) = lim sup "1~ 1) = TY)
y—x

t—0"
_ Jim sup oyt (ethh) — Fly)

Yy—x ot
at—0"

= (aF)°(x; h).

Zu (iv): Ebenso folgt

F°(x; —h) = lim sup Fly —th) — Fy)
y—x t
t—0t
~ limsup I Z I ey,
t—>0§

dafiry — x und t — 0 auch w :=y — th — x konvergiert. O]
Aus Lemma 8.1 (i-iii) folgt insbesondere, dass h — F°(x; h) eigentlich, konvex und unter-
halbstetig ist.

Wir definieren nun fiir F : X — R lokal Lipschitz-stetig das Clarke-Subdifferential in x € X
durch

(8.1) OcF(x) ={x" e X" : (x",h)x <F°(x;h) firalleh e X}.

Direkt aus der Definition und Lemma 8.1 (i) folgt, dass 0 F(x) konvex, schwach-+ abgeschlos-
sen und beschriankt (da in K; (0) € X* enthalten) ist. Auch hier gilt nach Konstruktion das
Fermat-Prinzip.
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Satz 8.2. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in x. Hat F ein lokales Minimum in X, so gilt
0e acF(f()

Beweis. Ist X € X ein lokaler Minimierer von F, so gilt insbesondere F(x) < F(x + th) fiir
alle h € X und t > 0 hinreichend klein. Daraus folgt

< F(x;h)

0 < liming FEF I ZFR) o PR+ th) — F(3)

t—0+ t t—0+ t

und damit 0 € 9F(x) nach Definition. l

Beachte, dass F nicht konvex und damit die Bedingung nicht mehr hinreichend sein muss!
(Betrachte z. B. f(t) = —|[t].)

Wir werden spéter auch noch die folgende Abgeschlossenheitseigenschaft benétigen.

Lemma 8.3. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in x € X. Sei {xn Inen eine Folge mit x,, — x
und sei x%, € 0cF(xy) fiir allen € N mit xX, —* x* in X*. Dann ist x* € 9cF(x).

Beweis. Sei h € X beliebig. Nach Annahme gilt dann (x}, h)x < F°(x; h) fiir allen € N.
Aus der schwach-* Konvergenz folgt dann

(x*",h)x = lim (x}, h)x < limsup F°(x,;; h).
n—oo n—o00
Wir sind also fertig, wenn wir zeigen konnen, dass limsup,, . F°(xn;h) < F°(x;h) gilt
(denn dann ist nach Definition x* € 0cF(x)).

Nach Definition von F°(x,; h) existieren Folgen {yn m}men und {tn, m}men mit Yn,m — Xn
und t,, m, — O fiir m — oo, die den Limes superior realisieren. Wir finden also fiir allen € N
ein y, und t,, mit [y, — xn||x + tn < N~ (und damit insbesondere y,, — x und t,, — 0)
sowie

< F(yn + tnh) _ F(yn)

AN tn

Fo(xnsh) —

1
n

fiir n hinreichend grof8. Ubergang zum Limes superior fiir n — co auf beiden Seiten liefert
dann die gewiinschte Ungleichung. [

Wir zeigen nun, dass das Clarke-Subdifferential in der Tat eine Verallgemeinerung der bereits
bekannten Ableitungen darstellt.

Satz 8.4. Sei F: X — R stetig Fréchet-differenzierbar in einer Umgebung U um x € X. Dann
ist 0cF(x) = {F'(x)}.
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Beweis. Zunichst folgt aus der Annahme die lokale Lipschitz-Stetigkeit: Da F’ in U stetig
ist, gibt es ein > O mit ||F'(z) — F/(x)||x+ < 1 und damit ||F/'(z)||x+ < 14 ||F/(x)]||x- fiir alle
z € Ks(x) C U. Aus dem Mittelwertsatz 2.6 und der Konvexitit von Kugeln folgt dann fiir
alle x1,%x, € Ks(x)

1
IFGxr) = FOo)x < L IF (2 4+t —x2)) et

< T+ ||F(x)]|x=
2

X1 —Xz”x dt

X1 —Xz||x-

Wir zeigen nun F°(x; h) = F/(x)h fiir alle h € X. Seien dafiir {x, }ney und {t, }nen Folgen
mit x, — x und t,, — 0%, die den Limes superior realisieren. Dann folgt wieder aus dem
Mittelwertsatz und der Stetigkeit von F’ fiir h € X beliebig

n—oo th

1
= lim J %(F’(xn + t(tah)), tah)x dt

n—oo 0

= <F/(X)) h>X

Also ist nach Definition x* € 9¢F(x) genau dann, wenn (x*, h)x < (F/(x), h)x fiiralle h € X
gilt, was nur fiir x* = F/(x) moglich ist. ]

Satz 8.5. Sei F: X — R konvex und lokal Lipschitz-stetig in x € X. Dann ist 0cF(x) = 0F(x).

Beweis. Wir zeigen F°(x;h) = F/(x;h) fiir alle h € X, woraus mit Definition (4.2) des
konvexen Subdifferentials die Aussage folgt. Zunichst gilt stets

F'(x;h) = lim FOx +th) = F(x) < lim sup Fly +th) — Fly)

t—0+t t y—rx t
t—0t

=F°(x; h).

Fiir die umgekehrte Richtung sei daran erinnert, dass im Beweis von Lemma 4.1 gezeigt
wurde, dass fiir konvexe Funktionen der Differenzenquotient auf der linken Seite monoton
wachsend ist. Sei nun & > 0 beliebig. Wir kénnen also schreiben

F°(x;h) = lim sup sup Fly +th) —Fly)

€207 Ky, (y) O<t<e t

F(y +¢eh) — F(y)

< lim  sup

e—0T UEKBg(x) 3
F(x+¢h) — F
< lim TXFEN=FK) o
e—0T* £

= F'(x;h) + 2L3,

wobei wir im vorletzten Schritt zweimal die produktive Null zusammen mit der lokalen
Lipschitz-Stetigkeit in x verwendet haben. Da 6 > 0 beliebig war, muss also F°(x; h) < F/(x; h)
gelten. O]

74



8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Ist F : X — R lokal Lipschitz-stetig und gilt F°(x; h) = F/(x;h) fiir alle h € X, so heifst
F reguldr in x. Wie wir gerade gezeigt haben, ist jedes stetig differenzierbare Funktional
reguldr. Weiterhin ist jedes konvexe und unterhalbstetige Funktional im Inneren seines
Definitionsbereiches lokal Lipschitz-stetig und damit ebenso reguldr, siehe z. B. [Clarke 2013,
Theorem 5.17]. Anschaulich sind Funktionale also reguldr in Punkten, in denen sie entweder
differenzierbar sind oder einen “konvexen Knick” haben.

Wir kommen nun zu Rechenregeln. Die erste folgt wieder direkt aus der Definition.

Satz 8.6. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in x € X. Dann gilt fiir alle x € R
dc(oF)(x) = adc(F)(x).

Beweis. Zunichst ist fiir « € R offensichtlich «F lokal Lipschitz-stetig. Fiir « = 0 steht nach
Satz 8.4 auf beiden Seiten {0}. Fiir alle o« > 0 ist nach Definition stets («F)°(x; h) = oF°(x; h)
fiir alle h € X. Es gilt also

adcF(x) ={ox" € X*: (x",h)x < F°(x;h) firalleh € X}
={ax* € X" : (ax*, h)x < ocFo(x, h) firalleh € X}
={y" e X" : (y,h)x < (a«F)°(x;h) furalleh € X}
= 0c(aF)(x).

Fiir den allgemeinen Fall muss daher nur noch die Aussage fiir « = —1 gezeigt werden. Dazu
schreiben wir analog mit Lemma 8.1 (iv)

dc(—F)(x) ={x* € X" : (x* h)x (— F)( th) firalleh € X}

={x" e X" (—x",—h)x < —h) firralleh € X}
={—y" e X :{y” )9>x <P (x g) fur alle g € X}
= —0c(F)(x). n

Folgerung 8.7. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in Xx. Hat F ein lokales Maximum in X, so
gilt 0 € dcF(%).

Beweis. Hat F ein lokales Maximum in X, so hat —F ein lokales Minimum. Aus Satz 8.2 folgt
dann

0 € 0c(—=F)(x) = —dcF(x),

d.h.0=—0 € 0cF(x). ]

Die weiteren Regeln sind wieder aufwendiger. Dazu miissen wir Mengen der Form (8.1)
vergleichen, wofiir wir wiederholt die folgenden Argumente anwenden.
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Lemma 8.8. Sei F: X — R positiv homogen, subadditiv und unterhalbstetig, und sei
A={x"eX : (x",x)x <F(x) fiirallex € X}.
Dann ist

F(x) = sup (x*,x)x fiir alle x € X.
X*EA

Beweis. Nach Definition gilt fiir alle x* € A (und nur diese!) und x € X die Ungleichung
(x*,x)x — F(x) < 0. Durch Fallunterscheidung analog zu Beispiel 5.2 (iii) folgt daraus zusam-
men mit der positiven Homogenitét von F fiir x* € X* beliebig

0 e A,
F*(x*) = sup (x",x)x — F(x) = X
xeX oo x* ¢ A)

d.h. F* = 0. Nun ist F nach Voraussetzung zusitzlich subadditiv und damit konvex sowie
unterhalbstetig. Aus Satz 5.1 folgt daher fiir alle x € X

F(x) = F*(x) = (6a)"(x) = sup (x*,x)x. ]

X*EA
Fir die ndchsten Resultate bendtigen wir die folgende “schwach-*”-Fassung des Hahn-

Banach-Trennungssatzes.

Satz 8.9. Sei A C X* eine nichtleere, konvexe und schwach-+ abgeschlossene Teilmenge und sei
x* € X*\ A. Dann existieren ein x € X und ein A € R mit

(z",x)x <A< (X",X)x fiir alle z* € A.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 1.4 unter Verwendung der Tatsache, dass die linearen
schwach-x stetigen Funktionale genau die Form x* — (x*,x)x fiir ein x € X haben; siehe
auch [Werner 2011, Satz VIII.2.11, Korollar VIII.3.4]. O

Lemma 8.10. Seien F, G : X — R positiv homogen und subadditiv, und seien

A={x"eX : (x"x)

yxX) < F(x)  fiir allex € X},
B:={x" e X": (x",x) <

(x) fiir allex € X},

G
nichtleere Teilmengen von X*. Gilt F < G, so ist A C B.
Beweis. Nach Konstruktion sind sowohl A als auch B konvex und schwach-x abgeschlossen.
Angenommen, es existiert ein x* € A mit x* ¢ B. Dann existiert nach Satz 8.9 ein x € X und

ein A € R mit

(z",x)x <A< (x",x)x < F(x) fiir alle z* € B.
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Nach Lemma 8.8 gilt daher

G(x) = sup (z",x)x < F(x),
z*eB

im Widerspruch zur Annahme F < G. O

Lemma 8.11. Seien A, B C X* konvex und schwach-+ abgeschlossen. Dann ist A = B genau
dann, wenn gilt

(8.2) sup (x*,x)x = sup (x",x)x fiir alle x € X.
X*EA x*€B

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Gilt umgekehrt (8.2), so ist fiir alle x € X

(ba)*(x) = iu;;\(x*,x)x = s*u%(x*,x)x = (65)"(x).

Nun sind unter den genannten Voraussetzungen die zugehorigen Indikatorfunktionen &4
und g konvex und schwach-x* unterhalbstetig. Aus Satz 5.1 (diesmal mit Satz 8.9) folgt daher

da = ((8a)")" = ((88)")" = 8,

und das ist nur dann moglich, wenn beide Mengen iibereinstimmen. O]

Damit konnen wir zum Beispiel eine Summenregel beweisen.

Satz 8.12. Seien F, G : X — R lokal Lipschitz-stetig in x € X. Dann gilt
Oc(F+ G)(x) C 9cF(x) +0cG(x).

Sind F und G reguldr in x, so gilt Gleichheit.

Beweis. Man sieht sofort die Lipschitz-Stetigkeit von F+ G in x. Aus der Definition des Limes
superior folgt weiter fiir beliebiges h € X

(F+G)°(x;h) < F°(xsh) + G°(x; h).
Sind F und G regulér in x, so erhalten wir aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen
F°(x;h) + G°(xsh) =F(xh) + G'(xh) = (F+ G)'(xsh) < (F+ G)°(xsh)

und damit Gleichheit.

Nach Lemma 8.10 sind wir also fertig, wenn wir gezeigt haben, dass gilt

OcF(x) +0cG(x) ={x" € X*: (x",x)x < F°(x;h) + G°(x; h) fiiralle h € X} =: A.
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Datiir verwenden wir, dass beide Mengen konvex und schwach-# abgeschlossen sind, sowie
dass verallgemeinerte Richtungsableitungen nach Lemma 8.1 positiv homogen, subadditiv
und unterhalbstetig sind. Nach Lemma 8.8 gilt daher fiir alle h € X

sup (x"yh)x = sup (x],h)x+ sup (x3,h)x
x*€0cF(x)+0cG(x) x;€0cF(x) x3€0cG(x)
=F(x;h) + G°(x;h) = sup (x*, h)x,
X*EA
woraus mit Lemma 8.11 die behauptete Gleichheit folgt. ]

Beachten Sie den Unterschied zur konvexen Summenregel: Die Inklusion ist genau umgekehrt;
auch miissen jetzt beide Summanden regulir sein, und zwar in genau dem Punkt, in dem die
Summenregel angewendet wird.

Fiir die Kettenregel brauchen wir den folgenden Mittelwertsatz.

Satz 8.13. Sei F : X — R lokal Lipschitz-stetig in x € X. Dann existiert fiir alley € X
hinreichend nahe an x ein A € (0, 1) und ein x* € 9cF(x + Ay — x)) mit

Fly) —F(x) = (x",y — x)x-
Beweis. Wir definieren 1, ¢ : [0, 1] — R durch

Y(A) == F(x +Aly —x)), @A) :=(A) + A(F(x) — Fy)).

Da F lokal Lipschitz-stetig und y nahe genug an x ist, sind sowohl ¢ als auch \{ Lipschitz-
stetig. Wegen ¢ (0) = F(x) = (1) hat ¢ daher ein lokales Minimum oder Maximum in
einem Punkt A € (0,1). Nach Satz 8.2 oder Folgerung 8.7 zusammen mit der Summenregel
aus Satz 8.12 sowie Satz 8.4 ist daher

0 € dce(A) CAch(A) +{F(x) —Fly)h
Wir sind also fertig, wenn wir zeigen kénnen, dass fiir x; := x + A(y — x) gilt
(8.3) dcW(A) C {(x*,y —x)x : (x*, h)x < F°(x5;h) fiiralle h € X}.
Datfiir betrachten wir zundchst fiir s € R beliebig die verallgemeinerte Richtungsableitung

1])0(7\;5) — limsup II)()\ =+ tst) _II)()\)

A—A
t—0"

Fix+ A+1ts)(y—x) —F(x+ Ay —x))
t

= lim sup

A=A
t—0+

< lim sup Flz+ tsly ;X)) —Flz) _ Fe(Ass(y —x)),
t—)Oi
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da wir im vorletzten Schritt beliebige Folgen z — x5 (anstelle von Folgen der speziellen Form
zn =X + An(y — x)) betrachten. Nach Lemma 8.10 ist daher

(8.4) dch(A) C{t* € R:t*s < F°(x558(y —x)) fiir alle s € R}.

Bleibt nur noch zu zeigen, dass die Mengen auf der jeweils rechten Seite von (8.3) und (8.4)
(nennen wir sie A bzw. B) tibereinstimmen. Dies folgt aber wieder aus Lemma 8.8 und 8.11,
denn fiir alle s € R gilt

supt's= sup (x",s(y—x))x =F°(x;;8(y —x)) = sup t”s. l
t*eA X*GacF(Xj\) t*eB

Wir kommen nun zur Kettenregel, fiir die im Gegensatz zum konvexen Fall die innere Ab-
bildung nicht mehr linear sein muss; dies ist einer der wesentlichen Vorziige des Clarke-
Subdifferentials.

Satz 8.14. Sei Y separabel, sei F : X — Y stetig differenzierbarinx € X, undsei G : Y — R
lokal Lipschitz-stetig in F(x). Dann gilt

0c(GoF)(x) CF(x)*0cG(F(x)) :={F (x)"*x* : x* € 0¢G(F(x))}.

Ist G regulir in F(x), so ist auch G o F regulir in x und es gilt Gleichheit.

Beweis. Die Lipschitz-Stetigkeit von G o F folgt sofort aus der von G und F. Fiir die Men-
geninklusion bzw. Gleichheit argumentieren wir wie zuvor. Zuerst zeigen wir, dass fiir h € X
beliebig ein y* € 9 G(F(x)) existiert mit

(8.5) (GoF)°(x;h) = (y*, F'(x)h)y.
Dafiir betrachte zwei Folgen {x }nen € X und {t,,}nen C (0, 00) mit x, — x, t, — 0 und

(GoF (ot — fim SFOm T tah) = G(FOa).

n—oo th

Fiir jedes n € N grof genug existiert nun nach dem Mittelwertsatz 8.13 ein A,, € (0, 1) und
einy} € 0cG(F(xn)) mit

G(F(Xn + tnh)) - G(F(Xn)) < * F(Xn + tnh) - F(Xn)>
Y

t, A\ t,

Nun ist fir n € N grof8 genug der Punkt y,, := F(xn) + An(F(xn + tah) — F(x4)) — x
innerhalb der durch die lokale Lipschitz-Stetigkeit definierten Umgebung von F(x), so dass
dortyl € 0cG(yn) C Ki(0) gilt. Also ist {y} Jneny C Y* beschrankt und hat daher nach
dem Satz von Banach-Alaoglu eine schwach-x konvergente Teilfolge, fiir dessen Grenzwert
nach Lemma 8.3 gilt y* € 9cG(F(x)). Andererseits ist F stetig differenzierbar in x, und
deshalb konvergiert der Differenzenquotient auf der rechten Seite stark gegen F'(x)h. Da das
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Produkt von schwach-* und stark konvergenten Folgen konvergiert, erhalten wir (8.5). Nach
Definition von 0 G(F(x)) gilt daher

(8.6) (GoF)?(xh) = (y*, F'(x)h)y < G°(F(x); F'(x)h).

Ist nun G reguldr, so gilt G°(F(x); F'(x)h) = G’(F(x); F/(x)h) und damit wegen der Lipschitz-
Stetigkeit von G und der Fréchet-Differenzierbarkeit von F

GO (F(x): F(x)h) = lim S FF0J) = G(F(x))
’ t—0+t t

G(F(x) + tF'(x)h) — G(F(x + th)) + G(F(x + th)) — G(F(x))

t—0+ t
< lim (G(F(wth)t) —GF) | ¢ IF() +F’(x)ﬂtt—F(x+th)Hv)

=(GoF)'(x;h) < (GoF)°(x;h).
Zusammen mit (8.6) folgt daraus (GoF)’(x; h) = (G o F)°(x; h) (d. h. G o Fist regulér) sowie
(G oF)°(xh) = G°(F(x); F'(x)h).
Wie im Beweis von Satz 8.13 zeigt man nun, dass gilt

F'(x)*0cG(F(x)) = {x* € X* : (x*,h)x < G°(F(x); F/(x)h) fiir alle h € X},

woraus die restlichen Behauptungen folgen. O]

Ist G nicht reguldr aber F/(x) surjektiv, so kann man auf dhnliche Weise zeigen, dass die
Kettenregel mit Gleichheit (aber nicht die Regularitat von G o F) gilt; siehe [Clarke 2013,
Theorem 10.19].

Ist X endlich-dimensional, so ist eine explizitere Charakterisierung des Clarke-Subdifferentials
moglich. Die Grundlage ist der Satz von Rademacher, der nur in R™ gilt; siehe z. B. [DiBene-
detto 2002, Theorem 23.2] oder [Heinonen 2005, Theorem 3.1].

Satz 8.15. Sei U C R™ offen und F : U — R Lipschitz-stetig. Dann ist F fast iiberall Fréchet-
differenzierbar.

Dies erlaubt, den Limes superior in der Definition des Clarke-Subdifferentials (das wir nun
als Teilmenge des R™ auffassen, d. h. den Dualraum von R™ mit sich selbst identifizieren)
durch einen Grenzwert zu ersetzen.

Satz 8.16. Sei F : R™ — R lokal Lipschitz-stetig in x € R™ und differenzierbar fiir alle
x € R™ \ Ef fiir eine Lebesgue-Nullmenge Er C R™. Dann gilt

(8.7) dcF(x) = co{ Hm VF(xn) : Xn = X, X & EF},

n—oo

wobei co A die konvexe Hiille der Menge A C R™ bezeichnet.
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Beweis. Zunidchst folgt aus dem Satz von Rademacher, dass so ein Er existiert und - einge-
schrankt auf die Umgebung, in der F Lipschitz-stetig ist — eine Nullmenge ist. Also existieren
tiberhaupt Folgen {xnneny € R™ \ Ef mit x,, — x. Weiter folgt aus der lokalen Lipschitz-
Stetigkeit von F fiir x,, hinreichend nahe an x und h € R™ beliebig

(VF(xn), )| = | lim F(xn +th) — F(xn)

t—0+t t

< L

und damit ||VF(x,, )| < L. Also ist {VF(x,,)}nen beschrankt und enthélt daher eine konver-
gente Teilfolge. Damit ist die Menge auf der rechten Seite nichtleer.

Sei nun x* = lim,,,, VF(xy,) fiir eine beliebige zuldssige Folge {xn}nen C R™ \ Ef. Da
F nach Konstruktion in jedem x,, ¢ Er differenzierbar ist, folgt aus Satz 8.4 insbesondere
VF(xn) € 0cF(xn) und damit nach Lemma 8.3 auch x* € 0¢F(x). Wegen der Konvexitit
von dcF(x) ist daher auch jede Konvex-Kombination von solchen x* in 0¢F(x) enthalten.
Damit folgt die Inklusion “>” der beiden Mengen.

Fiir die andere Inklusion zeigen wir zunéchst, dass fiir alle h € R™ und ¢ > 0 gilt

F°(x;h) — e < limsup (VF(y), h) = M(h).
Erdy—x

Nach Definition von M (h) und des Limes superior existiert nun fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0, so
dass gilt

(VF(y),h) < M(h) +¢ firalley € Os(x) \ Ef.

Dabei kann & so klein gewdhlt werden, dass F Lipschitz-stetig auf Os(x) ist. Insbesondere
ist Er N Os(x) eine Nullmenge. Fiir fast alley € Os/2(x) ist also F in y + th fiir fast alle
t € (0, ﬁ) differenzierbar (dies folgt aus dem Satz von Fubini). Fiir diese y und t gilt nach
dem Mittelwertsatz

1
(8.8) Fly+th) —Fly) = J' (VF(y 4 sth),h) ds < t(M(h) + ¢),
0
denn y + sh € O;(x) fiir alle s € (0,t) nach Wahl von t. Da F stetig ist auf Os(x), gilt
(8.8) sogar fiir alley € Og,2(x) und alle t € Og,2(x). Division durch t und Ubergang

zum Limes superior ergibt nun die gewiinschte Ungleichung. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
Fe(xh) < M(h).

Nun ist h — M(h) positiv homogen, subadditiv und unterhalbstetig. Wir sind daher fertig,
wenn wir zeigen konnen, dass wir die Menge auf der rechten Seite von (8.7) (nennen wir sie
co A) schreiben konnen als

coA={x" e R": (x",h) < M(h) firalleh € R"}.
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8 DAS CLARKE-SUBDIFFERENTIAL

Datiir verwenden wir wieder Lemma 8.11 (denn beide Mengen sind konvex und abgeschlos-
sen). Zunichst gilt nach Definition der konvexen Hiille fiir alle h € R™

sup (x*,h) sup Zt = sup Zt sup = sup (x*, h),
X*€co A X{€EA xX{E€EA X*EA
Z1 t171

denn die Summe ist maximal genau dann, wenn jeder Summand maximal ist. Nun gilt

M(h) =limsup (VF(y),h) = sup (limy_o VF(xn),h) = sup (x*, h),

ErZy—x ErFxn—x X*EA

woraus mit Lemma 8.8 die Aussage folgt. ]

Schliefllich gilt, dass man dhnlich wie in Lemma 4.6 das Clarke-Subdifferential von Inte-
gralfunktionalen mit Lipschitz-stetigen Integranden punktweise darstellen kann; siehe z. B.
[Clarke 1990, Theorem 2.7.3, 2.7.5].

Satz 8.17. Seif : R — R Lipschitz-stetigund F : LP(Q) — Rmit 1 < p < oo wiein Lemma3.3.
Dann ist fiir allew € LP(Q) mit q = 511—1 (q =1 fiirp =00)

ocF(u) c {u* € LY(Q) :u"(x) € 0cf(u(x)) fiir fast allex € Q}.

Ist f reguldr in u(x) fiir alle x € Q, so ist F reguldr in w und es gilt Gleichheit.
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SEMIGLATTE NEWTON-VERFAHREN

Die Proximalpunkt- und Splitting-Verfahren aus Kapitel 7 stellen Verallgemeinerungen von
Gradientenverfahren dar und weisen im Allgemeinen auch nur deren lineare Konvergenz
auf. In diesem Kapitel suchen wir daher eine Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens, fiir
das (lokal) superlineare Konvergenz gilt.

Als Motivation betrachten wir zuerst die allgemeine Form eines Newton-artigen Verfahrens.
Sei F : X — Y fiir zwei Banachrdume X und Y, und gesucht sei ein x € X mit F(x) = 0. Ein
Newton-artiges Verfahren hat dann die Form

1. Wihle My := M(x¥) € L(X,Y) invertierbar.
2. Lose My sk = —F(x*);
3. Setze x*+1 = x* + sk,

Wir kénnen uns nun fragen, unter welchen Bedingungen diese Iteration konvergiert, und
insbesondere, wann die Konvergenz superlinear ist, d. h. wann gilt

k+1

X —X[lx

(9.1) lim =0.

k—oo |[xk—x%]|x

Dafiir setzen wir e¥ := x* — X und verwenden den Newton-Schritt sowie F(x) = 0 um zu
schreiben

[ —>'<||x=|\xk— M )T ) — %[x
= IM(x*)" [F( xk) F(x) — M(x")(x* — %)] [Ix
—||Mx+e) [F(x + €*) — F(x) — M(x + e)e¥] ||x
< IM(x+ )7 vx) IF(X + €5) — F(x) — M(x + e¥)e*||y.

Also gilt (9.1), falls erfiillt sind

(i) eine Regularititsbedingung: es existiert ein C > 0 mit

IM(x+e") Lvx) < C firallek € N;
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9 SEMIGLATTE NEWTON-VERFAHREN

(ii) eine Approximationsbedingung:

i [P+ €)= F(%) — M(x + e“)e¥||y

k—00 lle*||x

=0.

Dies motiviert die folgende Definition: Wir nennen F : X — Y Newton-differenzierbar in
x € X mit Newton-Ableitung DnF(x) € L(X,Y), falls gilt

i NG+ h) — F(x) — DnF(x + h)hjly
im

=0.
[h[x—0 M| x

Beachte die Unterschiede zur Fréchet-Ableitung: Zum einen wird die Newton-Ableitung in
x + h anstelle von x ausgewertet. Wichtiger ist aber, dass kein konkreter Zusammenhang von
DnF mit F gefordert wurde (im Gegensatz zur Fréchet-Ableitung, fiir die nur die Gateaux-
Ableitung als Kandidat in Frage kam); eine Funktion ist also nur Newton-difterenzierbar (oder
nicht) in Bezug auf eine konkrete Wahl von Dy F. Insbesondere sind Newton-Ableitungen
nicht eindeutig!’

Ist F Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung D F, so erhdlt man das semiglatte Newton-
Verfahren

X = x* — DNF(x*) 7 TF(xF).
Direkt aus der Konstruktion folgt dann die lokal superlineare Konvergenz.

Satz 9.1. Sei F: X — Y undx € X mit F(x) = 0. Ist F Newton-differenzierbar in x mit Newton-
Ableitung DnF(X), und existieren 8 > 0 und C > 0 mit ||[DNF(x) 7 ||Lv.x) < C fiir alle
x € Os(x), so konvergiert fiir alle x° hinreichend nahe an x das semiglatte Newton-Verfahren
superlinear gegen X.

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zum Konvergenzbeweis fiir das klassische Newton-
Verfahren. Fiir x° € O5(%) gilt wie schon gezeigt
(9.2) le'lx < C|[F(x + €°) — F(%) — DnF(x + €®)ev.

Sei nun ¢ € (0, 1) beliebig. Aufgrund der Newton-Differenzierbarkeit existiert dann ein
p > 0 mit

|IF(x + h) — F(x) — DnF(X + W)h|ly < %HhHX tir alle [|h||x < p.

Wihlen wir also x° so, dass [|x—x°||x < min{8, p} gilt, so folgtaus (9.2) [|x—x"||x < ¢[x—x°||x
und damit durch Induktion ||x —x*||x < e*||x —x°||x — 0. Da ¢ beliebig war, kann man fiir
jeden Schritt ein neues €, — 0 wéhlen, und daher ist die Konvergenz superlinear. ]

"Wir folgen hier [Chen u. a. 20005 Ito und Kunisch 2008; Schiela 2008] und betrachten nur einwertige Newton-
Ableitungen (in ersterer Arbeit als slanting function eingefiihrt). Alternativ kann man fiir jedes x € X eine
Menge On F(x) festlegen, aus der M (x) zu wéhlen ist. Gelten die Approximations- und eine Beschranktheits-
bedingung gleichmifig fiir alle M € dnF(x), so nennt man F semiglatt, was die Namensgebung in diesem
Kapitel erklédrt. Dieser Zugang wird z. B. in [Mifflin 1977; Kummer 1988; Ulbrich 2011] verfolgt.
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9 SEMIGLATTE NEWTON-VERFAHREN

Der Rest des Kapitels ist nun der Konstruktion von Newton-Ableitungen gewidmet (wobei
nicht verschwiegen werden soll, dass in der Praxis der Nachweis der Regularititsbedingung die
deutlich aufwendigere Aufgabe ist). Wir beginnen mit dem offensichtlichen Zusammenhang
mit der Fréchet-Differenzierbarkeit.

Satz 9.2. Ist F: X — Y stetig differenzierbar in x € X, so ist F Newton-differenzierbar in x mit
Newton-Ableitung DnF(x) = F/(x).

Beweis. Fiir beliebige h € X gilt
|[F(x +h) —F(x) = F'(x + h)h|ly < |[F(x+h) —F(x) — F'(x)h]|y
+[[F'(x) = F(x + N[l v [IRdlx

wobei beide Summanden o(||h||x) sind: der erste nach Definition der Fréchet-Ableitung und
der zweite wegen der Stetigkeit von F'. ]

Rechenregeln beweist man nun analog zu denen fiir Fréchet-Ableitungen. Die Summenregel
ist offensichtlich; wir beweisen beispielhaft die Kettenregel.

Satz 9.3. Seien X,Y,Z Banachriume und F : X — Y Newton-differenzierbar in x € X mit
Newton-Ableitung DNF(x) und G @ Y — Z Newton-differenzierbar iny := F(x) € Y mit
Newton-Ableitung DnG(y). Sind DNF und DN G gleichmadifSig beschrinkt in einer Umgebung
von x bzw. y, so ist G o F Newton-differenzierbar in x mit Newton-Ableitung

Dn(GoF)(x) = DNG(F(x)) o DNF(x).

Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Satz 2.5 vor. Fiir h € X und g := F(x +h) — F(x) ist
(GoF)(x+h)—(GoF)(x) =Gy+g)—Gly).
Aus der Newton-Differenzierbarkeit von G folgt nun
[(GoF)(x+h)—(GoF)(x) —DnG(y +glgllz =T1(llgllv)
mit vy (t)/t — 0 fiir t — 0. Aus der Newton-Differenzierbarkeit von F folgt weiter
lg = DnF(x + R)h|ly = r2(([R[|x)
mit r,(t)/t — O fur t — 0. Insbesondere ist
lglly < IDNFOx+ ) [[eox,w Ry + r2((h]x).
Wegen der gleichmafligen Beschranktheit von DN F gilt also ||g||y — O fiir ||h||x — 0. Daher
gilt
[(GoF)(x+h) —(GoF)(x) — DNG(F(x + h))DnF(x + h)h|z
< [[Gly+9) —G(g) —DnGly + g)9llz
+ [IDnG(y +g) [g — DnF(x +h)h] |2
<Ti([lglly) + [IDNGY + gLy, zym2([hIx),

woraus wegen der gleichmifligen Beschranktheit von Dy G die gewiinschte Aussage folgt. [
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9 SEMIGLATTE NEWTON-VERFAHREN

Schlief3lich folgt direkt aus der Definition der Produktnorm und der Newton-Differenzierbar-
keit, dass fiir vektorwertige Funktionen die Newton-Ableitung komponentenweise berechnet
werden kann.

Satz 9.4. Sei m € N beliebig und seien F; : X — Y; Newton-differenzierbar mit Newton-
Ableitung DNF; fiir 1 <1 < m. Dann ist

FeX = (Y% xYn), x> (Fi(x)y...,Fn(x))T
Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung

DNF(X) = (DN Fy (X)) SRR} DNFm(X))T°

Bleibt die Frage, wie man fiir eine gegebene (elementare) Funktion F : X — Y Kandidaten fiir
eine Newton-Ableitung bestimmt. Fiir zwei Klassen von Funktionen kann man diese Frage
umfassend beantworten.

X =R". IstF:R"™ — R lokal Lipschitz-stetig, so liefert das Clarke-Subdifferential die ge-
suchten Kandidaten, die wegen Satz 8.16 eine explizite Darstellung haben. Unter zusitzlichen
Annahmen sind diese Kandidaten auch tatsdchlich Newton-Ableitungen.’

Eine Funktion F : R™ — R heifit stiickweise (stetig) differenzierbar oder PC'-Funktion, falls F
stetig ist und fiir alle x € R™ eine offene Menge U C R™ um x sowie eine endliche Menge
{Fi : U — R}ie1 von stetig differenzierbaren Funktionen existiert mit

Fy) € {Fi(y)her fiiralley € U.
Wir nennen F eine stetige Auswahl der F; in U. Die Menge
I[(x):={iel:F(x)=F(x)}

heif3t aktive Index-Menge. Aufgrund der Stetigkeit der F; gilt F(y) # F;(y) fiir alle j ¢ I(x)
und y hinreichend nahe an x. Indizes, die nur auf einer Nullmenge aktiv sind, miissen wir in
Folge nicht beriicksichtigen. Wir definieren daher die essentiell aktive Index-Menge

I(x)={iel:xecd{yeU:Fy) =Fi(y))}cI(x).
PC'-Funktionen sind stets lokal Lipschitz-stetig; siehe [Scholtes 2012, Corollary 4.1.1].

Satz 9.5. Sei F : R™ — R stiickweise differenzierbar. Dann ist F lokal Lipschitz-stetig mit
Konstante L = maxic(x) Li.

Aus Satz 8.16 erhalten wir daher die folgende Darstellung des Clarke-Subdifferentials.

*Dies war die urspriingliche Herleitung der semiglatten Newton-Verfahren.
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9 SEMIGLATTE NEWTON-VERFAHREN

Satz 9.6. Sei F : R™ — R stiickweise differenzierbar. Dann gilt fiir alle x € R™

0cF(x) = co{VFi(x):1ie€le(x)}.
Beweis. Seix € R™ beliebig. Nach Satz 8.16 geniigt zu zeigen, dass gilt

{T}EEOVF(XR) X = Xy X & EF} — [VF(x): i€ L(x).
Sei dafiir {x, }nen eine Folge in R™ mit x,, — x, F differenzierbar in x,, fiir allen € N,
und VF(x,) — z € R™. Da F differenzierbar ist in x,,, muss F(y) = F;_(y) fiir ein i,, und
alle y hinreichend nahe an x,, gelten, woraus VF(x,,) = VF; (xy) folgt. Fir n € N grof§
genug konnen wir dariiberhinaus i,, € I.(x) (eventuell durch Hinzunahme einer weiteren
Nullmenge zu Er) annehmen. Betrachten wir Teilfolgen {x,,, }xen mit konstanten Indizes
in, =1 € I¢(x) (solche existieren, da I.(x) endlich ist), so erhalten wir wegen der Stetigkeit
von VF;

z= lim VF(x,, )= klim VFi(xn,) € {VFi(x) : i€ [ (x)}.

k—o0

Umgekehrt existiert fiir VF; (x) mit i € I.(x) nach Definition der essentiell aktiven Indizes
eine Folge {xy, Jneny mit x,, = x und F = F; in einer hinreichend kleinen Umgebung aller x,.
Wegen der stetigen Differenzierbarkeit der F; ist dann VF(x,,) = VF;i(x,) firallen € Nund
damit

VFi(x) = lim VF;(x) = lim VF(x,). O

n—oo n—oo

Daraus folgt die Newton-Differenzierbarkeit von PC'-Funktionen.
Satz 9.7. Sei F: R™ — R stiickweise differenzierbar. Dann ist F Newton-differenzierbar fiir alle

x € R™, und jedes DNF(x) € 0¢F(x) ist eine Newton-Ableitung.

Beweis. Seix € R™ beliebig und h € X mit x +h € U. Nach Satz 9.6 hat jedes DnF(x +h) €
O0cF(x + h) die Form

DNF(X—|— h) = Z tiVFi(X‘F h) fur t > 0, Z t = 1.

i€le(x+h) i€le(x+h)

Da alle F; stetig sind, gilt fiir alle h € R™ mit ||h||x hinreichend klein I.(x +h) C I(x+h) C
I(x). Also ist sowohl F(x +h) = F;(x + h) als auch F(x) = F;(x) furallei € I.(x +h). Damit
folgt aus Satz 9.2

Fix+h)—F(x)=DnFlx+h)h/ = D> tilFi(x+h)—=Fi(x) = VFi(x+h)hl = o(||n),
i€le(x+h)

da alle F; nach Annahme stetig differenzierbar sind. O]
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Als Anwendung haben wir natiirlich die Proximalpunkt-Formulierung von Optimalitétsbe-
dingungen fiir konvexe Probleme vor Augen.

Beispiel 9.8. Wir betrachten die Minimierung von F + G fiir F : R™ — R zweimal stetig
differenzierbar und G = || - ||;. Analog zur Herleitung des expliziten Splitting-Verfahrens
schreiben wie die notwendige Optimalititsbedingung 0 € o(F + G) (%) dquivalent um als

X — prox, g (x —yVEF(x)) =0

fir y > 0 beliebig. Nach Beispiel 6.13 (ii) ist die Proximalpunkt-Abbildung fiir G komponen-
tenweise gegeben durch

xi —v fallsx; >y,
[prox,, ¢ (x)li = < 0 falls x € [—y,v],
xi+v fallsx; < —v,

was offensichtlich eine stiickweise differenzierbare Funktion ist. Nach Satz 9.6 ist daher
(ebenfalls komponentenweise)

{1} falls |x;| > v,
[0c(prox,g)(x)li = {0} falls [xi| <,
0,1] falls [xi{| =y,

und nach Satz 9.7 zusammen mit Satz 9.4 ist eine mogliche Newton-Ableitung

hy  falls [xi| > vy,

D h 1= x h i=
[ NproxyG(X) ] Xtix>v)Hd {O falls |xi| < .

(Welchem Fall wir die Gleichheit zuschlagen, ist dabei willkiirlich.) Nun sind Dnprox, ¢ (x)
und Dy (VF)(x) = V2F(x) (wegen der stetigen Differenzierbarkeit) lokal gleichmifig be-
schrankt, und mit Hilfe der Kettenregel (Satz 9.3) erhalten wir nach etwas Umformen den
semiglatten Newton-Schritt

(X, +¥xs, VZF(x¥)) s* = —x* + prox, ¢ (x* — yVF(x*)).
wobei wir die aktive bzw. inaktive Menge definiert haben als
A={ie{l, o nb i x{ —yIVEL <v),  Se={0,0 i\ A

Partitionieren wir auch s* sowie die rechte Seite in aktive und inaktive Komponenten, setzen
die Fallunterscheidung fiir prox, ; ein, und sortieren das lineare Gleichungssystem so um,
dass aktive und inaktive Komponenten zu Blocken zusammengefasst sind, so erhalt der
Newton-Schritt die Form einer aktiven-Mengen-Strategie; siehe auch [Ito und Kunisch 2008,
Kapitel 8.4].
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X =1L1P(Q). Inunendlichdimensionalen Funktionenrdumen gilt der Satz von Rademacher
nicht, so dass das Clarke-Subdifferential keinen algorithmisch nutzbaren Kandidaten fiir
eine Newton-Ableitung mehr liefert. Eine Ausnahme bilden Superpositionsoperatoren von
Newton-differenzierbaren skalaren Funktionen, fiir die die Newton-Ableitung punktweise
charakterisiert werden kann.

Wir betrachten wieder fiir ein offenes und beschrianktes Gebiet ) C R™ eine Carathéodory-
Funktion f: Q x R — R (d. h. f ist mef3bar in x und stetig in z) sowie fiir T < p, q < co den
zugehorigen Superpositionsoperator

F:L9(Q) —» LP(Q), [F(w)](x) = f(x,u(x)) fir fastalle x € Q.

Wir méchten nun die Newton-Ableitung DnF von F ebenfalls als Superpositionsoperator
der Newton-Ableitung D f(x, z) von z — f(x, z) darstellen. Dabei ist die Forderung, Dnf
ist ebenfalls Carathéodory-Funktion, zu einschrinkend, denn wir wollen auch unstetige
Ableitungen zulassen. Fiir unsere Zwecke geniigt eine schwichere Eigenschaft: Eine Funktion
heif3t Baire-Carathéodory-Funktion, wenn sie punktweiser Grenzwert von Carathéodory-
Funktionen ist.

Unter bestimmten Wachstumsbedingungen® an f und D f konnen wir die Newton-Differen-
zierbarkeit von f auf F {ibertragen, wobei wir wieder eine zwei-Norm-Diskrepanz beriicksich-
tigen miissen.

Satz 9.9. Sei f: Q) x R — R eine Carathéodory-Funktion. Es gelte weiterhin
(i) z — f(x,z) ist gleichmdfSig Lipschitz-stetig fiir fast alle x € Q) und f(x, 0) ist beschrinkt;

(ii) z — f(x,z) ist Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung z — Dnf(x, z) fiir fast alle
x €

(iii) DT ist eine gleichmdifSig beschrinkte Baire-Carathéodory-Funktion.

Dann ist fiir alle 1 < p < q < oo der zugehdrige Superpositionsoperator F: L4(Q) — LP(Q)
Newton-differenzierbar mit Newton-Ableitung

DnF:L9(Q) — L(LY(Q),LP(Q)), [DnF(u)hl(x) = Dnf(x,u(x))h(x)
fiir fast alle x € Q) und alleh € L9(Q).
Beweis. Zuniachst folgt aus der gleichmafliigen Lipschitz-Stetigkeit in z zusammen mit der
umgekehrten Dreiecksungleichung
1f(x,2)] < [f(x,0)] + Lzl < C+L|zlP/P  fiir fastallex € Q,z € R,

und damit die Wachstumsbedingung fiir alle 1 < p < oo. Wegen der stetigen Einbettung
L9(Q) C IP(Q) furalleT < p < q < ocoistalso F: L9(Q) — LP(Q) nach Satz 2.8
wohldefiniert und stetig.

*die deutlich abgeschwicht werden konnen; siehe [Schiela 2008, Proposition A.1]
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Ist nun u: Q — R meflbar, so ist x — Dnf(x,u(x)) nach Annahme Grenzwert einer Folge
von mefibaren Funktionen und damit selber mef8bar. Aus der gleichméafligen Beschranktheit
folgt nun insbesondere die Wachstumsbedingung fiir p’ = q und q’ = q — p. Analog
zum Beweis von Satz 2.9 erhdlt man daraus, dass der zugehdrige Superpositionsoperator
DnF:L9(Q) — L5(Q) firs := a"—ﬂ; wohldefiniert und stetig ist, und deshalb fiiru € L9(Q)
durch h — DynF(u)h ein linearer und beschrinkter Operator DyF(u) : L9(Q) — LP(Q)
definiert wird.

Um zu zeigen, dass Dy F(u) eine Newton-Ableitung von Fin u € L9(Q) ist, betrachten wir
das punktweise Residuum

|f(X-sZ)7f(qu(X))7DNf(X,Z] (Z*U.(X))‘ falls z w(x
QxR R,  1(x,z) = E=rEe] 7 u(x),
0 falls z = u(x).

Da f Carathéodory- und D f Baire-Carathéodory-Funktion ist, ist fiir beliebiges i : Q — R
mefibar auch x — r(x,1(x)) =: R(1t) meflbar (Summe, Produkt und Quotient von mefSbaren
Funktionen ist mef3bar). Fiir it € L9(Q) folgt aus der gleichmiafligen Lipschitz-Stetigkeit von
f und der gleichméfligen Beschrinktheit von D f

(03  IR@)00)| = (080 = o)) = Dt

[a(x) —uf
und damit R(it) € L*°(Q). Also ist der Superpositionsoperator R : L9(Q) — L(Q) wohl-
definiert. Sei nun {u, Jneny C L9(Q) eine Folge mit u, — u € L9(Q). Dann existiert eine
Teilfolge, die wir wieder mit {u, },, ey bezeichnen, mit u,, (x) — u(x) fiir fast alle x € Q. Da
z — f(x, z) Newton-differenzierbar ist, gilt nach Definition (x, u, (x)) — 0 punktweise fast
tiberall. Zusammen mit der Beschrénktheit (9.3) gilt daher nach dem Satz von Lebesgue auch
R(un) — 0in L*(Q) (wegen Eindeutigkeit des Grenzwertes fiir die gesamte Folge). Also folgt
fiir beliebige & € L9(Q) wegen ¢ + { = 1 aus der Holderschen Ungleichung

(%, ©(x)) ((x) —u(x))|
X)|

<L+C

[F(@) — F(u) = DNFO) (0 — w e = [[R(W) (@ — w)[re < [[ROW)[1s [T — wffra.

Setzen wir nun it := u+h firh € L9(Q) mit [[h||ra — 0, soist dies wegen ||[R(u+h)| s — 0
genau die Definition der Newton-Differenzierbarkeit von F in u. ]

Aufgrund der zwei-Norm-Diskrepanz konnen wir das semiglatte Newton-Verfahren im
Funktionenraum in der Regel nicht direkt auf Proximalpunkt-Formulierungen anwenden,
weshalb wir auf die Moreau-Yosida-Regularisierung ausweichen miissen.

Beispiel 9.10. Wir betrachten analog zu Beispiel 9.8 die Minimierung von F + G fiir F :
[2(Q) — R zweimal stetig differenzierbar und G = || - ||1. Die Proximalpunktformulierung
der notwendigen Optimalititsbedingung 0 € o(F + G)(1),

o — prox, (i —yVF(1)) =0,
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miissen wir nun als Gleichung in L%(Q) auffassen, aber prox ¢ ist nicht Newton-differenzierbar
von L2(Q) nach L?(Q). Wir ersetzen daher in der dquivalenten Optimalititsbedingung

1 € 9G*(p),
das Subdifferential von G* durch die Moreau-Yosida-Regularisierung H, := (0G*),, welche

nach Folgerung 6.14 und Beispiel 6.17 punktweise gegeben ist durch [H (p)](x) = hy (p(x))
fur

S(t—=1) fallst>1,
h, :R = R, t—<0 fallst € [—1,1],
%(t+1) falls t < —1.

Diese Funktion ist offensichtlich Lipschitz-stetig und stiickweise differenzierbar. Nach Satz 9.6
ist daher

{%} falls [t] > 1,
dchy(t) =< {0} falls [t| < 1,
[o, ﬂ falls [t| = 1,
und nach Satz 9.7 zusammen mit Satz 9.4 ist eine mogliche Newton-Ableitung
%h falls [t| > 1,

D thh=1 h=
nhy (1) Y X{It=13 {0 falls [t| < 1.

Die Funktion D,, h, ist nun gleichmaflig beschrankt und kann, wie man leicht zeigt, punkt-
weise durch eine Folge von stetigen Funktionen approximiert werden. Also ist H, : L?(Q) —
L%(Q) Newton-differenzierbar fiir alle p > 2, und eine Newton-Ableitung ist gegeben durch

[DnHy (p)hl(x) = %X{lpm}(x)h(X)-

Angenommen, p = —VF(i) € LP(Q) fiir ein p > 2. Dann ist nach Satz 9.2 und der
Kettenregel (Satz 9.3) die regularisierte Optimalitdtsbedingung

@—H, (—~VF(w) =0
Newton-differenzierbar, und wir erhalten den semiglatten Newton-Schritt

1
<Id + ;X{lw(ukm}sz(uk)) s = —u* + H, (= VF(u")).

In der Praxis hiangt der Konvergenzbereich des Newton-Verfahrens von y ab. Man 16st daher
oft eine Folge von Problemen mit abnehmendem vy, wobei man die Lésung des vorhergehen-
den Problems als Startwert fiir das folgende nimmt.
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