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UBERBLICK

Der Inhalt dieser Vorlesung sind iterative Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
und Eigenwertprobleme; der Schwerpunkt liegt dabei auf modernen Projektionsverfahren
und insbesondere auf Krylovraum-Methoden. Im Gegensatz zu den sogenannten direkten
Verfahren wie zum Beispiel der LR-Zerlegung liefern iterative Verfahren zwar immer
nur Naherungslosungen, benétigen jedoch in jedem Schritt nur die Multiplikation eines
Vektors mit einer Matrix. Dies ist insbesondere fiir Probleme mit diinn besetzten Matrizen
wichtig, die nur wenige von Null verschiedene Eintrage in jeder Zeile haben: In diesem
Fall wachst der Aufwand fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation nur linear mit der Anzahl
der Zeilen, wahrend der der LR-Zerlegung kubisch wéchst. Auflerdem sind die Faktoren
der LR-Zerlegung in der Regel voll besetzt. Da etwa bei der numerischen Lésung von
partiellen Differentialgleichungen routineméaflig (diinn besetzte) Matrizen mit mehreren
Hunderttausend bis hin zu Milliarden Zeilen auftreten, kommen hier selbst auf modernsten
Grofirechnern nur noch iterative Verfahren in Betracht.
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1 VEKTOREN UND MATRIZEN

In diesem Kapitel stellen wir einige grundlegende Definitionen und Eigenschaften zusam-
men. Diese aus fritheren Vorlesungen bereits bekannt sein, weshalb auf Beweise verzichtet
wird; der Zweck liegt in erster Linie im Festhalten von Notation. Im Allgemeinen betrachten
wir dabei komplexe Vektorraume; auf Eigenschaften, die nur fiir reelle Matrizen gelten,
wird explizit hingewiesen.

1.1 ELEMENTARE DEFINITIONEN

Wir beginnen mit der Festlegung von Notation. Sei n € N beliebig. Ein Vektor x € C" ist
stets ein Spaltenvektor; er hat die Eintrdge x; € C,1 < i < n. Der zugehorige Zeilenvektor
wird mit x” = (x, ..., x,) bezeichnet. Der adjungierte Vektor zu x ist x* := X = (X,...,%n).
Hier ist z die komplex konjugierte Zahl zu z € C.

Eine Matrix A € C™" hat die Eintrage a;; € C,1 < i, j < n, wobei der erste Index (hier
i) den Zeilenindex und der zweite Index (hier j) den Spaltenindex bezeichnet. Die Matrix
A € C?* hat also die Eintrige
A= an a2 ‘
dz1 az2

Sind n Vektoren ay, . . ., a, € C" gegeben, konnen wir daraus eine Matrix A € C™" bilden,
deren j-te Spalte der Vektor a; ist. Dies driicken wir aus durch

A=layay,...,a,].

Die transponierte Matrix zu A € C™" bezeichnen wir mit A; sie hat die Eintrige a;;. Die

—T _
adjungierte Matrix A* := A" hat dagegen die Eintrage aj;. Ist A € R™", so ist natiirlich
A* = Al

Damit konnen wir nun bestimmte Klassen von Matrizen unterscheiden. Die Matrix A €

C™" heif3t
« symmetrisch, falls AT =A gilt,
« selbstadjungiert, falls A* = A gilt,
« schiefsymmetrisch (bzw. schiefadjungiert), falls AT = —A (bzw. A* = —A) gilt,



1 VEKTOREN UND MATRIZEN

« normal, falls A*A = AA* gilt,

« unitdr, falls A*A = I gilt, wobei I die Einheitsmatrix (oder Identitit) bezeichnet. (Ist
A € R™" g0 bedeutet dies, dass ATA = I ist, und man nennt A orthogonal.)

1.2 MATRIZEN UND UNTERRAUME

Ein Unterraum von C" ist eine nichtleere Teilmenge U c C", die abgeschlossen beziiglich
Addition und Multiplikation mit (komplexen) Skalaren ist. Eine Menge {uy, ..., ux} c C",
k € N, von Vektoren erzeugt einen Unterraum U C C" — genannt Spann der u; — indem
wir die Menge aller Linearkombinationen der u; betrachten:

k
U =span{uy,...,ux} == {Zaiui o €C 1< Sk}.
i=1

Sind die u; linear unabhéngig, so bilden die Vektoren u, . . ., ux eine Basis von U, und U
hat die Dimension k (geschrieben: dim(U) = k).

Eine Matrix A € C™" definiert nun zwei wichtige Unterraume von C™:

« Das Bild von A ist der Spann aller Spalten von A, kurz
Im(A) := {Ax : x € C"}.

Der (Spalten-)Rang von A ist definiert als die maximale Anzahl der linear unabhangi-
gen Spalten von A:
rank(A) := dim(Im(A)).

« Der Kern von A ist die Menge aller Vektoren, die durch A auf 0 € C" abgebildet
werden:
Ker(A) ={x € C" : Ax=0}.

Falls Ker(A) # {0} ist, heif}t A singuldr, ansonsten reguldr. In letzterem Fall hat das
lineare Gleichungssystem Ax = b fiir alle b € C" eine eindeutige Losung x* € C".

Ein Fundamentalsatz der Linearen Algebra ist nun, dass jeder Vektor x € C" eindeutig als
Summe eines Vektors aus dem Bild von A und eines Vektors aus dem Kern von A* (und
umgekehrt) dargestellt werden kann. Der Raum C" ist also die direkte Summe aus Bild und
Kern:

C" =Im(A) ® Ker(A") = Im(A™) @ Ker(A).

Oft werden wir auch das Bild eines Unterraums U C C" unter einer Matrix A € C™™"
betrachten:
AU = {Ax : x e U}

Gilt AU c U, so nennen wir U invariant unter A.
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1.3 VEKTOR- UND MATRIXNORMEN

Da ein iteratives Verfahren immer nur Naherungen an einen gesuchten Vektor liefern kann,
ist es wichtig, Fehler messen zu konnen. Dafiir werden Vektornormen eingefiihrt:

Die Abbildung ||-]| : C" — R heifit Norm, falls
(N1) ||x|| > 0 fir alle x € C", und ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0;
(n2) fiir alle « € C und x € C" gilt ||ax|| = |a|||x]l;

(n3) fir alle x, y € C" gilt die Dreiecksungleichung

[l + yII < llxll + [yl

Die wichtigsten Beispiele sind die p-Normen auf C":

1
n ;
llxl, = (Z|xi|P) fir1 < p < oo,
i=1

||| := max |x;]|.
i=1,...,n
Wie wir sehen werden, hat die euklidische Norm |||, unter allen p-Normen eine ausge-
zeichnete Stellung. Wir vereinbaren daher, dass — soweit nicht anders angegeben — eine
nicht weiter spezifizierte Norm ||x|| stets die euklidische Norm ||x||, bezeichnet.

Auf endlichdimensionalen Vektorrdaumen (also insbesondere auf C") sind alle Normen
aquivalent: Sind ||-|| und ||| zwei Normen, so existieren zwei Konstanten c;,¢; > 0, so
dass fiir alle x € C" gilt:

cillxll < lIx|l” < eallx]l.

Jede Matrix A € C™" lasst sich als Vektor im Raum c) auffassen, womit sich jede
dieser Normen auch zur Untersuchung einer Matrix verwenden liefe. Jedoch sind Matrizen
auch lineare Operatoren, die auf Vektoren wirken. Um dies zu beriicksichtigen, verlangen
wir von einer Matrixnorm iiber die Normaxiome hinaus zusétzliche Eigenschaften: Eine
Matrixnorm ||-||3s : C™" — R heif3t

o submultiplikativ, falls ||AB||m < ||Allp|| Bl as fur alle A, B € C™" gilt.

« vertrdglich mit einer Vektornorm ||-||y, wenn fiir alle A € C"™" und x € C" gilt:

lAx[ly < [|Allmllx]lv.
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Fiir eine Vektornorm ||-||y auf C" heif3t die durch

A
(1) Al = sup 12XV
U el

definierte Norm die (durch ||-||v) induzierte Norm. Jede induzierte Norm ist submultiplikativ
und mit der sie induzierenden Vektornorm vertraglich. Auch hier stellen die p-Normen
die wichtigsten Beispiele, und wir bezeichnen die durch die p-(Vektor-)Norm induzierte
Matrixnorm wieder mit |||, wo dies nicht zu Verwechslung fithren kann. Einige induzierte
p-Normen haben eine explizite Darstellung:

n
« p =1 (Spaltensummennorm): ||A||; = max izlllaijl,

n
o p = oo (Zeilensummennorm): ||Al|c = max jzz;laiﬂ.
Wieder hat die Norm fir p = 2 (die sogenannte Spektralnorm) eine besondere Stellung; fiir
diese existiert aber keine explizite Darstellung tiber die Eintrage (sie kann aber mit Hilfe
von Eigenwerten charakterisiert werden).

Nicht alle Matrixnormen sind induzierte Normen. Auch die Frobenius-Norm ist submulti-
plikativ und vertraglich mit der euklidischen Norm':

n
IAllF = [ D] laijI2.
=i

Der Wert der Frobeniusnorm besteht darin, dass sie eine scharfe obere Schranke fur die
- schwer zu berechnende - Spektralnorm darstellt. (Wie Vektornormen sind auch alle
Matrixnormen dquivalent.)

'Sie entspricht der euklidischen Norm von A € C™", aufgefasst als Vektor in c.
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Moderne Iterationsverfahren nutzen in fundamentaler Weise die Geometrie des euklidi-
schen Vektorraums C" aus. Diese Geometrie wird im Wesentlichen durch den Begriff des
Skalarprodukts und der dadurch definierten Orthogonalitét vermittelt.

2.1 SKALARPRODUKT UND ORTHOGONALITAT

Eine Abbildung (-, -) : C" X C" — C heif3t Skalarprodukt, falls
(s1) fiir alle x, y € C" gilt (x, y) = (y,x);
(s2) furalle a,f € Cund x, y,z € C" gilt

(ax + By, z) = alx, z) + f{y, 2),
(z,ax + By) = @z, x) + Bz, y);

(s3) fir alle x € C" gilt (x, x) > 0, wobei (x, x) = 0 genau dann gilt, wenn x = 0 ist."
Jedes Skalarprodukt induziert eine Norm durch
IxlI? = (x, x),
und fiir eine so induzierte Norm gilt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung:

[ < Hlxpll-

Das kanonische Skalarprodukt im C" ist
n
(x, )2 = y'x = D xiVi,
i=1

welches die euklidische Norm ||x||; induziert. In den nachfolgenden Kapiteln wird das
kanonische Skalarprodukt daher in der Regel einfach mit (., -) bezeichnet.

"Wegen (s1) ist {(x, x) = (x, x) und damit (x, x) € R.
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Von besonderem Interesse fiir uns ist das Zusammenspiel von Matrizen und Skalarproduk-
ten. Zunachst folgt aus der Definition des kanonischen Skalarprodukts und der adjungierten
Matrix sofort, dass fir alle A € C™" und x, y € C" gilt:

(Ax, y) = (x,A%y).
Eine reelle Matrix A € R™" heif3t positiv definit, wenn gilt
(Ax,x) >0 furallex € R"\ {0}.
Ist A € R™" selbstadjungiert und positiv definit, so wird durch
(X, y)a = (x,Ay)

ein Skalarprodukt definiert. Dieses induziert die sogenannte Energienorm ||x||12;l = (x, Ax).
Beide werden fiir die Krylovraum-Verfahren von fundamentaler Wichtigkeit sein. (Diese
Begriffe konnen auf komplexe Matrizen tibetragen werden; dies wird im néachsten Kapitel

behandelt.)

Aus (2.1) folgt auch, dass fir jede unitidre Matrix Q € C™" gilt
(2.1) |10x]|2 = [|x]|2 fiir alle x € C".

Unitare Matrizen sind also Isometrien, d. h. langenerhaltend.

Zwei Vektoren x,y € C" heiflen orthogonal (beztiglich des Skalarprodukts (-, -)), falls
(x, y) = 0 gilt. Eine Menge {x1,...,x,} C C" heif3t orthogonal, falls ihre Elemente paar-
weise orthogonal sind, d. h. es gilt

(xi,xj) =0 furallei# j.

Ist zusatzlich (x;, x;) = 1fir alle 1 < i < m, so nennt man die Menge orthonormal. Zwei

Mengen {xy,...,x,} und {y1,..., yn} heillen biorthogonal, wenn fir alle1 < i,j < m
gilt:
1, 1=},
Xi, ¥j) = 0ij =
(xi, ¥j) j {0, P .

Ein Vektor x € C" ist orthogonal zu einem Unterraum U C C" (geschrieben x L U), falls x
orthogonal zu allen u € U ist. Aus der Sesquilinearitat des Skalarprodukts (Eigenschaft (s2))
folgt, dass eine dquivalente Bedingung dafiir die Orthogonalitat zu einer Basis uy, .. ., Uy,
von U ist:

x1U & (xu;)=0 furalle 1<i<m.

Die Menge aller zu U orthogonalen Vektoren nennt man das orthogonale Komplement von
U:
Ut={xeC": xLU}.
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Insbesondere ist (C")* = {0}. Weiterhin ist (U*)* = U fiir jeden Unterraum U. Auf3erdem
gilt fiir jeden Unterraum U c C", dass

(2:2) C'=UeU"
ist. Jeder Vektor x € C" kann also auf eindeutige Weise dargestellt werden als
xX=u+u,, ueU, uleUl.

Durch die Zuordnung x +— u wird eine lineare Abbildung P : C* — U definiert, die
P(P(x)) = P(x) fur alle x € C" erfiillt. Solche Abbildungen nennt man Projektionen, und
sie stellen die Grundlage vieler Iterationsverfahren dar.

2.2 PROJEKTIONEN

Wir betrachten zunéchst moglichst allgemeine Projektionen, bevor wir auf den Spezial-
fall der orthogonalen Zerlegung zuriickkommen. Im folgenden sei (-, -) ein beliebiges
Skalarprodukt und ||-|| die dadurch induzierte Norm.

Definition 2.1. Eine lineare Abbildung P : C* — C" heif3t Projektion, falls gilt

P?.=PoP=P.

Die folgenden Eigenschaften sind eine direkte Folgerung aus der Definition. Sei P eine
Projektion. Dann gilt:

« I — P ist eine Projektion;
« Ker(P) =Im(I — P);
« Ker(P) N Im(P) = {0}.

Aus den letzten beiden Eigenschaften und der Gleichung x = x — Px + Px = (I — P)x + Px
folgt sofort
C" = Ker(P) ® Im(P).

Sind umgekehrt zwei Unterraume M und S mit C* = M @ S gegeben, kénnen wir mit ihrer
Hilfe eine Projektion P definieren: Haben wir die (eindeutige) Darstellung x = v + w mit
v € M und w € S, so setzen wir Px := v. Wir nennen dann P die Projektion auf M entlang S.
Offensichtlich ist Im(P) = M und Ker(P) = S. Wir halten also fest: Eine Projektion wird
durch ihr Bild und ihren Kern eindeutig festgelegt.

Oft ist es bequemer, statt S das orthogonale Komplement L := S* zu spezifizieren. Wir
sprechen dann von der Projektion auf M senkrecht zu L. Wieder gilt: Durch M (= Im(P)) und
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L (= Ker(P)* = Im(I—P)*)? wird eine Projektion P eindeutig festgelegt, wenn C" = M@ L™+
ist. Eine hinreichende Bedingung fiir die Zerlegbarkeit von C" in eine direkte Summe von
M und L* kann wie folgt gegeben werden:

Satz 2.2. Seien M und L Unterrdume von C" mit dim(M) =dim(L) =m <nund MNL*+ =
{0}. Dann wird durch die Zuordnung P : x — v mit

(i) veM,
(ii) (x —v) LL,
eine Projektion P : C" — M eindeutig festgelegt.

Die durch die Zerlegung in (2.2) vermittelte Projektion erkennen wir also als den Spezialfall
M = L = U wieder, der sich durch einige niitzliche Eigenschaften auszeichnet.

Definition 2.3. Eine Projektion heif3t orthogonal, wenn Ker(P) = Im(P)* ist. Eine nicht-
orthogonale Projektion nennt man schiefe Projektion.

Um orthogonale Projektionen zu charakterisieren, ohne Kern und Bild bestimmen zu
missen, betrachten wir zuerst die zu einer (schiefen) Projektion P adjungierte Abbildung
P*, definiert durch

(2.3) (P*x,y) =(x,Py) furallex,ye C"
Diese ist selber eine Projektion, denn fiir alle x, y € C" gilt

((P")%x, y) = (P*x,Py) = (x, P’y) = (x,Py) = (P*x, y).

Also ist (P*)?x — P*x € (C")* = {0} und damit (P*)? = P*. Weiterhin folgt aus (2.3),
dass y € Ker(P) impliziert, dass y L Im(P*) ist, und umgekehrt. Genauso ist x € Ker(P")
aquivalent zu x L Im(P). Es gilt also:

Ker(P*) = Im(P)™,
(2.4) {

Ker(P) = Im(P*)*.
Da Bild und Kern die Projektion eindeutig charakterisieren, folgern wir, dass P* die Projekti-
on auf Ker(P)* senkrecht zu Im(P) ist. Aulerdem bedeutet (2.4) auch, dass eine Projektion

P orthogonal ist, wenn P* = P, also P selbstadjungiert ist. Tatsachlich gilt auch die Umkeh-
rung:

Lemma 2.4. Eine Projektion P ist orthogonal genau dann, wenn sie selbstadjungiert ist.

*Daraus folgt sofort die niitzliche Aquivalenz Px =0 & x L L

10



2 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Beweis. Dass selbstadjungierte Projektionen orthogonal sind, folgt direkt aus der Definition
und (2.4). Sei nun P eine orthogonale Projektion. Dann ist

Ker(P) = Im(P)* = Ker(P"),
Im(P) = Ker(P)* = Im(P"),

wieder nach Definition und (2.4). Da eine Projektion durch Bild und Kern eindeutig festge-
legt wird, muss P* = P gelten. m]

Wir sammeln nun einige niitzliche Eigenschaften orthogonaler Projektionen. Ist P eine
orthogonale Projektion, so gilt Im(P) = Ker(P)* = Im(I — P)*. Daraus folgt sofort:

(Px, (I — P)x) =0 furalle x € C".
Also ist fur x € C"
Il = IPx + (I = P)xI* = IPx||* + (I = P)x|I%,
da der gemischte Term verschwindet. Weil der letzte Summand nichtnegativ ist, muss
1Px]|? < lx]|?

gelten. Da ||Px|| = ||x|| fiir x € Im P gilt, folgt aus der Definition der induzierten Norm,
dass (falls P # 0)

(25) I|P|| =1

ist.3 Die fiir uns wichtigste Eigenschaft ist jedoch die Optimalitat der orthogonalen Projek-
tion beziiglich bestimmter Minimierungsprobleme:

Satz 2.5. Sei P eine orthogonale Projektion auf einen Unterraum U C C" und z € C" gegeben.
Dann ist
||Pz — z|| = min||x — z||.
xeU

Beweis. Sei x € U beliebig. Dann ist auch Pz — x € U und wegen U = Im(P) = Im(I — P)*
ist (z — Pz, Pz — x) = 0. Daraus folgt aber
lx — z||> = ||z = Pz + Pz — x||* = ||x — Pz||* + ||z — Pz||* > ||z — Pz||%,

mit Gleichheit fur x = Pz € U. m]

Wir geben noch fiir spatere Verwendung eine alternative Formulierung dieser Tatsache
an:

3Dagegen gilt fiir schiefe Projektionen stets ||P|| > 1!

11
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Folgerung 2.6. Sei U ein Unterraum von C" und z € C". Dann ist

llx* — 2|| = min||x - z||
xeU

genau dann, wenn

k

x*eU und x*—z1U

gilt.

Um Projektionen einfach berechnen zu kénnen, suchen wir nun nach Matrixdarstellungen
von schiefen und orthogonalen Projektionen. Dazu benétigen wir eine Basis der betroffenen
Unterraume. Seien M und L wieder Unterraume von C" der Dimension m < n, und P
die Projektion auf M senkrecht zu L (beztiglich des kanonischen Skalarprodukts). Wir
betrachten nun eine Basis vy, ..., v, von M und eine Basis wy, ..., w, von L, sowie die
Matrizen

V= [ovy,...,0m], W= [wy,..., wy] € C™™,

Sei nun Px € M beliebig. Dann existiert ein £ € C™ mit

Px = Ew = Ve
i=1

und die Bedingung x — Px L L ist Aquivalent zu
wi(x =V =(x-VEw;) =0 firallel1<j<m.
Schreiben wir diese m Bedingungen als einen Vektor, so erhalten wir die Gleichung
Wi (x-Vé& =0eC™

Wir betrachten nun zwei Falle:

(i) V und W sind biorthogonal (d. h. (v;, w;) = §;;). Dann ist W*V = I und wir kénnen
nach & auflosen: £ = W*x. Also ist

(2.6) Px=VE=VWx.
(ii) V und W sind nicht biorthogonal. Dann ist W*V¢ = W*x. Da nach Voraussetzung
M N L+ = {0} (also kein nicht-trivialer Vektor in M orthogonal zu L) ist, ist W*V €

C™™ nicht singuldr (sonst miisste wiv = 0 fiireino = V& € M, & # 0, und alle
1 < i < m sein, im Widerspruch zur Voraussetzung). Wir erhalten dann

Px = V(W*V)'W*x.

12



2 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Ist P eine orthogonale Projektion auf M, und vy, ...,0,, eine orthonormale Basis, dann
vereinfacht sich (2.6) zu

(2.7) Px =VV*x.

Es ist hilfreich, diese Matrixmultiplikation komponentenweise zu betrachten: Der i-te
Eintrag des Vektors V*x ist v}'x. Die Matrixmultiplikation mit V' bildet dann eine Linear-
kombination der Spalten von V:

m

(2.8) VVix = Z(x, 0;)v;.

i=1

Dies entspricht der gewohnten Berechnung der Projektion mit Hilfe einer Orthonormalbasis.
Effiziente und stabile Algorithmen zur Konstruktion solch einer Basis stellen also einen
Kern aller projektionsbasierten Verfahren dar.

2.3 ORTHONORMALISIERUNGSVERFAHREN

Jeder Unterraum besitzt eine orthonormale Basis, die sich aus einer gegebenen Basis

X1, - - - » Xy mit Hilfe des Gram—Schmidt-Verfahrens konstruieren lasst. Dabei wird schritt-
weise die neue Basis g, . . ., g, so konstruiert, dass die einzelnen Vektoren g; normiert
(d.h. ||lg;|]| = 1) und orthogonal zu den bereits konstruierten Vektoren g; fiir j < i sowie

im Spann der x; fiir k < i sind. Wir subtrahieren von x; also alle Beitrége, die bereits in
Richtung der g; liegen. Bezeichnet P; die orthogonale Projektion auf {g;}, so setzen wir

gi == xi = Pix; — Pyx; — - - = Piyx;

und normieren anschlieBend
qi = Gl G-
Mit Hilfe der Darstellung (2.8) der Projektion auf {v;} erhalten wir den Algorithmus 2.1,

von dem man sich leicht vergewissert, dass er genau dann vorzeitig abbricht, wenn die x;
linear abhéngig sind, und ansonsten orthonormale Vektoren produziert.

Betrachten wir Schritt 6 und 11 in Algorithmus 2.1 und 16sen wir nach x; auf, so erhalten

WIr ]
J

.X'j = Z rl-jqi.
i=1

Bezeichnen wir mit R die obere Dreiecksmatrix mit den Eintrdgen r;;, i < j, und schreiben
Q= [qi...,qm], so ist x; die jte Spalte von QR und daher

X :=[x1,...,xm] = OR.

Weiter ist Q unitér (da die Spalten von Q nach Konstruktion orthonormal sind). Das Gram-
Schmidt-Verfahren berechnet also die QR-Zerlegung der Matrix X.

13



2 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Algorithmus 2.1 Gram-Schmidt-Verfahren
Input: xy,...,x, € C"\ {0}

tory = x|

2 q1=x1/rn

3: for j=2,...,mdo

4 fori=1,...,j—1do

5 rij = (xj, qi)

6 G=x;- X g
7: Fjj = llqll

8: ifrjj:Othen

9 stop

10 else

11 qj =q/rjj

Output: q,....qnm

Aufgrund von Rundungsfehlern kann die Orthogonalitat der Vektoren aber verloren gehen,
wenn viele Projektionen subtrahiert werden miissen. Ein numerisch stabileres Verfahren
erhélt man, indem man statt der Subtraktion jeweils auf das orthogonale Komplement von
{q;} projiziert:

gi = = Pi-1)...(I - P2)(I - P)x;.

Dieses Vorgehen fiihrt auf das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren (Algorithmus 2.2).

Algorithmus 2.2 Modifiziertes Gram—-Schmidt-Verfahren
Input: xi,...,x, € C"\ {0}
1. Iy = ||X1||

2: (I1:X1/r11
3: for j=2,...,mdo

4: c}:xj

5 fori=1,...,j—1do
6 rij = (4.9

7 q=4-rijqi

8 rij = |14l

9 if r;; = 0 then

10: stop

11 else

12: qj :C}/l’jj

Output: q,...,qnm

Neben Projektionen bieten sich auch Givens-Rotationen und Householder-Reflexionen als
Grundlage fiir Orthonormalisierungsverfahren beziehungsweise die Berechnung der QR-

14



2 ORTHOGONALITAT UND PROJEKTIONEN

Zerlegung einer Matrix an. Wir werden spéater auch spezialisierte Verfahren kennenlernen,
die an die Struktur der Basisvektoren bestimmter Unterrdume angepasst sind.

15



3 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Eigenwerte (und Eigenvektoren) sind niitzliche Begriffe, um die Abbildungseigenschaften
von Matrizen zu charakterisieren. Sie stellen daher sehr wichtige Hilfsmittel zur Analyse
iterativer Verfahren dar. Wir sammeln deshalb einige fundamentale Konzepte. Kernpunkt
dieses Kapitels sind die Jordan-Normalform und insbesondere die Schurfaktorisierung als
zentrales Werkzeug in allen weiteren Kapiteln.

3.1 DEFINITIONEN UND ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN

Sei A € C™" Ein A € C heifit Eigenwert von A, falls es einv € C" \ {0} gibt mit
Av = Av.

Solch ein v heif3t dann Eigenvektor zum Eigenwert A; das Tupel (A, v) wird auch Eigenpaar
genannt. Wenn v ein Eigenvektor ist, dann ist auch jedes skalare Vielfache von v ein
Eigenvektor zum selben Eigenwert. Wir konnen daher stets einen Eigenvektor mit Norm 1

finden.

Damit A ein Eigenwert ist, muss also die Matrix A— Al singulér sein, und umgekehrt. Dies ist
aber dquivalent mit der Bedingung det(A — AI) = 0. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra
folgt nun, dass jede Matrix in C"™" genau n Eigenwerte besitzt (die nicht verschieden sein
miissen, und auch bei reellen Matrizen komplex sein konnen). Umgekehrt bedeutet dies,
dass A singulér ist genau dann, wenn 0 ein Eigenwert von A ist.

Die Menge aller Eigenwerte von A nennt man das Spektrum von A,
o(A) ={AeC : det(A-AI) =0}.
Der Spektralradius von A ist definiert als der betragsgrofite Eigenwert,

A) = Al.
p(A) Arer;a&)l |

Aus der Charakterisierung von Eigenwerten iiber die Determinante folgt direkt: Ist A
Eigenwert von A, so ist

16



3 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

. A Eigenwert von AT und
e 1 Eigenwert von A™.

Einen Eigenvektor zum Eigenwert A von A* nennt man auch Links-Eigenvektor zum Eigen-
wert A von A. Will man den Unterschied betonen, spricht man vom Rechts-Eigenvektor v
zum Eigenwert A von A, wenn Av = Ao gilt.

Eine weitere niitzliche Charakterisierung ist folgende: Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A
von A, so gilt (fiir das kanonische Skalarprodukt)
(Av, v)
. A= :
Y @.0)
Dies bedeutet, dass selbstadjungierte Matrizen reelle Eigenwerte haben: Ist namlich o ein
normierter Eigenvektor der selbstadjungierten Matrix A € C™" zum Eigenwert A, so gilt

A = (Av,0) = (v, Av) = (Av,0) = A,

weshalb der Imaginérteil von A gleich 0 sein muss. Fir Eigenwerte selbstadjungierter
Matrizen gilt auch das folgende min-max-Prinzip:

Satz 3.1 (Courant—Fischer). Sei A € C™" selbstadjungiert und seien
M2l > 2 A,

die Eigenwerte von A. Dann gilt fiir alle1 < k < n:

. (x, Ax) . {x,Ax)
A = min max = max min .
S,dim(S)=n—k+1xeS\{0} (x,X)  Sdim(S)=k xeS\{0} {x, x)

Folgerung 3.2. Seien A;, 1 < i < n, die wie in Satz 3.1 geordneten Eigenwerte von A € C™",
Dann gilt

(x, Ax)
Al = max ,
xeCm\{0} {x,X)
. {x, Ax)
A, = min

xeCn\{0} (x,x)

Damit erhalten wir eine explizite Darstellung der Spektralnorm einer Matrix A € C™":

lAx|IZ . (Ax,Ax) (x,A"Ax) _

Al = = Rnithln A A il A Y
1AIl xeCm\{0} ||x||§ xeC™\{0} (x,Xx) xeCm\{0} {x,x) !

wobei 07 der grofite Eigenwert der (selbstadjungierten) Matrix A*A ist. Da wegen (x, A*Ax) =
(Ax, Ax) = ||Ax||? = 0 und Satz 3.1 alle Eigenwerte von A*A nichtnegativ sind, erhalten

wir
IA]lz = Vp(A*A).

Umgekehrt konnen wir den Spektralradius einer Matrix durch eine beliebige Matrixnorm
abschitzen.
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3 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Lemma 3.3. Sei A € C™" und ||-||m eine Matrixnorm, die vertraglich ist mit der Vektornorm
||-[lv. Dann gilt

1

p(A) < (||Ak||M)E fir allek € N,

Beweis. Sei A € C ein Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor v. Dann ist
k k k k
A llollv = [[4%llv = [|A%[lv < [|A™mlloflv.

Division auf beiden Seiten mit ||o||y # 0 liefert die gewiinschte Abschiatzung. O

Fiir positiv definite Matrizen erhalten wir aus der Charakterisierung (3.1), dass alle Eigen-
werte A > 0 erfiillen: Sowohl Zahler als auch Nenner miissen positiv sein. Wir bekommen
sogar eine quantitative Abschétzung:

Satz 3.4. Sei A € R™" positiv definit. Dann ist A nicht singuldr, und es existiert ein & > 0 mit

(Ax,x) > al|x||3 fur alle x € R".

Beweis. Wire A singuldr, so musste ein x € R" \ {0} mit Ax = 0 existieren. Dann wére
aber (Ax, x) = 0, was im Widerspruch zur Definitheit von A steht. Um die Abschiatzung zu
zeigen, schreiben wir

1 1
A= 5(A+AT)+E(A—AT) =: 51 + Sy.

Man priift leicht nach, dass S; symmetrisch und positiv definit ist, und dass (x, Sox) = 0
fur alle x € R” gilt. Folgerung 3.2 ergibt dann, dass fur beliebiges x € R" \ {0} gilt

(Ax, x) ] (Ax, x) ] (x, S1x)
>  min = min =
(x,x) — xeRm\{o} (x,x)  xeRm\{0} (X, x)

Gn s

wobei o, der kleinste Eigenwert von S; ist. Da A positiv definit ist, kdnnen wir ¢ = ¢, > 0
wahlen. O

Da eine selbstadjungierte Matrix A € C™" reelle Eigenwerte hat, kann man obige Uberle-
gungen auch auf komplexe selbstadjungierte und positiv definite Matrizen (d. h. (Ax,x) > 0
gilt fur alle x € C™"\ {0}) anwenden. (Im Gegensatz zum reellen Fall ist positive Definitheit
aber nur fir selbstadjungierte Matrizen definiert.)
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3 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

3.2 AHNLICHKEITSTRANSFORMATIONEN

In diesem Abschnitt betrachten wir die Geometrie der Eigenvektoren genauer. Insbesondere
fragen wir uns, ob es eine Basis des C" gibt, in der die Eigenwerte einer Matrix direkt
ablesbar sind. Matrizen, die dieselbe lineare Abbildung, aber beziiglich unterschiedlicher
Basen, vermitteln, nennt man dhnlich.

Definition 3.5. Zwei Matrizen A,B € C™" heiflen dhnlich, falls eine reguldre Matrix
X € C™™" existiert mit
A=XBX.

Ist X unitér (orthogonal), so nennt man A unitdr (orthogonal) dhnlich zu B.

Ist A ein Eigenwert von B mit Eigenvektor v, so ist A auch Eigenwert von A mit Eigenvektor
w = Xv, denn
Aw = X (Av) = XBo = AXv.

Der einfachste Fall ist sicherlich, wenn die Matrix B diagonal ist (d.h. b;; = 0 fiir i # j gilt),
da dann die Eigenwerte genau die Diagonaleintrage sind. Solche Matrizen nennen wir dia-
gonalisierbar. Die Spalten von X bilden in diesem Fall eine Basis von C" aus Eigenvektoren
von A.

Satz 3.6. Eine Matrix A € C™" ist genau dann diagonalisierbar, wenn A genau n linear
unabhdingige Eigenvektoren hat.

Beweis. Sei X € C™" regulir und D € C™" eine Diagonalmatrix mit A = XDX ! bezie-
hungsweise AX = XD. Dies ist d4quivalent zu der Bedingung, dass alle Spalten x;,1 < i < n,
von X linear unabhéangig sind und dass Ax; = d;;x; gilt. Das bedeutet aber, dass d;; Eigenwert
von A mit Eigenvektor x; ist fir alle1 < i < n. O

Man priift leicht nach, dass Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten linear unab-
hingig sind." Allerdings gibt es Matrizen mit mehrfachen Eigenwerten (d. h. A; = A; fur
i # j), deren zugehorige Eigenvektoren zusammenfallen. Was konnen wir in diesem Fall
erwarten?

Verlangen wir nur Ahnlichkeit zu einer Block-Diagonalmatrix, so liefert uns die Jordan-
Normalform das Gewlinschte.

'Ist A normal, sind die Eigenvektoren sogar orthogonal, wie wir spiter sehen werden.
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3 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Satz 3.7. Jede Matrix A € C™" ist dhnlich zu einer Block-Diagonalmatrix | € C™",

N 0 Ji 0 A1 0
B J2 _ Jiz ~
J= . Ji= o Jik = PR
0 Jp 0 Jim; 0 Ai

wobei jeder Block J; zu einem verschiedenen Eigenwert A; von A und jeder Unterblock Ji. zu
einem verschieden Eigenvektor vy zum Eigenwert A; korrespondiert.

Die Jordan-Normalform ist ein sehr wichtiges theoretisches Hilfsmittel, aber nicht fir
numerische Berechnungen geeignet, da sie sehr schlecht konditioniert ist. Fiir unsere
Zwecke geniigt es jedoch, eine obere Dreiecksmatrix R zu finden (d.h. t;; = 0 fiir alle
i > j), da auch dort die Eigenwerte auf der Diagonalen stehen. (Dies folgt direkt aus dem
Laplaceschen Entwicklungssatz fiir det(A — AI).) Dass dies immer moglich ist, garantiert
die Schur-Normalform.

Satz 3.8. Sei A € C™". Dann existiert eine unitdre Matrix Q € C™" und eine obere Dreiecks-
matrix R € C™" mit A = Q*RQ.

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Sei nun n > 1
und A € C™" beliebig. Dann hat A einen Eigenwert A mit zugehorigem Eigenvektor v, den
wir normiert wahlen kénnen (||o|| = 1). Die Menge {0} kann dann zu einer orthonormalen
Basis v, uy, . . ., u, erganzt werden, die wir als Matrix V = [0, U] mit U = [uy, ..., u,]
schreiben. Dann ist AV = [Av, AU| und deshalb

. |0 _ (A AU
(3.2) VAV = [U*} [0, AU] = (0 U*AU)'

Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung auf B := U*AU € C(n=Dx(n=1) an und erhal-
ten eine unitire Matrix Q; € C(=Dx(n-1) ynd eine obere Dreiecksmatrix R; € C(n~Dx(n-D)
mit R; = Oy BQ;. Multiplizieren wir nun (3.2) mit der unitdren Matrix

A 1 O
€ (0 Ql)
von rechts und mit Q* von links, so ergibt das

A ~ (A AU A AU

"(VFAV)Q = . = ,
cwan=[y go) (o i)
mit einer oberen Dreiecksmatrix R;. Da die Spalten von V nach Konstruktion orthonormal

sind, ist Q := VQ € C™" als Produkt unitirer Matrizen unitir, woraus die Aussage folgt. O
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3 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Die Spalten von Q werden als Schurvektoren bezeichnet; ist A normal, so sind die Schur-
vektoren auch Eigenvektoren. Fiir eine reelle Matrix A ist auch eine rein reelle Zerlegung
moglich. Da die Eigenwerte komplex sein konnen, erhalten wir in diesem Fall nur noch
eine obere Block-Dreiecksmatrix, genannt reelle Schur-Normalform.

Folgerung 3.9. Sei A € R™". Dann existiert eine orthogonale Matrix Q € R™", so dass

R1 *

(3-3) 0TAQ = =R
0 R,

gilt, wobei alle R; reell und entweder 1 X 1- oder 2 X 2-Matrizen sind. (In letzterem Fall hat R;
ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte.) Weiterhin gilt

m

o(A) = U o(R;).

i=1

Die Schurform erlaubt uns, einige interessante Aussagen iiber normale Matrizen zu bewei-
sen.

Lemma 3.10. Sei A € C"™" normal und habe obere Dreiecksform. Dann ist A eine Diagonal-
matrix.

Beweis. Fiir eine normale Matrix A gilt A*A = AA*. Berechnen wir das Matrixprodukt und
betrachten jeweils das erste Diagonalelement, so erhalten wir

n
|a11|2 = Z|a1j|2-
Jj=1

Dies ist aber nur méglich, wenn a;; = 0 ist fiir 1 < j < n. Damit bleibt auch im zweiten
Diagonalelement von A*A nur der quadratische Term tibrig, und wir folgern ebenso, dass
ayj = 0 fiir 2 < j < nist. Wenn wir diese Prozedur bis zum (n — 1)-ten Diagonalelement
fortsetzen, erhalten wir wie gewiinscht, dass a;; = 0 ist fiir alle i < j. O

Damit kénnen wir nun folgendes Resultat beweisen:

Satz 3.11. Eine Matrix A € C™" ist normal genau dann, wenn sie unitdr dhnlich zu einer
Diagonalmatrix ist.
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3 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Beweis. Wenn A unitér dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist, dann existiert eine unitare
Matrix Q und eine Diagonalmatrix D mit A = QDQ". Damit gilt

A"A = (QDQ")*(QDQ") = QD*(Q"Q)DQ" = QD*DQ"
= QDD"Q" = QD(Q"Q)D"Q" = (QDQ")(QDQ")"
= AA*,

da Diagonalmatrizen miteinander kommutieren.

Sei nun umgekehrt A normal. Die Schurform von A ist dann A = Q*RQ mit einer unitiren
Matrix Q und einer oberen Dreiecksmatrix R. Daraus folgt

Q"R'RQ = (Q"'R'Q)(Q"RQ) = A"A = AA" = (Q"RQ)(Q"R'Q) = Q"RR°Q.

Multiplizieren wir mit Q von links und Q* von rechts, erhalten wir R*R = RR*. Also ist R
eine normale, obere Dreiecksmatrix und darum nach Lemma 3.10 diagonal. Die Schurform
liefert also die gesuchte Ahnlichkeitstransformation. m]

Eine normale Matrix ist also diagonalisierbar, und ihre Eigenvektoren - die genau die
Spalten von Q bilden - sind orthonormal.

Folgerung 3.12. Sei A € C™" normal. Dann bilden die Eigenvektoren von A eine Orthonor-
malbasis von C".

Normale Matrizen sind gewissermaflen der Idealfall fiir viele Algorithmen. Das gilt beson-
ders fir die selbstadjungierten Matrizen, die offensichtlich auch normal sind. Wir haben
bereits gesehen, dass solche Matrizen reelle Eigenwerte besitzen. Umgekehrt muss eine
normale Matrix mit reellen Eigenwerten selbstadjungiert sein: Ist A normal, so gibt es eine
unitdare Matrix Q und eine Diagonalmatrix D mit A = QDQ". Da A und D die gleichen (re-
ellen) Eigenwerte haben, muss D = D* sein, also A = QDQ* = QD*Q* = (QDQ*)* = A™.
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LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

Die meisten modernen iterativen Verfahren beruhen auf Projektionen auf geeignete Un-
terraume. Es ist daher hilfreich, zuerst allgemeine Projektionsverfahren fiir die Losung
linearer Gleichungssystem zu betrachten und die einfachsten eindimensionalen Beispiele
kennenzulernen, bevor man zu verbreiteten Verfahren wie CG und GMRES tibergeht. Die
in diesem Kapitel vorgestellten Methoden stellen auflerdem Prototypen fiir die spater
behandelten Algorithmen dar.

4.1 ALLGEMEINE PROJEKTIONSVERFAHREN

Die Grundidee von Projektionsverfahren ist, die Losung x* € C" des linearen Gleichungs-
systems Ax = b fir A € C™" und b € C" durch ein X in einem gegebenen Unterraum
K c C" anzundhern. Hat K die Dimension m < n, so hat x genau m Freiheitsgrade, die
durch m linear unabhingige Bedingungen festgelegt werden konnen. Dafiir fordert man,
dass das Residuum b — Ax orthogonal zu einem weiteren Unterraum £ C C" der Dimension
m ist. Man sucht also ein X, das die Galerkin-Bedingungen'

xeK
b-Ax L L
erfiillt. Ublicherweise werden in einem Projektionsverfahren eine Folge solcher Nidherun-
gen x (jeweils mit neuen Unterrdumen K und £) berechnet, wobei man in jedem Schritt
die bereits berechnete Niherung ausnutzt. Man sucht fiir einen gegebenen Startwert x°
also eine neue Naherung

$ex’+K = {x0+5x : 5x€‘K}.

Die Orthogonalititsbedingung ist in diesem Fall b — A(x? + §x) L £. Fithren wir das
Residuum des Startwerts r° := b — Ax? ein, so kann man ein die Galerkin-Bedingungen
erfiillendes x konstruieren durch

(i) Berechne 8x € K, so dass (r’ — ASx, w) = 0 fiir alle w € L ist,

'Nach Boris Grigorjewitsch Galjorkin, einem russischen Bauingenieur. Sein Verfahren der Finiten Elemente,
publiziert 1915, beruht auf einem dhnlichen Ansatz.
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

(i) Setze X = x° + dx.

Istoy, ..., v, eine Basis von K und wy, . . ., wy, eine Basis von £, so konnen wir den Projek-
tionsschritt in Matrixform schreiben, indem wir wieder die Matrizen V = [ovy,...,0y] und
W = [wy, ..., wy] einfithren und den Koeffizientenvektor £ € C™ mit V& = §x betrachten.
Die Galerkin-Bedingungen sind dann dquivalent zu

=x"+V¢
WHAVE = W*r’.
Ist W*AV € C™ invertierbar, so ist die neue Naherung explizit gegeben durch
F=x"+ V(W AV) w0,

Ein abstraktes Projektionsverfahren hat also die folgende Form:

Algorithmus 4.1 Allgemeines Projektionsverfahren

Input: AcC”" beC,x"ecC" k=0
' =b- Ax°
2: while ||r¥]|; > 0 do

Waihle Unterraume K, L

3:
4 Waihle Basen V, W von ‘K und £
5. E= (WrAV)twrrk
6: X = xk Ve
7 rk+1 —ph- Axk+l
8: k—k+1
Output: x*

Die tatsdchlich verwendeten Verfahren stellen in der Regel die Matrix W*AV nicht explizit
auf, sondern nutzen die Struktur von K und £ und ihrer Basen aus, um den Schritt 5
effizient zu berechnen.

Man unterscheidet jetzt zwei wichtige Klassen von Verfahren:
(i) Ritz—Galerkin-Verfahren sind orthogonale Projektionsverfahren mit £ = K.

(ii) Petrov—Galerkin-Verfahren sind schiefe Projektionsverfahren mit £ # K. Als beson-
ders attraktive Wahl wird sich in diesem Fall £ = AK erweisen.

Ritz-Galerkin-Verfahren: £ =%

Als erstes miissen wir iiberlegen, wann wir Invertierbarkeit der Matrix W*AV garantieren
konnen. Dafiir ist es nicht ausreichend, dass A invertierbar ist, wie man am Beispiel

ol vl
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

erkennt: Es darf kein Vektor in AK orthogonal zu £ = K sein. Dies ist der Fall, wenn A
selbstadjungiert und positiv definit ist.

Lemma 4.1. Sei K c C" ein Unterraum, A C C™" selbstadjungiert und positiv definit, und
V,W e C™™. Bilden die Spalten von V und W jeweils eine Basis von K, dann ist W*AV
invertierbar.

Beweis. Unter den Voraussetzunge an V und W existiert eine invertierbare Matrix X €
C™™ mit W = VX, und es gilt

W*AV = X*V*AV.
Es geniigt also zu zeigen, dass V*AV invertierbar ist. Da A positiv definit ist, gilt
(VFAVE E) = (AVE VE) =: (An,n) > 0 furalle £ € C™ \ {0},

da V vollen Spaltenrang hat und daher injektiv ist. Also ist auch V*AV selbstadjungiert
und positiv definit und damit invertierbar. O

Aufgrund der Eigenschaften von A definiert (-, -)4 := (-, A-) ein Skalarprodukt. Wir erhalten
daher eine A-orthogonale Projektion, die analog zu Folgerung 2.6 Optimalitatseigenschaften
beziiglich der induzierten Norm ||-||4 hat.

Satz 4.2. Sei ‘K ein Unterraum von C", x°, b € C" beliebig und A € C™" selbstadjungiert
und positiv definit. Setze x* := A™'b. Dann ist

% - xlla = min [lx x|l
xex0+K

genau dann, wenn
iex®+K
b-Ax 1L K
gilt.

Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Satz 2.5 vor. Fiir alle v € K ist
(X —x",0)4 = (X —x", Av) = (A(x — x*),0) = (Ax — b,v) = 0.
Fiir beliebiges x € x° + K ist dann x — x € K und es gilt

e = x* 115 = lle = %+ % = x5 = [l = XI5 + 200 = %, % = x4 + 1% = %713

> 1% = x5,

weshalb das Minimum fiir x = X € x° + K angenommen wird. m]
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

Fiir die Konvergenzanalyse von Projektionsverfahren nutzt man aus, dass auch der Fehler
e := x*—x durch eine Projektion charakterisiert werden kann. Definieren wir den Startfehler
e’ := x* — x0, erhalten wir die Relation

Aé = Ax* — Ax = Ax* — A(xX° + 6x) = A(e - 6x).
Da Ax* = b gilt, ist die Galerkin-Bedingung b — Ax L K dquivalent zu
0= (b— A% 0) = (A(e” — 6x),0) = (® — 6x,0)4

fiir alle v € K. Also ist 5x € K die A-orthogonale Projektion von e® auf K. Aus

e =x"—x"—Sx+6x=¢+6x

folgt weiter, dass ¢ = e’ — §x A-orthogonal zu K ist. Solche Verfahren nennt man daher
auch Fehlerprojektionsverfahren. Bezeichnen wir die A-orthogonale Projektion auf K mit
P, : C" — K, erhalten wir die Relationen

Sx = Pye’,
é=(I—Py)e.

Da mit P4 auch I — P4 eine A-orthogonale Projektion (ndmlich auf das A-orthogonale
Komplement von K ist, folgt aus (2.5) sofort ||é]|4 < ||e°||. Schirfere Abschitzungen und
insbesondere Konvergenzresultate erhilt man erst, wenn man die spezielle Wahl von K
beriicksichtigt.

Petrov-Galerkin-Verfahren: £ = AKX

Seien wieder die Spalten von V' = [oy,...,0,] eine Basis von K und die Spalten von
W = [wy, ..., wy] eine Basis von AK. In diesem Fall konnen wir die Invertierbarkeit von
W*AV in Algorithmus 4.1 fiir jede nichtsinguldre Matrix A garantieren.

Lemma 4.3. Sei K c C" ein Unterraum, A ¢ C™" selbstadjungiert und positiv definit, und
V,W e C™™. Bilden die Spalten von V eine Basis von K und die Spalten von W eine Basis
von AK, dann ist W*AV invertierbar.

Beweis. Unter den Annahmen gilt W = AVX fur eine invertierbare Matrix X € C™™.
Damit ist

W*AV = X*V*A*AV = X*(AV)*AV
invertierbar, da (AV)*AV nicht singular ist (sonst wire [|[AV¢||, = 0 fur ein & # 0 - ein

Widerspruch zur Invertierbarkeit von A und linearen Unabhangigkeit der Spalten von
V). O
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

Da £ # K gilt, konnen wir in diesem Fall die Eigenschaften orthogonaler Projektionen nicht
verwenden. Die spezielle Wahl von £ gestattet dennoch, dhnliche Optimalitéatsresultate
wie im orthogonalen Fall zu beweisen.

Satz 4.4. Seien K ein Unterraum von C", x°, b € C" beliebig, und A € C™". Dann gilt

|b — Ax||z = min_[[b— Ax]|;
xexO+K

genau dann, wenn

ex’+%K
b—-Ax L AK.

Beweis. Setze j := AX. Dann ist j € Ax® + AK und b — j L AK. Also ist j — Ax° die
orthogonale Projektion von b — Ax° auf AK, und wie im Beweis von Satz 4.2 zeigt man
nun, dass y das Minimierungsproblem min ¢ a0, a%||b — y||2 16st. O

Dieses Projektionsverfahren minimiert also das Residuum iiber alle Vektoren in K. Setzen
wir r% := b — Ax® und 7 := b — A%, so erhalten wir analog zum Ritz-Galerkin-Verfahren

F=b—-A(x"+8x) =r’ — Abx.

Aus der Bedingung 7 = 1~ Adx 1 AK folgt, dass ASx € AK die orthogonale Projektion von
r® auf AKX ist, und 7 im orthogonalen Komplement von AK liegt. Bezeichnet P : C" — AK
die orthogonale Projektion auf A%K, dann folgt
Adx = Pr',
F=(-P)r’

und damit ||7||; < ||7°||2. Solche Verfahren nennt man auch Residuumsprojektionsverfahren,

und die Fehleranalyse basiert dementsprechend auf der Betrachtung des Residuums.

4.2 EINDIMENSIONALE PROJEKTIONSVERFAHREN

Wir betrachten nun die einfachsten Beispiele fiir die oben untersuchten Klassen, in denen
die Unterraume jeweils eindimensional sind, d. h. fir o, w € C" \ {0} wahle

K = span {v}, L = span {w}.
In diesem Fall vereinfacht sich Schritt 5 im Projektionsverfahren (Algorithmus 4.1) zu®
k _ <rk9 W> _.
(Av,w)
*Zum Beispiel lasst sich das Gauss—Seidel-Verfahren als Projektionsverfahren interpretieren, wobei die

Aktualisierung der einzelnen Komponenten in der innersten Schleife einem Projektionsschritt fiir K =
L = span {e;} entspricht.

£=(w"Av) 'w'r Q.
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

Gradientenverfahren: £ =K

Wir nehmen an, dass die Matrix A € R™" symmetrisch und positiv definit ist. Aus Satz 4.2
wissen wir, dass ein Schritt im Projektionsverfahren den Fehler ||x — x*||4 entlang des
Vektors v minimiert. Der grofite Abstieg in der Norm geschieht dabei entlang des negativen
Gradientens der Funktion f(x) = ||x — x* ||124 = (x —x*, A(x — x¥)), also

-Vf(x) = -2(Ax — Ax™) = 2(b — Ax) = 2r.

Im Schritt k wahlen wir daher K = £ = span {r*} und erhalten

1 rk=b— Axk

2 ag = (rk, r%) J(rk, Ark)

3 XM = xF 4 gk
Da A symmetrisch und positiv definit ist, bricht das Verfahren nur ab, wenn rk = 0 ist. In
diesem Fall ist aber x* bereits die gesuchte Losung (ein sogenannter ,lucky breakdown®).
Eine weitere niitzliche Beobachtung ist, dass das Verfahren nach Konstruktion die Ritz-
Galerkin-Bedingungen erfiillt und daher insbesondere das Residuum r**' = b — Ax**!
orthogonal zu K} = span {r*} ist.

Man kann eine Matrix-Vektor-Multiplikation sparen, indem man die Berechnungen etwas
rearrangiert. Multipliziert man Schritt 3 mit —A und addiert b, erhalt man

(4.1) P = — A = p - AxK - akArk =rk - a'kArk.

Fuhrt man den Hilfsvektor pk := Ark ein, erhilt man das Gradientenverfahren.3

Algorithmus 4.2 Gradientenverfahren

Input: Ac R™ beR" x°cR", e>0,k=0
10 =b— Ax°, p° = Ar°
2 while ||r5|| > ¢ do
=R h

3

4 X = k4 gy rk

5: rk+1 — rk _ Ofkpk

6 pk+1 = Ark+

7: k—k+1
Output: x*

Fiir den Beweis der Konvergenz benétigen wir das folgende Resultat, das eine Art Cauchy—
Schwarz-Ungleichung fiir Eigenwerte darstellt.

3von Augustin-Louis Cauchy 1847 publiziert
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Lemma 4.5 (Kantorovich*-Ungleichung). Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit mit
Eigenwerten
M2 24,>0,

und sei k = A1/ A, die Konditionszahl von A (beziiglich der euklidischen Norm). Dann gilt

1

(x, Ax){x, A”'x) <1 (K§ + K_%)z fiir alle x € R" \ {0}.

(x, x)2 T4

Beweis. Sei p = (/ln/h)% das geometrische Mittel der beiden extremalen Eigenwerte und
setze B := y ' A+pA~L. Dann ist B symmetrisch und positiv definit und besitzt die Eigenwerte
p A+ pA fiir 1 < i < n. Weiter ist fiiralle 1 < i < n

kY%= P S <, = K2,

Da die Funktion z + z + z7! auf (0,1] und [1, ) monoton (fallend bzw. steigend) ist,
erhalten wir aus der ersten bzw. zweiten Ungleichung (je nachdem, ob z~!A; < 1 oder nicht)

- - 1 1 .
pTA AT < kT4, 1<i<n

Mit dieser Abschétzung der Eigenwerte von B und dem Satz von Courant-Fischer erhalten
wir daher 1 1
1Mo, Axy + px, A7 x) = (x, Bx) < (k2 +Kk72)(x, x).

Wir wenden jetzt auf die linke Seite die (verallgemeinerte) Youngsche Ungleichung
1
(ab)? = (a2b?) < - (u”a+pb)

fiira = (x, Ax) und b = (x, A”'x) an, quadrieren beide Seiten, und erhalten die Kantorovich-
Ungleichung. O

Damit konnen wir nun eine Fehlerabschétzung fiir das Gradientenverfahren zeigen (natiir-
lich in der Energienorm, da es sich um ein orthogonales Projektionsverfahren handelt).

Satz 4.6. Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit und sei x* = A™'b. Dann gilt fiir die
Néherungen x* im Gradientenverfahren die Fehlerabschditzung

k
Kk—1
l|lx* — xk”A < (m) [lx* = x°|| a-

4Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch, zwischen 1934 und 1960 Professor fiir Mathematik an der Universitét
Leningrad und spater Forschungsdirektor am Moskauer Institut fiir Nationale Wirtschaftsplanung. Fir
seine Anwendung der Linearen Programmierung in der Wirtschaftsplanung teilte er sich 1975 den Wirt-
schaftsnobelpreis. Auflerdem leistete er viele Beitrage in Funktionalanalysis und Approximationstheorie.
Der hier gefithrte Beweis geht auf Dietrich Braess zurtick.
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Beweis. Ist r* = 0, so ist Ax* = b und damit x* — x* = 0, und die Abschitzung ist trivialer-
weise erfiillt. Sei nun r* # 0. Wir betrachten den Fehler

k k k

L=y — ok gk = e — gk,

ek+1 — x* —x

der die Gleichung
Aek+1 — Ax* _Axk+1 — rk+l

erfiillt. Verwenden wir die Rekursion fiir 7*! und die Orthogonalitit der Residuen r* und
r**! aus den Galerkin-Bedingungen, erhalten wir

||€k+1||124 — <€k+1, Aek+l>
— <€k+l, rk+l>

— <€k _ OCkrk, l"k+1>

= ek, rF — o AFF)
= (A7, PRy — o (AT, AR
() )

=AY Y 1 - g — L
( ) ( ATy

Einsetzen von r* = Ae¥ und der Definition von ¢y ergibt

3 (rk,rky (R ek )
(rk, Arky (rk, A-1rky |

k+1)12 k2
115 = et 11 (1

Auf den Bruch wenden wir nun die Kantorovich-Ungleichung an und bringen die Klammer
auf einen gemeinsamen Nenner. Durch Induktion erhalten wir daraus die Aussage. O

Da stets k > 1 gilt, folgt daraus die Konvergenz des Gradientenverfahrens fiir symmetrisch
positiv definite Matrizen. Im Gegensatz zu den stationaren Verfahren wie dem Jacobi- oder
Gauss—Seidel-Verfahren hangt hier die Konvergenzgeschwindigkeit nicht von der Groéf3e,
sondern vom Verhdltnis der Eigenwerte ab: Je naher die Eigenwerte beieinander liegen,
desto schneller konvergiert das Gradientenverfahren.

MR-Iteration: £ =AK

Sei nun A € R™" regulir. Wir wihlen wieder K = span {r*} mit r* = b — Ax*, d.h.
L = span {Ar¥}. Das Projektionsverfahren (Algorithmus 4.1) hat dann die Form

1 rk=b— Axk

2 oy = (rk, Ark) J(Ark, Ark)

3 XM = xF 4 ok
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

Wie wir bereits gesehen haben, minimiert jeder Schritt die Norm des Residuums ||b — Ax||»
in Richtung k. Auch hier bricht das Verfahren nur ab, wenn rf = 0 ist, da A regular ist.

Mit Hilfe der Rekursion (4.1) fiir r**! und dem Hilfsvektor p* erhalten wir die MR-Iteration
(nach ,minimal residual®).

Algorithmus 4.3 MR-Iteration

Input: Ac R beR" x°ecR", e>0,k=0
:rP=b —Axo,p0 = Ar?
2: while ||r¥]|, > ¢ do

ar = (rk, p¥) [/ (pF, p*)

3

4 X = Xk 4oy

5: rk+1 — rk _ Ofkpk

6 pk+1 = Ark+

7: k—k+1
Output: x*

Fiir positiv definite Matrizen konnen wir die Konvergenz dhnlich wie fiir das Gradienten-
verfahren beweisen. Im Gegensatz zu diesem wird hier jedoch keine Symmetrie benétigt,
und die Konvergenz wird im Sinne des Residuums betrachtet.

Satz 4.7. Sei A € R™" positiv definit, und sei yu der kleinste Eigenwert von %(AT + A)
sowie ¢ = ||All;. Dann gilt fiir die Residuen r* = b — Ax* in der MR-Iteration folgende

Fehlerabschdtzung:
/12 k/2
P < (1= 5) e

Beweis. Angenommen, rk # 0. Nach Konstruktion ist das Residuum
P = b — AR = R - g APR.
orthogonal zu Ark. Wir erhalten also analog zum Beweis von Satz 4.6, dass

P42 = 0 = e ar)
— (rk+1 rk)
= (', %y — g (K, AFF)
— ||rk||2 1— <rk’Ark> <rk>Ark>
2 (Ark, Arky (rk rk)
k
e (1_ (rh A2 Irt
- 2
(rk, rk)2 || Ark|3

B
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4 PROJEKTIONSVERFAHREN

wobei wir im dritten Schritt die Symmetrie des Skalarprodukts in R"” verwendet haben. Da
A positiv definit ist, erhalten wir wie in Satz 3.4, dass gilt

(r*, Arf)
k)

Zusammen mit der Vertriglichkeit ||Ar¥||; < ||A|l2]|7*|l2 folgt durch Induktion die ge-

wiinschte Abschétzung. m]

Da jede Norm eine obere Schranke fiir den Spektralradius (d. h. den betragsgrofiten Ei-
genwert) ist, ist der Faktor vor der Norm echt kleiner als 1, und es folgt auch hier die
Konvergenz des Verfahrens aus dieser Abschatzung.

33



5 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Das Gradientenverfahren und die MR-Iteration sind die einfachsten Beispiele fiir Krylovraum-
Verfahren. Im Allgemeinen sind K und £ dabei nicht eindimensional, sondern werden als
Folge verschachtelter Unterraume gewahlt.

Fiir eine gegebene Matrix A € C™" und einen Vektor v € C" \ {0} ist die Folge der
zugehorigen Krylovrdume' definiert als

Kn(A,v) = span {v,Av, A%v,... ., A"} firm=1,....

Offensichtlich ist K, (A, v) C Kns1(A,0) fur alle m € N. Gilt K, (A, 0) = Kins1(A, 0), so ist
Kn (A, v) invariant unter A, d. h. es gilt

(5.1) AKn(A 0) € Kn(A ).

In diesem Fall ist /K, (A, v) ein Eigenraum von A der Dimension m. Umgekehrt folgt aus
(5.1) auch A™v € K, (A, v) und damit K;,41(A, 0) = K (A, 0). Insbesondere ist fiir jeden
Eigenvektor v von A die Dimension von %,(A,v) gleich 1. Invariante Unterraume sind
von besonderer Bedeutung fiir Projektionsverfahren, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.1. Seien K, L < C" und x* € C" beliebig, und sei x € C" konstruiert durch ein
Projektionsverfahren auf x° + K senkrecht zu L. Ist K ein invarianter Unterraum unter A
und gilt b — Ax° € K, so ist Ax = b.

Beweis. Ist K invariant unter A und ¥ € x° + K, so ist insbesondere Ax — Ax? € AK c K
und damit nach Annahme an b und x° auch Ax — b € K. Aufierdem ist nach Konstruktion
b — Ax 1 L. Bezeichnet nun P : C" — K die Projektion auf K senkrecht zu L, so folgt aus
Satz 2.2 sofort

Ax—-b=P0=0

wegen der Linearitat der Projektion. m]

'Aleksei Nikolajewitsch Krylow arbeitete ab 1888 als Schiffsbauingenieur am Schiffbauinstitut der Marine-
akademie in Leningrad. Die nach ihm benannten Unterraume verwendete er in einer 1931 publizierten
Arbeit iiber die numerische Eigenwertberechnung.
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Krylovraume stehen in enger Verbindung zur Approximation mit Polynomen, da jeder
Vektor x € K, (A, v) geschrieben werden kann als

—_

m—

(5.2) x= > @A = pu (A,

1=

wobei p,,—; ein Polynom vom Hochstgrad m — 1 ist; umgekehrt definiert (5.2) fiir jedes
solche Polynom einen Vektor x € K. (A, v) fir k > m. Existiert also solch ein Polynom
q # 0 mit g(A)o = 0, so kénnen die Vektoren v, Ao, ..., A™ v nicht linear unabhingig sein.
Wir halten dies fest als

Lemma 5.2. Sei k der kleinste Grad aller Polynome p mit p(A)v = 0. Dann hat K, (A, v) die
Dimension k fiir alle m > k; insbesondere gilt in dem Fall K,,(A, v) = K (A, v).

5.1 DER ARNOLDI-PROZESS

Um ein effizientes Projektionsverfahren fiir Krylovraume zu erméglichen, bendtigen wir ei-
ne orthonormale Basis von K, (A, v). Im Prinzip kénnten wir das Gram-Schmidt-Verfahren
auf die Vektoren v, Ao, . .., A™ v anwenden. Allerdings sind diese Vektoren sehr schlecht
geeignet, da sie alle fiir wachsendes m gegen den Eigenvektor zum betragsgrofiten Eigen-
wert konvergieren (siehe Vektoriteration). Im Arnoldi-Prozess wird daher in jedem Schritt
erneut orthonormalisiert, bevor aus dem Ergebnis durch Multiplikation mit A der nachste
Vektor erzeugt wird.

Algorithmus 5.1 Arnoldi-Prozess
Input: v € C*\ {0}

t q1 =0/l

2: for j=1,...,mdo

3: fori=1,...,jdo

& hij = (Aq;, i)

wj = Aqj — 2L, hijqi

5:

6: hjsj = [lwjll2

7: if hj+1,j = 0 then
8: stop

9: else

10: qj+1:Wj/hj+l,j

Output: qi,...,qm hij,1<i<j+1<m

Ob dieser Algorithmus vorzeitig abbricht, hangt von A und v ab. In den meisten Fallen ist
ein vorzeitiger Abbruch sogar von Vorteil, da in diesem Fall bereits die exakte Losung des
linearen Gleichungssystems oder Eigenwertproblems erreicht wird (,,lucky breakdown®).
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Satz 5.3. Wenn der Arnoldi-Prozess im Schritt j abbricht, so ist K;(A,v) invariant unter A.
Ansonsten bilden die Vektoren q, . . ., qm eine orthonormale Basis von K, (A, v).

Beweis. Wir verwenden (starke) Induktion nach j. Angenommen, der Prozess ist nicht vor
Schritt j abgebrochen und die Aussage gilt fiir alle i < j. Aus Schritt 5 und 10 erhalten wir
dann mit g; € K;(A, v), dass gilt

J J
wj = Aqj — D hijgi = Apj1(A)v — D hijpi1(A)o =: pj(A)o € Kji1(A )

i=1 i=1
fiir ein Polynom p; vom Héchstgrad j.

Der Arnoldi-Prozess bricht nur ab, wenn w; = 0 ist, was bedeutet, dass Aq; € K;(4,0)
ist. In diesem Fall ist K;(A,v) invariant unter A, da Ag; € Kj(A, ) fir alle i < j. Ist
w; # 0, so folgt (ebenso mit Induktion), dass gj+1 = pj(A)v € Kj;1(A, v) fiir ein Polynom
vom Grad (nicht nur Héchstgrad!) j ist, d.h. gjs1 € Kj41(A,0) und gj1 ¢ Ki(A, v) fiir
i < j. Also spannen g, . . ., qj41 den Krylovraum Kj.1(A, v) auf und sind nach Konstruktion
orthonormal. O

Aus Schritt 5 und 10 kénnen wir analog zum Gram-Schmidt-Verfahren eine Matrix-
Zerlegung aus dem Arnoldi-Prozess erhalten. Fiir alle 1 < j < m ist

j+1
i=1
Definieren wir die Matrix Qp, = [q1, . . ., gm] € C™™ sowie die Matrix H,, € C™™ mit den

Eintrdgen h;; fir i < j +1und 0 sonst, so ist (wenn der Prozess nicht abbricht) Q,, unitar
und H,, eine echte obere Hessenbergmatrix (d. h. h;;; # 0 fir alle 1 < i < m). Weiterhin
gilt

(5-4) AQm = QmHm + Wme,*n-

Da Q,, unitar ist und wy, orthogonal zu allen ¢; mit i < m ist, erhalten wir

(5.5) QmAQm = Hp,.

Der Arnoldi-Prozess berechnet also die ersten m Spalten einer unitidren Ahnlichkeitstrans-
formation auf obere Hessenbergform. Diese Argumentation kann auch umgekehrt werden:
Haben wir eine Transformation der Form (5.5), so konnen wir durch spaltenweise Betrach-
tung mit Hilfe von (5.3) sehen, dass bei gegebenen ¢qy,...,q; und h;;,1 < i < j, sowohl gj4;
als auch hj,j (bis auf ihr Vorzeichen) eindeutig durch die Forderung [[q;.1||2 = 1 festgelegt
sind. Diese Erkenntnis ist von grofler Bedeutung fiir die effiziente Durchfithrung von
QR-Verfahren fir Eigenwertprobleme und wird oft als ,implicit Q theorem® bezeichnet.
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Satz 5.4. Sei A € C™" und seien Q,Q" € C™™, m < n, unitir. Sind H = Q*AQ und

H’ = (Q')*AQ’ echte obere Hessenbergmatrizen, und ist ¢, = q;, so gilt q; = c¢;q; mit|c;| =1
und |hi;—1| = |h};_,| firalle2 <i < m.

Dieser Satz sagt im wesentlichen aus, dass die erste Spalte von Q,, zusammen mit der
Hessenbergform von H,, sowohl Qy, als auch H,, (bis auf Ahnlichkeitstransformation mit
einer Diagonalmatrix mit Eintrdgen +1) eindeutig festlegt.

Wir konnen den Arnoldi-Prozess auch als eine Projektion von A auf den Krylovraum
Kin (A, v) auffassen. Wir betrachten die lineare Abbildung

A Kin(A0) = Kin(A, o), v = Py (Av),

wobei Py die orthogonale Projektion auf %, (A, v) bezeichnet. Da die Spalten von Q,
eine orthonormale Basis von K, (A, v) bilden, hat die Projektion auf K, nach (2.7) die
Matrixdarstellung P x = Q,0;,x (bezliglich der Standardbasis). Da x und Apx in K,
liegen, existieren & 1 € C™ mit x = Q,,& und A, x = Qp,1. Einsetzen in die Definition und
Verwenden von Q;, Q,, = I ergibt dann

N = Qn(Amx) = 0, (Px,, AQm&) = (0 AQm)E
= mg,

d.h. H,, ist die Darstellung von A,, beziiglich der Basis ¢y, . . ., qm-

Wie beim Gram-Schmidt-Verfahren existieren numerisch stabilere Varianten basierend
auf sukzessiver Projektion (modifizierter Arnoldi-Prozess, vergleiche Algorithmus 2.2) oder
Householder-Reflexionen.

5.2 DER LANCZOS-PROZESS

Ist die Matrix A € C™" selbstadjungiert, so gilt dies auch fir H,, = Q;,AQ,,. Wegen h;; = 0
fiir i < j +1muss daher auch hj; = 0 sein. Das Arnoldi-Verfahren konstruiert in diesem
Fall also eine (wegen Schritt 6 reelle) Tridiagonalmatrix

a P
ﬁz az ﬂ3
Q;knAQm =Tn= Pz -
Xm-1 ﬁm
ﬂm m

Interpretieren wir das umgekehrt wieder als Orthonormalisierungsverfahren, miissen wir
in jedem Schritt also nur gegen die jeweils letzten beiden Vektoren orthogonalisieren.
Nutzen wir dazu die Symmetrie von h;;_; = hj_1; = f;, so kann der Arnoldi-Prozess
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stark vereinfacht werden, und wir erhalten den Lanczos-Prozess®. Die in Algorithmus 5.2
angegebene Form basiert auf dem modifizierten Gram—-Schmidt-Verfahren.

Algorithmus 5.2 Lanczos-Prozess
Input: v € C*\ {0},

g1 =0/[oll2,qo =0, =0
2: for j=1,...,mdo

3 wi=A4q; -~ Biqja
4: aj =(wj,q;)

5. Wj e Wj T &g
6 fj=llwjll

7 if §; = 0 then

8: stop

9: else

10: qj+1=wj/p;

Output: q1,...,qm, o1, ..., Am, P2, - - Pm

In Krylovraum-Verfahren wird das lineare Gleichungssystem oder das Eigenwertproblem
statt fir A fiir die (iblicherweise sehr viel kleinere) Matrix H,, beziehungsweise T,, gelost,
wobei die Hessenberg- beziehungsweise Tridiagonalstruktur ausgenutzt werden kann. Als
Prototyp kann das folgende Projektionsverfahren dienen.

5.3 ARNOLDI-VERFAHREN FUR GLEICHUNGSSYSTEME

Fiir A € C™", b € C" und x° € C" betrachten wir ein orthogonales Projektionsverfahren
mit K = £ = K, (A, r%), wobei r’ = b — Ax° ist. Wir wenden nun den Arnoldi-Prozess
(Algorithmus 5.1) auf den Vektor q; = r°/B mit B = ||r°||; an und erhalten die Matrix
QO € C™™ der Basisvektoren von %, (A, r°) mit

QmAQm = Hp,
sowie
mr’ = On(Bq) = BOrgq1 = Per.
(Bricht der Arnoldi-Prozess im Schritt j vorzeitig ab, fithren wir diese und folgende Schritte

mit m := j durch.) Die Matrixdarstellung der Galerkinbedingungen x € x° + %, (A, r°) und
b — Ax L K, (A, r°) hat dann die Form

% =x"+ Qum(Q5AQ) 'O,
= x° + QnH . (Bey).

*Nach Cornelius Lanczos, einem ungarischen Mathematiker und theoretischem Physiker. Er arbeitete
Ende der 1920er Jahre mit Albert Einstein zusammen, und publizierte 1940 eine Variante der schnellen
Fouriertransformation (FFT) in Matrixform.
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Der wesentliche Schritt ist also die Lésung von Hp,¢é = Be; in C™ (was ja — fiir x° = 0
- genau die Darstellung der projizierten Gleichung A,,x = Pg b beziiglich der Basis
q1, - - -» @m ist). Dabei profitiert man nicht nur von der (in der Praxis sehr viel) kleineren
Dimension m < n; da die Matrix H,, obere Hessenbergform hat, kann diese Losung auch
sehr effizient berechnet werden, etwa durch Transformation auf obere Dreiecksform mit
Givens-Rotationen und anschlieBende Riickwartssubstitution.

Ist das neue Residuum 7 = b — Ax klein genug, so akzeptieren wir die Lésung. Ansonsten
habrn wir zwei Moglichkeiten:

(i) Wiederhole das Verfahren mit neuem Startwert X und neuem Krylovraum %G; (A, 7)
(wobei m = m sein kann, aber nicht muss).

(ii) VergréBere den Krylovraum K41(A, r°) und berechne ein neues x € x°+%,41(A, r°).

Da die Krylovraume verschachtelt sind, kann man im zweiten Fall die Informationen aus
dem vorigen Schritt wiederverwenden. Fiir symmetrisch und positiv definite Matrizen
fihrt dies auf das CG-Verfahren.
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6 DAS CG-VERFAHREN

Das CG-Verfahren oder Verfahren der konjugierten Gradienten (Englisch ,conjugate gra-
dient®) ist ein orthogonales Projektionsverfahren fir selbstadjungierte positiv definite
Matrizen, das im Schritt k den Krylovraum K := K. (A, %) fiir r’ = b — Ax® verwendet.
Setzt man analog zum Arnoldiverfahren in Abschnitt 5.3 den Lanczos-Prozess ein, fithrt
das auf den Schritt

x*=x0+ Qka_lQZrO

mit einer unitdren Matrix Qk, deren Spalten eine Orthonormalbasis von K} bilden, so-
wie einer selbstadjungierten positiv definiten Tridiagonalmatrix Ti. Wir konnen also eine
Cholesky-Zerlegung Ty = Ly DiL; fur die Losung des Gleichungssystems Tk_l(QZrO) ver-
wenden. Setzen wir Py := Qg (L,;l)* und zF = P;C‘ro, so ist x* = x0 + Plezlzk. Weiterhin
spannen die Spalten von P, und Qy den gleichen Raum %, auf (da Ly € C** vollen Rang
hat) und es gilt

PeAPe = L QRAQ(Lp) ™ = L' Tie (L) ™" = Dy,

d.h. die Spalten von P; sind A-orthogonal (oder A-konjugiert, daher der Name des Ver-
fahrens). Dass diese Methode zu den berithmtesten Algorithmen gehort, liegt daran, dass
diese Zerlegung nicht in jedem Schritt neu berechnet werden muss, sondern jeweils nur

die letzte Spalte von Py und der letzte Eintrag von 2.

6.1 ALGORITHMUS

Die einfachste Herleitung berechnet die Spalten von Py direkt aus der Bedingung, dass
sie eine A-orthogonale Basis von K bilden und verwendet die allgemeine Form des Pro-
jektionsverfahrens (Algorithmus 4.1). Wir gehen dabei induktiv vor und zeigen dabei,
dass die Residuen r°, . .., r* ! eine orthogonale (aber nicht A-orthogonale) Basis von Kj
bilden; diese werden dann analog zum Gram-Schmidt-Verfahren A-orthogonalisiert. Fiir
den Induktionsanfang k = 0 wihlen wir p° = r® = b — Ax°, berechnen x' wie im Gradien-
tenverfahren, und haben somit nichts weiter zu zeigen. Sei nun k € N beliebig und fiir alle
j < k bereits x/ berechnet durch das orthogonale Projektionsverfahren auf

x0 + K= x0 + span {ro, e rj_l} =x"+ span {po, P,

wobei 10, ..., /1 orthogonal und po, e pj -1 A-orthogonal seien.
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6 DAS CG-VERFAHREN

Wir berechnen nun x* € x° + % nach Algorithmus 4.1. Nach Induktionsvoraussetzung

bilden po, .. ,pk‘1 eine Basis von K; setzen wir daher Py = [po, .. .,pk‘l] e C™k 5o ist die

Matrix P, AP in Schritt 5 von Algorithmus 4.1 eine Diagonalmatrix mit Eintrégen (p’, Ap’),

und daher gilt

p’.r%

pl, Ap7)

Z ANt
3 (p/, Ap > ( k=1, Apk—1)

Ebenfalls nach Induktionsvoraussetzung stellen die ersten beiden Terme den Projektions-
schritt fiir x~! dar. Setzen wir

xF = x% + P (PEAP) ' Pr® = x° +Z< P

~ <Pk_1, r0>

- <pk—1’ Apk—1>’
erhalten wir also
(6.1) xk = xk 14 akpk_l

Analog zum Gradientenverfahren erhalten wir aus (6.1) die Rekursion
(6.2) rk =kt akApk_l

Nach Induktionsvoraussetzung gilt rk=1, pk'l € Ki C Ky und damit Apk'1 € AKX C Kis1.
Also ist auch r¥ € %K., sowie nach Konstruktion durch ein Ritz-Galerkin-Verfahren ortho-
gonal zu K. Gilt nun rk 0 (sonst ist K invariant unter A, und wir haben einen ,lucky
breakdown®), so ist wegen dim(Kj;) = dim(%}) + 1 und der Induktionsvoraussetzung

r0 ..., rk eine orthogonale Basis von Kj1.

Wir miissen daraus nun eine A-orthogonale Basis von Kj.; berechnen. Aus dem eben
gezeigten und wiederum der Induktionsvoraussetzung folgt, dass {p°, ..., p*~1, ¥} eine
Basis von K. Da die p°, . . ., p¥~! bereits A-orthogonal sind, geniigt es, analog zum Gram-
Schmidt-Verfahren von r* dessen A-orthogonale Projektion auf alle p/, j < k, abzuziehen.
Wir ersetzen also r* durch
U & p)a i
j=0 <pj pj >A

Wie im Lanczos-Prozess muss auch hier nicht die komplette Summe berechnet werden.
Fir j < k — 2 folgt aus (6.2), dass

*, piya = (K, Apl) = « JH((r Py — <r’<,rf+1>):o,

da rk orthogonal zu rl e Kjs1 € Ky und ri*tl e Kirz C Ky ist. (Dass aj4q # 0 ist, sieht man
anhand der alternativen Darstellung (6.5).) Mit der Definition
(rk, Ap*™)

(6.3) Br = —W,
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6 DAS CG-VERFAHREN

erhalten wir daraus die Rekursion

(6.4) p*=rF+ Bt

womit der Induktionsschritt abgeschlossen ist.

Ublicherweise werden fiir die Koeffizienten a; und fi etwas stabilere (in exakter Arithmetik
4quivalente) Rekursionen verwendet. Aus der Orthogonalitit von % und r*~! und (6.2)
folgt

0= <Y'k_l, l"k> — <rk—1’ I"k—1> _ (Xk(?'k_l,Apk_1>.

Da die Vektoren p’/ A-orthogonal sind fiir j < k, ergibt (6.4), dass
(L AP = (0L AP + Ba(p T AT = (L AT

ist. Zusammen erhalten wir

<rk—1 rk—l)

Fiir f; setzen wir in (6.3) die aus (6.2) folgende Identitit ApF~! = ozlzl(rk'1 — r¥) ein,

verwenden die Orthogonalitit von r*~! und ¥, setzen dann (6.5) ein, und erhalten nach
Kiirzen schlief3lich
(k. )

Die Gleichungen (6.5), (6.1), (6.2), (6.6) und (6.4) ergeben zusammen den berithmten CG-
Algorithmus.'

Algorithmus 6.1 CG-Verfahren
Input: A b,x%e>0
pl=r'=b-Ax" k=0
2: while ||r¥]|, > ¢ do

3: k—k+1
£ = (L (kT Apk)
5 xF=xk g g pk?
6: rko = pk=1_ OckApk_l
o= GRS L
s pf=ria fpt

Output: x*

'Durch Magnus Hestenes und Eduard Stiefel unabhéngig voneinander entdeckt und gemeinsam publiziert
in [Hestenes & Stiefel 1952].
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6 DAS CG-VERFAHREN

6.2 KONVERGENZ

Da das CG-Verfahren ein Ritz—Galerkin-Verfahren ist, folgt aus Satz 4.2, dass x* den Fehler
e = x* — x in der A-Norm iiber alle x € x° + K} minimiert. AuBerdem ist r°, ..., r*! eine
orthogonale Basis von Kj. Gilt also rk # 0 fiiralle 0 < k < n, so ist dim(%X,) = n, und
daher ist
lIx* = x"||4 = min||x* - x[[4 = 0.
xeCn

Das CG-Verfahren konvergiert also (in exakter Arithmetik) in hochstens n Iterationen. (Die
Konvergenz ist monoton, d. h. es gilt [|e*|| 4 < [le¥]|4, da Ki € K1 ist.) Allerdings ist dies
nicht sehr hilfreich, da n in der Praxis sehr grof sein kann.” Um bessere Fehlerabschéatzungen
zu bekommen, missen wir die Struktur des Krylovraums K} = span {r® Ar°, ..., Ak_lro}
verwenden.

Fiir jeden Vektor x € x°+%j. kann x —x° als eine Linearkombination der A/r%,0 < j < k-1,
geschrieben werden. Weiterhin ist r® = b — Ax? = A(x* — x°) = Ae®. Es gilt also

k-1 k-1
x—x=x"—(x"+ Z yiATr%) =€’ - Z y; A (Ae?)
j=0 j=0

k=1
= (1= 2 pa)e
=0
=: p(A)e’

fiir ein Polynom p; vom Héchstgrad k mit py(0) = 1. Da x* € x° + K} im CG-Verfahren
den Fehler ||e¥|| 4 minimiert, muss e = x* — x* die Bedingung

k . 0
6.7 ella= min Ae’||la
(67) Ieklla = _min _llp(A)e’]

erfiillen, wobei Py die Menge aller Polynome mit Hochstgrad k bezeichnet.

Mit Hilfe der Eigenwerte von A bekommen wir daraus eine erste Fehlerabschatzung.

Lemma 6.1. Sei A € C™" selbstadjungiert und positiv definit. Dann gilt fiir die Ndherungen
x* im CG-Verfahren die Abschitzung

k . 0
e < min  max A e lla.
lea < | min  max [p(0)]| 1l

’In der Tat wurde das CG-Verfahren anfangs als direktes Verfahren betrachtet, weshalb man rasch das
Interesse an ihm verlor. Erst Jahrzehnte spéter kam es als iteratives Verfahren wieder in Gebrauch.

43



6 DAS CG-VERFAHREN

Beweis. Da A selbstadjungiert ist, existiert eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren
oy, ...,0, von C". Fiir e° = Z;’:l y;v; ist also

1l = (€% Ae®) = (D vju5 Do vidop) = D lvil*A).
= A =1
Genauso gilt fiir p(A)e’ = 2 vip(4));

n n
P = S PAlp O < maxp@F 2lrltA; = max WPl

Jj=1

Durch Einsetzen in (6.7) erhalten wir die gewiinschte Abschiatzung. O

Wir erhalten daraus konkrete Konvergenzresultate durch Abschatzen des Minimums durch
geeignete Polynome. Ein erstes Beispiel ist die folgende Aussage, die natiirlich nur in
exakter Arithmetik gilt.

Folgerung 6.2. Hat A nur k verschiedene Eigenwerte, so konvergiert das CG-Verfahren in
hochstens k Iterationen.

Beweis. Seien Ay, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte von A. Dann ist

z z
=1-—=]...[1——
1) ( /11) ( Ak) © 7
und erfiillt g(0) = 1 sowie gq(A) = 0 fiir alle A € o(A). Damit gilt
le“lla < max |g(A)][le’lla =0
Jj=1,...k

k

und daher x* = x*. O

Fiir reelle Matrizen erhalten wir ein allgemeines Konvergenzresultat durch Betrachtung
der Tschebyschow-Polynome? Ty, die die Rekursion

TO(t) =1 Tl(t) =1t
Ties1(t) = 2tTi(t) — Trq(t) furk >1

erfilllen.# Durch Induktion zeigt man leicht, dass fiir alle k € N gilt

3Nach Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow, einem der bedeutendsten russischen Mathematiker des 19. Jahr-
hunderts und Vater der Approximationstheorie. Zahlreiche Transliterationen seines Namens sind in
Verwendung, darunter ,Tschebyscheff“ (im deutschsprachigen Raum noch haufig anzutreffen), ,Tscheby-
schew®, ,Tschebyschev®, und - insbesondere im Englischen — ,Chebyshev*.

4Tatséchlich wird fiir diese Polynome sogar das Minimum angenommen, siehe z. B. [Gautschi 2012, Theorem
2.2.1].
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@) Tx € Prs
(ii) Ti(t) = cos(k cos™!(t)) und deshalb |T;.(¢)| < 1fiir |¢]| < 1;
(iii) To(3(t+1t7Y)) = 2(tF+17F).

Es bezeichne wieder k = A;/A, die Konditionszahl der selbstadjungierten Matrix A. Dann
haben wir folgende Abschatzung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens.

Satz 6.3. Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Dann gilt fiir die Ndherungen im
CG-Verfahren die Abschditzung

E-1V e o
VK +1 '

nf—%MSz(

Beweis. Nach Lemma 6.1 gilt ||x* — x¥|[4 < maxjes(4)|p(A)|||x* = x°|| 4 fiir jedes Polynom
p € P mit p(0) = 1. Wir wihlen

Tk (,U - ,112_t,1n)

pt) = Ti (1)

mit

M+ A k+1 1 (\/E+1+\/E—1)
P k=1 2\Ve=1_ Ve+1)

(Wir verschieben also im Argument der Tschebyschow-Polynome das Intervall [, A,,] auf

[—1,1] und normalisieren.) Aus den Eigenschaften der Tschebyschow-Polynome folgt dann,

dass p(0) = 1 (wegen der Normalisierung), p € P (klar) und |p(t)| < |Tx (1) }| (wegen der

Verschiebung) gilt. Aufierdem ist

o) (1)) 1

Vie—1 Ve+1) )~ 2(%—1)k'

Einsetzen in Lemma 6.1 liefert nun die gewtinschte Abschatzung. O

Unm fiir den Fehler ||e¥|[4 < ¢||e°||4 zu garantieren, sind daher in der Regel

o )

£

Iterationen notwendig (hier wurde die Ungleichung In (Z—ﬂ) > % fur a > 1 verwendet).

Im Vergleich zum Gradientenverfahren (Satz 4.6) ist dies — bei gleichem Aufwand - die
selbe Konvergenzordnung, mit vk an Stelle von k ist die Konstante aber im Allgemeinen
deutlich kleiner, so dass die Konvergenz in der Praxis deutlich schneller ist.
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6.3 PRAKONDITIONIERTES CG-VERFAHREN

Die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens héngt von der Konditionszahl der
Matrix A ab. Ahnlich wie bei stationiren Verfahren (z. B. Jacobi-Iteration) wird daher in
der Praxis oft ein dquivalentes Gleichungssystem M~1Ax = M™1b fiir eine regulire Matrix
M betrachtet. Dabei soll M

(i) moglichst ,ahnlich“ zu A sein, in dem Sinne, dass x(M™!A) ~ 1 gilt, und
(ii)) Mo méglichst leicht zu berechnen sein.
Man nennt diesen Ansatz Prdikonditionierung; die Matrix M heif3t dabei Prdkonditionierer.

Im CG-Verfahren sollte M selbstadjungiert und positiv definit sein. Allerdings ist auch in
diesem Falle M~ A nicht notwendigerweise selbstadjungiert. Falls die Cholesky-Zerlegung
M = LL* zur Verfigung steht, kann man das CG-Verfahren auf die Gleichung

L'A(L ™Y u = L7'b, x = (LY,

anwenden. Dabei stellt sich heraus, dass der Algorithmus nur M1 benotigt. Eine alter-
native Herleitung desselben Algorithmus verwendet, dass M ™A selbstadjungiert ist im
M-Skalarprodukt, denn es gilt fiir alle x, y € C"

(M™'Ax, y)u = (Ax, y) = (x,Ay) = (x, M'Ay).

Wir modifizieren Algorithmus 6.1 nun so, dass die (M~'A-)Orthogonalisierung beziiglich
des M-Skalarprodukts erfolgt, indem wir (-, -) durch (-, -)y; und A durch M~'A ersetzen.
Die Konvergenztheorie aus Abschnitt 6.2 bleibt dabei anwendbar, denn das abgwandelte
CG-Verfahren fiir das System M~*Ax = M~'b minimiert ebenso

(x* —x, M'Ax* — M Ax)y = (x* — x, Ax* — Ax) = ||x* — x]|3,

nun allerdings tiber den Krylovraum K (M™'A, M~r?).

Nach Einfithren von z*¥ := M~1b—M~1Ax* = M~1r* fiir das Residuum des vorkonditionierten
Systems erhalten wir:

Loy = <Zk_l, Zk_1>M/<pk_l, M—lApk—l>M

B
k= kg Apht

3
g 2= Mk
5
6

N

: ﬁk = <Zk’ Zk)M/('Zk_l’ Zk_1>M
: pl =28+ fpt!

Wegen (z¥, 25V = (25, r¥) und (p*=1, M Ap*—1)y = (pF~1, Ap*~') benotigt der prikondi-
tionierte CG-Algorithmus (PCG) nur eine zusatzliche Matrixmultiplikation.
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Algorithmus 6.2 PCG-Verfahren

Input: A b,x", M, e>0
pl=r=b-Ax", 2" =M1 k=0
2: while ||r¥||, > ¢ do

3: k—k+1
g o= LR (R ApET)
s Xk = XK1 g gy phl
6: rk = pk-1_ akApk_l
7: 2K = M1k
8: ﬁk = <st rk>/<zk_l’ rk_l>
o0 pt=2"+ Prpt!
Output: x*

Dabei wird in der Regel der Schritt 7 durch Losung des linearen Gleichungssystems Mz~ =
rk realisiert (und im Algorithmus sollte M~! als Prozedur zu dessen Losung verstanden
werden).

Die Wahl eines Prakonditionierers ist in der Praxis kritisch fiir eine akzeptable Konvergenz-
geschwindigkeit und oft stark von dem zu l6senden Gleichungssystem abhangig. Einige
typische Beispiele sind:

(i) Zerlegungsstrategien verwenden als Prakonditionierer eine endliche (feste) Anzahl

von Schritten eines stationaren Iterationsverfahrens. Fiir eine symmetrisch positiv de-
finite Matrix A = D+L+L" fir eine Diagonalmatrix D und eine untere Dreiecksmatrix
L kommt im CG-Verfahren in Frage:

a) Jacobi-Iteration, M = D; dies entspricht einer Skalierung der Diagonaleintrage
von A auf 1, und ist trotz in der Regel geringer Wirkung eigentlich immer zu
empfehlen (solange kein besserer Prakonditionierer zur Verfiigung steht).

b) Symmetrische Gaufi—Seidel-Iteration, M = (D + L)D™(D + L*), wobei das
Gleichungssystem Mz* = r* einfach durch Vor- und Riickwirtssubstitution
gelost werden kann.

(i) Die unvollstandige Cholesky-Zerlegung verwendet fur M = L*L eine Cholesky-

Zerlegung A = L*L, wobei L nur diejenigen Eintrage ;; von L enthélt, fiir die a;; # 0
ist. Eine Variante lasst zusatzlich jene Eintrage weg, fiir die |/;;| < ¢ fiir eine vorgege-
bene Toleranz ¢ ist. Die Existenz einer solchen Zerlegung ist aber nicht garantiert.

(iii) Approximative Inverse (,sparse approximate inverse‘, SPAI) sind Matrizen M~ mit

einer vorgegebenen (diinn besetzten) Struktur, die ||[I — M~'A||r minimieren.

(iv) Fir bestimmte Matrixklassen, die aus der Diskretisierung elliptischer partieller Dif-

ferentialgleichungen entstehen, konnen Mehrgitterverfahren sehr gute Ergebnisse
liefern.
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Das GMRES-Verfahren (englisch ,generalized minimal residual®) ist ein Krylovraum-Petrov—-
Galerkin-Verfahren mit K = %, (A, r°) und £ = AK. Als solches kann es fiir beliebige
invertierbare Matrizen angewendet werden; der Preis dafiir ist ein deutlich hoherer Re-
chenaufwand und eine weniger befriedigende Konvergenztheorie.

7.1 ALGORITHMUS

Nach Satz 4.4 konstruiert ein Petrov-Galerkin-Verfahren mit K = K,,(A, r°) und £ = AKX
eine Niherung x™, die das Residuum ||b — Ax]||; iber alle x € x° + K, (A, r°) minimiert.
Die Grundidee des GMRES-Verfahrens ist, dieses Minimierungsproblem effizient mit Hilfe
der im Arnoldi-Prozess konstruierten Orthonormalbasis zu 16sen.

Wie im Arnoldi-Verfahren starten wir den Prozess mit q; = r°/8, f = ||r°||. Bricht der
Prozess nicht ab — diesen Fall betrachten wir separat, — erhalten wir nach m Schritten
die orthonormalen Vektoren gqi, ..., gms1 und h;j, 1 < i < j+1 < m+ 1. Definieren wir
die Matrizen Q1 = [qu, - .., gmu] € C™ und H,, = (hij)ij € Clm+Dxm g4 hat die
Matrix-Zerlegung (5.4) die Form

AQm = OmHp + hm+1,mqm+le;kn = Qm+1ﬁm-
Da wir jedes x € x° + K, (A, r°) schreiben kénnen als x = x° + Q& fiir ein £ € C™, gilt

b—Ax=b— A"+ Qnd)
=1’ — AQ,¢
=pq - Qm+1ﬁm§
= Qm+(Ber — Hpd).

Nun ist Q41 unitér, so dass
b — Axll2 = ||fer — Hmé|l2

gilt. Die Ndherung x™ kann also durch Losung eines (typischerweise kleinen) (m + 1) X m-
Ausgleichsproblem fiir eine obere Hessenbergmatrix berechnet werden.
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Fir eine invertierbare Matrix A € C"™" kann dieses Verfahren nur versagen, wenn der
Arnoldi-Prozess vorzeitig im Schritt j < m abbricht. (Die Matrix H,, hat vollen Spaltenrang,
da H,, = Q},AQy, vollen Rang hat.) In diesem Fall ist K;(A, r°) invariant unter A, und es
ist 0 = w; = hj41jq;. Damit folgt aus der Zerlegung (5.4), dass AQ; = Q;H; gilt, und
insbesondere, dass H; invertierbar ist. Es existiert also ein &/ = Hj_l(ﬂel) mit

0=Q;(fer —H;&’) =1 — AQ;¢ = b — Ax/,

d.h. x/ = x° + Q;& ist die exakte Lésung des Gleichungssystems. Daraus folgt, dass das
GMRES-Verfahren fiir invertierbare Matrizen spétestens fiir m = n (in exakter Arithmetik)
die Losung findet. Aus den Uberlegungen in Kapitel 4 schlieen wir aulerdem, dass die
Norm des Residuums ||r™ ||, monoton (aber nicht notwendigerweise strikt monoton) fallend
ist. Das abstrakte GMRES-Verfahren besteht also aus folgenden Schritten:

Input: Ac C”"" beC"x"eC" ¢
rP=b-Ax% B=||r’, m=0
2: while ||b —Axm_lig > ¢||b — AxX||, do

3: Berechne Q,,, H, mit . Arnoldi-Prozess

4 Lose mingecn || fey — Hpl|o fidr &™

5 Setze x™ = x* + Q™ m — m+1
Output: x™!

Fiir die Losung des Ausgleichsproblems im Schritt 4 bietet sich eine QR-Zerlegung an. Zur
Erinnerung: Hat H,, € C™**™ yollen Spaltenrang (was der Fall ist, wenn das Verfahren
nicht abbricht), so liefern die Orthonormalisierungsverfahren aus Abschnitt 2.3 eine QR-
Zerlegung H,, = G: R, mit G, € C/™VX(") ynitir und R, € CU™DX™ eine obere
Dreiecksmatrix (deren letzte Zeile daher nur Nullen enthalten kann). Die Notation G}, is
dabei gewdhlt, um erstens die Verwechslung mit Q,, aus dem Arnoldi-Prozess zu Vermeiden
und zweitens die folgende Notation zu vereinfachen. Setzen wir nun

(7'1) GmITIm = ﬁm = (Rm) > Gmer =: (dm) >
0 m

dann ist R,, € C™™ invertierbar (da H,, vollen Spaltenrang hat). Da G,, als unitare Matrix

eine Isometrie ist, sind die Losung und das Residuum des Ausgleichsproblems gegeben

durch
-1
&" = PR, dp, Ir™ll2 = Blpml,
wobei wir ™ natiirlich per Rickwirtssubstitution berechnen. (Insbesondere erhalten
wir das relative Residuum ||r™||2/||7°|lz = |pm|, ohne ™ und x™ berechnen zu miissen.)

Beachten Sie auch, dass die Matrix Gy, selber nicht mehr gebraucht wird, sobald wir R,
dm, und p,, berechnet haben.
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7 DAS GMRES-VERFAHREN

Dabei konnen wir die obere Hessenbergform von H,, ausnutzen, um die QR-Zerlegung
effizienter als iber ein Orthonormalisierungsverfahren zu konstruieren. Wir gehen dafiir
induktiv vor: Fiir m = 1ist H; € C?}!; wir suchen daher eine unitire Matrix G; € C?*?

mit
hi M) _5

Wir konnen dies (im reellen Fall) geometrisch interpretieren als eine langenerhaltende
Transformation des Vektors (A, ha1)” in die x;-Ebene; eine mogliche solche Transformation
ist eine Rotation." Algebraisch kann eine Rotation im Uhrzeigersinn um den Winkel ¢
cos(p)  sin(p)

—sin(g) cos(¢p)
Winkel selber nicht interessiert sind, suchen wir (im komplexen Fall)

c s
G = (—E c)

ausgedriickt werden durch die Jacobi- oder Drehmatrix ( ) Da wir an dem

so, dass gilt
(i) G ist unitér, d. h.
GG, = (|c|2 +]s]?  s(c—7) ) B (1 0)
1 - - 5

s(c—¢) Jc|*+|s|? 0 1

(ii) G ist langenerhaltend, d.h.

|’”11|2 = || (ru, O)Hf = || (hu, hzl)”f = |hn|2 + |h22|2,

(iii) G ,annulliert” hyy, d. h.
—§h11 + Chgl = 0.

Diese Bedingungen legen ¢ € R (wegen ¢ = ¢ aus (i)) und s, r; € C bis auf das komplexe
Vorzeichen sign s := s/|s| (mit sign 0 := 1) fest; die mittlerweile iibliche Konvention dafiir
fithrt auf

7-2 n si nnn n 211 s = u’ c = ¢
( ) g | |2 t |h |2
|”11|2 |”21|2 |h11|2 + |h21|2

(Ist hyy = hy; = 0, dann setzt man ¢ = 1und s = 0, d. h. G; = [; dieser Fall kann hier auf3er bei
Abbruch des Arnoldi-Prozesses aber nicht auftreten.) Die so definierte Matrix G; € C?*?
nennt man Givens-Rotation.

Fiir den Fall m = 2 gehen wir analog vor: Um H; auf obere Dreiecksform zu bringen, miissen
wir nur die Elemente hy; und hs; annullieren, was wir jeweils mit einer Givens-Rotation

'Eine Alternative ist die Spiegelung an der Winkelhalbierenden, was auf Householder-Reflektionen fithrt.
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7 DAS GMRES-VERFAHREN

erreichen kénnen. Dazu gehen wir ,von oben nach unten® bzw. ,von links nach rechts®
vor: Zunichst eliminieren wir hy;, indem wir fiir (hy, hgp)? die Eintrége s, c sowie h]; nach
(7.2) berechnen und setzen

c s 0
GZ,l =|-s ¢ 0].
0 0 1

Man verifiziert leicht, dass diese Matrix ebenfalls unitar ist und dass Multiplikation mit ihr
nur die erste und zweite Zeile verdndert. Als Ergebnis erhalten wir eine Matrix der Form

_(
Gz’le = 0 hf22
0 h32

Wir eliminieren nun hs, durch Berechnen von s, ¢’ und k7, fiir (h),, hs2)T und Setzen von

1 0 0
G3,2 =0 ¢ ¢
0 —-s" ¢

Diese Matrix ist ebenfalls unitar und wirkt nur auf die zweite und dritte Zeile; dabei —
und das ist der Kernpunkt — lasst sie auch die erste Spalte unverindert, denn eine lineare
Abbildung bildet selbstverstandlich (0, 0)” wieder auf (0,0)” ab. Da das Produkt unitirer
Matrizen wieder unitar ist, ist G, := G3 3Gy unsere gesuchte Matrix.

Im allgemeinen Fall m € N erhélt man also (7.1) durch
Gp = Gm+1,m o Gm,m—l ©0:--0 Gz,l,

wobei Gj,y ; eine Givens-Rotation ist, die hj;;; annulliert.?

In der Praxis wird dabei in jedem Schritt die bereits im vorigen Schritt konstruierte Ortho-
normalbasis {qy, . . ., ¢ } verwendet, so dass jeweils nur eine neue Spalte fiir Q,+; und Hp
berechnet werden muss. Die Praktikabilitat des Verfahrens beruht darauf, dass auch die
QR-Zerlegung von H,, spaltenweise mit Hilfe von Givens-Rotationen aufgebaut werden
kann. Angenommen, wir haben bereits eine QR-Zerlegung von H,,_; konstruiert mit

Pm-1

Gm—lﬁm—l = (Rr(r;—l) S me(m—l)’ Gp_161 = (dm—l) e C™.

Wir machen nun den Ansatz G, := Gy41.m © G—1 (mit Gp,—1 aufgefasst als linearen Operator
auf C™!, der nur auf die ersten m Zeilen wirkt). Definieren wir by, == (hypm, . .., Apm)’ € C™

*In der Praxis wird dabei Gj; als 2 X 2-Matrix nur auf die Vektoren (h;, h j+1,k)T fir k > j angewendet
und dabei die Matrix H,,, iiberschrieben.
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7 DAS GMRES-VERFAHREN

und Gp_1hm =: (cm1, mm)’ € C™, so ist

= Gm-1Hm-1 Gm_ih
GmHm :Gm+1,m " 10 m-l hm 11 "
m+1,m

= Gm+1,m 0 Cmm |

0 hm+1,m

da G,,—; nach Konstruktion nur auf die ersten m Zeilen wirkt. Wir bestimmen nun G,;41m
wie oben beschrieben so, dass h,41,, annulliert wird, d. h. dass gilt

Rn-1 cm Rin-1 cm—
Gm+1,m 0 Cmm = 0 Ym |
0 hm+1,m 0 0

und setzen

_ Rm—l Cm-1 mxm
Ry, = ( 0 Y ) eC .

Der Vektor ¢,, := (cm_1,Ym)! € C™ enthilt also genau die von Null verschiedenen Eintrige,
die R,,_; zu R,, erweitern.

Fir die rechte Seite erhalten wir analog

dm—l dm—l
Gme; = Gm+l,m (Gm(;lel) = Gm+1,m Pm—-1|= Om | = (zm) € CmH-
0 Pm "

Weil G411 die ersten m — 1 Komponenten von d,, unverandert lasst, miissen wir in der
Praxis nur die Rotation G4y, auf den Vektor (pp_1, 0)7 anwenden, und erhalten den neuen
Eintrag d,,, der d,,—1 zu d,, erweitert, sowie das neue Residuum py,.

Wir kénnen daher solange neue Basisvektoren generieren, bis das relative Residuum |pp,|
in dem von ihnen aufgespannten Krylovraum klein genug ist, und erst dann &™ und
x™ berechnen. Trotzdem ist das Verfahren aufwendig: Die Anzahl der zu speichernden
Vektoren sowie der arithmetischen Operationen wichst dabei quadratisch in m. In der
Praxis wird daher haufig nach einer festen Anzahl von Iterationen (iiblicherweise zwischen
10 und 30) die aktuelle Niherung x™ berechnet und das Verfahren mit x° := x™ neu
gestartet. Die wesentlichen Schritte im GMRES-Verfahren mit Neustarts3 sind im folgenden
Algorithmus aufgefiihrt.

3publiziert durch Yousef Saad und Martin H. Schultz in [Saad & Schultz 1986]
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7 DAS GMRES-VERFAHREN

Algorithmus 7.1 GMRES(m)

Input: AcC”" beC,hx"ecC",me>0
v 10=b—-Ax°, B=||r%s k=0
2: while f > ¢ do

3 po=Lq=r/B.Go=1j=0
4 while [pj| > eund j < m do
5: je—j+1
6 Berechne qj41, hyj, . . ., hjyj durch Schritt in Arnoldi-Prozess
7 Wende Givens-Rotationen G;;_ fiir i < jaufhj := (hyj,...,h; j)T an;
> Ergebnis: (cj_1,¢j ;)T
8: Berechne Givens-Rotation G, so, dass G, j(cjj, hjs, j)T = (y;,0);
> Ergebnis: G, j, ¢j := (cj-1, yj)T
9: Wende Givens-Rotation Gj;1; auf (pj_, 0)" an; > Ergebnis: §;, p;
10: Bilde Ry =[c,...,¢j], Ok =1[qn---.q;], dx=(5...,8)"
11 xk+t = xk 4 ﬂQlezldk
12: r = b — AL B = [P, k—k+1
Output: x*

7.2 KONVERGENZ

Das GMRES-Verfahren mit Neustarts bricht zwar nur ab, wenn die exakte Losung gefunden
ist, aber Konvergenzraten konnen im Allgemeinen nicht gezeigt werden. Fiir positiv definite
(aber nicht unbedingt symmetrische) Matrizen folgt die Konvergenz jedoch aus Satz 4.7.

Folgerung 7.1. Sei A € R™" positiv definit. Dann konvergiert GMRES(m) (Algorithmus 7.1)
fiir jedesm > 1.

Beweis. Fiir jedes j > 1im dufBeren Schritt k ist das Residuum r* in Ki(A, r*) enthalten.
Da in jedem inneren Schritt j das Residuum ||b — Ax||, iiber x* + Ki(A, r*) minimiert wird,
ist die Reduktion mindestens so grof wie in der MR-Iteration. Aus der Konvergenz der
MR-Iteration folgt daher die Konvergenz des GMRES-Verfahrens mit Neustarts. m]

Selbst ohne Neustarts kann in der Regel nicht viel ausgesagt werden. Da das GMRES-
Verfahren das Residuum ||b — Ax||, iiber alle x € x° + %, (A, r°) minimiert und

m—1 ] m—1 '
b—Ax=b-A x0+Zy]-AJr0 :ro_ yjAJ-HrO
j=0 j=0
= p(A)r’
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7 DAS GMRES-VERFAHREN

fiir ein Polynom p € #,, mit p(0) = 1 gilt, erhalten wir analog zum CG-Verfahren die
Abschatzung
m — . A 0 )
i7"l = _min_lp(A)°l

Ist A diagonalisierbar mit A = XDX ~1 so beweist man wie in Lemma 6.1, dass

m . 0

™1z < x(X) pein | max (DI 177112
gilt, wobei x(X) die Konditionszahl von X ist und A nun komplex sein kann. Diese Ab-
schitzung ist aber im Allgemeinen nicht sehr niitzlich, da x(X) sehr grof3 sein kann und
das Approximationsproblem fiir komplexe Polynome keine einfache Losung hat. Ist A eine
normale Matrix (fir die X unitar und damit x(X) = 1ist) und sind die Eigenwerte von A
in einer Menge enthalten, auf der ein geeignetes Polynom giinstig abgeschitzt werden
kann, so lasst sich die Konvergenz zeigen (z. B. fiir bestimmte Ellipsen; siehe [Saad 2003,
Corollary 6.33]. Dies (und insbesondere die Erweiterung auf nichtnormale Matrizen) ist
ein aktuelles Forschungsthema.

7-3 PRAKONDITIONIERTES GMRES-VERFAHREN

Auch das GMRES-Verfahren - insbesondere mit Neustarts — wird in der Praxis prakonditio-
niert. Da die Matrix hier nicht selbstadjungiert sein muss, haben wir zwei Moglichkeiten,
einen Prikonditionierer M~ anzuwenden.

(i) Als Links-Prikonditionierer: Hier wendet man das GMRES-Verfahren auf
M 'Ax=M""b

an, indem mit M~1r® = M~1(b — Ax?) gestartet und im Arnoldi-Prozess die Matrix
M™'A angewendet wird. Die Naherung x™ im GMRES-Verfahren minimiert dann

IM™'b — M'Ax||, tberalle x € x°+ %, (M A M r0).

Der Nachteil ist, dass dann im Verfahren p,, nur das priakonditionierte Residuum
anzeigt.

(ii) Als Rechts-Prikonditionierer: Hier 16st man
AM'u=1b

und setzt x = M 'u. Hier verwendet das GMRES-Verfahren die urspriinglichen

Residuen
rm=b-Ax"=b—- AM ™
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sowie die Matrix AM™'. Dabei wird auch bei der Berechnung der Niherungslésung
der Hilfsvektor u nicht benétigt. Ist n™ die Losung des projizierten Ausgleichsproblem,
so ist

XM =M =M (W0 + Q™) = x° + M7 Qun™.

Die Naherung x™ minimiert daher

|b — Ax||; tberalle x e x®+ MK, (AM™,r°).

Tats#chlich kann man per Induktion zeigen, dass K, (M~1A, M~'r%) = MK, (AM™1, r0)
ist. Die beiden Varianten unterscheiden sich also nur im zu minimierenden Residuum. Die
zweite Variante hat aber den Vorteil, dass in jedem Schritt ein unterschiedlicher Priakondi-
tionierer M,! gewihlt werden kann; fiir die Berechnung von x™ geniigt es sogar, anstelle
der M,! nur die prikonditionierten Residuen M, 'r,, (die man fiir den Arnoldi-Prozess
sowieso braucht) zu speichern. Der entsprechende Algorithmus wird als flexible GMRES
(FGMRES) bezeichnet; siehe [Saad 2003, Kapitel 9.4.1].

Als Prakonditionierer kommen wieder die Ansatze aus Abschnitt 6.3 in Frage.
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Der Nachteil am GMRES-Verfahren ist die Notwendigkeit, in jedem Schritt gegen alle
Basisvektoren zu orthogonalisieren. Wir suchen daher nach Verfahren, die auch fiir unsym-
metrische Matrizen mit kurzen Rekursionen auskommen. Im CG-Verfahren erméglicht dies
die Symmetrie der Matrix A und der Ritz-Galerkin-Ansatz; fiir unsymmetrische Matrizen
verwenden wir stattdessen einen geeigneten Petrov—Galerkin-Ansatz. Alle Verfahren in
diesem Kapitel basieren auf der Wahl

K =Kn(A ), L =T (A", w).

8.1 DER BI-LANCZOS-PROZESS

Fir eine selbstadjungierte Matrix A € C™" konstruiert der Lanczos-Prozess (Algorith-
mus 5.2) eine unitire Matrix [qi, ..., qm] =1 Om € C™, so dass Q},AQ,, tridiagonal ist.
Fiir allgemeine Matrizen geben wir nun statt der Tridiagonalform (wie im Arnoldi-Prozess)
die Ahnlichkeitstransformation auf: Wir suchen V,,, W,,, € C"™™, so dass gilt

a ﬁz
Yo a2 Ps
W,ZAVm =T, = s
Am-1 ﬁm
Ym Om

(Beachte, dass mit A auch T,, nicht selbstadjungiert sein muss!) Zusétzlich fordern wir
W, Vin = I, d. h. dass die Spalten v; von V,,, und w; von W), biorthogonal sind. Analog zum
Gram-Schmidt-Verfahrens kénnen wir aus diesen Bedingungen durch Induktion einen
Algorithmus konstruieren.

Dazu betrachten wir AV, = V,, T, und A*W,, = W, T (fiir m = n erhilt man diese Gleichungen
aus W, AV,, = T,,, bzw. (W, AV,,,)* = T,;,) durch Multiplikation mit V;, bzw. W,;)) spaltenweise,
um (beginnend mit k = 1) Rekursionen fiir vj,1, Wi41, @k, Pr+1 und yg41 herzuleiten. Fir
1< k < nist (mit vg = wg = 0)

Avg = Brok—1 + a0k + Yi10k+1>

AW = Vewk—1 + QWi + S W1
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Auflésen nach 041 = Yk410k41 Und Wiyg = Bri1 Wi ergibt

(8.1) Ok+1 = (A — o D)oy — Brog—s,
(8-2) Wip1 = (A" — o) wy — YkWk-1-

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass die v; und wj fiir i, j < k biorthogonal
sind, und zeigen nun, dass wir a; so wihlen kénnen, dass i orthogonal zu allen w; und
Wi+ orthogonal zu allen v; ist fiir 1 < i < j. Fiir j = k ist dann nach Voraussetzung

(Oks1, W) = (Avg, Wi) — o (0, W) — PBie{0k—1, Wi)
= (Avg, wi) — k.

Setzen wir also
o = (Avg, wi),

so ist wie gewlnscht (g4, wx) = 0. Fir j = k — 1 gilt unabhéangig von der Wahl von «,

dass
Ok, W—1) = A0k, Wi—1) — {0k, Wk—1) — Br{0k—1, Wk—1)

= (ok, A"wi-1) — P

= (O YeotWk—2 + Te1Wi-1 + Bewi) — Pr

=Pk — Pr =0,
wieder aufgrund der Biorthogonalitiat der v; und w; fiir i, j < k sowie der Rekursion fiir
A*wy_y. Fiir j < k — 1 vereinfacht sich die Rechnung weiter zu

(041, W) = (Ao, wj) — ook, Wj) = Bi(Ok—1, wj) = (0, A"w;))
= y]<0k5 Wj—1> + aj<0k’ Wj) + ﬂj+l<0k5 wj+1> = O
Analog folgt
(O, Wia1) = (0, A"Wg) — Ok, @Wk) — (0%, VeWk—-1)
= (Avk, W) — i (O, Wi) — i (Ok—1, Wk)
= (Avg, W) —a =0
sowie (vj, W) = 0 fir alle j < k — 1.

Es bleibt, die Bedingung (vg41, Wkt+1) = 1 durch geeignete Wahl von fy.; und yx4; zu erfiillen.
Nach Definition ist

<5k+1s 1;/k+1> = ,Bk+1}’k+1<0k+1, Wk+1>~

Ist (Og+1, Wi41) # 0 und wihlen wir Sy und yg4; so, dass gilt

ﬁk+1)’k+1 = <Z~Jk+1, ‘7Vk+1>,

so sind v; und w; biorthogonal fiir 1 < i, j < k + 1. (Ist (Og41, Wkr1) = 0, miissen wir den
Prozess abbrechen.) Diese Wahl ist nicht eindeutig; wir konnen zum Beispiel zusitzlich
fordern, dass |Sx+1| = |yk+1] und sign fryq = sign (Og41, Wi41) ist.
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Starten wir mit v; und w; mit {(wy,v;) = 1, erhalten wir daraus einen durchfithrbaren
Algorithmus, den Bi-Lanczos-Prozess.

Algorithmus 8.1 Bi-Lanczos-Prozess
Input: A € C™", vy, w; € C"\ {0} mit (wy,01) =1,

1: W():U():O,ﬂlzylzo
2: for j=1,...,mdo

3: aj = <AZ}]', Wj>

4 O = Avj— ;o) = fjoj

50 Wik = ATW) — oW, —Yjwj
6: Yie1 = VI0j+1 Wis)|

7: if yj;1 = 0 then

8: stop

9: else

10: Bin = 0js1, Wjs1) [¥jn1

1L Ojy1 < Uj+1/YjL

12: Wil < Wj+1/ﬂj+1

Output: v, w;,a;,1<j<m, By, 1<j<m—1

Mit V, = [vy,...,0m] und W,,, = [wy, ..., wy] konnen wir (8.1) und (8.2) in Matrixform
schreiben als
AV = VI + Ym+10m+1e:;1s
A*Wm = WmT;:l + ﬁm+1wm+1e;kn.
Aus (8.1) und (8.2) folgt auch per Induktion, dass
span {vy, ..., 0} = Kn(A, v1),
span {wy, ..., wy} = Kn (A", wy)

gilt, falls der Bi-Lanczos-Prozess nicht abbricht. Dies passiert, wenn (v41, wjs1) verschwin-
det (oder, in endlicher Arithmetik, zu klein wird). Ist v;4; = 0 oder w;4; = 0, so ist K (A, v1)
invariant unter A bzw. Kj(A*, w;) invariant unter A* (,lucky breakdown®). Andernfalls
handelt es sich um einen ,serious breakdown®. Dieser kann aber eventuell durch so-genannte
»look-ahead“-Strategien behandelt werden, in denen mehrere Vektoren in Folge blockweise
biorthogonalisiert werden.

8.2 DAS BI-CG-VERFAHREN

Analog zum Arnoldi-Verfahren in Abschnitt 5.3 kénnen wir den Bi-Lanczos-Prozess ver-
wenden, um ein Projektionsverfahren fiir das lineare Gleichungssystem Ax = b fiir unsym-
metrische Matrizen A € C™" zu konstruieren. Sei wieder x° € C" gegeben mit r° = b— Ax°
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und setze
v =w =1/, B =11l

Wir suchen nun eine Naherung x* mit
xF e x° + K (A, v),
b — AxF L K (A", wy).

Mit Hilfe der biorthogonalen Basisvektoren Vi = [vy,...,0k], Wk = [wy, ..., wi] und der
Tridiagonalmatrix T; aus dem Bi-Lanczos-Prozess erhalten wir

XK = X0+ Ve (W AV) Tt
=x" + Vi T, ' (Ber).

Man kann die Tridiagonalform von T; ausnutzen, um (falls sie existiert) eine LR-Zerlegung
T = LiR; aufzubauen un~d in jedem Schritt zu aktualisieren. Dazu definieren wir die
Matrizen Py := Vlezl und P, := Wi (L;:)_l sowie den Vektor zj := L,:l(ﬁel). Dann ist

xF = x4 Pz
Die Spalten von Py und Py sind dabei ,bi-A-orthogonal® (in Anfithrungszeichen, da A nicht
notwendigerweise ein Skalarprodukt induziert), da gilt

D% _ o =lyur* -1 _ 7-1 -1 _
PiAP, = LO'W AR = LR = 1.

Analog zum CG-Verfahren betrachtet man daher eine Folge von ,bi-A-orthogonalen®
Suchrichtungen, so dass po, .. .,pk_1 eine Basis von K (A, r°) und [)0, .. .,ﬁk_l eine Basis

von K (A*, r°) bilden. Dies fiihrt auf folgenden Algorithmus:

Algorithmus 8.2 Bi-CG-Verfahren

Input: A b,x%e>0
e pl=r'=p"=F"=b-Ax"% k=0
2: while ||r¥]|, > ¢ do

3: k—k+1
g = LA (aph R
s Xk = XK1 g gy ph!
6: rk =kl — o ApF?
7 ’:k — fk—l _ OC_kA*ﬁk_l
e G
o pi=ria fpt
10: [)k =k + Eﬁk_l
Output: x*
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Die Vektoren p*~!, p¥~! entsprechen hier skalierten Spalten von p*, p*. Den Vektor 7

nennt
man auch Schattenresiduum, da ¥¥ = 7! + @;p*~! eine Niherung fiir die Losung des

Gleichungssystems A*x = b darstellt und 7% = b — A*%* gilt.

Durch Induktion beweist man nun dhnlich wie fiir das CG-Verfahren, dass gilt
(r',#y=0 und (Ap',p') =0 fur alle i # j,
siehe [Kanzow 2005, Lemma 7.6]. Nach Konstruktion ist dann

span {po, .. .,pk_l} = span {rO, e, rk_l} = Ki (A, ro),
span {p°, ..., p*'} = span {#°, ..., #1} = K (A", r°),

siehe [Kanzow 2005, Lemma 7.7]. Wie im Bi-Lanczos-Prozess kann es passieren, dass
die Residuen r* und #* orthogonal sind, ohne dass eines von beiden verschwindet. Da
nicht pivotisiert wird, ist auflerdem nicht garantiert, dass eine LR-Zerlegung existiert (ein
Abbruch zweiter Art); in diesem Fall ist (Ap¥, p¥) = 0. AuBerdem weisen die Niherungen
im Bi-CG-Verfahren keine Minimierungseigenschaften auf, so dass die Konvergenz sehr
irregulédr (und insbesondere nicht-monoton) sein kann.

8.3 DAS CGS-VERFAHREN

Jeder Schritt im Bi-CG-Verfahren benoétigt jeweils eine Multiplikation mit A und A*. Letz-
teres kann in der Praxis problematisch sein, da A oft nicht als explizite Matrix, sondern als
Prozedur fiir die Berechnung von Ax gegeben ist, eine entsprechende Prozedur fir A*x
aber nicht zur Verfiigung steht.'

Tatséchlich werden die Vektoren #* und p* fiir die Berechnung der neuen Niherung x*+!
nicht direkt benétigt, sondern tauchen nur in Skalarprodukten auf. Genauer betrachtet,
erkennt man in Algorithmus 8.2, dass ¥ und 7% sowie p* und p* die selbe Rekursion erfiillen:
Fiir geeignete Polynome ¢ (1), ¥4 (t) € Py mit ¢ (0) = ¥4 (0) = 1 gilt wegen r° = p°

(8.3) = (A, = (AN,

(8.4) pr= (A PR = (AN,

Da q(A*) = q(A)” fir jedes Polynom q gilt, erhalten wir

(85) (57 = (o (A7), (AR P = (AR (A ),

wobei wir verwendet haben, dass Matrixpolynome mit dem gleichen Argument kommutie-
ren. Wenn wir also direkt Rekursionen fiir ¢7 (A)r® und ¢ (A)r® herleiten kénnen, sind

'Ein haufiges Beispiel ist das Newton-Verfahren fiir eine komplizierte Funktion F : R* — R™, fiir die die
Jacobi-Matrix VF(x) nicht explizit bekannt ist, aber die Richtungsableitung VF(x)v in Richtung v durch
den Differenzenquotienten (F(x + ev) — F(x)) /e angenéhert werden kann.
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8 BIORTHOGONALE KRYLOVRAUM-VERFAHREN

keine Multiplikationen mit A* erforderlich. Diese konnen wir durch einfache algebraische
Manipulationen aus Algorithmus 8.2 gewinnen. Aus Schritt 6 und 9 erhalten wir dann

(8-6) Pk = Q-1 — A AY_1,
8.7) Yk = ok + B,

wobei wir hier und im folgenden der Ubersichtlichkeit halber die Argumente der Polynome
sowie den Vektor r® weglassen. Der Einfachheit nehmen wir in Folge auch an, dass A und
damit alle auftretenden Grofien reell sind. Quadrieren beider Gleichungen ergibt dann

0 = - 2+ A
Vi = 0 + 2Bk-10k + Bivi -

Der Trick besteht nun darin, dass wir auch fiir einen der gemischten Terme eine Rekursion
einfithren. Multiplizieren wir (8.6) mit {/4_;, erhalten wir

Y10k = Vi10k—1 — OkAYE_,.

Damit kénnen wir den verbleibenden gemischten Term berechnen: Multiplikation von
(8.7) mit ¢ und Indexverschiebung ergibt

Vk10k—1 = 90]%_1 + Br-1¥k—20k-1-

Wir definieren nun

(8.8) =gl (A, ¢ = (A e (A,
(8.9) PP =AU = (A e (A)r°

und erhalten die Rekursion

rk rk_1 - ockA(Zuk_1 — akApk_l),

q = uf! - o AP,
pr=r +,5k(2q +Bip™),
Wk =r +[3kq

Beachten Sie, dass nun r* und p* a priori nicht mehr gleich dem (bi-A-orthogonalisierten)
Residuum sind. Wir kénnen aber die zu r* passende Iteration

k k-1

K= o (2uF! - akApk_l)

X

definieren, so dass wegen r® = b — Ax® nach Induktion gilt r* = b — Ax* fiir alle k. Mit
r* — 0 konvergieren die x* dann gegen die gesuchte Losung von Ax = b. Allerdings die

Konvergenz dieser Residuen wie im Bi-CG-Verfahren nicht-monoton.
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8 BIORTHOGONALE KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Durch eine andere Anordnung der Schritte kann man die doppelte Berechnung von Ter-
men vermeiden, und erhalt dadurch den CGS-Algorithmus (Englisch: ,conjugate gradient
squared®).

Algorithmus 8.3 CGS-Verfahren

Input: A, b, XX e>0
e F=ul=p"=r"=b-Ax"% k=0
2: while ||7*||, > ¢ do

3 k—k+1

& ap= (LR /(AP

5 gt = uF — g ApF

6: x* = x4+ o (uF T+ gF)
7: rk = pk-1_ OckA(uk‘1 + qk)
8 Pe= (SRR

9: uk =rk 4+ ﬂqu

10: pk =uk + ﬂk(qk + ﬂkpk_l)
Output: x*

In jedem Schritt miissen im CGS-Algorithmus nur zwei Vektoren mit A multipliziert wer-
den. In der Regel kann man eine doppelt so schnelle Konvergenz wie im Bi-CG-Verfahren
erwarten (auf Kosten der gleichzeitigen Iteration fiir Naherungslésungen von A*x = b).
Allerdings ist es moglich, dass durch das Quadrieren der Polynome Rundungsfehler ver-
starkt werden, was zu erheblichen Problemen durch Ausléschung fithren kann. Dies wird
im Bi-CGStab-Verfahren (Englisch: ,biconjugate gradient stabilized®) vermieden.

8.4 DAS BI-CGSTAB-VERFAHREN

Ausgangspunkt ist einmal mehr die Galerkin-Bedingung r* 1 K (A*, r°), wobei r* = b —
Ax* = @r(A)r® fiir ein Polynom ¢ vom Hochstgrad k mit ¢z(0) = 1 ist. Sei nun y;,
j = 0,..., eine Folge von Polynomen vom Grad j (und damit linear unabhéngig) mit
xj(0) = 1. Dann kann die Galerkin-Bedingung formuliert werden als

0= ((pk(A)rO,fj(A*)rO) = (xj(A)er(A)r’,r%) fiiralle 0 < j < k.

Das Bi-CG-Verfahren beruht auf der Wahl y; = ¢;, und dies wurde in der Herleitung des
CGS-Verfahrens ausgenutzt. Wir konnen die y; aber auch anders wihlen, um eine stabilere
Iteration zu erreichen. Der Grundgedanke im Bi-CGStab-Verfahren ist der Ansatz

Xj(t) = (1 —-wjt)--- (1= wit) = (1-w;t) xj-1(d),
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8 BIORTHOGONALE KRYLOVRAUM-VERFAHREN

wobei die Konstanten wy jeweils so gewahlt werden, dass die Norm von

r* = (A er(A)r°

minimal ist. Analog betrachten wir die entsprechend modifizierten konjugierten Residu-
en

P = (A (A)r.
Wie fiir das Bi-CG-Verfahren erhalten wir fiir beide eine Rekursion durch Multiplikation
von (8.6) bzw. (8.7) mit yx:
= (Ao (A)r® = (I = o) 1 (A) (9r-1(A) = Ay (A))r’
= (I = 0A) (Yr-1(A) -1 (A)r° — A xi-1(A) i1 (A)r°)
= (I — wiA) (rk_l - akApk_l) ,

PF = (AP (A = xi(A) (9r(A) + Brti—1(A)) 1°
= k(Ao (A)r° + B (I — 0k A) Y1 (A) Y1 (A)r°
=¥ + Bl — wpA)p*.

Setzen wir nun

€= K - g ApFT

dann ist wy gesucht als Mimimierer von
1 1 w°
I = 0A)s N5 = S l1sM 115 — o(Ask, s5) + —I1As“ 3,
2 2 2
wobei die Ableitung der rechten Seite verschwindet fiir
(As*, s5)
W = ————.
(Ask, Ask)
Wieder definieren wir fiir x* die zu r* passende Rekursion

xF =y akpk_l + a)ksk.

Allerdings sind die Koeffizienten oy und f in Algorithmus 8.2 definiert durch die unmo-
difizierten (konjugierten) Residuen, die wir hier ja gerade vermeiden mochten. Es stellt
sich aber heraus, dass man die auftretenden Skalarprodukte auch iiber die modifizierten
Varianten berechnen kann. Wir beginnen mit dem ersten Skalarprodukt in (8.5):

k
(or(A)r’, 3 (A7) = Dy (A, (A7)
j=0

fur @i (t) = Z];:o y;t/. Nun steht aber das unmodifizierte Residuum nach Konstruktion
senkrecht auf K. (A*, 7°), so dass alle Skalarprodukte fiir j < k wegfallen. Ubrig bleibt also
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8 BIORTHOGONALE KRYLOVRAUM-VERFAHREN

der Term fiir j = k, fir den man mit Hilfe von Schritt 6 von Algorithmus 8.2 und Induktion
zeigt, dass gilt yx = (—1)%ay - - - ;. Analog zeigt man fiir die modifizierte Variante

<Xk(A)(Pk(A)r0,¢k(A*)f0> — (—1)ka)k R <(Pk(A)r0, (A*)kf())

Daraus folgt sofort

5o - _OHACTAN) @ (57
(AT (A7)~ op (1 70)

Fiir oy betrachten wir nun
—_— k .
(AP (A)r°, Y (AN = D7 8o (A)r°, (A )
=0

fur Yi (t) = ZI;:O §;t/. Nun ist das unmodifizierte konjugierte Residuum nach Konstruktion

A-orthogonal zu K. (A*, 7°), so das wieder alle Skalarprodukte fiir j < k wegfallen. Mit
Hilfe von Schritt 6 und Schritt g zeigt man, das hier ebenfalls gilt 8 = (=1)Fa - - - ;. Analog
zeigt man wieder fiir die modifizierte Variante

O (AW (A, 5 (A7) = (=)o -+~ o1 (Y (A)r°, (A7),
und wir erhalten

o = (1 (A’ 7y (A7) _ (rk=1, 70y
‘ (A1 (A)r0, ¥, _ (A7) (ApFL,70) :

2

Zusammen ergibt dies den Bi-CGStab-Algorithmus:

Algorithmus 8.4 Bi-CGStab-Verfahren

Input: A, b, XX e>0
e F=p'=r"=b-Ax" k=0
2: while ||7*||, > ¢ do
k—k+1

rk =gk — a)kAsk

Prc = (ar(r*, 7)) [ (r(r* 7))
0: pF =R+ B (pFt = wpAptTY)
Output: x*

3:

& o= (LR (ApLE)
5: sk — rk—l _ OCkApk_l

6: wr = (Ask, s5) /(Ask, Ask)
7: xk = k14 g pF 4 opsk
8:

9:

2Publiziert durch Henk van der Vorst in [van der Vorst 1992]. Diese Arbeit war zwischen 1990 und 2000
die meistzitierte Veroffentlichung in der angewandten Mathematik. Nebenbei fertigt van der Vorst
Linolschnitt-Portréats seiner Kollegen an.
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8 BIORTHOGONALE KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Wie bei allen Verfahren in diesem Kapitel muss eine praktische Implementierung auch
einen ,serious breakdown® berticksichtigen, und zum Beispiel mit einem anderen 7 neu
starten oder ,look-ahead”-Strategien verwenden.
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Teil 111

EIGENWERTPROBLEME
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Wir betrachten nun das Eigenwertproblem: Zu gegebener Matrix A € C™" suchen wir
einen Eigenwert A € C und einen zugehorigen Eigenvektor v € C" \ {0} mit

Av = Ao.

Da die Eigenwertbestimmung tiber das charakteristische Polynom auf die Nullstellensuche
bei Polynomen fiithrt (und umgekehrt jede Nullstelle eines Polynoms Eigenwert einer geeig-
neten Matrix ist)," kann es fiir n > 4 kein direktes Verfahren fir die Eigenwertberechnung
geben. Numerisch geht man daher anders vor: Man bestimmt zuerst iterativ eine Nahe-
rung des gesuchten Eigenvektors, und berechnet daraus eine Ndherung des zugehorigen
Eigenwerts. Das bekannteste Verfahren, um alle Eigenvektoren einer Matrix zu berechnen,
ist das QR-Verfahren. Dies wird auch als Baustein der im nichsten Kapitel vorgestellten
Projektionsverfahren auftauchen.

Wir beginnen die Herleitung mit einem einfachen Prototypen, der auch die Grundlage
aller weiteren Verfahren dieses Kapitels darstellt; auf komplette Beweise der aus den
Grundvorlesung zur Numerik bekannten Aussagen verzichten wir dabei.

9.1 VEKTORITERATION

Die Vektoriteration (oder Potenzmethode) ist ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des
betragsgrofiten Eigenwerts A; und des dazugehorigen Eigenvektors v;. Ausgangspunkt ist
die folgende Beobachtung: Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert fiir gegebenes
x € C"\ {0} und eine beliebige Norm

Akx

— >y fiir k — oo,c € C\ {0}.
[l AFx|

(9-1)

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dass A; € R ein einfacher Eigenwert ist, d. h. dass gilt

(9.2) A1l > [Aa] = -+ > |4y

'Tatsachlich ist die Berechnung der Eigenwerte der sogenannten Begleitmatrix einess der effizientesten
Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen eines Polynoms; siehe z.B. [Boyd 2013].

67



9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Auflerdem nehmen wir der Einfachheit an, dass A diagonalisierbar ist. Dann hat C" eine
Basis {vy, ..., v, } aus Eigenvektoren von A und wir kénnen daher jedes x € C" schreiben
als

x=&v+&Evg + -+ Eoy.

Damit ist
Akyx = §1Ak01 + §2Ak02 +--- 4 §nAkvn
= §1Af01 + §ZA§UZ +-t §n/1§0n
A \F A\
:A{C §101+§2 (/1_?) Ug+"'+§n (A—:) Un} .
Wegen (9.2) gilt
| A2] | An]
1>—>.--> ,
| A1l | A4]

die entsprechenden Terme konvergieren also fiir k — oo gegen Null. Falls nun & # 0 ist,
so gilt fiir 4; > 0

k
A
Ak Af§m+0(f)] o
(93) = ~1 = —
Akx k|| koo [[o1]]

(Ist 4y < 0, so existieren zwei Teilfolgen, von denen eine gegen 9;, die andere gegen —0;
konvergiert.)

k
Die Vektoriteration liefert also fiir passendes® x° € C" eine Approximation x*) = ”2,;2”

von v;. Um daraus eine Naherung des zugehorigen Eigenwerts A, zu bestimmen, kann
man folgenden Ansatz nutzen: Zu gegebenem x¥) suchen wir diejenige Zahl A, die das

Residuum der Eigenwertgleichung
2 - Ax O3

minimiert. Dies ist ein lineares Ausgleichsproblem fiir A mit der “Matrix” x*) € C™ und
der rechten Seite Ax¥) € C". Die Normalengleichungen dazu sind

(x(k), x(k)M — (Ax(k), x(k)).
Da x®) nach Konstruktion die Norm [|x®)|| = 1 hat, ist x®) # 0. Wir kénnen daher nach A
auflosen und erhalten den Rayleigh-Quotienten?
® _ (Ax®) x (k)Y

(94) - (x(k),x(k)> .

?Ein zufillig gewéhlter Vektor ungleich 0 wird in der Regel eine Komponente in v;-Richtung haben. Ist dies
nicht der Fall, erzeugen in der Regel Rundungsfehler wihrend der Iteration einen solchen Anteil.

3John William Strutt, dritter Baron Rayleigh (1842-1919), ist in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts durch
seine Beitrage zu fast allen Bereichen der Physik, insbesondere zu Schwingungsphédnomenen, berithmt
geworden.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

(Wir verwenden in diesem Kapitel die Notation 1) fiir Iterierte, um Verwechslungen mit
dem kten Eigenwert A; oder der kten Potenz A¥ zu vermeiden.)

Wihlt man die euklidische Norm in (9.1), ergibt das die Vektor- oder von-Mises-Iteration:*

Algorithmus 9.1 Vektoriteration

Input: A, x° #0,e,k=0,1% =0
1 while [[AFx®) — AxB)||, > ¢ do
2: k—k+1

W o— Ax(k—l)

x® — w/llwll

2B (ax®) 0y

Output: xk), A (R)

Fiir die Konvergenz des Verfahrens folgt also aus den obigen Uberlegungen und der Stetig-
keit des Skalarprodukts:

Satz 9.1. Ist A € C™" diagonalisierbar, gilt || > |Az| und (x¥,0,) # 0, so folgt fiir die
Iterierten der Vektoriteration
k)

|

22
M
Ao

A

Tninllffx(k) —oull2=0 (

ol=1

W“—m=0(

Ist A selbstadjungiert, kann man sogar zeigen, dass gilt

)

Die Vektoriteration kann auch zur Berechnung weiterer Eigenwerte und Eigenvektoren
verwendet werden. Ist ndmlich A € o(A) und p ¢ o(A), so gilt

Az

AR ) =
| 1 O(A1

9.2 INVERSE VEKTORITERATION

Ax=Mxo (A-uhx=A-px & (A-pu)'x=A-p)'x.

4Vorgeschlagen 1929 durch Richard von Mises, der in der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts zur angewandte
Mathematik (etwa im Bereich der Flugzeugkonstruktion) viel beigetragen hat.

>Tatséchlich geniigt firr die Konvergenz, dass es nur einen betragsgrofiten Eigenwert gibt, dessen algebraische
Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfachheit ist. Dies kann man mit Hilfe der Jordan-Normalform

zeigen.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Ist A — p also klein genug, dann ist ﬁ der betragsgrofite Eigenwert von (A — uI)~!. Kennen
wir also eine gute Schatzung von A, so konnen wir die Vektoriteration zur Berechnung des
zugehorigen Eigenvektors (und einer verbesserten Niaherung des Eigenwerts) einsetzen.
Diesen Ansatz nennt man inverse Vektoriteration mit Spektralverschiebung®. Natiirlich
wird die Matrix (A — uI)™! dabei nicht explizit gebildet, sondern das zugehérige lineare
Gleichungssystem geldst.

Algorithmus 9.2 Inverse Vektoriteration

Input: 1, A, x® £0,6,k=0,1"=0
1: berechne LR-Zerlegung von A — ul
2: while [[AFx®) — Ax0)||, > ¢ do

3: 16se (A — pl)w = x%) durch Vorwirts-/Riickwirtssubstitution
-1

4 A0 — ((w,x(k))) +u

s x5 — w/llwll

6: k—k+1
Output: x0) A (0)

Die Konvergenz der Iteration hangt vom Abstand von y zum nachsten benachbarten Eigen-
wert ab. Je naher p am gewiinschten Eigenwert A;, und je weiter weg vom néchstgelegenen
Eigenwert A;, desto schneller konvergiert die Iteration. Priziser wird der Fehler in jeder
Iteration um den Faktor

e A

J# A=

reduziert. Die Konvergenzgeschwindigkeit kann wesentlich gesteigert werden, indem in
jedem Iterationsschritt der Rayleigh-Quotient als Verschiebung g = A%~V verwendet
wird (Rayleigh-Iteration). Allerdings steigt dadurch der Rechenaufwand stark an, da die
LR-Zerlegung von (A — A*~V]) in jedem Schritt neu durchgefiihrt werden muss.

Um weitere Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen, kann man eine Deflation durch-
fihren. Sind Ay, . . ., A, die Eigenwerte von A mit zugehorigen Eigenvektoren vy, . . ., v,, SO
hat die Matrix

A=Y
1<01, 1)
die Eigenwerte 0, Ay, . .., A, mit (falls A normal ist, d. h. die v; orthogonal sind) zugehérigen
Eigenvektoren vy, vy, ...,0,. Man kann also, beginnend mit dem betragsgrofiten (oder

betragskleinsten) samtliche Eigenwerte und Eigenvektoren durch Vektoriteration (bzw.
inverse Iteration) der Reihe nach berechnen. In der Praxis ist dieses Verfahren jedoch zu
aufwendig, falls mehr als die ersten (bzw. letzten) paar Eigenwerte gesucht sind.

$Helmut Wielandt — eigentlich ein reiner Mathematiker — entwickelte diese Methode 1944 wihrend seiner
Arbeit an der Aerodynamischen Versuchsanstalt Gottingen.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

9.3 DAS QR-VERFAHREN

Ein sehr elegantes Verfahren, saimtliche Eigenwerte und Eigenvektoren (bzw. allgemeiner,
invarianter Unterrdume) einer Matrix zu berechnen, ist das QR-Verfahren.” Dabei wird im
Wesentlichen mit Hilfe der Vektoriteration und der QR-Zerlegung die Schur-Normalform
einer Matrix (ndherungsweise) konstruiert. Der Algorithmus selber ist auflerst einfach:

Algorithmus 9.3 QR-Verfahren

Input: A, m*
A — A
2: for m =1to m* do
3: QUM RM)  Alm=1) > QR-Zerlegung von A"~
4 A Rm(m)

Output: A(’”), Q(’”)

Die Iterierten A" im QR-Verfahren konvergieren (unter bestimmten Voraussetzungen)
gegen eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente die Eigenwerte von A sind, und
das Produkt der QU™ konvergiert gegen eine unitire Matrix, deren Spalten die zugehérigen
Schurvektoren (fiir normale Matrizen also die Eigenvektoren) sind.

Wir niahern uns der Konstruktion dieses Verfahrens in mehreren Schritten. Wir nehmen
dabei der Bequemlichkeit halber an, dass A normal ist und

(9:5) |l > 22| > -+ > |An]

gilt, d. h. die zugehorigen Eigenvektoren vy, vy, . . ., v, eine orthonormale Basis des C” bilden.
(Ansonsten ist tiberall ,Eigenvektor” durch ,Schurvektor® und ,Spann der Eigenvektoren®
durch ,invarianter Unterraum® zu ersetzen.)

Schritt 1:  (Unterraumiteration)

Die Vektoriteration liefert fiir ein x mit {x,v;) # 0 eine Folge {A¥x}en, die (nach Normali-
sierung) gegen oo fiir |o| = 1 konvergiert, d.h. ein Element aus dem von v; aufgespannten
Unterraum. Ein naheliegender Ansatz fiir die Berechnung mehrerer Eigenvektoren ist

In der heute verwendeten Form geht das Verfahren auf die unabhéngigen Veréffentlichungen von Wera
Nikolajewna Kublanowskaja (1961) und John G. F. Francis (1961/62, inklusive impliziter Shifts) zuriick. Der
Kerngedanke, eine Matrixzerlegung fiir die Eigenwertberechnung einzusetzen, stammt von Heinz Rutis-
hauser, der 1954 eine Rekursion fiir die Eigenwertberechnung basierend auf Nullstellen charakteristischer
Polynome (den qd-Algorithmus) herleitete, und erkannte, dass diese in Matrixschreibweise genau dem
LR-Verfahren LW R¥) = A AUk+1) — RUO [ (K) entspricht. Die Details sind nachzulesen in [Gutknecht &
Parlett 2011].
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

also, die Vektoriteration fiir einen Unterraum mit einer grof3eren Dimension1 < k < n
durchzufithren. Dafiir wéhlen wir k linear unabhéangige Vektoren xj, . .., xx und setzen

Sk = span {xy, ..., Xk},
Ti = span {oy,..., 0},
Uk = span {041, -..,0n} .

Wir zeigen nun, dass fiir Sy N Uy, = {0} gilt

{A"x : x € §}=A"S, - T firm — oo.
Sei dafiir x € S beliebig und schreibe

x = (G + -+ &og) + (SO + -+ + Enon) -
Dann gilt

Amx — (gl/‘l{nvl + .-+ §k/1]r<n0k) + (§k+1),]rcn+10k+1 + .-+ gnAZlvn)

m M "
8 s
pITAN A \"
+ (§k+1 ( ;Zl) U1+ + gn (/1_;:) Z)rz)] .
Wegen (9.5) sind samtliche Briiche in der ersten Klammer grof3er als Eins, und samtliche

Briiche in der zweiten Klammer kleiner als Eins. Fiir m — oo konvergiert die zweite
Klammer also gegen 0. Es gilt also

PUkAmx — 0.

Da Sk und Tj die gleiche Dimension haben und wegen x ¢ Uy die erste Klammer nicht
verschwindet, muss also A™Sy gegen Tj konvergieren.

Schritt 2:  (Basisiteration)

Fiir die praktische Durchfithrung der Unterraumiteration wahlt man eine Basis {xy, . .., xx }
und berechnet {A™x;, ..., A"x;}. Allerdings gilt wegen (9.3), dass A™x; fiir (fast) alle x;
gegen v, konvergiert;® diese Basis wird also mit fortschreitender Iteration immer schlechter
konditioniert sein. Aulerdem ist eine Normalisierung nétig, damit die Iterierten beschrankt
bleiben. Deshalb wird in jedem Schritt eine neue Orthonormalbasis {qim), .. .,ql(cm)} von
A™Sy bestimmt. Der Name des QR-Verfahrens stammt nun daher, dass dies durch eine

QR-Zerlegung geschehen kann. Seien ay, . . ., a, die Spalten von A™X mit X = [xy,...,x,

8wenn auch nicht mit der gleichen Geschwindigkeit
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

und qy, . . ., g, die (orthonormalen) Spalten von Q, so folgt aus spaltenweiser Betrachtung
von A = QR

(9.6) ar = qir = span {a;} = span {q},

(9.7) az = qirz + qar22 = span{a;, a2} = span{q:, ¢z},

(9.8) n = Qi+ -+ qutnn = span{ay, s, ...,an} =span{q, gz, .-, qn}-

Um alle Eigenvektoren zu bestimmen, fithren wir also jeweils einen Basisiterationsschritt

auf den n orthonormalen Vektoren qio), e q,(lo) durch, und berechnen dann durch QR-

Zerlegung eine neue orthonormale Basis. Dann gilt fir alle1 < k < n:

S,Em) := span {qim), . .,q’(cm)} =A"S — Ti.

(m)
k

€ A™S; gegen den (einzigen) Basisvektor v; von Tj;

Da die Spalten von Q orthogonal sind, ist q

(m)
1

€ A™S, gegen den zu v; orthogonalen Basisvektor v, von T5; und

€ A™Sy orthogonal zu A™Sy_; fiir alle

2 < k < n. Somit konvergiert g

(m)
2

so weiter. In anderen Worten, die Spalten qgm), 1 < i < n, konvergieren simultan gegen die
entsprechenden Eigenvektoren von A.

damit konvergiert g

Wihlen wir also eine Matrix Q'*) mit orthonormalen Spalten (etwa die Identitit), so lassen
sich die obigen Uberlegungen mit Hilfe der QR-Zerlegung in Matrixform schreiben:

g(m) :AQ(m—l)
(99) QM Rm) = g(m)

Die Spalten der Matrizen Q'™ konvergieren dann gegen eine orthonormale Basis aus
Eigenvektoren.

Schritt 3:  (Schur-Normalform)

Wir wollen nun aus den naherungsweisen Eigenvektoren in Q™ die gesuchte Niaherung
der Eigenwerte von A konstruieren. Dazu verwenden wir eine iterative Approximation der
Schur-Normalform (3.3): Wir zeigen, dass

(9.10) Alm . (Q(m))*AQ(m)

gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergiert, auf deren Diagonalen die Eigenwerte von A
stehen. Dafiir betrachten wir (9.10) spaltenweise. Bezeichne die jte Spalte qﬁ.m) von Q™.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Da q( ™ im Unterraum A™S; liegt, welcher gegen T; konvergiert, kénnen wir diesen Vektor
schre1ben als

(m) Z Ci Uk + E s

(m)

mit einer Folge ¢, — 0 € C" fiir m — co. Dann gilt:

(m) Z Ao + g( ),
k=1

mit einer neuen Nullfolge s(m) € C". Da A™S; gegen T; konvergiert, konvergieren die q( m)
1 <i < j,gegen eine (nach Konstruktion orthonormale) Basis von T;. Es lasst sich also

umgekehrt jeder Eigenvektor v, € T; darstellen als
J
U = Z d/ET) (m) + E?(’m),
i=1

(m)

wobei wieder £, — 0 mit m — oo konvergiert. Zusammen gilt also

Aq™ = Z“xim)q/im) 4 elm),

wobei wir alle auftretenden Nullfolgen in ¢™ und alle skalaren Koeffizienten in algm)

gesammelt haben. Da die q( ™)

Skalarprodukts, dass

orthonormal sind, folgt fiir i > j aus der Stetigkeit des

(Aq(m),q,m)> — Z O((m) <q(m):q,m)> +<€(m) l(’”)) — <€(m)’qi(m)> 0.
k=1 ~—
=0

Die Subdiagonaleintrige von (Q™)*AQ"™ konvergieren also gegen Null. Weiterhin sind
die Diagonalelemente genau die Rayleigh-Quotienten zu den ¢\™), die wie in der Vektorite-

(m)

ration wegen g, — v; gegen die entsprechenden Eigenwerte von A konvergieren.

Schritt 42 (QR-Algorithmus)

Wir zeigen nun durch Induktion nach m, dass Algorithmus 9.3 genau die in (9.10) defi-
nierten Matrizen A" fiir Q(°) = I konstruiert. Der Induktionsanfang fiir m = 0 ist klar.
Bezeichne nun R(™, Q(m), A(m die Matrizen aus dem QR-Verfahren, und R(m), Q(m), Alm)
die entsprechenden Matrizen aus (9.9) und (9.10). Einsetzen von (9.9) fiir m + 1 in (9.10)
ergibt dann

Alm — (Q(m))*AQ(m) - (Q(m))*Q(m+1) R(m+) _. OR.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Da die QR-Zerlegung (nach Festlegen des Vorzeichens der Spalten von Q) eindeutig ist
(vergleiche das ,implicit Q tbeorem“, Satz 5.4), muss nach Induktionsvoraussetzung QR
auch die QR-Zerlegung von A™ sein. Es folgt also aus Schritt 4 im QR-Algorithmus 9.3:

A(m+l) — RQ — R(m+1) (Q(M))*Q(m+l)

= ((QU)"AQM) (@) Q"
— (Q(m+l))*AQ(m+l) — A(m+1),

wobei wir in der vorletzten Zeile die Gleichung Q™ R(™ = AQ™D aus (9.9), aufgelost
nach R verwendet haben.

Wir haben also gezeigt

Satz 9.2. Sei A € C™" normal, gelte fiir die Eigenwerte von A, dass |A1| > |Az| > -+ > |A,]
und fiir die Eigenvektoren

(9.11) span{ey, ..., ex} Nspan {vg4, .. .,0,} = {0} fiiralle1 < k < n,

so konvergieren die Iterierten A"™ im QR-Verfahren gegen eine obere Dreiecksmatrix, deren
Diagonalelemente die Eigenwerte von A sind, und die Spalten von QU™ konvergieren gegen
die Eigenvektoren von A.

Bedingung (9.11) entspricht dabei der Voraussetzung in der Unterraumiteration, dass Sx N
Ur = {0} gilt. Sie ist in der Praxis so gut wie immer erfiillt. Aus der Herleitung ist auch
ersichtlich, dass die Eintrige auf der Diagonalen von A(™ nach ihrem Betrag sortiert
sind.

Bemerkung,. Fiir A € R™" sind auch die Naherungen A(™ reell; Satz 9.2 gilt aber auch in diesem Fall,
da wegen der Annahme (9.5) die Matrix A keine komplex konjugierten Eigenwerte hat. Andernfalls
kann man analog iiber die reelle Schur-Normalform zeigen, dass A™ gegen die obere Block-
Dreiecksmatrix in (3.3) konvergiert. Ist A € C™" selbstadjungiert, konvergiert A™ gegen eine
(reelle) Diagonalmatrix.

9.4 PRAKTISCHE DURCHFUHRUNG DES QR-VERFAHRENS

Das QR-Verfahren in der Form von Algorithmus 9.3 hat folgende Nachteile:

(i) Injedem Schritt ist eine QR-Zerlegung notwendig, die O(n®) Operationen benétigt.

(ii) Die Konvergenz héngt von dem Maximum iiber alle |/|1/{+j|, 1< j<n-1,ab. Liegen
J

also zwei Eigenwerte sehr nahe beieinander, kann die Konvergenz (fiir alle) beliebig
langsam sein.

In der Praxis bedient man sich deshalb verschiedener Techniken, um das Verfahren zu
beschleunigen. Wir betrachten hier stellvertretend jeweils die einfachsten Varianten.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

1. TRANSFORMATION AUF HESSENBERGFORM

Zur Erinnerung: Eine Matrix A hat obere Hessenbergform, falls a;; = 0 furi > j+1
gilt. In diesem Fall kann man A durch Givens-Rotationen in O(n?) Schritten auf obere
Dreiecksform bringen (da ja pro Zeile nur ein Element ,wegrotiert” werden muss):

G-+ GuA™ = R™.

Geht man dabei wie beim GMRES-Verfahren von oben nach unten (statt umgekehrt) vor,
bleibt im zweiten Schritt des QR-Verfahrens,

A(m+1) = R(m)G;l e G*

n,n—1°

die obere Hessenbergform erhalten. Wir betrachten dies anhand eines Beispiels A € C***:

* % % % * % %k % ® ® * %
A(m)— % %k %k k| GusGGa- |0 % % % i;l) ® ® * x
o % ox o« 0 0 =% =% 0 0 = =

0 0 *x = 0 0 0 = 0 0 0 =
* ® ® % * x @ @

i;z)*@@*i;}**@@zA(mH).
0 ® ® = 0 + ® ®
0 0 0 = 0 0 ® ®

Nutzt man die Assoziativitat der Matrixmultiplikation, kann man die berechneten Givens-
Rotationen sofort anwenden, ohne sie zwischenzuspeichern:

A = (G (- (GuA™)Gy) - - )G

n,n—1
(Beachten Sie, dass die Givens-Rotation Gy x_; weiterhin so berechnet wird, dass der (k, k —
1)te Eintrag von (Gg_1—2 - G21)A™ annulliert wird.)?

Um nun eine beliebige Matrix A auf obere Hessenbergform zu bringen (ohne dass sich die
Eigenwerte dndern), kann der Arnoldi-Prozess verwendet werden.'

2. SPEKTRALVERSCHIEBUNG

Die Konvergenzgeschwindigkeit des QR-Verfahrens hangt ab vom kleinsten Verhaltnis der

Eigenwerte || /ﬁ' Haben wir also eine Naherung y fiir einen Eigenwert A; so, dass gilt
J

=A< |p=2;] firalle j # i,

9Tatsachlich kann A sofort bei Anwendung der berechneten Givens-Rotation von links und rechts
iiberschrieben werden. Dass das funktioniert, ist nicht offensichtlich, und folgt aus Satz 5.4 sowie der
linearen Abhingigkeit von Vektoren der Form G(a, 0)” und G(b, 0)7 fiir jede Rotation G. Letzteres sorgt
dafiir, dass die zusatzlich erzeugten Subdiagonaleintrége bei der nichsten Rotation wieder verschwinden.
°Tatsdchlich war dies die urspriingliche Motivation fiir den Arnoldi-Prozess.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

und wenden das QR-Verfahren auf A — pI an, dann wird der betragskleinste Eigenwert
Ai — pvon A — pl sehr rasch angenahert. Macht man die Spektralverschiebung wieder
riickgingig, erhilt man eine bessere Naherung A(™*:

Q(m)R(m) — Alm) _ ul,
Alm+) — R(m)Q(m) +pl.

Wegen
Alm+D) — (Q(m))*(A(m) _ ,UI)Q(m) +pl = (Q(m))*A(m)Q(m)

gilt immer noch (A1) = 5(A). (Die obere Hessenbergform bleibt durch Addition einer
Diagonalmatrix natiirlich erhalten.)

Wie bei der inversen Vektoriteration kann man nun in jedem Schritt einen neuen Pa-
rameter ;™ wihlen, um die Konvergenzgeschwindigkeit weiter zu verbessern. Da die
Diagonaleintrige von A" gegen die Eigenwerte von A konvergieren, liegt die Wahl eines
Diagonaleintrags fiir 4™ nahe. Nun ist die urspriingliche Spektralverschiebung so gewihlt,
dass A; — p der betragskleinste Eigenwert von A — ul ist. Weil die Diagonalelemente im

QR-Algorithmus betragsmafiig abfallend sortiert werden, strebt der Eintrag a,(f:) — p schnell

gegen A; — 1. Man wihlt daher sinnvollerweise den Rayleigh-Shift (™ = aff,’f).

Diese Verschiebung versagt allerdings, falls der Block

(m) (m)
anrill,n—l anrfl n
e (m)

n,n—1 Ann

ein Paar komplex konjugierter (oder allgemeiner, mehrere betragsgleiche) Eigenwerte hat.
In diesem Fall berechnet man zum Beispiel die Eigenwerte y, i, dieser 2 X 2-Matrix und
wahlt als Verschiebung denjenigen, der ndher an aflr:) liegt (Wilkinson-Shift) — dadurch wird
A jedoch selbst fiir reelle A in der Regel komplex. Alternativ fiihrt man hintereinander
zwei Schritte des QR-Verfahrens mit Verschiebung 4 sowie Verschiebung p, aus. Sind Qy, R
und Q,, R; die im QR-Verfahren berechneten Matrizen zur Verschiebung 1y beziehungsweise
Uz, so erkennt man durch Umformungen der Iterationsvorschriften, dass

OR := (Q1Q2) (ReRy) = (A = i) (A™ — o) = M
die QR-Zerlegung einer reellen (wegen p, = y;) Matrix ergibt, und dass
A(m+2) — Q*A(m)Q

gilt. Da sowohl Berechnung als auch QR-Zerlegung von M jeweils O(n*) Operation bené-
tigen, ist dieser doppelte Shift in der Praxis nicht sinnvoll. Es ist aber moglich, A™*?) zu
berechnen, ohne M explizit aufzustellen. Dazu verwendet man Satz 5.4: Solange die erste
Spalte von Q’ der von Q entspricht, und das Ergebnis obere Hessenbergform hat, ergibt
jede unitire Ahnlichkeitstransformation mit Q" eine Matrix, die (bis auf Vorzeichen der
Subdiagonalelemente) gleich A(™*?) ist. Wir gehen daher wie folgt vor:
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

(i) Berechne die erste Spalte m; von M. Da A"™ echte obere Hessenbergform hat,
hat m; (als erste Spalte des Produkts zweier Hessenbergmatrizen) nur drei von Null
verschiedene Eintrage, die man aus den Elementen ag"), 1<i<j+1< 3sowie
14, o explizit berechnen kann (ohne M aufzustellen).

(i) Berechne eine unitare Matrix Qy, so dass Qym; = oe; fiir o € R ist. Fir Qy kann
zum Beispiel ein Produkt von geeigneten Givens-Rotationen oder eine Householder-
Reflexion verwendet werden.

(iii) Bilde Ay := QuA™ Q,- Da Qg nur das zweite und dritte Element von m; annulliert,
erzeugt dies von Null verschiedene Eintrage nur in der ersten, zweiten und dritten
Spalte beziehungsweise Zeile von Ay. Fiir n = 6 erhélt man zum Beispiel

® ® ® ® ® @ ® ® ® *x * *

® ® ® ® ® ® ® ® ® *x * *
A(m)&) ® ® ® ® ® ® ﬁ) ® ® ® *x % ~ Ay,

0 0 * *x % % ® ® ® % x %

0 0 0 = = = 0 0 0 * * =%

0 0 0 0 = = 0 0 0 0 * =%

(Kreise deuten wieder durch Q, gednderte Eintrdge an.) Beachten Sie, dass hier keine
explizite Verschiebung auf A angewendet wird — die gesamte Information iiber
die Shifts p; und p, steckt in Q.

(iv) Die restliche Aufgabe besteht darin, Ay durch unitire Ahnlichkeitstransformation
wieder auf obere Hessenbergform zu bringen. Dafiir berechnen wir der Reihe nach
Rotationen oder Reflexionen Qk, 1 < k < n — 2, die die Eintrage ay4,x und agisx
(falls k < n — 2) von Ay, annullieren, und setzen Ay = QxAx—1Q;. Fiir n = 6 und
k =1 ergibt das

Ay — kil

Q
cooco®
cooc®® *
S o ® ® @ *
S x @ @ @ *
* ¥ @ @ ® *x
¥ ¥ @ @ ® *x
SR R®R®®D
o ® ® ® @ @
o ® ® ® @ @
% % % % ¥ %
% % % % ¥ %

S O O O ¥ ¥

Fir k = 2 gehen wir analog vor, wobei Q, nur auf die zweite bis vierte Spalte
beziehungsweise Zeile von A; wirkt und daher die erste Spalte erhalten bleibt. Nach
k = 4 Schritten liegt daher A, in oberer Hessenbergform vor.

Die Ahnlichkeitstransformation mit Q, hat also eine ,Beule” unterhalb der Diagonalen
von A(™ erzeugt, die wir mit den weiteren Transformationen Qy, ..., Q,—, entlang der

Tst dies nicht der Fall, so ist agn) = 0 und damit aflm ) ein Eigenwert von A, der durch Deflation entfernt
werden sollte; sieche unten.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Diagonalen schieben, bis sie die Matrix verldsst.”> Die Matrix Q" := (Q,—2...Qo)" ist dabei
als Produkt unitarer Matrizen unitir, und nach Konstruktion ist die erste Spalte von Q’
identisch mit der ersten Spalte von Q (da die Q; nur auf die Zeilen i +1,i+2, i + 3 wirken, ist
wegen ihrer Reihenfolge Q’e; = Qge; = Qe;). Nach Satz 5.4 ist also (bis auf Vorzeichen der
Spalten, die hier keine Rolle spielen) Q' = Q und A,_, = (Q')*A™ Q" = Q*AMQ = A(m+2),
Dieses Vorgehen bezeichnet man als impliziten Shift oder Francis-Shift. '3

Genauso konnen auch mehr als zwei Shifts gleichzeitig durchgefithrt werden, wobei die
,Beule” (und damit der Aufwand fiir deren Entfernung) mit der Anzahl der Shifts wéchst.
Umgekehrt kann auch der Rayleigh-Shift implizit durchgefiithrt werden (dadurch kann die
Matrix A" bei jeder Rotation iiberschrieben werden, was Speicherplatz spart).™

3. DEFLATION

(m
n,n

Bei Anwendung der Spektralverschiebung wird der Eintrag a )_1 in der Regel quadratisch

(m)

n,n—1

gegen 0 gehen. Sobald a = ¢ klein genug ist, hat A" die Form

*

Alm) — *
*

>

0 0 ¢ A

wobei 1, eine gute Niherung von 4, und A € C(*"9X("=1) eine obere Hessenbergmatrix
ist, deren Eigenwerte ungefahr gleich den Eigenwerten A;, j # i, der Matrix A sind. Es
liegt also nahe, die Iteration mit Am) — A fortzusetzen, und so mit jedem berechneten
Eigenwert die Dimension der auftretenden Matrizen zu reduzieren.

Algorithmus 9.4 beschreibt das QR-Verfahren inklusive der oben beschriebenen Modifika-
tionen (mit expliziten Rayleigh-Shifts). Sind zusétzlich die Eigenvektoren von A gesucht,
miissen zumindest im letzten Schritt die Givens-Rotationen aufmultipliziert werden, um
die Matrix QU™ zu erhalten. (Ist A nicht normal, erhalt man die gesuchten Eigenvektoren
v; durch jeweils eine einzige inverse Iteration auf A() — unter Ausnutzung der oberen
Hessenbergform — mit Verschiebung Afm) und anschliessender Multiplikation mit Q.)

?Dieser Vorgang wird daher im Englischen als ,,bulge chasing® bezeichnet.

3Auch der Francis-Shift kann versagen, wenn es zusatzliche betragsgleiche Eigenwerte gibt. Um diesen Fall
zu behandeln, wird in der Praxis nach z.B. 10 Schritten ohne Deflation ein zufilliger exceptional shift
durchgefiihrt.

4Dije QR-Iteration mit impliziten Rayleigh- und Francis-Shifts ist auch die Grundlage von MATLABs
»eig“-Funktion fiur die Berechnung samtlicher Eigenwerte einer vollbesetzten Matrix.
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9 VEKTOR- UND QR-ITERATION

Algorithmus 9.4 QR-Verfahren mit expliziten Rayleigh-Shifts und Deflation

Input: A€ R™,¢>0
1 Transformiere A auf obere Hessenbergform — A setzem =0
2: repeat

3 () gi

4 A Alm) - Alm+) A (m)
5: fork=2tondo

6: Berechne Givens-Rotation Gy x_; um a,(crz)_l zu annullieren
: A G A

8: A(m+1) — Gk,k—lA(mH)GZ’k_l

o: A(m+1) (_A(m+1) +/l(m).[

10: mee—m+1

1 if |af$)_l| < ¢ then

12: Ap — a;r:)

13 Alm (al(;fl))lnj—:ll

14: n«—n-1

150 until n =0
Output: A;
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10 PROJEKTIONSVERFAHREN

Auch fiir Eigenwertprobleme basieren die modernen Verfahren fir grofie, diinn besetzte
Matrizen auf einem Projektionsansatz: Statt das volle Problem zu 16sen, geht man zu einem
(viel) kleineren Problem in einem Unterraum tiber. Dabei besteht — wie auch bei der Vektor-
und QR-Iteration — die Hauptaufgabe in der Berechnung von Eigenvektoren, aus denen die
zugehorigen Eigenwerte leicht mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten (9.4) berechnet werden
konnen. Ublicherweise ist man dabei nur an wenigen Eigenwerten und Eigenvektoren,
meist den betragsgrofiten oder -kleinsten, interessiert.

Der Grundansatz sind wieder die Galerkin-Bedingungen: Zu einer gegebenen Matrix
A e C™" sucht man A € Cund g € C"\ {0}, so dass gilt

0 €K,
A6 -6 L L,
fiir geeignete Unterrdume K, £ C C" der Dimension m < n. Haben wir eine Basis vy, ..., 0y,
von K und eine Basis wy, ..., w,, von £ zur Verfiigung, so konnen wir mit V = [0y, ...,0,]
und W = [wy,...,wy]| sowie £ € C™ \ {0} mit V& = o die Galerkin-Bedingungen in
Matrixform schreiben als i
WH(AVE - AVE) = 0.

Sind die Basen biorthogonal, d. h. gilt W*V = I, dann erfiillen A und & die Gleichung
(W AV)E = AE.

Fir m < n kann dieses Eigenwertproblem fiir A,, :== W*AV € C™ mit Hilfe der QR-
Iteration gelost werden. Analog zu Algorithmus 4.1 erhalt man das folgende allgemeine
Verfahren.
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10 PROJEKTIONSVERFAHREN

Algorithmus 10.1 Projektionsverfahren fiir Eigenwertprobleme

Input: Ae C™", ¢>0,k=0,r) =1,
1: while ||rlk||2 > ¢ fiir ein i do
k—k+1
Wihle Unterraume K, £
Berechne biorthogonale Basen V, W von K und £
Berechne Eigenwerte /lf.“ und Eigenvektoren ylk von Ay = WAV
vf = VyllC
rlk = Avf.‘ - )levl’.‘

Output: vg‘ , /lf.‘

N

Eine wesentliche Frage ist hier, ob ein kleines Residuum rlk auch bedeutet, dass der zugeho-
rige Eigenwert )Lf? eine gute Approximation eines Eigenwerts von A darstellt. Die Antwort
gibt der folgende Stérungssatz.

Satz 10.1 (Bauer—Fike). Sei A € C™" diagonalisierbar mit A = XDX ™!, und seien 1€ C und
0 € C" mit||0||, = 1 gegeben. Dann existiert ein Eigenwert A von A mit

A=A < k2 (X)||AG — 13|,

Beweis. Angenommen, L ist kein Eigenwert von A (sonst ist die Ungleichung trivial). Dann
ist A — Al invertierbar, und es gilt wegen A = XDX ! fiir 7 := Ad — Ao

i=(A-ADF=X(D-A)X'F.
Da 0 normiert ist, folgt daraus

1= [|X(D = AD)7X 7|,
< IX 21X 21 (D = AD Y217l

Nun ist die Spektralnorm einer Diagonalmatrix gegeben durch den betragsgrofiten Diago-
naleintrag (der ja gleich dem betragsgrofiten Eigenwert ist). Daher gilt

1< k2 (X)||]l, max [A— A7,
A€c(A)

und wir erhalten die gewiinschte Abschitzung fiir denjenigen Eigenwert, fir den das
Maximum angenommen wird (d. h. den, der am nichsten an A liegt). m]

Daraus folgt sofort eine wichtige Erkenntnis: Das Eigenwertproblem fiir selbstadjungierte
Matrizen (und allgemeiner, fiir normale Matrizen, fiir die X unitar ist) ist stabil. Dagegen
kann fiir nicht-selbstadjungierte Matrizen die Konditionszahl von X beliebig grof} sein.
Tatsédchlich spielen fiir nicht-selbstadjungierte Matrizen auch die Links-Eigenvektoren eine
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10 PROJEKTIONSVERFAHREN

wichtige Rolle. Man definiert daher fiir eine diagonalisierbare Matrix A € C™", einen
Eigenwert A; € C A, und zugehorige Rechts- bzw. Links-Eigenvektoren v;, w; € C" mit
|loi|l = ||w;i|| =1 die Konditionszahlen von A; bzw. v; beziiglich Stérungen von A als
1
[0 W)l
K(/1 )
k(v;) = Z

J#i J

k(M) =

Die Kondition eines Eigenvektors wird also zusatzlich durch die Separation des zugehdrigen
Eigenwerts vom Rest des Spektrums bestimmt. (Hat A mehrfache Eigenwerte, sind die
damit verbundenen Eigenvektoren ja auch nicht eindeutig bestimmt.)

Auch beim Eigenwertproblem unterscheiden wir zwischen orthogonalen und schiefen
Projektionsverfahren. Die wesentliche Frage wird dabei nach der Genauigkeit der Approxi-
mation der Eigenvektoren durch Vektoren in K sein.

10.1 ORTHOGONALE PROJEKTIONSVERFAHREN

Der orthogonale Projektionsansatz mit £ = K wird als Rayleigh-Ritz-Verfahren bezeich-
net. Fithren wir die orthogonale Projektion Py auf K ein, so konnen wir die Galerkin-
Bedingungen schreiben als

(10.1) At := PycAPycd = 13,

wobei g € C" \ {0} ist. (Da die linke Seite wegen Py in K ist, muss dann auch g € K sein.)
Erfiillt (1,9) die Bedingung (10.1), so nennt man A Ritz-Wert und & Ritz-Vektor von A.

Fir die spater betrachteten Krylovraum-Verfahren ist folgendes Resultat wichtig.

Satz 10.2. Wenn K invariant unter A ist, so sind die Ritz-Werte bzw. Ritz-Vektoren Eigenwerte
bzw. Eigenvektoren von A.

Beweis. Angenommeni € Cundo € K\ {0} erfillen (10.1). Dann ist insbesondere Pyo = 0.
Ist K invariant unter A, so ist auch Ao € K, und daher ist (10.1) 4quivalent zu

0 = Ayt — i = Pyc(AG — Ad) = AG — A3,

d.h. o ist Eigenvektor zum Eigenwert A von A. O
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10 PROJEKTIONSVERFAHREN

Ist K nicht invariant, so wird die bestmdgliche Naherung dadurch bestimmt, wie ,,nahe”
der gesuchte Eigenvektor v an K liegt, gemessen durch den Abstand ||(I — Pg)ov||;. Die
Idee dabei ist, den Satz 10.1 von Bauer—Fike anzuwenden auf Ag und das Paar (A, Pxo)
(d. h. wir suchen fiir einen exakten Eigenwert von A den niachstgelegenen Ritz-Wert anstatt
umgekehrt). Das nachste Lemma erlaubt die Abschiatzung des dann auftretenden Residuums
des projizierten Problems durch diese Distanz.

Lemma 10.3. Sei A € C Eigenwert von A mit Eigenvektorv € C" \ {0}. Dann gilt die
Abschitzung

|(Agc — AI)Pgcol|2 < y|[(I = Px)oll,
mity = ||PxA(I = Pgo)ll2 < ||A]l,.

Beweis. Da Pg und (I — Pg) Projektionen sind, gilt

| (Agc — AI) Pyco||2 = || PgeAv — AgcPycol2
= ||PxcAv — PgcAPxo||2
= ||PxcA(I = Pg)ol2
= [|PxA(I — Pg) (I — Px)ol|2
< yll(I = Px)oll2,

wobei wir die Definition von A und Av = Ao verwendet haben. Die Abschatzung von y
folgt dann daraus, dass orthogonale Projektionen immer Norm 1 haben. m]

Folgerung 10.4. Sei Ay diagonalisierbar und A ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v. Dann
existiert ein Ritz-Wert A mit

A=A < k(XY = Pg)oll.

Ist v also ,nahe” an K und A selbstadjungiert, so liefert das orthogonale Projektionsverfah-
ren eine gute Ndherung. Wie gut diese Naherung ist, hangt natiirlich von der speziellen
Wahl von K ab; im nachsten Kapitel werden wir diesen Abstand fiir Krylovraume untersu-
chen. (Mit deutlich mehr Aufwand lassen sich auch Stérungsresultate fiir Eigenvektoren
und daraus Fehlerabschatzungen fiir Ritz-Vektoren zeigen.)

Fiir selbstadjungierte Matrizen konnen wir auch Optimalitdtsaussagen tiber die Ritz-Werte
beweisen. Wir nehmen wieder an, dass die Eigenwerte von A absteigend angeordnet sind,
d.h. es gelte

A1ZA2 Z"'Zﬂn,

und ebenso gelte fiir die Ritz-Werte

2> A
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10 PROJEKTIONSVERFAHREN

Nach dem Satz von Courant-Fischer ist dann

> (x, Agex) (Pgcx, APgex) (x, Ax)
A= max ———~= max ———— =
xeKx#0 (X, X) x€K x#0 (x, x) xeKx#0 (X, X)
und ebenso
3 . <x5 Ax>
An = min

xeKxz0 (x,x)
Dann gilt folgende Charakterisierung der Ritz-Werte.

Satz 10.5. Sei A € C™" selbstadjungiert und K ein Unterraum von C". Dann erfiillen die
Ritz-Werte A; und die zugehorigen Ritz-Vektoren 0; von A beziiglich K

= (0;, Avy) . {x, Ax)
Ai=——— = max min )
(0;,0;)  ScK.dim(S)=i xeS\{0} (X, x)

Beweis. Da A und Py als orthogonale Projektion selbstadjungiert sind, ist auch A selbst-
adjungiert. Aus dem Satz von Courant-Fischer folgt dann

~ (x, Agcxc) (Pgex, APgex) (x, Ax)
A= max ———= max —— = X —.
x€K x#0 (x, x) x€K x#0 (x, x) x€K x#0 (x, x)
Analog gilt dann
- A
An = min (x, Ax)

xeKx20 (X, X)
sowie die Aussage fiir 1 < i < m. Wegen 0; € K ist schlief}lich
(81, ABi) = (61, Agclis) = (55, 31,

woraus die erste Gleichung folgt. O

Folgerung 10.6. Sei A € C™" selbstadjungiert und K C C" ein Unterraum. Dann gilt fiir die
Eigenwerte A; und Ritz-Werte A;,1 < i < m, von A gilt

> > A

Beweis. Dies folgt aus

g . <x9 Ax> . <x’ Ax>
A= max min < ma min =
ScK,dim(S)=i xeS\{0} (x, x) ScCndim(S)=i xeS\{0} (x, x)

sowie

~ A JA
Ai > Ay = min x Ax) > min {x, Ax) =1
xeK\{0} {(x,x) xeCm\{0} {(x,x)

Dies bedeutet, dass die extremalen Ritz-Werte bei wachsender Dimension von K die
extremalen Eigenwerte von A monoton ,von innen” anndhern. Orthogonale Projektions-
verfahren eignen sich also insbesondere dafiir, die grofiten bzw. kleinsten Eigenwerte einer
(selbstadjungierten) Matrix zu berechnen.
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10 PROJEKTIONSVERFAHREN

10.2 SCHIEFE PROJEKTIONSVERFAHREN

Wir betrachten nun Projektionsverfahren mit £ # K, d. h. wir suchen o € K mit Ao — e
orthogonal zu L. Fihren wir die (schiefe) Projektion Q7£< auf K senkrecht zu £ ein, haben
die Galerkin-Bedingungen die Form

Akd = QE APy = 4,

wobei Py wieder die orthogonale Projektion auf K bezeichnet. Man vergewissert sich
leicht, dass die Resultate in Abschnitt 10.1 bis einschlieB8lich Folgerung 10.4 auch in diesem
Fall gelten. Allerdings kann die Konstante y = ||Q7£(A(I — Pg)||2 nicht mehr durch ||A]|2
beschriankt werden, und das projizierte Problem kann viel schlechter konditioniert sein als
das urspriingliche Eigenwertproblem.

Auch hier ist der Fall £ = AK fiir invertierbare € C™" besonders interessant. Sei wieder
V eine Matrix, deren Spalten eine Basis von K bilden. Dann kann man die Galerkin-
Bedingungen in Matrixform schreiben als

(10.2) [(AV)*AV]E = A[VFA*V]E.

Dies ist ein verallgemeinertes Eigenwertproblem fiir eine selbstadjungierte, positiv definite
Matrix. Wahlt man nun W so, dass die Spalten eine orthonormale Basis von AKX bilden,
so sind die Spalten von V := A™'W eine Basis von K. Setzt man diese in (10.2) ein, erhilt
man

AlE= (WATW)E,

d. h. ein orthogonal projiziertes Eigenwertproblem fiir A™". Diejenigen A, die diese Eigen-
wertgleichung erfiillen, nennt man harmonische Ritz-Werte von A; sie nahern die betrags-
kleinsten Eigenwerte von A ,von auflen” an. Ist man nur an diesen interessiert, so ist es oft
giinstiger, diese mit Hilfe von Projektionsverfahren fiir A~! zu berechnen (wobei natiirlich
statt Multiplikation mit A™! das entsprechende lineare Gleichungssystem fiir A geldst wird;
idealerweise mit Hilfe einer vorberechneten LU- oder Cholesky-Zerlegung von A).
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11 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Wir kommen nun zu dem Standard-Verfahren fiir die Eigenwertbestimmung grofler, diinn-
besetzter Matrizen: dem Arnoldi- beziehungsweise Lanczos-Verfahren. Dabei handelt es
sich um orthogonale Projektionsverfahren auf die Krylovraume

Kn (A, v) = span {v, Av, A%, A" ).

Folgende Invarianz-Eigenschaften der Krylovraume werden dabei niitzlich sein:
o Kn(aA, pv) = Kn(A, o) fur alle a, f # 0,
o Kn(A— ul,v) = Kn(A,v) fir alle p € C,
o Kn(XTAX, X 10) = XK, (A, v) fiir alle invertierbaren X € C™".

11.1 ARNOLDI- UND LANCZOS-VERFAHREN

Wir kommen rasch zum Kern der Sache, denn wir sind gut vorbereitet. Seien A € C™" und
v € C"\ {0} gegeben. Dann berechnet der Arnoldi-Prozess nach m Schritten eine Matrix
Qm € C™™, deren Spalten qy, . . ., gy eine orthonormale Basis von K, (A, v) bilden, und
eine obere Hessenbergmatrix H,, € C™ mit

0,AQm = Hp,.

Die Ritz-Werte von A bezuiglich K, (A, v) sind also die Eigenwerte von H,,, und die Ritz-
Vektoren konnen aus den zugehorigen Eigenvektoren & von Hy, durch 9; = Q,,; berechnet
werden. Der Arnoldi-Prozess bricht nur ab, wenn %, (A, v) invariant unter A ist; in diesem
Fall sind die Ritz-Werte nach Satz 10.2 bereits Eigenwerte von A (und zwar die betragsgrofi-
ten — sowohl positive als auch negative wegen K, (A, v) = K, (—A,0)).

Bricht der Prozess nicht ab, existieren auch A1, # 0 und g1 € C" \ {0} mit

(11.1) AQm = OmHpm + hytimGmer€y,-

Wie im GMRES-Verfahren kénnen wir diese Darstellung verwenden, um ein Abbruch-
Kriterium zu definieren.
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11 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Satz 11.1. Angenommen, es wurden m Schritte im Arnoldi-Prozess durchgefiihrt, und seien
/i,- und 0; = Qpé;, i = 1,...,m, die Ritz-Werte und Ritz-Vektoren von A € C™" beziiglich
Kn(A,v). Dann gilt )

|AG; — Aiill2 = |Amsrm(&is €m) |-

Beweis. Multiplizieren von (11.1) mit &, 1 < i < m, ergibt

Angi = Qmngi + hm+1,QO+1<§i, em>
= Aingi + hm+1,mqm+1<§is em)-

Daraus folgt
Ab; — Aitiy = AQmé; — AiQnmé;
= hm+1,QO+1<§i» em>
und damit die Behauptung. ]

Die letzte Komponente eines berechneten Eigenvektors von H,, multipliziert mit A4y m,
liefert also das Residuum der zugehorigen Eigenwertgleichung.

Ist A selbstadjungiert, so liefert stattdessen der Lanczos-Prozess eine tridiagonale Matrix T,,,
deren Eigenwerte und Eigenvektoren die Ritz-Werte und Ritz-Vektoren darstellen. Wieder
bricht der Prozess nur ab, wenn die Ritz-Werte exakt sind; ansonsten gilt Satz 11.1 (mit B4
anstelle von hy41m).

Das Arnoldi-Verfahren (und — mutatis mutandis — das Lanczos-Verfahren) zur (ndherungs-
weisen) Berechnung von k Eigenwerten der Matrix A kann also wie folgt zusammengefasst
werden:

Beginne mit Zufallsvektor v;

form=1... do
1. Fuhre einen Schritt im érnoldi-Prozess durch ~ Hy, Om, himsim
2. Bestimme Eigenwerte A; und Eigenvektoren & von H,, mit QR-Iteration
3. Falls |hy41.m (&, em)| < €, berechne Ritz-Vektoren 0; = Q,,¢;

Da die Matrix H, bereits obere Hessenbergform hat, bietet sich das QR-Verfahren in Schritt 2
an. In der Praxis wird man - insbesondere beim Arnoldi-Verfahren — m nicht beliebig grof3
werden lassen, sondern Neustarts durchfithren. Ebenso méchte man bereits berechnete gute
Nédherungen an gesuchte Eigenvektoren behalten. Entsprechende Modifikation werden in
Abschnitt 11.3 besprochen.
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11 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

11.2 KONVERGENZ

Um das Konvergenzverhalten der Krylovraum-Verfahren zu untersuchen, miissen wir
nach Lemma 10.3 den Abstand || (I — Px)v;||, der Eigenvektoren v; von A zum Krylovraum
K = Kin(A, v) untersuchen. Dabei nutzen wir wieder aus, dass jeder Vektor x € K, (A, v)
geschrieben werden kann als x = p,,;,—1(A)v fiir ein Polynom p,,—; vom Hochstgrad m — 1.

Satz 11.2. Sei A € C™" diagonalisierbar mit Eigenwerten A; und normierten Eigenvektoren v;,

i=1...,n, und sei
n
U:Zajl)j
=

gegeben. Bezeichne Py die orthogonale Projektion auf K, (A, v). Dann gilt fiir alle1 < i < n
mit a; # 0 die Abschdtzung

5 |

=Pz <| min max [poup |1
TORNE =1 pepo s acata)\ i) =aCk
p(2i)=1 i

Beweis. Wir betrachten statt v; den skalierten Eigenvektor «;0;. Nach Satz 2.5 erfullt die
orthogonale Projektion auf K, (A, v) die Eigenschaft
a;v; — Pgeajvill, = min  ||a0; — x|l = min ||aj0; — p(A)v
|| ivi KAi 1”2 . ‘Km(A,v)” ivi ”2 IS meln ivi P( ) ”2

< IT;}H lleivi — p(A)o]l,.
m—1

p(4)=1
Sei p € Pp—q mit p(A;) =1 beliebig. Dann gilt
lleso; = p(A)ollz = lip(A) v = Xy p(Ap)ejojllz < max [p(4;)] JZ_; |,
J#i
da die v; normierte Eigenvektoren sind. Division durch |a;| # 0 liefert die gewtinschte
Abschatzung. o

Fiir selbstadjungierte Matrizen konnen wir wieder konkretere Schranken angeben, indem
wir das minimierende Polynom auf ¢(A) C R nach oben durch Tschebyschow-Polynome
abschitzen.

Satz 11.3. Sei A selbstadjungiert mit absteigend sortierten Eigenwerten A; und zugehorigen
Eigenvektoren v;. Dann gilt

2K;

min  max [p(1)] <

PEPm-1 Ao (A)\{A;} m—i
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11 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

mit '
. A A furi> 1
K1 =1, K = tiri >
! i1 A=A
und 41
Vi Aivr — I
Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall i = 1. Setze
Tm—1(”1(/1)) A=Ay
A) = ——————=, riA)=1+2 )
p(A) Toa(r) 1(A) F—

Dann ist p € Pp,—; und p(4;) = 1. AuBlerdem gilt r1(1) € [-1,1] fur A € {A3,...,A,} und
damit T,,,—1(r1(4)) < 1. Weiterhin zeigt man mit Induktion, dass

(4 zz_l)H(z_m)"]

Ti(e) =

fur |z| > 1 gilt. Damit ist
2

1
Tm—l()/i) > m-1’
, 2

woraus die Abschatzung fiir i = 1 folgt.

p(d) <

Fur i > 1 wahlen wir

h=A)---(Ahia—-A)
A) = A
P O G-

fiir ein Polynom g € #p,—; mit q(4;) = 1. Dann ist p(A;) = 0 fiir alle j < i und daher

max  |p(D)| =  max (M=) (Aia=A)
Aea (AN} Ae{iteta} | (A = A3) - -+ (A1 = )

q(d)

< Ki M.
<k max lg(A)]

Die Aussage folgt nun, indem wir fiir ¢ wie im Fall i = 1 das Polynom

Tn-i(ri(4))
Toi(yi)

wahlen. m|

A=A
ri(d) = 1+2—"1

A) = ,
a(!) Aipn — Ay

Zusammen mit Folgerung 10.4 liefert dies die Konvergenz des Lanczos-Verfahrens. Fir
das Arnoldi-Verfahren bei nicht-selbstadjungierten Matrizen kann man ahnlich wie fir
GMRES mit Hilfe komplexer Tschebyschow-Polynome dhnliche Abschiatzungen herleiten,
wenn das Spektrum von A in bestimmten Ellipsen in der komplexen Ebene enthalten ist.
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11.3 NEUSTARTS UND DEFLATION

Da die Schritte im Arnoldi-Prozess mit wachsender Dimension des Krylovraums immer
teurer werden, bedient man sich in der Praxis wie im GMRES-Verfahren regelmafiiger Neu-
starts: nach m Iterationen setzt man %1 = K (A, 0) mit einem neuen Startvektor 0. Dabei
soll natiirlich der bisherige Fortschritt in der Berechnung der Ritz-Vektoren nicht verloren-
gehen. Nach Satz 11.2 hangt die Konvergenzgeschwindigkeit wesentlich vom Verhéltnis
des Winkels @; zwischen ¢ und eines gesuchten Eigenvektors v; zu den tibrigen Winkeln
ab. Es liegt daher nahe, den neuen Vektor als Linearkombination der bisher gefundenen
Ritz-Vektoren zu wahlen: Angenommen, /il(m), ... ,i]((m) sind Ritz-Werte, die in der Nihe der
gesuchten Eigenwerte (z.B. der k < m/2 betragsgrof3ten) liegen, und 51(m), . .,5,&"’)
die zugehorigen Ritz-Vektoren. Dann wahlen wir

sind

k
5= yd™ € Kn(A,0)
i=1

fir y; € R. Da jeder Vektor x € K,,(A,0) als x = p(A)v fir ein Polynom p € Pp
geschrieben werden kann, existiert ein Polynom q € #,,—; mit 0 = g(A)v. Wir wenden also
einen polynomiellen Filter auf v an, um unseren neuen Start-Vektor zu erhalten. Dabei bleibt
die Frage offen, wie die y; zu wahlen sind. Glinstiger ist eine alternative Vorgehensweise:
Statt die gewiinschten Eigenwerte zu verstiarken, werden die unerwiinschten Eigenwerte
unterdriickt. Ahnlich wie im Beweis von Satz 11.2 wihlt man dafir das Filterpolynom

(11.2) q(z) = (z - il(crfl)) e (z - /i,(nm))
Dann gilt
q(A)o = > aiq(i)o;,
i=1

so dass die (relativen) Beitrage der unerwiinschten Eigenvektoren klein und die der gesuch-
ten Eigenvektoren grof sind. Durch diesen exakten Shift werden also die unerwiinschten
Eigenwerte in die Mitte des Spektrums verschoben, so dass die gesuchten Eigenwerte
nun die extremalen sind. Die zugehdorigen Ritz-Vektoren werden daher immer schneller
konvergieren.

Sind erwiinschte Eigenvektoren hinreichend genau berechnet worden, ist es sinnvoll, die
weitere Iteration auf das orthogonale Komplement des von diesen aufgespannten Unter-
raums zu beschrinken. Zum einen verbessert dies die Stabilitdt und erlaubt es, mehrere
linear unabhéngige Eigenvektoren zu einem mehrfachen Eigenwert zu berechnen. Ande-
rerseits wird dadurch Aufwand gespart. Angenommen, vy, .. ., v sind bereits berechnete
erwiinschte (orthonormale) Eigenvektoren mit Eigenwerten A, ..., A;. Dann hat

A=A-VDV* V=1oy,... 0,

Aj fﬁrlsi:sz,
Dij =
0 sonst,

91



11 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

die Eigenwerte 0,...,0, Agg, ..., A,. Alternativ kann man die Deflation in den Arnoldi-
Prozess integrieren: Als Start-Vektor wahlt man vy, orthogonal zu vy, . . ., v, und berechnet
die weiteren Vektoren vy, j, indem man gegen allev;, i =1,...,s + j — 1, orthogonalisiert.
Dadurch erhilt man eine orthonormale Basis ¢, . . ., g, von

K = span {vy, ..., 0, Vs41, AVgyy, . .. A" Tog ).

Die so erzeugte Matrix H,, = Q;, AQ,, hat dann partielle Schur-Normalform. Fiir m = 5 und
s =2istetwa

(11.3) Hpy =

* ¥ | ¥ *
¥ K% K| ¥ *
* K% ¥ | ¥ *

Da der obere (s X s)-Block bereits in oberer Dreiecksform ist, gentigt es, die Eigenwerte des
unteren (m—s)Xx(m—s)-Blocks zu berechnen. Dieses Vorgehen wird als ,,locking* bezeichnet.
(Unter dem Namen ,purging” existieren auch Verfahren, um berechnete unerwiinschte
Eigenvektoren zu entfernen.) Algorithmus 11.1 fasst das Arnoldi-Verfahren mit exakten
Shifts und Deflation zusammen.

Algorithmus 11.1 Arnoldi-Verfahren mit expliziten Neustarts

Input: AcC”"" m<nk<me>0
1 Wihle zufalligen Vektor u; mit ||oq]|; = 1, setze [ =1
2: while ! < k do

3 forj=1...,mdo > Arnoldi-Prozess
4 Berechne w = Av;

5: fori=1...,jdo

6 hij = <Z)i, W>

7 W — W — hi Ui

8 hjvj = Iwllz, vjy1 = w/hjs

9: Berechne Eigenwerte A; und Eigenvektoren ¢; von Hy,
10 Wihle gesuchten Eigenvektor & und berechne Ritz-Vektor o = Qp,&s > Filtern
1 Wihle unerwiinschte Eigenwerte Agyy, . .., A, und setze

z= (A= nl) -+ (A= AnD)d

128 Orthonormalisiere z gegen vy, ..., v; und ersetze u; > Neustart
13 if |hpsim(&s, em)| < € then > Locking
14: Berechne h;; = (v;, Avp),i=1...,1

15: Setze A; = /L

16: Berechne v;,; mit Arnoldi-Prozess, [ « [ +1

Output: A;,0;,j=1,...,k
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Es gibt eine elegante Moglichkeit, dieses Verfahren deutlich effizienter durchzufithren
(denn bei jedem Neustart sind m — k Multiplikationen mit einer (n X n)-Matrix im Schritt
11 notig). Wegen

K (A, g(A)o) = span {q(A), Aq(A)o, ...,A™" q(A)v}

= span {q(A), ¢(A)(Av), ..., q(A) (A" o)}
= q(A) K (A 0)

wird dieser Filter gleichzeitig auf alle Vektoren im Krylovraum angewendet. Anstatt eine
neue Basis fiir den gefilterten Startvektor o zu berechnen, kénnen wir also genauso gut die
bereits berechnete Basis des Krylovraums %, (A, v) filtern, um eine Basis von K, (A, 0) zu
erhalten. In der Tat ist es moglich, die Basis Q,, und die projizierte Matrix H,, zu filtern,
ohne das Filterpolynom explizit anwenden zu miissen. Dazu verwenden wir, dass nach
Satz 5.4 die Ergebnisse des Arnoldi-Prozess durch den Startvektor eindeutig bestimmt
sind.

Angenommen, wir haben m Schritte im Arnoldi-Prozess mit v; = v durchgefithrt und haben

dadurch orthonormale Vektoren vy, ..., 04 und h;5, 1 < i < j+1< m+ 1, mit

(11.4) AV = VipHpy + Byt mOma1€,y-

Um den ersten Faktor des Filterpolynoms (11.2) mit Verschiebung 14 = Ais1 auf die Vektoren
U, ...,0y anzuwenden, verwenden wir (11.4) und erhalten

(11.5) (A= D)V = Vin(Him = ) + s mOms1€p,-

Die Idee ist nun, auf H,, eine QR-Iteration mit Spektralverschiebung anzuwenden:
Hyp—ml = iR,  HY =R +ml
Durch Einsetzen und Multiplikation von rechts mit Q; erhalten wir dann aus (11.5)

(11.6) A(VinQ1) = (VwQDHY + Bt m0ms1(€5,01).

Diese Gleichung soll nun in die Form (11.4) gebracht werden. Da H,, in oberer Hessenberg-
form vorlag und V;,, unitar ist, folgt aus den Eigenschaften der QR-Iteration:

(i) H,(n1 ) ist auch in oberer Hessenbergform;
(i) V,fll) := VO ist als Produkt unitarer Matrizen auch unitar;
(iii) Oy ist das Produkt von m — 1 Givens-Rotationen Gy, ..., Gp-1m-

Der letzte Punkt bedeutet, dass e, Q; nur von der letzten Rotation abhéngt:

* . * _ * *
€,01 = €,Gm_1m = Sme,,_; + Cme,,.
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Damit sind lediglich die letzten beiden Eintrage in e;, Q; von Null verschieden. Zwar hat
deshalb (11.6) selbst nicht die Form (11.4), wir kdnnen sie aber durch Weglassen der letzten

Zeile und Spalte wiederherstellen. Bezeichnet H r(nlzl die Teil-Matrix der ersten (m—1)x(m—1)
Eintrage von H,(,,1 ) und Vrfll_)l die Matrix der ersten m — 1 Spalten von V,,(f), dann gilt wegen
der Hessenbergform von H,Sll )

AV(I) —vO g® @ @) Rt mSmUm+1€ 15

m-1""m-1 mmlmfn—l

wobei der zweite Summand von dem m-ten Eintrag der (in H,, Y gestrichenen) (m — 1)-ten

-1
(1) 1(),, (1) , sind, kénnen wir

Spalte von V( ) H,(n) stammt. Da v,,” und 0,,4; orthogonal zu v

durch
h'r(r?m 1A1(‘r:) = h,(,?m 1 (1) + hm+1 mSmUm+1, ”er(r})llz = 1;
einen Vektor 9, (1) definieren, so dass U(l) ... r(r:) " 6,(,,) orthonormal sind, flfi)m_l > 0 ist, und
gilt
1 D A1)«
(11.7) Av =v HY 40 o0er .

Wir erhalten also wieder eine Gleichung der Form (11.1). Betrachten wir die erste Spalte
von (11.5) und setzen die QR-Zerlegung ein, ergibt dies wegen der Dreiecksform von R;

(A [111)01 = (A ﬂll)V e = V (H ,ull)el = Vm(Q1R1)61
= V( )(”1161) = ruv( )

Der Vektor 01(1) ist also ein Vielfaches des gefilterten Startvektors 0;. Aus der Eindeutigkeit
von (11.1) und der Invarianz von Krylovraumen unter Multiplikation mit Skalaren folgt nun,
dass (11.7) identisch ist mit dem Ergebnis, wenn m — 1 Schritte im Arnoldi-Prozess fiir den

Start-Vektor 01(1) durchgefiihrt werden. Ein weiterer Schritt im Arnoldi-Prozess liefert also
in beiden Fallen eine Basis des Krylovraums %, (A, g(A)v) sowie die darauf projizierte
Matrix H,, in oberer Hessenbergform.

Alternativ konnen zuerst weitere implizite Verschiebungen durchgefithrt werden: eine
QR-Iteration mit Spektralverschiebung ps = Ax4, angewendet auf H,(n1 ) Jiefert eine Hessen-
bergmatrix HP sowie V(z) V(l)Q mit

(11'8) AVrEzZ) = VrStZ)Hr(nZ) + hm+1,m0m+1(e:;1Q1Q2)’

so dass die erste Spalte 0( ) von V,ff) ein skalares Vielfaches von (A — upI) (A — il)o ist.
Diesmal wirken nur die letzten beiden Rotationen von Q, auf e;, O, so dass gilt

e,0102 = (0,...,0,s1,523).

Betrachten wir nur die ersten (m — 2) Spalten von (11.8), erhalten wir

AVE y@ FO o e

m2m2 mlm2m1m2
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11 KRYLOVRAUM-VERFAHREN

mit R
h(z) 5(2) — h(z) 0(2) +h

~(2) 1
m-1m-2"m-1 * m-1,m-2"m-1 m+1,mS1Um+1, ”Um—l |2 =1

Beachten Sie, dass hier ﬁfi?m_l und z?f,? nicht benétigt wurden. Ebenso verfahrt man mit den
restlichen Verschiebungen, wobei jedesmal eine Spalte von V,, und H,, ,verlorengehen®.
Wir konnen also zuerst alle m — k Verschiebungen durch (am giinstigsten implizite) QR-
Iterationen durchfithren, die Rotationen der Reihe nach auf V,, anwenden, den modifizierten
Vektor 5" berechnen, und danach diese k + 1 Vektoren mit m — k Schritten im Arnoldi-

k+1
Prozess zu einer Basis von K, (A, g(A)v) ergéanzen.

Die wesentliche Ersparnis gegeniiber den expliziten Neustarts liegt darin, dass die QR-
Zerlegungen nur fiir eine (m X m)-Matrix durchgefiihrt werden miissen, und dass k Schritte
im Arnoldi-Prozess gespart werden. Falls k < m < n gilt (iiblicherweise wéhlt man m = 2k),
ist dies wesentlich giinstiger als Multiplikationen mit einer (n X n)-Matrix. Algorithmus 11.2
fasst die wesentlichen Schritte zusammen.' Die Deflation durch ,locking® kann dabei
in der QR-Iteration beriicksichtigt werden, indem Blocke iibersprungen werden, die wie
in (11.3) bereits in oberer Dreiecksform vorliegen. (Dies entspricht einer Deflation der
entsprechenden Eintrage, die nach der QR-Iteration wieder riickgéngig gemacht wird.)

Algorithmus 11.2 Arnoldi-Verfahren mit impliziten Neustarts

1 Wihle zufalligen Vektor vy mit ||o]|, =1
2: repeat
3 Erganze auf m Schritte im Arnoldi-Prozess ~> Hp,, Vin, Um+1, Bmsim
4 Berechne Eigenwerte /L- und Eigenvektoren ¢; von Hy,
5: Wihle unerwiinschte Eigenwerte p; = Ay, i = 1,...,m —k, setze w «— e,
6 forj=1,...,m-kdo
7 QjRj  Hm — pyl
> QR-Iteration mit implizitem Shift yi;

8: Hy — RQ; + il

9: Vin < VuQj, w «— wQ;

10: Ok41 € Mis1kOk+1 + WihmiymOma

1w Mgk < |[okalle, Ok < Ok / Pk

12: until Konvergenz

'Dieses Verfahren ist die Grundlage fiir ARPACK (,ARnoldi package®), eines der fithrenden Softwarepakete
fiir die numerische Berechnung von Eigenwerten grofier, dilnn besetzter Matrizen. Auf ARPACK basiert
auch MATLABs ,eigs“-Funktion.

95


http://www.caam.rice.edu/software/ARPACK/index.html

Teil 1V

AUSGLEICHSPROBLEME

96



12 ORTHOGONALE KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Wir kommen nun zu Verfahren fir nichtquadratische Matrizen A € C™" mit m # n. In
diesem Fall ist das lineare Gleichungssystem Ax = b im Allgemeinen nicht eindeutig l6sbar.
Wir unterscheiden nun die folgenden Falle:

(i) m > n: Das Gleichungssystem ist iiberbestimmt; fir gegebenes b € C™ muss kein
x € C" existieren mit Ax = b.

(if) m < n: Das Gleichungssystem ist unterbestimmt; zwar kann fiir jedes b € C™ ein
x € C" mit Ax = b existieren, dieses ist jedoch nicht eindeutig.

In beiden Féllen muss man den Losungsbegriff daher erweitern. In Folge nehmen wir der
Einfachheit halber an, dass rank A = min {m, n} gilt, und damit genau einer der beiden
Falle eintritt. Fiir diese leiten wir nun Krylovraum-Verfahren her.

12.1 DAS CGLS-VERFAHREN

Ist das Gleichungssystem Ax = b Giberbestimmt, so sucht man anstelle der nicht-existierenden
Losung ein x* € C", welches das Residuum minimiert, d. h. eine Losung ist des Ausgleichs-
oder Kleinste-Quadrate-Problems

12.1 min||Ax — bl|2.
(12.) minl|Ax — bl

Aus Satz 4.4 (mit K = C" und x° = 0) wissen wir, dass die Losung x* des Ausgleichsproblems
die Galerkin-Bedingungen
x*eC”
b— Ax™ LIm(A)

erfiillen muss. Wegen Im(A)* = Ker(A*) ist dies dquivalent zu A*(b — Ax) = 0, woraus
wir die Normalengleichungen
AAx* = A™b

erhalten. Offensichtlich ist A*A selbstadjungiert; da wir rank A = n angenommen haben,
ist A*A auch positiv definit: Fiir alle x € C" gilt

(x, A*Ax) = (Ax, Ax) = ||Ax||? > 0.
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12 ORTHOGONALE KRYLOVRAUM-VERFAHREN

Angenommen, es géibe ein x € C" mit (x, A*Ax) = 0 und damit Ax = 0. Wegen rank A = n
ist A aber injektiv, und deshalb muss x = 0 sein. Also hat (12.1) eine eindeutige Losung, die
man mit Hilfe des CG-Verfahrens berechnen kann.

Aus Stabilitatsgriinden formuliert man Algorithmus (6.1) leicht um:

(i) Das explizite Aufstellen von A*A wird vermieden; stattdessen multipliziert man
separat mit A und A*.

(ii) Man fithrt die Rekursion fiir das urspriingliche Residuum r* = b — Ax* durch statt
fiir s == A*rk = A*b — A*AxF.

Dies fihrt auf das CGLS-Verfahren (fiir ,least squares®).!

Algorithmus 12.1 CGLS-Verfahren

Input: A b,x%e>0
0 =b-Ax% p®=s"=A"" k=0
2: while ||s||; > ¢ do

k—k+1

qk :Apk—l

3:

4:

s ap = IS5/ 113

6: Xk = x4 t).'kpk_1

- k= k1 gt

8: sk = A*rk

o P =IsE I3/
10: pk =sk+ ﬂkpk_l
Output: x*

Aus der Minimierungseigenschaft des CG-Verfahrens (Satz 4.2) folgt sofort, dass die Iterier-
ten x* die Norm

Ioe* = 4 = A" = b) = (Ax* = B) I3 = 17 = |1

tiber den Krylovraum x° + K} (A*A, A*r®) minimieren. Auch die Konvergenz folgt direkt
aus dem entsprechenden Satz 6.3, nach dem gilt

k
* K(A) -1 *
Il —”k”z < Z(K(A—)-i—l) I = 7|2,

wobei wir k(A*A) = k(A)? verwendet haben.

'zusammen mit dem CG-Verfahren publiziert durch Magnus Hestenes und Eduard Stiefel in [Hestenes &
Stiefel 1952]
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12.2 DAS CGME-VERFAHREN

Ist das Gleichungssystem Ax = b dagegen unterbestimmt, so existiert eine Losung, die
jedoch nicht eindeutig ist. Wir kénnen aber unter allen Losungen diejenige Losung x* € C"
aussuchen, die minimale Norm ||x*||, besitzt. Sei dafiir x € C" mit Ax = b beliebig. Mit
Hilfe der orthogonalen Zerlegung C" = Ker(A) ®Ker(A)~* konnen wir schreiben X = X;+%;
mit ¥; € Ker(A) und %, € Ker(A)*. Dann gilt b = AX = A%, sowie

- 112 S 2 112
%12 = %112 + lI%2]13,

was offensichtlich minimal ist fiir x; = 0. Eine Losung minimaler Norm liegt also notwendig
in Ker(A)* = Im(A*), d. h. es existiert ein y € C™ mit

Ax =D,
x=A"y.

Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste ergibt dann die Normalengleichungen
(12.2) AA*y =b.

Wieder ist AA* € C™™ selbstadjungiert und wegen rank A = m positiv definit. Also hat
(12.2) ebenfalls eine eindeutige Losung, die man mit Hilfe des CG-Verfahrens berechnen
kann.

Man kann nun Algorithmus 6.1 so implementieren, dass er direkt Naherungen fir die
Minimum-Norm-Lésung x* erzeugt. Setzt man x* := A* y* fiir die Naherung y* aus dem
CG-Verfahren, so erhilt man aus der Rekursion fiir y* durch Multiplikation mit A* eine
Rekursion fiir x*. Weiter gilt

rk=b— AA*YF = b — AxF.

Da Ax = bnach Annahme eine Losung besitzt, fithrt dieses Residuum auch auf ein sinnvolles
Abbruchkriterium. Fiir die AA*-konjugierten Suchrichtungen p* gilt weiter

(p*, AA*pFy = |A*p¥ |12 = || " |13,

wobei ¢ = A*p* ebenfalls in der Rekursion fiir x* (und damit fiir rX) vorkommt. Startet
man schlieBlich mit x° = 0, so erhilt man direkt eine Rekursion fiir qk aus

g = ATF* 4 fg

Zusammen erhélt man daraus das CGME-Verfahren (fiir ,minimal error®).?

?publiziert durch Edward J. Craig in [Craig 1955]
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Algorithmus 12.2 CGME-Verfahren

Input: A, b,e >0
:x°=0,¢4"=r"=b-Ax" k=0
2: while ||r¥]|, > ¢ do
3: k—k+1

a = [Ir* 113/ 119* 113

4:

5 xF=xF1+ gt

6:  rk=rk1_ g Agk

7 Pe= PRI/

8: qk — A*rk +ﬁqu_l
Output: x*

Wieder folgt aus der Minimierungseigenschaft des CG-Verfahrens die Optimalitit von
ly" = ¥ IAx = A"y = A"YHII5 = llx™ — |13

mit x* := A*y*, wobei x* € A*Ki(AA*,b) = Ki(A*A, A*D) liegt. Aus Satz 6.3 folgt nun
wiederum die Fehlerabschétzung

k
“m‘ﬁn*—wm

* k
X —x L2|———-
I =l < 2 (S
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